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A CUP PRODUCT IN GALOIS COHOMOLOGY

R. Sharifi

Max-Planck-Institut fiir Mathematik, Vivatsgasse 7, Bonn 53113 Bonn,
Germany e E-mail : sharifi@mpim-bonn.mpg.de

Abstract. We discuss a cup product in Galois cohomology with restricted ramification and
an application of it to the structure of a Lie algebra associated with a Galois action on the
pro-p fundamental group of P}Q —{0,1,00}.

1. The Galois Action on P! — {0,1, 00}

Let X = P(l;2 —{0,1,00}. For any algebraic extension F'/Q, we may consider
the étale fundamental group
Y(Xp) 2 lim  Aut(Y/Xp).
Y/ X Galois
The fundamental group over Q is called the geometric fundamental group,
and it is isomorphic to the profinite completion of the topological fundamental

group:

—

m(X(C)),

1%

m$(Xgq)

October 22nd, 2003.



2 R. SHARIFI

and so the geometric fundamental group is a free profinite group on two gen-
erators. -
Let Gq = Gal(Q/Q). There is a fundamental exact sequence

1 — 71'(Xq) — 71 (Xq) — Gq — L.
This yields a canonical outer action
p: Gq — Out(ﬂ?t(XQ)).
The map p is injective by a theorem of Belyi’s.
We now wish to work with one prime at a time, so fix a prime number p.

Take the maximal pro-p quotient ﬂp) = " P(Xgq) of n{"(Xgq), which is a
free pro-p group of two elements. We have an induced representation

®), Gq — Out(ﬂ'gp)).

Following Ihara, let us filter ﬂp ) by its lower central series ng ) () with ng ) (1) =

) and

(i +1) = [xy”, 7" (),

for ¢ > 1. We may then consider the quotient maps
p®)(i): Gq — Out(r{? /2P (i + 1)).
For example, if i = 1 then we have 7{*(Xq)*" = Z,, & Z,, and the induced map
")(1): Gq — GLa(Z,)

is diagonal, given by two copies of the p-adic cyclotomic character y. Set Fi(p ) =
ker p?) (7). We may consider the associated graded object gp = Pi>18r'g, with

grgp—F(p/in)l

The fixed field Q* of the kernel of p® is contained the maximal pro-p un-
ramified outside p extension Q of Q(x,) [ITha86, Theorem 1]. It is not known
it @ = Q" (but see [Sh02]). In any case, g, is actually given by a filtration
on Gal(2*/Q(pp=)). Now, g, is a Z,-Lie algebra under commutator induced
from that of Gq. Ihara has shown the following [Tha86|: gr'g, is free of finite
rank over Z, and Gq acts on gr'g, by x'. Furthermore, gr'g, = grig, = 0.

If we take the Q,-Lie algebra g, ®z, Q,, then this object is expected to be
motivic. Deligne has conjectured that g, ®z, Q, is free on one generator o; in
each odd degree ¢ > 3 [Th89]. These generators arise from Soulé generators in

Q, iodd>1
0 1 even > 0.

Hg,(Spec Z[1/p], Qp(i)) = {



A CUP PRODUCT IN GALOIS COHOMOLOGY 3

Hain-Matsumoto showed that g ®z, Q, is generated by the o; [HM].

Ihara defined a graded Lie algebra of derivations & of the free graded Z-Lie
algebra on two elements, which he calls the stable derivation algebra [Ih02].
There is a natural map g, — 2 ® Z,, which lhara showed to be injective.
Letting D; be a certain scalar multiple of the image of ¢;, he found a relation

2[Ds, Do] — 27[Ds, D7) € 6912,

though these two commutators are linearly independent over Q. Hence, & is
not generated by the D; in degree 12. He was led to conjecture the existence of
a similar relation among the o; in gri?gee; (see [Ih89] and [ITh02, Conjecture

1(i1)]).
Conjecture 1.1 (Ihara). [03,09] — 50[05,07] € 691gr%ggo; .

As I shall explain, I have now proven this conjecture.

2. Cup products and relations

Let p be an odd prime, let K = Q(u,), and let 4 = Gal(Q/K), where Q
is as before the maximal pro-p unramified outside p extension of K. The cup
product

HY(%,Z/pZ) ® H' (9 ,Z/pZ) — H*(9,Z/pZ),
yields precise information on the form of relations in the pro-p group ¢. That
is, given a minimal presentation

1R —F -9 —1,

a minimal generating set X of .# provides a basis dual to a basis X* of H!,
and a minimal generating set R of # as a normal subgroup of .% provides a
dual basis to H2. Given an ordering on X, we may write the image of r € R
in .Z as
7= Z Az y[z,y] mod FP.F(3),
r<yeX
with a,, € Z/pZ given by
Ay = ’I"(:E* U y*)7

taking the dual elements z*,y* € X* to z,y € X.

This relates to Thara’s conjecture as follows (see [Sh02, McS03]). The o;
with ¢ < p may be lifted to &; € ¢, which may in turn be lifted to x; € %

forming part of a generating set X. Set a;; = as,.,. The group ¢ is not
free pro-p whenever p divides By for some k even with 2 < k < p — 3. Since
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691 divides Biya, Z is nontrivial for p = 691 (actually, R has cardinality 2).
McCallum and I showed that the relation corresponding to k = 12 descends
to a (possibly trivial) relation in gr'?g. To prove Ihara’s conjecture, we must
explain how this relates to his relation and compute the cup product.

3. A pairing for irregular pairs
McCallum and I considered the cup product
HYY  pp) @ H(G pip) — HX (G, 1)
Since
H'(Y,uy") = H(G,Z/pZ) @ ",

this cup product is equivalent to the cup product above.
Let & denote the group of p-units of K, and let A denote the p-part of the
ideal class group of K. There is a natural injection

E)EP — HY Y, up)
and a natural isomorphism
H(Y, 1) = A/pA.

Let A = Gal(K/Q), and let w denote the Teichmiiller character on A. For
any Z,[A]-module M, we may consider the eigenspace M (*) upon which A acts
by w'. If p | By for k even with 2 < k < p — 3, then A®~%) is nontrivial. We
call (p, k) an irregular pair. By projection, we obtain an induced pairing

() Jph: EXE— AP=R) @ pp-
This pairing satisfies the standard relation
(,1—=2)pr =0

ifz,1—z € &. McCallum and I showed the following computationally [McS03,
Theorem 5.1].

Theorem 3.1. For any irregular pair (p, k) with p < 10,000, there is at most
one nontrivial, anti-symmetric, Galois-equivariant pairing

< , >: é"xgﬂu;@@*l*k)

up to scalar, satisfying (x,1 —z) =0 ifz,1—x € 8.
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Since (, )p,x satisfies these relations and A(Iéfk) has p-rank 1 for all such

pairs (p, k), we have at most one nontrivial possibility for this pairing up to
scalar.
Fix a pth root of unity (. We can define elements of & for positive odd ¢ as

follows:
p—1 -
w=TI0-oy
j=1
For example, 11 = p. Now, Galois equivariance of the cup product implies that
Misnj)pke #0if i+ j #Z k mod p — 1. We define

€ik = <77i, nk7i>p,k-

In proving Theorem 3.1, McCallum and I computed a unique nontrivial possi-
bility for the e; ; up to a common scalar for each (p, k), where p < 10, 000.
We conjectured that [McS03, Conjecture 5.3]:

Conjecture 3.2. For all irregular pairs (p, k), the pairing { , )p i is surjective.

By a computation of the 37-unit group in a degree 37 extension of Q, Mc-
Callum and I were able to prove that (, )37 32 is nontrivial [McS03, Theorem
7.5]. However, larger primes were out of range by this method.

Let us again study the relationship with Thara’s conjecture. For each odd
i > 3, the element o; is chosen so that if o = n;, then &;(a;) = (. That is,
the image of &; is Kummer dual to ;. If Vandiver’s conjecture that the real
part of A is trivial holds (known for p < 12,000,000 [BCEMS]), then we may
fix an isomorphism

o: AP @, = 7/pZ
such that, in particular, ¢(e; r) = a;x—; for 3 < i < k — 3 with ¢ odd. For
p = 691 and k£ = 12, the computation with McCallum yields that the value
of e5,12/€312 is —50 if the pairing is nontrivial. This matches up with Thara’s

conjectured values for his relation in g,, and we proved [McS03, Theorem
9.11]:

Theorem 3.8. If (, )eo1,12 is nontrivial, then Ihara’s conjecture holds.

4. Relationship with class groups

Fix an odd ¢ and let of = n;. Then L = K(«;) is a degree p Kummer
extension of K which is unramified outside p and Galois over Q. Its Galois
group G = Gal(L/K) is isomorphic to u$* as a Z,[A]-module.
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Let Ap denote the p-part of the class group of L, and let Ay g denote its
quotient by the images of primes above p. Let Is denote the augmentation
ideal in Z,[G], and let mg = (p) + I¢ denote the maximal ideal of Z,[G].

Let Py(a) denote the subgroup of Aggik)/p given by twisting (a, &), k. The
following theorem is essentially a result of my work with McCallum:

Theorem 4.1. If L/K is totally ramified at p, then there is an isomorphism
of groups:
(IgALs/maloALs) P~ = (AL /p) ) Py(a).

We have the following corollary.

Corollary 4.2. If L/K is totally ramified at p and
(IAr,s/meleAr,s)P~ ") =0,
then <771a éo>p,k) 7é 0.

Our approach will be to find an i for which the condition of the corollary
holds.

5. The modular representation

Let T2 (p) denote the cuspidal Hecke algebra of weight 2 for I'y (p) and char-
acter w*~2 for some even k. Consider the ordinary part T = Ta(p)**? of
T2(p) ® Zy, the maximal subfactor upon which the Hecke operator U, acts
invertibly. We will be particularly interested in the Eisenstein ideal .# of T,

I = U, — 1)+ (T) — 1 — w(1)*21 | 1 prime, 1 # p).

Let m = (p) + .# denote the maximal ideal of T containing ..
Let

X = Hy (X1(p), Zp).
The action of Gq on X provides a homomorphism
p: Gq — Autp(X).

The module X ® Q, is free of rank 2 over T ® Q,, and so one obtains a
representation to GL2(T®Q,). Looking “modulo #” at an inverse limit of such
representations for increasing levels p™, Ohta gave another proof of Iwasawa’s
Main Conjecture [Oh0O].
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Let % denote the Z,-submodule of T generated by U, — 1. By looking
“modulo .#%”, T was able to prove (something slightly more general than) the
following [Sh]:

Theorem 5.1. Assume that p | By and p { Bpi1—k and that A®) = 0. Let
L =K(ag-1) and G = Gal(L/K). Then there is a canonical isomorphism

(IcAr s/mclcArs) ) = 7 /(U +wm.7).

The condition on By, insures that L/K is totally ramified at p. I verified
the following by computation [Sh].

Theorem 5.2. For all irregular pairs (p, k) with p < 1000, the element U, — 1
generates I | 9% = 7/ pZ.

Note that Lo, contains a pth root of np_;. Tracing backwards through
Theorem 5.2, Theorem 5.1, and the corollary to Theorem 4.1, we obtain the
following.

Corollary 5.3. If (p, k) is an irregular pair with p < 1000, then ey, # 0. In
particular, Conjecture 3.2 holds for all such pairs.

By Theorem 3.3, we conclude that Thara’s conjecture holds.
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Max-Planck-Institut fiir Mathematik, Vivatsgasse 7, Bonn 53113 Bonn,
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Abstract. We construct and study certain Massey products in Galois cohomology which
generalize the cup product. We discuss the application of these Massey products to the
structure of Iwasawa modules over certain Z,-Kummer extensions of the cyclotomic Z,-
extension of a number field.

1. Introduction

In classical Iwasawa Theory, one begins with an abelian number field K
containing p, and considers the cyclotomic Z,-extension K, /K. Denoting its
Galois group by I, it is typical to consider the Iwasawa algebra A = Z,[[I']]
and finitely generated modules for this algebra, which are known as Iwasawa
modules. A typical Iwasawa module to consider is the Galois group Xk of the
maximal unramified abelian pro-p extension of K. There is a good struc-
ture theory for Iwasawa modules over A [Iw59, Se59], and the major result
in the area is a theorem (Iwasawa’s Main Conjecture, proven by Mazur-Wiles
[McS03]) describing the eigenspaces of Xk in terms of p-adic L-functions of

October 23rd, 2003.
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associated abelian characters of Gq. For our purposes in this talk, it will be
sufficient to note that X is a finitely generated Z,-module.

Recently, many number theorists have been studying Iwasawa theory over non-
abelian pro-p extensions L., /K. That is, they study modules for the Iwasawa
algebra Z,[[¢4]] with ¢4 = Gal(L/K), usually in the case that ¢ is a pro-p
p-adic Lie group of dimension at least 2 that contains no elements of order p
and Lo, /K is unramified outside a finite set of primes S including those above
p in K. In particular, one can study X, the Galois group of the maximal
unramified abelian pro-p extension of L., or even Xy, g, the Galois group of
the maximal unramified abelian pro-p extension of L., in which all primes out-
side the set of primes S above p split completely. In studying such Iwasawa
modules X7, or Xy, g, one obvious question to consider is how large they are.
For instance, are they ever finitely generated over Z, when ¢ is a p-adic Lie
group of dimension at least 27

My goal for this talk is to present a tool for studying the simplest nonabelian
case: that Lo is a Z,-extension of K, so ¢4 is a semidirect product of
two copies of Z,. My approach to studying X ¢ will be as follows. Let
Ic be the augmentation ideal in Z,[[G]]. I will study the graded quotients
IEX 1 s/I5T X1, 5. These carry the structure of A-modules and are successive
quotients of each other. I will show how one can describe these modules in
terms of the Iwasawa module Xg g over Ko, the answer coming in terms of
a generalization of cup products called Massey products. The primary source
for this talk is [Sh]. Let me begin with generalities.

2. Cup products in Galois cohomology

Let p be a prime number, n > 1, K a field, 2 Galois extension of K and
Go/k = Gal(Q/K). One has the cup products:

H'(Goyx, 2/p"2) @ H' (Goyxc, Z/p"Z) = H*(Goyx, Z/p"Z).
Let x1,x2 € Hom(Gg,k,Z/p"Z). Their cup product is represented by the
cocycle
(x1Ux2)(o,7) = x1(o)x2(7),
for 0,7 € Gq k. The cup product is the obstruction to the existence of a

homomorphism
p: GQ/K — GLg(Z/an)
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with
1 xi(o) #(o)
ple)=1{ 0 1  Xxa0)
1
for some map x: G/ — Z/p"Z. Precisely, if p exists, then
dk(o,7) = k(o) + k(1) — k(oT) = —(x1 U x2)(0, 7).

Massey products:

We define Massey products inductively. Two-fold Massey products are
cup products, and 1-fold are trivial. So let » > 3, and choose x1,...,xr €
Hom(Go/k,Z/p"Z). Let T.11(n) be the subgroup of upper-triangular
unipotent matrices in GL,41(Z/p"Z), and let Z,11(n) denote its center.
Assume that there exists a homomorphism

p: Gayx — Tr1(n)/Zr41(n)
with
p(0)ii+1 = Xxi(o)
for 1 <4 <r. Set
Kij(0) =
for 1 <i<j<rand (i,5) # (1,7).
Then the r-fold Massey product
(X1:---»Xr) € H(Goyx, Z/p"Z)

is represented by the cocycle

p(0)ij+1

Z"le /iz—ﬁ-lr )

This cocycle is the obstructlon to lifting p to p: Go/x — T.

For example, if r = 3, then

1 x1 K12 %
__ | 01 x2 ka3
P=1 o 0o 1 x5 |’
0 O 0 1

and the cocycle is

(U,T) — Xl(O')Hzg(T) + 51,2(0'))(3(7’).
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There is an inherent ambiguity in the definition of the Massey product
arising from the choices in the classes of maps &, j, i.e., the choice of
defining system. For example, k12 is defined only up to a cocycle, since
it must satisfy dri12 = x1 U x2. So (X1, X2,X3), for instance, is well-
defined only as an element of

H*(Gox,Z/p"2)/(x1 U H (Gayx, Z/p"Z) + H (Go i, Z/p"Z) U x3).

We will be interested in Massey products of the form (x1,...,x1, xr)- In
this case, we can reduce the ambiguity in the definition to shorter Massey
products of the same form (with y, replaced by an arbitrary character).

Massey products with coefficients in roots of unity:
Now assume that char K # p and p,» C K and fix positive integers
m<nandk < p”+m_1 — 1. Note that

H' (Gayrc, pym) = (KX Q") /K727

Assume given a € K* N Q*P" with a ¢ K*P and b € K* N QXP". We
will consider (k + 1)-fold Massey products of the form (xa, - - -, Xas Xb)
where x, and X, denote the Kummer characters associated to a and

b, respectively. These will take values in a to-be-defined quotient of
H2(GQ/K3M§(11€+1)) and are denoted by (a, b)gf,z /K"

Operators: Let G be a cyclic group of order p™, and let o generate G.
Define

p"-1 .
D®) = DI = (—1)F }° <;> o € Z[q).
i=k

For j <k, we have
(0 —1)’D® = D=1 mod p™Z[G.
Note that D is the norm element of Z[G].

To obtain an acceptable formula for the Massey products and to reduce
the ambiguity in their definition, we restrict the allowable choices of
defining systems. Let of" = a, let L = K(a), set G = Gr K, and let
o be a generator. Let ( = ! € ppn. Note: ( is primitive. We will
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assume that b = Ny, /gy for some y € L and that DE=Dy e Q*P™ | Let

us denote the group of such b by Uy(r]f, )n(a), and the set of such y for a

given b by V. (a, b).

Let [z] denote the class of € QX in HY(Ggq, ppym) =2 QX /Q*P™. There is
a natural boundary map in the sequence of base terms of the Hochschild-
Serre spectral sequence called transgression. In our case, this is a map

Traq: H'(Gq, ppm) 9% — H*(Goyk, ppm).
Let
P (a) = (Trag [D®y] | b € UL (a),y € V1) (a,0).
Theorem 1. Forb € UWh(a) and y € Vih(a,b), define the (k+1)-fold
Massey product of a and b to be

(a,0)5) 5 = Trag [DWy] @ ¢BF (mod PV (a) @ uSh),

n—m

where Cyn = (P
.

. This definition doesn’t depend on the choice of y or

Proof. We illustrate independence from the choice of y. If y, 9y’ € Vrﬁff%,(a, b),
then 3/ = y2°~! for some z € L*, and

DWWy = DKy DE=D) 2 mod L*P™.
Similarly, D#=2)z € QX 5o
Trag[D%*~Y2] € P#f;l)(a).
]

In fact, this definition is consistent with our earlier definition of Massey
products in the sense that (a, b)gfz Q/K®<%_(k+1)

System

is the class of a defining

p: Gasre — Tipo(m)/ Zya(m)
associated with y.

If K is a number field and €2 is the maximal extension unramified outside
a finite set of primes including those above p, then

H*(Gox, ppr) = Ak /p" Ak,
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where Ag denotes the p-part of the class group of K. The transgression
map takes a class [x] with 2 € Q% to the class modulo p"~" of an ideal
A of Ok s (S-integers) with A0q ¢ = x0q s. In particular, one can give
a formula as in Theorem 1, but in terms of ideal classes (with a slightly
stronger restriction on k).

3. Iwasawa Theory

Let K be a number field and K,, = K(pyn) for n < oo, S a set of
primes including those above p and all real archimedean places. Let 2
be the maximal extension of K unramified outside S, Lo, a Z,-extension
of K unramified outside S and Xg g (resp., X1 5) the Galois group of
the maximal unramified pro-p abelian extension of Ko, (resp., Loo) in
which all primes above those in S split completely.

There exists a sequence of elements a = (ay,,) for n sufficiently large and
a nondecreasing sequence (l,) with infinite limit and I, < n for all n,

such that a, € KX NP a, ¢ K, with
ans1a,' € K;fflln
and such that, setting aﬁln = a, and L, = K,(ay,), we have Lo, = UL,.
For simplicity of writing, let us assume [,, = n for all n.
Fix k, and let r be such that & < p"(p — 1). We set
PE(a) =1lim P, (an) < X s.

Let G = Gr_ /K., A = Zy[[Gk../k]]; and Ig be the augmentation ideal
of Z,[[G]].

Theorem 2. Assume that every prime above S in Ko other than v
splits completely in Lo and that v does not split. We have a canonical
isomorphism of pro-p groups,

IEXp s /IEN X1 g = (I /13)%F ©7, Xk, s/PY (a),

which is an isomorphism of A-modules if Lo /K is Galois.
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Note: I/ Ig; is noncanonically isomorphic to Z, as a Z,-module.

The theorem holds with k£ = 0 by the assumption, with pY (a) =0.
Theorem 2 tells us that Massey products determine the structure of the
graded quotients of X7, s with respect to the augmentation filtration.

Examples:

Let p be even, K = Q(up), and K, = Q(ppn) for n < co. Let S consist
of the unique prime above p. Note that Xx g = Xk, the Galois group
of the maximal unramified pro-p abelian extension of K.

Let T be the group of integer sequences t = (t,) with
tny1 = tp, mod pnil(p - 1)

Let Lo be a totally ramified Z,-extension of K, Galois over Q. Then
G = Gal(Loo/Kx) = Zy(t) for some t € T. One can ask if X, g is finitely
generated as a Zj,-module, or slightly more weakly, if I’g;XL’S/IgHXL’s
is eventually finite. The latter condition is equivalent to X7 g being a
torsion Z,[[G]]-module. Coates-Sujatha and Venjakob had asked if this
is always true, which would have been a natural analogue of a conjecture
of Greenberg’s.

Let ¢ = (¢,) be a generator of the Tate module. For ¢ € T, we may
define a sequence of cyclotomic p-units Ay = (\¢,,), where

p"—1

)\t7n _ H (1 . C:L),L'tnfl‘
i=1
(i,p)=1

Then
—1 xXp™
At»n"rl)\t,n S Kn—fl .

Set 4 = Gal(L»/Q). Let A = Gal(K/Q), let w denote the Teichmiiller
character, and for ¢ € T', set

f— ST we) s € Z,[A.

p_léeA
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Assume for now that Lo, is defined by some such sequence \; (with ;
odd).

Proposition. Assume that Ag has p-rank 1, and let r even be such that
Ak =1 Ak If a1, A1)y # 0, then Xps = Xk as Z[[9])-
modules.

In particular, in this case X g is pseudo-null as a Z,[[¢]]-module (in
the sense of Venjakob).

Corollary. Forp =37 andt € T with t # 5,27 mod 36 (or p = 59 and
t € T with t # 15,29,51 mod 58, and so on), we have isomorphisms of
Z,([4]]-modules,

XL,S = XK = Zp(S),
for some s € T with s = 5 mod 36. If, furthermore, t # 31 mod 36, then
X1 = Z,(s) as well.

X5 can also have larger p-rank than X as well.

Proposition. Assume that Xg = Zy(s) for some s € T. Lett =1—2s.
Then we have isomorphisms of A-modules,

IEXLs/IET X 6 =2 Zy(s + ki),
ifk=0o0rl, and for k=2 if 3s Z —1 mod p — 1.

Now let us take that case that G = Z,(t) with ¢; even. Assume also that
p | By for some k # t mod p—1. Then Hachimori and I prove (something
more general than) the following [HS].

Proposition. Assume that Xg = Z,(1 —t) ® Z,(1 —r) for some r #
t mod p — 1 with r1,t1 even. Then we have injections of A-modules,

Z,(1 -7+ kt) — IEX /167 X g
for all k > 0.

Hence, it is not always the case that Xy g is Z,[[G]]-torsion. Still, it
is an open question if X7y, g is always Z,[[G]]-torsion when L, is defined
by a sequence of cyclotomic p-units.
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Abstract. We describe the quantum cohomology of Grassmannian varieties for classical
Lie types.

1. Generalities
Quantum cohomology is a deformation of the usual cohomology ring
H*(X)=H"(X,7)

of an algebraic variety X (for this talk, assumed to be a projective homogeneous
variety). One introduces a new formal parameter q. A key feature of the
deformed cohomology is the new multiplication:

oz*ﬂ:(aUﬂ)+(o¢*/B)1q+(a*ﬂ)2q2+~~~

where «, 8 are classes in H*(X). More generally, one will have deformation
parameters ¢°, where the indexing is by effective curve classes § € Ho(X,Z).
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The enumerative significance of these is that

/X(Oé*ﬁ)dUV

is the number of degree d rational curves on X incident to cycles A, B,C' in
general postion which are Poincare dual to the classes «, 3, 7.

Ezample 1.1. Consider X = P2. Then [L] = h, [pt] = h? (the classes of lines
and points) and

[ s o0 ip = 1.
P2
the number of lines incident to one line and 2 points (in general position). So
(hx[pt])1 = 1 € H*(P?)
and
hx[pt]=0+1-q.

The quantum cohomology ring is graded with

degq’ :/Cl(TX)'
s

In particular, for X = P2, we have degq = [, ¢1(Tx) = 3. So h? = [pt] (with
no quantum correction terms, for degree reasons), and h® = h * [pt] = q. This
gives us the ring presentation

QH*(P?) = Z[h,q)/(h* — q).
Note that the classical presentation is H*(P?) = Z[h]/h3.

It is a general phenomenon that (for our varieties X) the quantum coho-
mology ring QH*(X) is generated by the classical generators together with the
g-parameters, with every classical relation replaced by a g-deformed relation
which holds in the quantum cohomology.

2. Grassmannians

Let X = Gr(k,n) = {A¥ c C"} be the Grassmannian of k-planes in n-
dimensional space. Classically, it is known that as an abelian group,

H*(X) = @Zoy,

where the sum is over partitions A C ((n — k)*) and o, are the classes of
Schubert subvarieties of X:

Xy = {A| dim(AﬂEn_k_H‘_)\i) > i},
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where E; C --- is a complete flag of subspaces of C™. The partitions A are iden-
tified with their Young diagrams of boxes sitting in a rectangle ((n — k)*) with
n—k columns and k rows. Recall that dim(X) = k(n—k) and codim(X,) = ||,
the sum of the parts of A. Finally,

1 o=
/O)‘ Y= { 0 otherwise,

where AV denotes the set of boxes in ((n — k)*) not in A (rotated 180 degrees
o as to become another partition). This gives the Poincare duality involution
on the set indexing the Schubert classes.

The structure constants for multiplication in H*(X) are called Littlewood-
Richardson coefficients:

oaxUo, = ZCK#U,,.
The case of A = (p) = (p,0,...,0) was studied classically, with o, called the

p-th special Schubert class.
The Pieri rule is :

OpoN = E oy
N

where the sum is over all 4 whose Young diagram contains A with |u| = |\|+p
such that /A (the set of boxes in p not in A) has at most one box per column.
For example,

0901 = 0921 + 03.
The classes o1, . ..,0,_ generate H*(X) as a ring. A presentation of this ring
is given by
Zlo1, .. on—k]/(Tkg1y - sTn)
where deg(r;) =1,

01 02 03

o 1 g1 02 .
r; = det 0 1 o 7
0 0 1 g1

This is everything one needs to know to generalize the case of a projective

plane. We have
/ C1 (Tx) =n,
line

the degree of the quantum deformation parameter q. Concretely,

QH*(X) = Z[O—la .. -;O—n—kaq]/(rk-‘rl; ceoyTn—1,Tn — Cq)
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for some ¢, simply for degree reasons. We need to determine the integer c. We
have

o1 09 O3

1 g1 02 72 03
r, = det = 017ry—1 — det 1 o1
0 1 o4 - 0 1
0 0 1 o o
g1 02
= (=) 1o, det 1 o1 - k
0 1 g1
= (—1)n_k_10'n_]€ * O(1k)y.
The classical Giambelli formula says that for A = (A1,..., A¢) we have
Ox1 Ox+1
(1) o) = det .

Oxe—1  OX

So, cis (—1)"~*~! times the number of lines on X incident to general translates

of Xy—k, X(1#) and a point. An analogous enumerative fact to the fact that

there is a single line through two points gives ¢ = (—1)"7*~1. So
QH*(X)=2Z[o1,..., 0010/ (Ths1s- - Tn_1,mn + (=1)"Fg).

This computation appeared in a paper by Witten in 1995 [Wit95]. Note that
it left open the problem of expressing the product oxo,, as a combination of
q%o,, with |v|+dn = |\|+|u|. Bertram, in 1997, proved the quantum Giambelli
formula:

(1) holds in QH*(X) |Ber97|.

He also proved a quantum Pieri rule:
op* o\ =0pUox+ (0p *x0r)1¢,

where there is an explicit combinatorial description of (o, *0y)1. The following
theorem is recent joint work with Buch and Tamwakis

Theorem 2.1. [BKTO03] The general quantum structure constant

v
<O—/\70—u7a—y>d = CKM
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18 given by

<O')\,O'#,O'y>d:/ O'g\d)('}'l(fl)O'l(,d)7
F(k—d,k+d;n)

a classical structure constant on a partial flag variety.

Quantum structure constants are also known as genus 0 Gromov- Witten
1nvariants.

There is a classical combinatorial formula for the Littlewood-Richard coeffi-
cients in terms of Young tableaux. A new combinatorial interpretation, using
objects called puzzles was given by Knutson-Tao-Woodward [KTWO04]. The
rule of Knutson-Tao-Woodward goes as follows. Each partition A is translated
into a string stringg’l of 0’s and 1’s, of length n. This is accomplished by
drawing A inside the rectangle ((n — k)*). The south-east border of ), con-
necting the bottom-left corner of the rectangle to the top-right corner, consists
of n segments. Label each vertical segment with 0 and each horizational seg-
ment with 1. Now read from bottom-left to top-right to get string?\’l. Puzzles
are composed of puzzle pieces of three types (rotations are allowed) and fill a
triangular region of side length n. The rule is:

/ oxUo, Uo, = #{puzzles with border stringg’l, stringg’l, string®'}.
X

Knutson gave a conjectural generalization to the case of two-step partial
flag varieties. In combination with Theorem 2.1 we get a conjectural quantum
Littlewood- Richardson rule. Starting with A form stringg’2 (as above, but with
the symbol 1 replaced by 2). In the string string?\’Q, change the first d 2’s and
the last d 0’s to 1 to get string, (d).

Conjecture 2.2. The quantum structure constants on X are given by

(ox,0u,00)a = #{puzzles with border string, (d), string,,(d), string, (d)}.

In Conjecture 2.2 there is a specific set of puzzle pieces with sides labelled
0, 1, 2, including two kinds of variable-length puzzle pieces. As an example,
we have

(022,021,031)1 =1

on Gr(2,5) and there is a corresponding unique puzzle displayed below:
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Conjecture 2.2 has been checked by computer for n < 16 and proved for
k <3.

3. Types B, C (and D)

In the other classical Lie types we start with an ambient vector space CV
equipped with a nondegenerate bilinear form ( , ). It is symmetric in type B,
with N odd, N = 2n+1, and skew-symmetric in type C, with N even, N = 2n.
(We will not discuss type D the case of symmetric bilinear form with N even,
where there is also an analogous story.)

We have the Grassmannians of (n— k)-dimensional spaces, isotropic for (, ):

OG(n —k,2n + 1) in type B, with / aTx)=n+k

line
and
IG(n —k,2n) in type C, with / aTx)=n+k+1.
line

The cases of maximal isotropic Grassmannians (k = 0) have received special
attention, both classically and in the quantum setting. But for £ > 1, much
less is known about these Grassmannians. Classically we have no Giambelli
formulas, and a Pieri formula was recently discovered by Pragacz and Ratajski
[PR96]. We have quantum Pieri formulas (work in progress with Buch and
Tamvakis). For OG,

op* oy =0, Uox+ (0p *x0or)1q+ (0p * J,\)2q2

where the degree 1 quantum correction term comes from the classical Pieri
formula on OG(n — k+1,2n+ 1) and where there is also a degree 2 correction
term, coming from the identity o2, , = ¢* in QH*(OG). For IG,

op* o\ =0pUox+ (0p *x0r)1¢,
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where there is just a single quantum correction term; it comes from classical
Pieri on the bigger isotropic Grassmannian IG(n — k + 1,2n + 2).
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Abstract. We describe the connection between Brauer groups and algebraic stacks, with
application in algebraic geometry.

1. Introduction
Let K be a field. Recall that the Brauer group of K is
Br(K) = {central simple algebras/K}/ ~ .
Grothendieck generalized this concept to schemes. For X a scheme,
Br(X) = {sheaves of Azumaya algebras/X}/ ~ .
When X is smooth over a field k, we have
Br(X) C Br(k(X)).

The notion of algebraic stacks appeared in papers by Deligne and Mumford
[DM69] and Artin [Art74].

October 29th, 2003.
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Example 1.1.

— Orbifolds X = U?:l U;/G;, where U; are schemes and G; are finite groups
acting effectively.

— Orbifold curves: start with a curve C' nonsingular over k, points p; and
natural numbers d;, and get X by glueing C'\ {n1,...,n;} with D/uy,,
i=1,...,k.

Maps to X are required to factor locally through one of the U;’s. Here are
some surface examples:
— [A%/ps], action by (z1,22) — (—x1,—x2) gives a quadric cone with a
Z/2-orbifold point at vertex; it is smooth as a stack.

— P? = Uy UU; UUs; the standard affine open covering U; = A?. Now
cover P2 by Uy, Uy = A?/ug, and Uy = A?/uy, where each ps acts by
(w1, 22) — (—x1,72). We get a P? with an orbifold structure along the
line at infinity. In this example there is a different stack structure over
the line at infinity than just P! x B(Z/2).

On stacks, points have stabilizer groups attached to them. Many stacks come
from moduli problems, such as .#;, where points correspond to isomorphism
classes of genus g curves. Then the stabilizer group attached to a point is the
automorphism group of the corresponding curve. Artin stacks allow infinite
groups as stabilizer groups (e.g., GL,(k)). Deligne-Mumford stacks restrict
to finite groups (which as group schemes must be unramified as well, i.e., in
characteristic p no ay, pp, etc.) The stack is called a gerbe if the stabilizer
group is nonvarying.

Ezxzample 1.2.

— B@ is a gerbe over a point.
— There are two (isomorphism classes of) Z/2-gerbes over P!,

More generally, Z/2-gerbes over X are classified by HZ(X,Z/2).
Consider “G,,,-banded” gerbes, classified by H?(—,G,,). The cohomological
interpretation of Br(X) is:
Br(X) — H%(X,G,,).

2. Stacks in algebraic geometry

An early application of stacks in algebraic geometry was given by Deligne
and Mumford. They proved the irreducibility of .#, over an arbitrary ground
field. This had been previously known in characteristic 0 (classically) and char-
acteristic p > g + 1 [Ful69]. Deligne and Mumford gave 2 proofs, one without
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and one with stacks. The stack-based proof uses .#; C ./ 4, a compactification
which is smooth and proper over Spec(Z), plus a theorem about connectedness
of fibers.

A more modern application of stacks in algebraic geometry used the Brauer
group. An old question is whether the natural (injective) homomorphism

Br(X) — H%(X,G,)""*
is surjective.

Proposition 2.1. [EHKVO01] The answer is no, in general. A counterezam-
ple is given by taking X to be a nonseparated union of two quadric cones.

There is an element in H2,(X,7Z/2), such that the corresponding gerbe on X
has no nontrivial vector bundles. But to give a sheaf of Azumaya algebras on
X is the same as to give a vector bundle on the gerbe such that the stabilizer
action on fibers is nontrivial.

For G,,-gerbes, coherent sheaves split naturally into subsheaves indexed by
Gm (this is behind the language of “a-twisted sheaves”, or B-fields in the physics
literature, where « is a 2-cocycle with values in G,,).

Theorem 2.2 (Gabber). If X is quasi-projective then
Br(X) = H*(X,G,,)"".

A proof was recently given by de Jong using the language of a-twisted
sheaves.

An application of Brauer groups to the global geometry of stacks relates to
enumerative geometry. Mumford [Mum83] laid the foundations to enumera-
tive geometry on the moduli space of curves of genus g via A*(.#,)g, Chow
groups with rational coefficients, with an intersection product. This used the
existence of a finite flat cover by a Cohen-Macaulay scheme. Even though ]g
is a singular variety, it is smooth as a (Deligne-Mumford) stack.

A simplification would have been possible if one knew the existence of a
finite flat cover of .#Z, by a smooth scheme. Such covers have subsequently
been shown to exist, by Looijenga [Lo0o94| and Pikaart-de Jong [PdJ95]. This
turns out to be a general phenomenon.

Theorem 2.3 (K.-Vistoli). Let F' be a Deligne-Mumford stack, smooth and
separated over a field k. Assume further that F is generically tame (in char-
acteristic p, no generic stabilizer group has order divisible by p) and that the
underlying coarse moduli space is a quasi-projective scheme. Then we have
F = [U/G] for some smooth scheme U and algebraic group G acting properly
on U.
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Theorem 2.4 (K.-Vistoli). If F = [U/G], the stack quotient of an algebraic
group acting properly on a smooth scheme, with quasi-projective coarse moduli
space, then there is a smooth scheme with a finite flat surjective map to F.

The proof of Theorem 2.3 uses Brauer groups, plus a general stack construc-
tion which lets us “forget” the generic stabilizer, meaning that F' is a gerbe over
an orbifold F’. Then we reduce to proving F 2 [U/G] when F is a tame gerbe
over a quasi-projective scheme. This uses Theorem 2.2 and the connection
between Azumaya algebras and vector bundles on a gerbe.
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Abstract. For a projective quadric X, we describe some relative cellular structures on the
powers of X. As a consequence, we compute the Chow groups of powers of X in terms of
the Chow groups of powers of the anisotropic part of X, without reference to motives. Here
we do not assume that the characteristic of the base field differs from 2.

1. Cellular spaces

These are notes of a part of my lectures on [Kar03] given at the University
of Gottingen during the first week of November 2003.

Let F be a field. By a variety (over F') we mean a reduced (not necessarily
irreducible) scheme of finite type over F.

Definition 1.1. A variety X together with a decomposition X = U,;¢;C; into
a finite disjoint union of its locally closed subvarieties is called a cellular space,
if every C; is isomorphic to an affine space and the subvarieties C; are the
successive difference of some filtration of X by closed subvarieties.

November 3rd, 2003.
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Ezxample 1.2. To show that the condition on existence of the filtration in the
definition of cellular space is not automatic, let us take as X the union of two
rational conics L; and Lo intersecting in two points P, and P,. The locally
closed subvarieties C; = L; \ P;, i € I = {1,2} of X satisty all the conditions of
Definition 1.1 except the filtration one. The filtration condition is not satisfied
because none of the Cj is closed in X.

Ezample 1.3. The standard filtration of a projective space P™ by its linear
subspaces P!, P»2_ and so on, produces a cellular structure on P™.

Ezxzample 1.4. Let D be a non-negative integer and X a D-dimensional split
smooth projective quadric. Up to isomorphism, X is the hypersurface in the
projective space PP*! given by the equation zoxgi1 + -+ + Ta2eqr1 = 0 (for
even D = 2d) or by the equation zozgi1 + - + TqT24+1 + 22 = 0 (for odd
D =2d+1). Consider the descending filtration of X by the closed subvarieties
X® 4= —-1,0,...,2d + 2 with XY = X and with X® for i > 0 defined
inside of X(~1) by the equation z; = 0. This filtration produces a cellular
structure on X (every successive difference is easily seen to be isomorphic to
an affine space). Note that X(? is P (the equation x = 0 in the case of odd
D is automatically added because X (@), being a subvariety, should be reduced)
and the filtration on X4 coincides with that of Example 1.3.

Remark 1.5. Every split projective homogeneous variety has a cellular struc-
ture (see [K6c91]). And of course every projective homogeneous variety be-
comes split over an appropriate extension of the base field (for instance, over
the algebraic closure).

Example 1.6. Let X and Y be cellular spaces with the cellular decomposi-
tions X = U;erU; and Y = UjesVj. Then the direct product X x Y is cellular
as well with the cells U; x Vj, (¢,7) € I x J. Indeed, the products U; x V; are
isomorphic to affine spaces, locally closed in X x Y, disjoint, and cover X x Y.
The filtration condition is easy to verify (see, e.g., [Kar00, §7]).

The total integral Chow group CH(X) of a cellular space X is easy to com-
pute:

Theorem 1.7. Let X be a cellular space with cells U;, i € I. Write u; for the
element in CH(X) given by the closure of the cell U;. The Chow group CH(X)
is a free Z-module and u;, i € I is its basis.

Proof. Let
X = X(O) O X(l) DEEEED) X(") O X("H‘l) — [Z)
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be a cellular filtration of X. We prove the statement using an induction on its
length. Let U be the cell X(© \ X(1) and let u be the corresponding element
of CH(X). By the induction hypothesis, the Z-module CH(X®) is free and
the elements u;, given by the cells U; different from U, form its basis. On the
other hand, in the exact sequence of K-homology groups

H(X,K,) — HU,K,) - CH(X®") - CH(X) — CH(U) — 0

the left hand side homomorphism is evidently surjective (because the pull-
back H(F,K;) — H(U, K1) with respect to the structure morphism of U is
an isomorphism by the homotopy invariance of K-cohomology) and the right
hand side epimorphism has a splitting CH(U) = Z - [U] — CH(X) given by
[U] — w. O

Remark 1.8. The classes [X(®], i = 0,1,...,n of the terms of a cellular
filtration

X=XO0~5x® ~5...5x0) 5 xh+tl) _p

of a given cellular space X also form a basis of CH(X) (one can either deduce
it from Theorem 1.7 or repeat the proof of the theorem replacing the splitting
[U] — u by the splitting [U] — [X]).

Remark 1.9. Let X = U;c;U; and Y = Uje sV be cellular spaces with their
cellular decompositions, u; € CH(X) and v; € CH(Y') the elements given by
the closures of the cells. Note that the class in CH(X x Y') of the closure of a
cell U; x Vj coincides with the class of the product of the closures of the cells
(even in the case when this product is not reduced), that is, with the external
product u; x v;. Therefore the external products u; X vj, (,7) € I x J, form a
basis of CH(X x Y'), and the homomorphism CH(X)® CH(Y) — CH(X xY),
given by the external product of cycles, is an isomorphism.

Now we get the following description of the Chow ring of a smooth split
projective quadric:

Theorem 1.10. Let X be a split smooth D-dimensional projective quadric, a
hypersurface of a projective space P. Set d = [D/2] and let h € CH'(X) be
the class of a hyperplane section of X. For i = 0,1,...,d, let l; € CH;(X)
be the class of an arbitrary i-dimensional linear subspace of P lying inside of
X. Then the total Chow group CH(X) is free with basis hi,l;, i = 0,1,...,d.
The multiplication of the ring CH(X) is determined by the following rules:
hdJrl = 2[[([)_1)/2] (hd+1 =0 fOT D = 0), h- ll = 11;1 fOT‘ 1€ [1, d], and l?l 18
equal to 0 or ly with 12 = lo if and only if D is divisible by 4.
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Proof. For D = 0, the variety X is a disjoint union of two rational points.
For D =1, the variety X is isomorphic to a projective line. In both cases the
statement of Theorem needs no proof. We now assume that D > 2.

The intersection of an arbitrary hyperplane of P with X is reduced and
has codimension 1 in X; therefore the pull-back of the class in CH(P) of the
hyperplane coincides with the class of this intersection; in particular, it does
not depend on the choice of the hyperplane. Since the pull-back CH(P) —
CH(X) is a ring homomorphism, any power h’ is the pull-back of the class of
an i-codimensional linear subspace of P. It follows that for i = 0,1,...,d the
elements h® are the classes of the first d + 1 terms of the cellular filtration of
X constructed in Example 1.4. The remaining d + 1 terms are certain linear
subspaces X; of X, one for each dimension ¢ = d,d—1,...,0. Since CH;(X) =
Z - [X;] for i € [0, D/2), the push-forward homomorphism CH;(X) — CH;(P)
is injective (even bijective) for such 4; it follows that [X;] coincides with the
class of an arbitrary i-dimensional linear subspace lying on X. At this stage
it is already easy to get the relation h -l; = [;_; using the projection formula
with respect to the embedding X — P.

In contrast to the other graded components of the Chow group of X, the
group CH,4(X) in the case of even D (and only in this case) has a rank different
from 1 (namely, 2): its basis is formed by h? = [X(@=V)] and 15 = [X (9], where
14 is the class of the special linear subspace X (¥ C X. Let I/, € CHy(X) be the
class of an arbitrary d-dimensional linear subspace of X. Since {4 and I/, have
the same image under the push-forward homomorphism CHy(X) — CHy(P)
while its kernel is generated by h% — 214, one has I, =1q+ n(h? — 214) with
some n € Z. Since there exists a linear automorphism of X moving lg to I
(while h? is of course invariant with respect to any linear automorphism), the
cycles h? and [/} also form a basis of CHg(X); consequently, the determinant of

the matrix
1 n
0 1-2n

is +1, that is, n is 0 or 1 and 1, is l4 or h? — l4. So, there are at most two
different rational equivalence classes of d-dimensional linear subspaces of X and
their sum is equal to h?.

Now let I} be the class of the linear subspace g = 21 = -+ = 2g_1 =
T2q41 = 0. Since X (@1 is the union of zg = 21 = -+ = 24—, = x4 = 0 and
To=x1 = =T4_1 = Tag41 = 0, we have h? =[5 + I/}, that is, the classes Ig
and [, are different. It follows that the class of 441 = zg42 = -+ = 2g41 =0

is I/, if and only if D is divisible by 4; in this case lg - I, = 0 and consequently
=1y (R — )y=1i- h¢ = ly; otherwise %2 =0. O
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2. Relative cellular spaces

The notion of a relative cellular space was introduced in [Kar00, §6]. Here
we slightly change the definition.

Definition 2.1. A variety X together with a decomposition X = U;c;C; into
a finite disjoint union of its locally closed subvarieties equipped with morphisms
fi: C; — X, to some smooth projective X; is called a relative cellular space,
if the subvarieties C; are the successive differences of some filtration of X by
closed subvarieties and for every ¢ € I the morphism f; is flat of constant
relative dimension and all its fibers are isomorphic to affine spaces. We refer
to C; as to the cells of X and to X; as to the bases of the cells.

Exzample 2.2 (The trivial example). Any smooth projective variety can
be considered as a relative cellular space in the trivial way: one cell coinciding
with its base.

Ezample 2.3 (The basic example). Let X be a D-dimensional isotropic
smooth projective quadric. Up to an isomorphism, X is the hypersurface of
PP+1 given by the equation zox; + ¥ (z2,...,2py1) = 0 with some quadratic
form 1. We define a filtration X = X(=1 5 X(©) 5 X1 The subvariety X (©)
is defined by the equation z¢o = 0. It is a 1-dimensional cone over the smooth
projective quadric Xo given by 1; we take as X 1) the vertex of the cone (i.e.,
the point &y = xo = x3--- = xpy1 = 0). This filtration determines a relative
cellular structure on X. Indeed, X (=1 \X(O) is an affine space, X (© \X(l) is
a 1-dimensional vector bundle over Xy, and X is a point.
More generally, if X is given by the equation

ToT1 + ... Toi—2%2i—1 + (T2, .., TD41) ,

then X has a structure of relative cellular space with the smooth quadric ¥ =0
being the base of one cell and points being the bases of the other cells.

Remark 2.4. Every isotropic projective homogeneous variety has a non-trivial
structure of cellular space, see [CGM].

Ezample 2.5 (Product of cellular spaces). The direct product of two cel-
lular spaces is a cellular space, where the cells are the pairwise products of the
cells; their bases are products of the bases of the factors.

The Chow group of a relative cellular space is computed in [Kar00] in terms
of the Chow groups of the bases of its cells:
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Theorem 2.6 ([Kar00, proof of Th. 6.5]). With notations of Definition 2.1,
the sum of the homomorphisms (I'y,). : CH(X;) — CH(X), given by the
closures I'y, C X; x X of the transpositions of the graphs of the morphisms
fi: C; — X, gives an isomorphism

@ CH(X;) ~ CH(X).

il
Remark 2.7. For an integral closed subvariety Z C X, the element of CH(X)
corresponding to [Z] € CH(X;) under the isomorphism of Theorem 2.6 is given
by the closure in X of f;(2).
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Abstract. 1 report on progress towards computing the stable reduction of the modular
curve X (p™) to characteristik p > 2. This is joint work with Stefan Wewers.

1. Introduction

These are the notes of a talk given in the algebraic geometry seminar in
Gottingen, on September 5th, 2003. I report on joint work with Stefan Wewers
(in preparation).

Let p > 2 be a prime number. We fix a compatible system (,» € C of
primitive p™th roots of unity. Let X (p™) = H*/T'(p™) be the modular curve of
full level p™ over C. Here H* is the complete upper half plane, and

I'(p") ={A e SLs(p") | A=Imod p"}.

Recall that X (p™) parameterizes (generalized) elliptic curves E with a full level
p"-structure, i.e. an isomorphism ¢ : (Z/p)> — E[p"] with det(¢) = (yn. We
obtain a cover m, : X (p") — X (1) ~ P} by sending (E, ¢) to j(E). The cover

November 5th, 2003.
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7o is a Galois cover, with Galois group G,, ~ SLy(Z/p™)/(I). It is branched
at j = 0,1728, 0o of order 3,2, p, respectively. The cover 7, together with the
Galois action can be defined over Qp((pn ).

The problem we discuss in this talk is to determine the stable reduction of
T ®q, (¢yn) @y (Cpn) at some prime o of Q" ((pn) over p. Our main result is
that we can do this for n = 2. We start by recalling the definition of the stable
reduction of a Galois cover, following Raynaud [Ray99|.

Let R be a complete discrete valuation ring, with residue field k& = k of
characteristic p > 2 and fraction field K of characteristic zero. Let f : Y —
X = P} be a G-Galois cover defined over K. We assume for simplicity that
g(Y') > 2. By the stable reduction theorem, there exists a unique stable model
% of Y over R, after replacing K by a finite extension. Uniqueness implies
that the action of G extends to %, and we may define 2" = # /G. We call
fr:% — 2 the stable model, and its special fiber f := fr@rk:Y — X the
stable reduction. The cover f has good reduction if f : Y — X is a separable
cover of smooth curves. Otherwise, f has bad reduction.

It is easy to see that 7, : X (p™) — X (1) has bad reduction to characteristic
p, since an elliptic curve in characteristic p has strictly less p-torsion points in
characteristic p than in characteristic zero. We denote by

o, s (") — 2(1)™
the stable model of 7,. The stable reduction we denote by
Tt X (") — X (1)),
Note that X (1) has genus zero, hence admits a smooth model over R. The
model 2°(1)(™) is defined as the quotient of 2 (p™), and is not smooth for

n > 0. Moreover, this model depends on n. Its special fiber X(l_)(”) is a tree
of projective lines. If n is understood, we write X (1) instead of X (1)),

2. The Katz—Mazur model

Katz and Mazur defined in [KM85] a regular model 2" (p™)¥M of X (p™) over
A = Z[Cpn]. Tts special fiber X (p™)K¥M is a union of smooth curves intersecting
above the supersingular points. Here we call j € X (1)¥M ~ IE”; supersingular
if the elliptic curve F with j-invariant j is supersingular. This model is not
semistable: X (p")¥M has a bad singularity over the supersingular j’s. In
some sense, one does not see the “interesting” irreducible representations of
SLo(Z/p™) in the cohomology on the Katz—Mazur model, since they correspond
to the vanishing cycles. This is one of the motivations for studying the stable
model of X (p™).
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The stable reduction of X (p) is known. It follows by combining the work of
Edixhoven [Edi90] on the stable reduction of Xo(p?) with the results of Katz
and Mazur. Here one uses the fact that X (p?) is a quotient of X (p).

In [BWO02], we give an alternative proof of this fact, which does not use the
fact that X (p) is a moduli space. Instead, this proof relies on the fact that
7+ X(p) — X(1) is a Galois cover of P! branched at three points, such that
the order of the Galois group is strictly divisible by p. In this situation, we
have a strong result on the structure of the stable reduction, due to Raynaud
[Ray99] and Wewers [Wew03].

It seems very difficult to generalize this approach to X (p"), since the Sylow
p-subgroup of SLo(Z/p™)/ £ 1 is nonabelian. It is not clear what to expect for
the stable reduction of G-Galois covers if G has a nonabelian Sylow p-subgroup.
As far as we know, our result on the stable reduction of 7 : X (p?) — X (1) is
the first example in this direction. This is the second motivation for looking at
the stable reduction of modular curves.

3. The local moduli problem

In this section we give a new proof for the stable reduction of X (p), which
generalizes to X (p?). We are also working on the general case.

Let k =F,, R = W(k) and let K be the fraction field of R. We denote by v
the valuation on K with v(p) = 1. Let Fo(X,Y)=X+Y +--- € k[[X, Y]] be
the unique formal group law over k of height two, such that [p|, (X) = X7 .
We choose a (supersingular) elliptic curve Ey over k, with formal group law
Fo. Let jo = j(Eo).

We denote by 2(1)° the universal deformation space of Fy. Lubin-Tate
theory implies that

Z (1)'°¢ ~ SpfR|[u]].
Let F(X,Y) € R[[u]][[X,Y]] be the universal deformation of Fp.

Lemma 3.1. We may assume that
plrX = pX + uX? + x* (mod pXP).

The lemma follows from Lubin-Tate theory. Write X (1)°¢ = 2°(1)° ® K.
This is a open unit disk with parameter u. Consider
(1) [p"]7(X) = [plpo---oplr(X) = 0.

We define a cover X (p™)!'* — X (1)!°¢ by adjoining all solution of (1). More pre-
cisely, X (p™)!°¢ parameterizes triples (u, ¥p, yyn), with u € X (1)1°¢ and (x,,, y»)
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a basis of F,,[p"] over K such that e, (z,,y,) = (pn. Here e, is the Weil pairing
on F,[p"].

Serre—Tate theory says that a deformation of a formal group Fy of Ey cor-
responds to a deformation of Ey. Therefore, we obtain the following diagram

X(pn)loc . X(pn)
SLz(Z/p")l lSLz(Z/P")/(iI)
X (1)lec —— X(1).

Here the upper horizontal arrow is 2:1 on its image, and the lower horizontal
arrow is injective.

We define a closed rigid disk D C X (1)°¢ by
D ={ue X(1)°|v(u) <p/(p+1)}.

Let u € D, and choose (u,z1,y1) € X (p)°°. Considering the Newton polygon
of [p]r(X), one checks that v(x1) = v(y1) = 1/(p?> — 1). In other words, the
disk D consists of u such that the p-torsion F,[p] of the corresponding formal
group law does not admit a canonical subgroup. This disk is called the too
supersingular disk.

Now

u= xzf(p—l) + 5_1 — y117(p—1) 4 ;D_l
Ly Y1

Note that all terms have equal valuation. Multiplying by 2y} yields

(mod u!*e).

2 2
yi o) — a2 yi = plyjzr — 2Ty,
Writing
= D)

1 (mod p), mod p),

~ Y1 (
VIR
multiplying by the correct power of p, and reducing gives
(2) grE — iy = 1.

It is easy to see that (2) defines a PSLa(p)-cover of P}, of genus p(p—1)/2. Our
argument shows that the stable reduction X (p) contains one such component
for each supersingular j-value. Since X (p) dominates X (p)*M, we also know
that X (p) contains p + 1 so called Igusa curves Y. The projection Y — P;
factors as Y — Z — IE”;, where Y — Z is a inseparable map of degree p given
by the Frobenius morphism. The map Z — P; is a (p—1)/2-cyclic cover totally

branched at the supersingular j-values; it corresponds to taking the (p—1)/2th
root out of the Hasse invariant.
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It is easy to check that these are all irreducible components of X (p). Sum-
marizing, we obtain the following picture.

The vertical components of X (p) satisfy (2). The horizontal ones are the
Igusa curves. The curve X (p)X¥M is obtained from X(p) by contracting the
vertical components.
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Abstract. We study certain compactifications of the general linear group and some of their
applications.

1. Definition und Eigenschaften von KGL,
Sei k ein Korper und seien F, F' n-dimensionale k-Vektorrdume. Setze
X© .= P(Hom(E, F) & k).

Man hat ein Diagramm von abgeschlossenen Unterschemata in X (9):

YO(O) TN Yl(o) s s Y,f(i)l
1 1
ZT(LO_)1 — — Zl(o) — Zéo).
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Hierbei ist

YO = {(f:a)e X |tk(f) <7}
z¥. = {(f:a)ev,® |a=0}.

Betrachte folgende sukzessive Aufblasungen:

Xx(0) x@ X @) ‘e X (n—1)

wobei X(© «— X die Aufblasung von X(©) entlang der disjunkten glatten
Unterschemata Y, und Z'”,, X — X® die Aufblasung von X entlang
der disjunkten glatten Unterschemata Yl(l) und ZSJQ (den eigentlichen Trans-

formierten von ¥{” und Z{”,) u.s.w. und schliesslich X2 «— X(=1 die
Aufblasung von X ("~2) entlang der disjunkten glatten Unterschemata Yn(ff)

und Z{"_z) ist.
Setze KGL,, := X := X~ Dann gilt:

— X ist glatt und projektiv.
— GL,, 2 Isom(E, F) C X ist offen und das Komplement ist ein Divisor mit
normalen Uberkreuzungen und irreduziblen Komponenten

YOa s 7Yn713 Z07 LR Zn,1
(den sukzessiven eigentlichen Transformierten der }Q(O)7Z2-(O)).

— Die Gruppe GL(E) x GL(F) operiert of X. Die Abschliisse der Bahnen
sind von der Gestalt

6]7J: mZiﬁ mY]

i€l jeJ

wo min(I) + min(J) > n.
— Es gﬂt 6[7J = P1 XF1° ' XF] PT XF1 K/, wO
e Fl das Produkt zweier Flaggen-Varietéten,
e P, — Fllokal triviale Faserung mit Faser PGL,,, (der wunderbaren
Kompaktifizierung von PGL,,)
e K’ — Fllokal triviale Faserung mit Faser KGL,,,

wobei die Zahlen 7, n;,n’ von I,J abhingen.

Fiir weitere Eigenschaften siche [Kau00].
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2. Gieseker Vektorbiindel

Betrachte eine Kette R = |J; R; von projektiven Geraden: zg € Ry, R;iNR; 1 =
T Fxi_q, furi=1,...,r — 1, mit z,_1 # =, € R,.

Definition 2.1. Ein Vektorbiindel & auf R heisst zuldssig, falls gilt
1. &g, 2d;0(1) @ (n—d;)0 fir gewisse d; > 1 (i=1,...,r);
2. HY(R,&(—z0 — 2,)) = 0.

Bemerkung 2.2. Falls ein zuldssiges Vektorbiindel auf R existiert, so folgt
r<rké&.

Definition 2.3. Sei C eine stabile Kurve. Ein Gieseker Vektorbiindel auf C
ist ein Paar (C' — C, &), wo
1. C" — C ist Isomorphismus iiber Cylate € C.
2. Nicht-triviale Fasern von ¢’ — C sind Ketten von projektiven Geraden.
3. & ist ein Vektorbiindel auf C’, dessen Einschrinkung auf nicht-triviale
Fasern von ¢’ — C zulissig ist.

Sei speziell C irreduzibel mit einem gewdhnlichen Doppelpunkt und sei C—C
die Normalisierung.

Satz 2.4. |[Kaub]| Es existiert ein kanonisches Diagramm von Moduli-Stacks

GVB(C)

/ \
VB(C) GVB(C) <1 VB(C)

Hierbei parametrisieren VB(C) bzw. VB(C) Vektorbiindel von Rang n auf C
baw. C, und GVB(C) parametrisiert Gieseker-Vektorbiindel von Rang n auf
C. Der Morphismus j ist eine offene Immersion. Der Stack GVB(C') besitzt
normale Uberkreuzungs-Singularititen und ist universell abgeschlossen. Der

Morphismus v identifiziert den Stack GVB(C) mit der Normalisierung von
GVB(C). Der Morphismus f ist eine lokal-triviale KGL,,-Faserung.

3. Verallgemeinerte Thetafunktionen

Sei C eine glatte projektive Kurve iiber £ = C. Sei & das universelle Biindel
auf C' x VB(C) und sei 7 : C' x VB(C) — VB(C) die Projektion. Definiere das
Geradenbiindel © := det Rm.# auf VB(C). Fiir k > 1 ist H°(VB(C), ©%) ein
Raum von verallgemeinerten Thetafunktionen.
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Allgemeiner, sei (C, x;) eine m-punktierte glatte projektive Kurve iiber C. Ein
(quasi-) parabolisches Vektorbiindel auf (C, x;) ist ein Tupel (&, Fo&[z4]), wo &
ein Vektorbiindle auf C' und F,&[x;] eine vollstindige Flagge in der Faser von
& bei x; ist. Sei PB = PB(C, z;) der Stack, welcher parabolische Vektorbiindel
von Rang n auf (C, z;) parametrisiert. Sei (£, FexfZ?) das universelle Objekt

auf C x PB=—= PB. Setze

m n

0%(a',...,a™) = (det Rm, 2)" © R) R)(Fja; P | Fj_12; )%
=1 j=1
fir kK € Nund a’ = (al,...,a’) € Z". Dann kann man auch

HY(PB(C,21,...,%,),0%d,...,a™))
als Raum verallgemeinerter Theta-Funktionen auffassen.

Satz 3.1. [Kaua| Sei C eine irreduzible projektive Kurve mit einem gewdhn-
lichen Doppelpunkt und sei (C, x1,22) — C die Normalisierung. Dann ezistiert
ein kanonischer Isomorphismus

~

HO(GVB(C%@K)*} @ HO(PB(C~'7931,;E2),®K(LL7Z)))
(a,b)eA

wo A={(a,0) €Z"xZ" | 0<a1 < <ap<Kk—1,b=K—an_it1}-

Beweisidee: Betrachte das Diagramm
= f — v
VB(C) <—— GVB(C) — GVB(C)

aus dem Satz 2.4. Da GVB(C) normale Uberkreuzungs-Singularititen be-
sitzt, und v die Normalisierungs-Abbildung ist, kann man H°(GVB(C), ©F)
mit einem Teilraum von H O(G\[B(C’)7 v*O") identifizieren. )

Es gilt v*© = f*© ® A, wo © das Theta-Biindel auf GVB(C') und A ein

Geradenbiindel auf GVB(C) ist, dessen Einschrinkung auf Fasern von f ein
fixes Geradenbiindel A’ auf KGL,, ist.

Zerlege H°(Oy, 4,1} ;(A')*) in irreduzible Darstellungen von GL, x GL,, wo
i1, 61,,] — KGL,, die Inklusion des Bahn-Abschlusses ist. Nach dem Satz
von Borel-Bott-Weil lassen sich die irreduziblen Darstellungen als Rdume glob-
aler Schnitte von gewissen Geradenbiindeln auf F1 x F1 realisieren, wo F1 die
vollstandigen Flaggen in einem n-dimensionalen Vektorraum parametrisiert.
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Dies induziert insbesondere eine Zerlegung von f,v*0©% = © ® f,A* und somit

eine Zerlegung von H°(GVB(C),v*0").

Eine Analyse der Kombinatorik der Straten von GVB(C) liefert schliesslich die
behauptete Zerlegung von H°(GVB(c), ©%).

4. Offene Fragen

1. Sei Y ein Schema {iber C und X — Y eine stabile Kurve iiber Y und
GVB(X/Y) der Modul-Stack der Gieseker-Vektorbiindel auf X iiber Y (von
festem Rang und Grad).

Sei #x/y das universelle Gieseker-Vektorbiindel auf X xy GVB(X/Y),

7: X xy GVB(X/Y) — GVB(X/Y)
die Projektion und h : GVB(X/Y) — Y der Struktur-Morphismus. Setze
@X/Y = det(RW*z@)(/y) und CBx/y = h*@}/y

Vermutung 4.1. (1) CBx/y ist lokal freier Oy -Modul von endlichem Rang.
(2) CBxyy trigt kanonischen projektiven Zusammenhang.

2. Sei C/k eine irreduzible projektive Kurve mit einem gewo6hnlichen Dop-
pelpunkt und sei (u: C' — C, &) ein Gieseker-Vektorbiindel (von Rang n und
Grad d) auf C. Nach Nagaraj und Seshadri ist u.& eine torsionsfreie Garbe auf
C.

Definition 4.2 (Nagaraj, Seshadri). Das Gieseker-Vektorbiindel
(C'— C, &)
heisst stabil, falls u,& stabil ist.

Satz 4.3. |NS99|, |Ses00| Sei (n,d) = 1. Dann existiert ein projektiver
Modulraum U¢(n, d), der Isomorphie-Klassen von stabilen Gieseker-Vektorbindeln
parametrisiert. Dieser hat normale Uberkreuzungs-Singularititen.

Frage 4.4. Fir (n,d) # 1 ist U&(n,d) nur quasi-projektiv. Was ist der
richtige Begriff von “semistabilen Gieseker-Vektorbiindeln”, so dass U&(n,d) C
U (n,d) eine Kompaktifizierung?
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Satz 4.5. |Gie84| Sei n = 2, d ungerade. Dann existiert ein Diagramm von
projektiven Varietdten wie folgt:

Aufblasung 7 Aufblasung

U&(2,d)
lok. triv. KGL2-Faserung l Normalisierung
Ua(2,d) Ue(2,d)

Frage 4.6. Analogon fiir n > 37

Bei hinreichender Kenntis der beteiligten Aufblasungen lasst sich mithilfe des
entsprechenden Diagramms vielleicht folgende Vermutung beweisen:

Vermutung 4.7. (Newstead, Ramanan, Earl, Kirwan,|[New72|, [EK99]) Sei
X glatte projektive Kurve von Geschlecht g und sei (n,d) = 1. Sei T das
Tangentialbiindel auf U5 (n,d). Dann gilt ¢, (T) =0 fir r > n(n —1)(g — 1).

3. Gieseker-Vektorbiindel fiithren zur “Kompaktifizierung” von Modulrdumen
von Vektorbiindeln auf stabilen Kurven mit folgenden Eigenschaften:

(1) Wohlverhalten in Familien.
(2) Vertraglichkeit unter Normalisierung der Kurve.

Anders ausgedriickt: Der Funktor

Schemata — Gruppoide

Mm,q(BGLn;d) : { S — {(O — S’ (;Z;,L M S — O)Z',O, — C, 5)}

besitzt Eigenschaften analog zum stack M, ((X,0) (vgl. |[Man99|) der m-
punktierten stabilen Abbildungen von Geschlecht g in eine Varietit X.

Fragen 4.8.

(1) Analogon fiir beliebige reduktive Gruppe G statt GL,,?
(2) Wie sieht die entsprechende Kompaktifizierung von G aus?
(3) Gromov-Witten-Invarianten fiir BGL,,?
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Abstract. We discuss some novel estimates of kissing numbers of lattices.

1. Einfiihrung

Einem Gitter L im n-dimensionalen euklidischen Raum ordnet man die fiir
reelles ¢ > 0 erklarte Thetareihe

Or(t) = Z exp(—mt?/"x?) =1+ al(L)e_TrtQ/nT1 + ag(L)e_”tZ/nr"‘ +...

el

zu. Hier bezeichnet z? das Quadrat der euklidischen Linge von z, ferner
0 <r <rg <...die Folge der in L auftretenden Lingenquadrate und a,;(L)
die Anzahl der z € L mit 2 = r;. Insbesondere ist a;(L) die Anzahl der
Minimalvektoren von L. Bekanntlich hat man nach der Poissonschen Sum-
menformel

£01,(t) = det(L) O+ (1/1).

November 12th, 2003.
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Die genaue Erklarung der rechten Seite ist hier nicht wichtig. Wir lesen aus
der letzten Gleichung jedenfalls ab, dass t 0, (t) monoton steigend in ¢ ist. Also
hat ¢ 01, (t) eine positive Ableitung:

2 n 2 n
1+ al(L) (1 - —Wti’l"l) 6_7Tt2/ m + (lQ(L) (1 — —7Tt317"2) 6_7Tt2/ 2 + - Z 0

n n
Setzen wir u = 7rt2/"r1, so konnen wir fir u > % alle zu r; mit j > 2 gehdrenden
Glieder der vorstehenden Reihe weglassen, und wir erhalten so

2
1+ a1(L) (1 - —u) e ™ >0.
n
Fir v = § + 1 wird dies schliesslich zu
a;(L) < ge%H.

Bezeichnen wir die Gitterkusszahl in Dimension n mit A, so ergeben die soeben
fiir beliebige Gitter hergeleiteten Ungleichungen die fiir wachsendes n asymp-
totische Abschétzung

A < 6%(1+0(1)) < 1,65%(1+0(1)),

Nach einem Satz von Kabatianski und Levenshtein gilt fiir die Kusszahl 7,
in Dimension n die asymptotische Abschétzung

T < 1,320433% (1He(D)

Um mit der oben skizzierten elementaren Methode dieser wesentlich besseren
Abschétzung nahe zu kommen, liegt es nahe, die durchgefiihrten Rechnun-
gen und Schliisse statt mit der Funktion exp(—xt?/"z?) mit F(t'/"|x|) fiir
allgemeinere Funktionen F'(u) (u > 0) zu probieren. Solche Funktionen iiber-
sieht man am besten via ihrer Mellin-Transformierten, und dazu ist wiederum
naheliegend, zu studieren, wie sich die oben durchgefiihrten Schlussweisen
nach Mellin-Transformation beziiglich ¢ > 0 {ibersetzen. Es zeigt sich, dass
das Monotonieargument im Wesentlichen einer etwas mysteriosen Konvexitats-
eigenschaft von log s(s—1)AL(s) im kritischen Streifen entspricht, wo Ar(s) die
Mellin-Transformierte von 6 (t) ist. Fiir Details verweisen wir auf [Sko02b].

Im Vortrag diskutierten wir diese Konvexititseigenschaft und zeigten wie
diese, angewandt mit geeigneten Funktionen F'(¢), ohne grosse Miihe die Ab-
schatzungen

A < 1,3592% (1+o(1))

ergeben.
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Wir deuteten an, wie die hier skizzierten Ideen auch benutzt werden kénnen,
um die bekannten unteren Schranken von Zimmert fiir Regulatoren algebrai-
scher Zahlkorper zu beweisen. In einer gemeinsamen Arbeit mit E. Fried-
man fiihrten diese Methoden ferner zu einem Beweis eines grossen Teils einer
Vermutung von Berger und Martinet {iber relative Regulatoren. Schliesslich
diskutierten wir noch Mdoglichkeiten der Verallgemeinerung dieses Ideenkreises,
um etwa explizite Versionen des Satzes von Kazhdan-Margulis iiber die Ko-
Volumen diskreter Untergruppen in halb-einfachen Lie-Gruppen ohne kom-
pakte Faktoren zu erzielen. Einen Uberblick findet man in [Sko02al].
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Abstract. We discuss interesting powerseries identities related to modular units.

1. Einfiihrung

Die Identitdten von Rogers-Ramanujan gehoren zu den klassischen Iden-
titdten zwischen erzeugenden Funktionen, wie sie in der elementaren Zahlen-
theorie und Kombinatorik auftreten. So findet man z.B. in The Theory of
Numbers von Hardy und Wright im Abschnitt 19.13 die Identitét

m2

II 0-"=> oo

n>0 m>0
n=x1mod 5 =

und eine weitere dhnlicher Bauart. Identitéten dieser Art sind selten. Die dabei
auftretenden Funktionen sind modulare Einheiten, die aber noch weitere sehr
bemerkenswerte Eigenschaften haben. Sie treten stets als Teil gewisser Scharen
modularer Einheiten mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten auf, die sich
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dadurch auszeichnen, dass der von einer solchen Schar aufgespannte Raum von
Funktionen invariant unter SL(2,Z) ist.

Im Vortrag stellten wir einige Struktursétze {iber die hier auftretenden modu-
laren Einheiten vor, und wir zeigten, wie man zumindest algorithmisch die er-
wahnten Scharen aufzdhlen kann. Und wir haben erldutert, auf welche Weise
diese Scharen tatséchlich auch in der theoretischen Physik auftreten. Fiir De-
tails verweisen wir auf die Arbeiten [ES96], [ES98] und [ES03].
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TWO CONSTRUCTIONS OF THE MODULI SPACE OF
VECTOR BUNDLES ON AN ALGEBRAIC CURVE

G. Hein
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Abstract. 'We present two constructions of the coarse moduli space of semistable vector
bundles on an algebraic curve X. To do so, we survey semistability, Geometric Invariant
Theory, illustrate this theory for the moduli space of elliptic curves, and show the importance
of the global sections of the generalized ©-line bundle associated to semistable vector bundles.

1. Introduction

On November 17, 2003 the author gave a talk in Professor Y. Tschinkel’s
seminar Geometrische Methoden in der Darstellungstheorie at the University
of Gottingen. These are the slightly extended notes of this lecture. Since the
talk was restricted to sixty minutes, Section 4 of the present presentation was
skipped in the lecture.

The plan of this article is to present two constructions to obtain the mod-
uli space of semistable vector bundles on a algebraic curve, and to explain
why we have to insert the adjective semistability here. First, we give the
setup for these constructions in Section 2. Both constructions are based on

November 17th, 2003.



58 G. HEIN

Grothendiecks Quot schemes which are presented in this section. In the third
section, we sketch Mumford’s Geometric Invariant Theory (GIT). Then, we il-
lustrate this approach for the moduli space of elliptic curves in Section 4. This
section is included because, in this case, we can very precisely describe the
invariant forms and the invariant subring. In Section 5, we apply the GIT to
our moduli problem whereas in Section 6, we present an alternative approach
to the construction of this moduli space. However, we also point out that
this construction can be understood in the language of the GIT, provided we
understand the invariant sections.

There is little that is original in what I present here. Perhaps the presen-
tation of topics in the last section is novel. However, the author is responsible
for all mistakes.

The author wishes to express his gratitude for being invited to the lecture.
He appreciated the atmosphere during his short stay in Gottingen.

2. The setup

Let X be a smooth projective curve of genus g > 2 over an algebraically
closed field k. Furthermore, we fix a globally generated ample divisor €x(1).
We want to study vector bundles on X. As usual for a sheaf F', we write F'(m)
for the twist ' ®@ Ox(1)®™. There are two discrete invariants, i.e. invariants
which do not vary in flat familes over connected schemes, namely the rank r and
the degree d of the vector bundle. If the rank is one, then we obtain the Picard
variety Pic?(X) of all isomorphism classes of line bundles with fixed degree
d, they form a Pic’(X)-torsor. The smooth variety Pic?(X) is a paradigm
for a moduli space. In the following we investigate the case when r > 2.
Furthermore, we assume that the genus g of X is at least two.

We want to equip the following set with the structure of a projective variety

M (v d) = isomorphism classes of vector bundles £ on X with
XS = rk(E) = r deg(E) = d '

When considering a vector bundle E as a point in this space (so far it is only
a set), we write [E] for the corresponding point in .#x (r,d). It turns out that
we have to modify the definition of .#x (r,d) to achieve this goal. For a fixed
integer a we set

ME(r,d) = {[E] € Mx(r,d)| H (E(a —1)) =0}.

Since M x (r,d) = Ugez.#% (r,d), we content ourselves with the construction of
AL (r,d). The theory of the Castelnuovo-Mumford regularity (see [Mum66|)
implies that for [E] € #%(r,d), the twisted vector bundle E(a) is globally



MODULI SPACE OF VECTOR BUNDLES 59

generated and has h°(E(a)) = x(E(a)). Thus, the number M := h°(E(a))
does not depend on the choice of [E] € #%(r,d). Fixing an isomorphism
HO(E) = k®M we obtain a surjection F——s= F for F = Ox(—a)®M.

We have seen that Grothendieck’s Quot scheme Quot := Quot;;‘j  of quo-
tients of F with rank r and of degree d parametrizes all vector bundles of
A (r,d). Of course this scheme is much bigger than the space we want, and
it parametrizes sheaves which have nontrivial torsion. However, for the subset

Quot(E) := {[F — G] € Quot | there exists an isomorphism G % E}

the following holds:

— Quot(E) is irreducible, and
— the quotients [r : F — G| in Quot(E) which induce an isomorphism
HO(m) : HY(F(a)) — H°(G(a)) form a nonempty open subset in Quot(E).

There exists a natural SL(M) action on Quot and, set theoretically, our space
A% (1, d) can be identified with some subset of the quotient of this group action.
Thus, we end up with the task of defining a scheme structure on the quotient
space of a group action. There exists a general theory for doing so which we
briefly sketch in the next section.

3. Geometric invariant theory

3.1. Group actions on schemes and quotients. The general problem of
the Geometric invariant theory is: Given a group G and a scheme X together
with a group action G x X — X does there exist a “space of the orbits” Y in
the category of schemes. Further questions are:

— How far is X from being a G-bundle over Y?
— Which geometric properties of Y can we deduce from X (and G)?
— How can we describe sheaves on Y by sheaves on X7

3.2. Group actions on affine schemes. If X = Spec(A) is affine, then
suppose that there exists a G-invariant map f : X — Spec(B). The cor-
responding ring morphism ¢ : B — A must have its image in the subring
AC of the G-invariant elements of A. This motivates the following: We set
X//G := Spec(A%). The inclusion AY — A induces a dominant morphism
X — X//G. The above consideration shows that every G-invariant morphism
X — Spec(C) factors through X//G. Thus, X//G is a categorial quotient.
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3.3. A bad group action. Suppose that we consider the group action C* x
C?% — C? given by multiplication, i.e. (A, (x,y)) — (Az, A\y). The set of orbits
is P! and the point (0,0) which lies in the closure of every orbit. Consequently,
there are no C* invariant functions on C[z,y] which can separate different
orbits. Indeed, a simple calculation shows that C[z,y]®" = C. Thus, C?//C* is
just Spec(C). This example shows how far X//G can be from an orbit space.
It also explains why we use the notation X//G instead of X/G.

3.4. Linearization of group actions on quasiprojective schemes. For
X quasiprojective with an ample line bundle &x (1), we need a linearization
of the action. First we require that for all g € G there exists an isomorphism
g*0x(1) =2 Ox(1). In the case that X is projective and G is affine, this
requirement is not too hard, because the map from G — Pic(X) defined by
g — g*0x(1) ® Ox(—1) is locally constant. Thus, by replacing €x (1) with
the product ¢;0x(1) ® ... ® g;0Ox(1), where each g; comes from a different
connected component of GG, we obtain such a G invariant polarization. Suppose
that O0x (1) is G invariant. We consider the two morphisms act (group action)
and pry (projection)
act
GxX=—=X
Prx

from G x X to X. An isomorphism 3 : act*Ox (1) — prOx (1) is called a
linearization of the group action if it fullfils a cocycle condition. The existence of
the isomorphism § implies that prg(act*Ox (1) ®pri Ox (—1)) is the trivial line
bundle on G. We may interpret 8 as a family of isomorphisms 3, : g*Ox (1) =
Ox (1) for all g € G. The cocycle condition is equivalent to Bgon = h*(8y) o Oh
for all g,h € G. From now on, we suppose that a linearization of the group
action exists. Indeed, in most examples we consider the linearization used to
define the group action.

3.5. The GIT quotient of a quasiprojective scheme. Let R = ®;>0Rs
with Ry, = H°(Ox (k)) the graded ring of the pair (X, @x(1)). The linearization
defines an action of G on Ry. Thus, we obtain the subring RE c R which
defines a rational map

X =Proj(R) - — > Proj(R%) =: X/ /G .

If the group G is reductive, then the ring R® is noetherian. We see that by
definition X//G is projective. However, we have ounly a rational morphism
from X to X//G, because the G invariant homogeneous functions may have
base points. These base points are called unstable points of X with respect



MODULI SPACE OF VECTOR BUNDLES 61

to G and the chosen polarization. In contrast, we define semistable and stable
points as follows:

semistable : x € X is semistable iff there exists a G invariant homogeneous
k-form which does not vanish on z. The open set of all semistable points
is denoted by X*%.
stable : x € X is called stable iff = is semistable and its orbit is closed in
X% and its stabilizer is finite. The open set of all stable points is denoted
by X°.
Thus, we obtain a morphism X*% — X//G. This morphism becomes a fibration
of orbits when restricted to X°.

4. An example: The GIT moduli space of elliptic curves

4.1. Parametrizing elliptic curves. Let (E, P) be an elliptic curve with a
geometric point P € E which is the zero point for the group scheme E. The
linear system |2P| is globally generated and of dimension one. Thus, we get a
morphism 1 : E — P'. By the Hurwitz formula, the set C of critical values
of ¢ has exactly four elements C' = {x1,22,23,24}. On the other hand, we
can reconstruct E from the set C as follows: Consider C as a subscheme of P!.
This way we obtain an embedding a¢ from the short exact sequence

0 — Op1(—4) %8 Op1 — Oc — 0.

Now we fix an isomorphism 3 : Op1(—2) ® Op1(—2) — €(—4) and define an
Opi-algebra structure on Ac = Op1 @ Op1(—2) locally by

(fs9)-(f9) = +ac(Blg®d)), fd + ['9).

We now observe that E 2 Spec(A¢). Two elliptic curves E and E’ are isomor-
phic, iff the corresponding divisors C' and C’ are mapped to each other by an
automorphism of P!.

4.2, The GIT setting. If V is a vector space of dimension two, then we
let P! be the space P(VV). This might seem a little confusing. However,
it will simplify matters. Since a divisor C on P! of degree four is given by
a homogeneous 4-form, up to multiplication, we see that these divisors are
parametrized by P(Sym*(V)). The group SL(V) acts on P* = P(Sym*(V)).
The quotient X//G is the GIT moduli space of elliptic curves.

Let us apply the geometric invariant theory to the group action

SL(V) x P(Sym*(V)) — P(Sym*(V)).
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The graded ring R of the pair (P4, Opa(1)) is given by
R=EPR, with R, =Sym"(Sym*(V)).

n=0

4.3. The graded ring RS“(Y), The representations of SL(V') are well un-
derstood, see §11 in [FH91| for an elementary introduction which includes
all we need to know for our purposes. The finite dimensional representation
Sym™(Sym*(V)) decomposes into a direct sum of irreducible representations:

Sym" Sym @ Sym? V) ®ann

The SL(V) invariant vectors in R,, form the direct summand Sym®(V)®an.o,
Computing weights we obtain the following formula for a,, o:

ano = #{(k,1) € Z*> with 1 > 0,k >0, and 3l +2k =n}.
Indeed, the representation Sym%(V) has weights
{—2k,—2(k—-1),—2(k—2),...,2(k — 1), 2k},

all with multiplicity one. Hence, the subspace War C Sym"(Sym?(V)) of
weight 2k vectors has dimension 21221@ Gn,1- On the other hand, using the fact
that the weights of Sym*(V) are {—4, —2,0,2,4}, we obtain that the space Wy,
is of dimension wsyy with

r=>0for k=-2,...,2
wor = # 4 (a_o,a_1,a0,a1,a2) € Z° with a_s+a_1 +ag+a1+as=n
720,,2 —a_1+ay +2a2 =k

This reduces the computation of a, o = wo — w2 to a purely combinatorial
problem.
The following table shows the dimensions ay, o for the first integers n.

n |o]1]2]|3]4]5]6|7[8]9]10]1
I T[T [T [1[21[2[2] 2

1 1 2 | 16 | 17 | 18
ano [ TTOTTTTTI] 2] 3] 3] 3

415
sl s 3] 3] 4

4.4. Using the relation a,16,0 = 1+ ay,0, we can easily compute the Poincaré
series of the graded ring RSM(Y),

1 1
H RSL (V) t o 4 _
7;)(1 ’ 17t)2(1+t)(1+t+t2) (1ft2)(17t3)
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This is the Poincaré series of a ring with two generators, one in weight two, and
one in weight three. Next we will see that this predicted structure is indeed
the structure of RSL(V),

4.5. An algebra basis of RS*(V). Let {e,e1} be a basis of V. Then we
take the associated basis {Xo, ... X4} of Sym*(V) with X; = ele] ", It is easy
to check that the two homogeneous polynomials

g2 = 12XOX4 - 3X1X3 + X22
g3 = T2XoXoXy —2TXoX2 — 21X2X, 4+ 9X1 X0 X3 — 2X3

are SL(V) invariant. Moreover, there exits no algebraic relation between these
two polynomials. Thus, we obtain an inclusion of ¥ : C[gs, g3] — RS™V). Since
the polynomial g§*¢g% is homogenous of degree 2m + 3n, we obtain that

dim(im(y)) N Rg) = #{(m,n) € Z*|m >0, n >0, 2m +3n =k} .

We conclude that v is an isomorphism.

4.6. Stability of orbits. Now we want to investigate whether an orbit is
(semi)stable or not. If C = 3, a;P; is an effective divisor of degree d on P*,
then we call the decreasing sequence of multiplicities (a1, ...,ax) the type of
C. This gives a stratification on the space of all effective divisors. The number
of strata is the number of partitions of the integer d. If d = 4, then we have
only five strata. In the next table, we list these five types. For each type
we give the dimension of the stratum, an example divisor, the corresponding
point in P* (which is nothing but the coefficients of a polynomial vanishing at
those four points) and the values of g5 and g3 for this point (here we replaced
X:(X()ZXl ZX21X32X4) be)

dimension
type of stratum example X g2(X) g3(X)
(1,1,1,1) 4 (0;1;000) | (0:1:—=1—=Xx:2:0) | A2=x+1 [ 223 —3X%Z —3x+2
(2,1,1) 3 (0; 0; 1; 00) (0:1:—-1:1:0) 1 2
(2,2) 2 (0; 0; 0o; 00) (0:0:1:0:0) 1 -2
(3,1) 2 (0, 0,0, co0) (0:1:0:0:0) 0 0
@ T (0,0,0,0) (1:0:0:0:0) 0 0

4.7. Meet the j-invariant. The ratio (g3 : ¢g3) is consequently an invariant

of a divisor of degree four modulo the SL(V') action. Those divisors where g2
892 3

42g3 7“;"‘2 is called the
2 3

j-invariant of the elliptic curve corresponding to that divisor. The denominator

is different from zero iff the curve is smooth.

and g3 vanish form the unstable locus. The function j :=
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We can now conclude the study of the orbits:

type stability reasons geometric meaning
(1,1,1,1) stable the j-invariant separates the orbit smooth elliptic curve
from the other orbits
(2,1,1) semistable, but (93 : gé) is defined, but cannot sep- | irreducible nodal rational
not stable arate this orbit from the type (2,2) | curve
orbit
(2,2) semistable, but (gg’ : gg) is defined, but the stabi- | two rational curves identi-
not stable lizer is of dimension one fied in two different points
(3,1) unstable (gg’ : gg) is not defined irreducible rational curve
with a cusp
(4) unstable (gg : gé) is not defined two rational curves identi-
fied in a point with tangent
direction

4.8. Conclusion. Thus, the GIT-moduli space of elliptic curves is (when
constructed in this way) the weighted projective space P[2,3]. Ignoring this
structure by passing to the subring generated by g3 and g3, some people just
identify it with P! and say “The moduli space of elliptic curves is the affine
line, and it is compactified by the point at infinity which corresponds to the
nodal cubic curve.”

5. The GIT construction of the moduli space of vector bundles

5.1. Stable and semistable points in the Quot scheme. Now we return
to the situation in Section 2. We have to decide whether a quotient [F - E] €
Quot is stable (resp. semistable) for the SL(M) action. For a coherent sheaf

drﬁg) the slope of G and denote it by x(G). Using the

Hilbert-Mumford criterion, we find (see [Mum65| or [New78|) that [F = E]
is semistable if the following two properties hold:

(i) The induced linear map H(w) : H°(F(a)) — H°(E(a)) is an isomor-

phism.
(ii) For all quotients E — G the inequality p(E) < p(G) holds.

The second property is independent of «. Hence, it is a property of F
itself, which is called semistability. If for all quotients £ — G the inequality
w(E) < u(G) holds, then E is called stable. Having the properties of Quot(E) in
mind (see the end of Section 2), we obtain that .#Z%(r,d) = Quot(E)//SL(M)
is the moduli space of semistable bundles on the algebraic curve X. Next we
see that there is no need to fix the number a.

G, we call the quotient

5.2. Semistability and boundedness. Next we show that a semistable
sheaf F is contained in .#%(r,d) for all a > 2g — 1 — u(E). Indeed, suppose
that this inequality holds and [E] ¢ .#%. Hence, h'(E(a — 1)) > 0 and, by
Serre duality, there exists a nontrivial morphism « : E — wx(1 —a). If E is
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semistable, then we conclude that p(F) < p(wx (1 —a)) =29 — 1 — a. Thus, a
contradiction.

Hence, the parameter a of Section 2 can be ignored after all. We just set
a = 29 — % and we are done. However, all those sheaves in ///;é‘”']’c(r7 d) \
A% (r,d) cannot be parametrized by the GIT moduli space, because they are
not semistable.

On the one hand, semistability gives rise to a noetherian moduli scheme.
On the other hand, we do not obtain the moduli space of all vector bundles,
because we are to restricted to the semistable ones.

5.3. Properties of the moduli space .#x(r,d).

1. .#x(r,d) is a normal reduced projective variety of dimension r%(g—1)+1.

2. The singular locus of .#x (r,d) is the set of all semistable bundles which
are not stable. In particular, .#x (r, d) is smooth, iff r and d are coprime.
(There exists a single exception to this rule: When g = 2, r = 2, and d is
even then .#x(r,d) is smooth.)

3. The map induced by the assignment E — det(E) gives rise to a morphism
det : .#x(r,d) — Pic?(X). The fiber det™*(L) is denoted by .#x (r, L).

4. For Ly and Lo in Pic?(X) there exists (not canonically) an isomorphism
Mx(r,L1) = Mx(r,Ly). Thus, #x(r,d)is a #x(r,L) fiber bundle
over Pic?(X). Therefore, to understand .#x (r,d) it is almost sufficient
to study #x (r,L).

5. The Picard group Pic(.#x (r, L)) is infinite cyclic. The ample generator
is called the generalized O line bundle.

5.4. The S-equivalence of semistable bundles. It remains to discuss the
semistable vector bundles which are not stable. These vector bundles are called
properly semistable bundles. The GIT states that two properly semistable
points are identified if the closure of their orbits intersect in the semistable
locus. If E is an extension of two semistable sheaves E’ and E” of the same
slope, then the closure of the orbit also contains the trivial extension E’ @ E”.
The smallest equivalence relation which relates F to this direct sum is called
the S-equivalence. Note that any semistable vector bundle is S-equivalent to
a direct sum of stable vector bundles of the same slope. The moduli space
AMx (r,d) parametrizes S-equivalence classes of semistable vector bundles.

6. Construction of the moduli space without GIT

6.1. We propose an alternative construction of the moduli space which does
not use the GIT. However, we are in some sense reversing the chronological
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order by doing so. This construction can be found in Faltings’ article [Fal93].
See also the author’s article [Hei99| for a slightly different presentation and
an extension of this construction to the moduli spaces of vector bundles on
algebraic surfaces. This construction applies to every moduli space which is
constructed using GIT as we point out next:

Let GxY — Y be a group action on the scheme Y and Y-~ > 7 :=Y//G
the GIT quotient. We suppose that G has connected orbits. Let L be a base
point free and ample line bundle on Z. We assume that 7* L extends to a line
bundle M on Y. Suppose that the sections {s;}:=o,... n generated L and their
pull backs {t;}i=0,... n generate M on the semistable locus. Then we obtain

.....

a rational morphism Y - o) PN . Since we did not assume that L is
very ample, Z is not the image of this morphism but its Stein factorization.

Thus, once we understand the GIT quotient Z and an ample line bundle
with its global sections, we can give a further construction of the moduli space.
The one presented here for the moduli space of vector bundles on an algebraic
curve is based on the global sections of the generalized ©-line bundle which
correspond to vector bundles. These sections span a linear system in the space
of the G-invariant sections.

6.2. Six equivalent formulations for semistability. A coherent sheaf
FE on an irreducible curve X is semistable if one of the following equivalent
conditions is satisfied:

(i) E is torsion free, and for all F' C E, we have p(F) < p(E).
(ii) For all quotients E — G of positive rank, we have u(F) < u(Q).
(iii) For all F' C E, we have x(F) -rk(F) < x(E) - tk(F).
(iv) For all quotients E — G one has x(F) - tk(G) < x(G) - tk(E).
(v) There exists a nontrivial coherent sheaf F' on X with H*(X, F ® E) = 0.
(vi) There exists a nontrivial coherent sheaf F' of rank 73(gx — 1) of X such
that all cohomology groups of F ® E vanish.(!)

6.3. Sections of the generalized © line bundle associated to vector
bundles. We consider here the universal family on the Quot scheme Quot of

(D The rank condition is for curves of genus at least two. It can be replaced by rank one in
the case of a rational curve, and by r in case of a curve of genus one.
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Section 2. This means we consider the morphisms

QuotxX—p>X

|

Quot

and the short exact sequence 0 — ker(r) — p*F > 4 — 0 induced by the
surjection m. Let G be a rank r3(g — 1) vector bundle on X with u(G) =
(9—1) — < which satisfies h°(G(—a)) = 0. We obtain a long exact sequence on
Quot:

0 — gu(ker(m) ® p*G) = ¢.(p"F @ p"G) — ¢.(9 @ p*G) —

— R'q.(ker(m) ® p*G) = R'q¢.(p" F ® p*G) — R'q.(¢4 @ p*G) — 0.

The condition h°(G(—a)) = 0 implies that ¢.(p*F ® p*G) = 0. Thus, we can
compute the ranks of the two vector bundles A; := R'q.(ker(r) ® p*G) and
Ap = R'q.(p*F ® p*G) by the Riemann-Roch theorem to obtain that v is
a morphism of two vector bundles of the same rank R. Thus, we obtain a
section O := det(y) in the line bundle Oquet(Oc) := ATAg @ (ATA))~L Tt
is not to difficult to see that the line bundles ©¢ and Og/ are isomorphic for
det(G) = det(G’). Fixing a determinant, i.e. considering only bundles G; which
coincide with G in the Grothendieck group Ko(X), and fixing isomorphisms
0(©g,) & 0(Og), we obtain for each of the vector bundles G; a section in
0(O¢). From part (vi) of 6.6.2 it follows that the base locus of these sections
is exactly the unstable locus, i.e. the set of all sheaves parametrized by Quot
which are not semistable.

6.4. Semipositivity and S-equivalence. Having the above sections and
the information about the moduli space, we can obtain .#x (r,d) by the con-
struction pointed out in 6.6.1. However, the ampleness of the ©-line bundle
can be read off from the following result of Faltings.

Theorem. (1.4 in [Fal93]) Let & be family of vector bundles on X x C
where C' is a smooth projective curve. Suppose that for the generic point n of
C the X bundle &, is semistable. Then the following holds:

(i) The © divisor ©¢c on the curve C is effective.

(ii) If ©c = 0, then all X -vector bundles parametrized by C are S-equivalent.

For an easy proof in the rank two case see 3.4 in the author’s article [Hei99].
This theorem guarantees that the morphism constructed using the sections of
0(O¢) can distinguish different S-equivalence classes. (Possibly after Stein
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factorization.) Here we again use the fact, pointed out in Section 2, that the
subscheme Quot(E) of the Quot scheme Quot is connected.

[Fal93)]

[FHO1]

[Hei99)]

[Mum65]

[Mum66]

[New78]
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Abstract. To a family of Galois covers of the projective line, together with a linear
representation of its Galois group, we associate a so-called variation of local systems. Its first
parabolic cohomology is a local system on the base of the family. We study the monodromy
of the resulting local system, and give applications to the regular inverse Galois problem.

1. The regular inverse Galois problem

Let G be a finite group. The regular inverse Galois problem for G asks the
following question: does there exist a regular Galois extension K of the field
Q(t) whose Galois group is isomorphic to G? (An extension K/Q(¢) is called
regular if Q is algebraically closed inside K.) If such an extension exists, then
we say that G has a regular realization over Q(¢)). By Hilbert’s Irreducibility
Theorem, a positive answer to this question (for a given group G) gives a
positive answer for the regular inverse Galois problem (for G). See [MM99]
and [V6196].
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So far, only a few classes of finite groups are known to have a regular real-
ization over Q(¢). For instance, it is relatively easy to realize all abelian groups
and dihedral groups. Most of the research on the RIGP has been concerned
with the finite simple groups, because there is a complete classification of them.
Hilbert has shown that all symmetric and alternating groups have regular re-
alizations. Following ideas of Belyi, Fried and Thompson, all sporadic simple
groups, except for Mas, have been realized. The remaining simple groups are
all groups of Lie type, i.e. linear or projective groups over finite fields. For these
groups, there has been a dramatic progress in recent years. For instance, it is
now known that the special simplectic groups PSp,,,(¢) have regular realiza-
tions if ¢ < n, see [TV99] and [DRO0]. Similar statements hold for other series
of simple groups of Lie type. In my talk, I explained certain methods which
lead to the following theorem (joint work with Michael Dettweiler [DWO03]).

Theorem 1. The simple groups PSLo(p?) have a regular realization over Q(t)
ifp#1,4,16 (mod 21).

The only other cases where the group PSLa(p?) is known to admit a regular
realization over Q(t) are for p Z £1 mod 5, by a result of Feit |Fei85]|, and
for p # +£1 mod 24, by a result of Shiina [Shi03].

2. Variation of local systems

Let k& C C be a subfield of the complex numbers. Let L/k(t) be a regular
Galois extension, with Galois group G. It corresponds to a finite Galois cover
fo : Xo — P}, where Xy is a smooth, projective and absolutely irreducible
algebraic curve over k. Let t1,...,t, € Pi denote the branch points of fo, and
set Up := Py — {t1,...,t,}. Suppose, moreover, that the group G is a subgroup
of GL,(K), where K is a number field. Then the Galois cover fy : Xg — IE”,IC
gives rise to a local system ¥ of K-vectorspaces on U, as follows. The Galois
cover fy induces a surjective group homomorphism pg : 71 (Up) — G. Regarding
G as a subgroup of GL,, (K ), and hence pg as a linear representation of 71 (U),
we can build a local system % on Uy whose monodromy representation is equal
to po-

The Galois cover fq corresponds to a k-rational point [fo] on a certain Q-
variety /# = (@), called the Hurwitz space for G-Galois covers of P! with r
branch points. The variety ¢ is normal and of dimension r — 3. Under some
additional hypothesis (or after replacing 4% by a finite cover s’ — ) there
exists a family f : X — P! x J# of G-Galois covers over .7 of which the cover
fo is the specialization at the point [fo]. If this is the case, then the family f
gives rise to a local system ¥ on U C P! x # (the complement of the branch
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locus of f). By construction, the local system 7 is the restriction of ¥ to the
fibre over [fo] of the projection U — J#. We call ¥ a variation of the local
system 7{ over the base 2.

Let p be a prime ideal of K, and let K}, denote the completion of K at p.
Excluding finitely many p’s, we may assume that G is contained in GL,(&,),
where 0, is the ring of integers of K. Let j : U < P! x 3¢ and 7 : PL, — 7
denote the natural maps. We regard ¥ ® 0, as a locally constant étale sheaf
of Op-modules on the étale topology of U and define

W = R'n.(j.V @ 0,).

Then % is a locally constant sheaf of Jp-modules on ¢ whose stalk at the
point [fo] is the first parabolic cohomology group of the local system ¥, with
coeflicients in &,. We call # the first parabolic cohomology of the variation
V.

Suppose that the Hurwitz space ¢ is a rational variety over Q, i.e. the
function field of 7 is isomorphic to Q(t1,...,t,—3). The local system #  gives
rise to a Galois representation

np - Gal(Q(t1, ..., tr—3)) — GL,(0p).

Let 7, denote the residual representation of n,, with target the general linear
group over the finite field k, = €, /p. For applications to the regular inverse
Galois problem, the task is now to determine the image of 7, and to find
out whether 7, is regular or not (a represention of Gal(Q(¢;)) is regular if its
image is equal to the image of the restriction to Gal(Q(t;))). Very often the
representation 7, is not (or cannot be shown to be) regular, but its associated

projective representation is regular.

Ezxzample 2. Let G := PSLy(7) x Z/3 and K := Q(v/—-3,v/—7). There is
a faithful representation G — GL3(K). Moreover, the Hurwitz space J# =
4 (G) has a connected component which is a rational curve, i.e. has function
field Q(¢). It corresponds to G-Galois covers of P! with ramification of type
(2,2,3,3). Let p be a prime ideal of K with residue characteristic p > 7. The
image of the restriction of 7, to Gal(Q(t)) is a subgroup of GLa(ky) which
contains SLa(ky) as a subgroup of index 3. If p does not split completely in the
extension K/Q, then the projective representation associated to 7, is regular,
and its image is equal to PSLz(p?). This gives Theorem 1.
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Abstract. We report on recent results in the arithmetic intersection theory on compactified
Shimura Varieties.

1. Introduction

The content of this note is based on joint work with J.H. Bruinier, J.I. Burgos
and J. Kramer.

1. Motivation. We are interested in Arakelov theory for compactifications
of non-compact Shimura varieties where all the analytical data that is required
for arithmetic intersection theory is natural. Such a theory must be a gener-
alization of the theory of H. Gillet and C. Soulé [Sou92], since the intrinsic
metrics have log-log singularities with respect to the boundary. Observe that
the existence of such a theory is already used in the following
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1.1. Meta conjecture: The natural arithmetic intersection numbers of
Shimura varieties are essentially given by logarithmic derivatives of L-functions.

Precise formulations of this philosophy are given by S. Kudla for Shimura
varieties of type O(2,n) [Kud03], by K. Kohler for the moduli space of abelian
varieties 7, [K01] and by V. Maillot and D. Réssler for families of (semi)
abelian varieties [MRO02]. Joint work of our group provides evidence for these
conjectures (see [BK03]|, [BBGKO03],  BGKKb|, [BGKKal).

2. Review of higher dimensional Arakelov theory

Here we collect some of the basic properties of higher dimensional Arakelov
theory. For more details and proofs we refer to [Sou92]. Welet 7 : X — SpecZ
be an arithmetic variety. For simplicity we assume that X is a projective,
regular scheme flat over SpecZ whose generic fiber is smooth. We set d =
dimz(X). We write ZP(X) for the free group of p-codimensional cycles on X.
It is a fact that for each Z € ZP(X) there exists a Green current gz, i.e., a
current that satisfies

dngZ +o7 = [wz],

where dz denotes the current of integration along Z(C) and [wz] denotes the
current associated with a smooth form wyz. Then the free group of arithmetic
cycles is

Z°(X)={(Z,g2)| Z € Z” and gz a Green current for Z}.
It contains the subgroup
}/E(BP(X) = {(div(f),g(f))| f a Ki-chain and g(f) a canonical Green current}.

Finally the p-th arithmetic Chow group (in the sense of Gillet and Soulé) is
defined by

CH'(X) = Z°(X)/Rat’ (X).

Some of its properties are:
2.1. There exists an arithmetic degree map

o' (x)

e

6ﬁ1(Spec 7) —— R



ARITHMETIC INTERSECTION THEORY 75

2.2. Given a morphism of arithmetic varieties then there exists a push-
forward (for proper, generically smooth morphisms only!) and a pull-back for
the associated arithmetic Chow groups.

2.3. Each hermitian line bundle L, i.e., a pair L = (L, || - ||) consisting of
a line bundle L on X and a smooth hermitian metric on the induced bundle
L(C), defines a first arithmetic Chern class ¢;(L) € CH (X).

2.4. There is an arithmetic intersection product

CH' (X) ® CH'(X) — CH"(X)q.
given by (Y,g9y) ® (Z,9z) — (Y - Z,gy * gz). The right hand side has to be
tensored with Q since the construction of Y - Z involves K-theory. It is quite
technical to show that the star product gy * gz = gzdy + gywyz is well-defined.

2.5. There is a height pairing

p+1

Z7(X) o CH " (X) — R,

given by Z ® o — ht(Z). In particular if @ =¢;(L), then hto(Z) = ht;(Z) is
also refered to as the Faltings height with respect to L.

3. Cohomological arithmetic Chow groups

We briefly describe the arithmetic Chow groups presented in [BGKKDb].
The main idea is to replace the Green equation ddgz + 6z = [wz]| by a
cohomological relation cl(gz) = cl(Z) in a suitable cohomology theory.

Recall our assumption that X (C) is compact, therefore

9z = lgz] mod imd +imd

for a differential form gz with logarithmic singularities along Z(C). In particu-
lar gz is an element of the Deligne algebra 7 (X \ Z, x) of smooth differential
forms on X\ Z with logarithmic singularities along the boundary. Now the first
key observation due to J. Burgos [Bur97] is that with respect to the natural
isomorphisms
H* (9

log

(X.p), Z27H(X\ Z,p)) = HY(X,p) = HF (X,R)

log
we get the identifications

cl ((wZa gz))ﬁ cl(Z)=6z,
here the cohomology group in the middle is the Deligne cohomology group with

support in the real cycle associated with Z. The second key observation also
due to J. Burgos is that it is possible to interpret the star product

gy * 9z = gz0y + gywz
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as a product of truncated relative cohomology groups

H? (22 (X, p), e (X \ Y, p)) @ H* (2% (X, q), Zil (X \ Z,q))

log log

— HPP2(GU(X p+q), 2N XN\ (Y N Zop+ )

Note that this interpretation allows us to replace many of the analytical iden-
tities used in the proof of the well-definedness by homological identities.

Instead of the sheaf complexes U +— %, (U, *) one could consider other
sheaves of complexes. We call a sheaf of complexes that receives classes for
cycles and K;-chains together with some mild compatibility assumptions (see
[BGKKD], Lemma 3.9.) an arithmetic complex on X. One of the main results
in [BGKKDb]| may be stated as follows

Theorem 3.1. Given an arithmetic compler €*(-, %) on X, then there exist

arithmetic Chow groups Gﬁ*(X, &) whose properties are dictated by the func-
torial and multiplicative properties of €*(-, *).

It is shown in [Bur97| that aﬁ*(X, Diog) = éﬁ*(X)

4. Arithmetic Chow rings with pre-log-log forms

We let m : X — SpecZ be an arithmetic variety as before. In addition we
fix a divisor D C X(C) with normal crossings. Let Z be a cycle on X and
P%..(X \ Z) be the Deligne algebra of pre-log-log forms with respect to Z.

pre
Here a pre-log-log form 7 with respect to Z is a smooth differential form on

(X \ (ZU D))(C) such that n, dn, dn and 99y have logarithmic singularities
along Z and log-log singularities along D. We have

Theorem 4.1. The cohomological arithmetic Chow ring

——k —P
CH (X, Zpre)o = P CH (X, Zpre)g
P

is a non trivial extension of éﬁ*(X)Q.
The arithmetic Chow group CH (X, Zpre) is an extension since Ziog is a

sub-complex of Ze. Since pre-log-log forms with respect to () are integrable
there is an arithmetic degree map

— —d+1
deg: CH (X, Zpre) — R.
Any line bundle L on X equipped with a logarithmically singular hermitian
p— /\1
metric on L(C) with respect to D determines a class in ¢1(L) € CH (X, Zpre)
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that is called the first arithmetic Chern class. We have an arithmetic intersec-
tion pairing. There is also a height pairing. More precisely if

Z3(X)={Z € Z?(X)| Z(C) intersects D properly},

then there is a well defined pairing

——d—
Z2(X)ecH

(X, Dpre) — R,

given by Z ® a + hto(Z). If a = ¢;(L)4"P*!, then this height is also refered
to as Faltings height; because the particular case X = o, L = M the line
bundle of modular forms with its Petersson metric and p = d yields exactly the
modular height of abelian varieties as it was used by Faltings in his proof of
the Mordell conjecture.

Finally we remark that if our arithmetic variety X is a compactified Shimura
variety, i.e., X is an arithmetic variety such that X(C) =T\ G/K where T is a
discrete subgroup in the automorphism group of a bounded symmetric domain
G/K,D = X(C)\ (I'\ G/K) and L is an automorphic line bundle equipped
with a G(R)-invariant metric, then our results of [ BGKKb|,[BGKKa]| apply.
In particular they imply that d/e\g(ﬁl (f)d“‘l) is a well-defined number. Numbers
of this type are called arithmetic intersection numbers on X.

It is known that the geometric intersection numbers for such L are given by
special values of L-functions and zeta functions. The above conjecture is that
the arithmetic intersection numbers for L are essentially given by same special
values but now of the logarithmic derivative of the same L-functions and zeta
functions.

5. Explicit calculations

The above theory has been proved to be applicable to the following cases.

5.1. Modular curves. For simplicity we consider the elliptic modu-
lar curve 7 : X (1) — SpecZ and its line bundle of modular forms .# of
weight &k equipped with the Petersson metric. It is well known that X (1)(C) =
SLo(Z) \ SL2(R)/ SO2 and that the global sections of .#(C) are holomorphic
modular forms of weight k. In 1998 the author and independently also J.-B.
Bost proved the following

Theorem 5.1. |KiihO1| Let (g(s) be the Riemann zeta function, then the
arithmetic self intersection number of the line bundle of modular forms with its
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Petersson metric is given by
— . — =1 1
2\ _ .20 ( Q -
deg(C1 (A 1)?) = k*(o(—1) <CQ(—1) + 2> .

5.2. Products of modular curves. We consider the arithmetic threefold
H =X(1) x X(1) and on it the line bundle of bi-modular forms L, = p}.#} ®
ps.My, of weight k. Then functoriality and the previous result imply

Theorem 5.2. [BGKKD| The arithmetic self intersection number of the line
bundle Ly, of bi-modular forms on H is given by

. 3 '
deg(¢1(#1)°) = %C@(*l) <§§§_3 + %) :

5.3. Hilbert modular surfaces. Let K be a real quadratic number field.
We write O for its ring of integers. The complex surface SLa(Ok) \ H? is
called the Hilbert modular surface associated to K. Let SLa(0k) \ H? be a
compactified desingularisation of it. Assume that the discriminant Dy of K is
a prime congruent to 1 modulo 4. To ease notation we assume that there exists
an arithmetic variety = : H — SpecZ such that H(C) = SLy(Ok) \ H2. It is
not known whether such an arithmetic threefold exist. However, if we consider
certain congruence subgroups of SLo(0f), then there exists such arithmetic
threefolds over certain subrings of cyclotomic fields.

Theorem 5.3. [ BBGKO3| Under the above simplifying assumption, the arith-
metic self intersection number of the line bundle .4}, of Hilbert modular forms
on H 1is given by

G, =D
Cr(=1)  Go(-1)

where Cx (s) is the Dedekind zeta function and Dy is the discriminant of K.

T (@ (%) = (1) ( + 34 5 loDn)).
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Abstract. Local models are schemes defined in terms of linear algebra which describe the
singularities of the bad reduction of certain Shimura varieties of PEL type (with parahoric
level structure). The sheaf of nearby cycles is a sheaf on the special fibre which contains
information about the singularities. Since the special fibre of a local model can be identified
with a union of Schubert varieties in an affine flag variety, the trace of Frobenius on the
sheaf of nearby cycles is an element in the Iwahori-Hecke algebra. The coefficients of this
element with respect to the Kazhdan-Lusztig basis show an interesting pattern which can,
on the one hand, be described combinatorially, and which on the other hand is related to the
cohomology of certain intersections of Schubert cells with opposite Schubert varieties in the
affine flag variety. This is joint work with Thomas Haines.

1. Definition des lokalen Modells

Lokale Modelle beschreiben die Singularitéten der schlechten Reduktion
gewisser Shimura-Varietéten. Sie sind rein in Termen linearer Algebra definiert,
und daher wesentlich leichter zu verstehen als die entsprechenden Shimura-
Varietidten. Die Theorie der lokalen Modelle wurde entwickelt von Rapoport,

November 24th, 2003.



82 U. GORTZ

de Jong, Zink und anderen (sieche [RZ96] fiir Details und weitere Literaturver-
weise).

1.1. Der lineare Fall. Wir fixieren natiirliche Zahlen 0 < r < n und bezei-
chnen mit ey, ..., e, die Standardbasis von Q. Fiir i = 0,...,n — 1 sei A; =
(p~'e1,...,p e €iq1,. .., en)z, C Q. Wir haben also eine Gitterkette

o AgC A C--CAp 1 Cp A C---

Das lokale Modell M'*® ist das Z,-Schema, das den folgenden Funktor darstellt:
Einem Z,-Schema S ordnen wir die Menge der Isomorphieklassen kommutativer
Diagramme der Form

Ag,s Ay s Ap-1s ——= Aos
Fo F Tl — Fo

zu, wobei A; 5 = A; ®z, Os und wobei .#; C A; 5 ein lokal-freier &,-Modul
vom Rang r ist, der lokal auf S ein direkter Summand ist.

Bemerkung 1.1. Offenbar ist dieser Funktor tatsichlich darstellbar; M'° ist
ein abgeschlossenes Unterschema in einem Produkt von Grassmannschen. Ist
p invertierbar auf S, so sind die Abbildungen zwischen den A; g alle Isomor-
phismen. In diesem Fall ist daher die ganze Familie (%;); durch %, bestimmt,
und deswegen ist die generische Faser Mg}f einfach eine Grassmannsche und

insbesondere glatt iiber Q,.
Beispiel 1.2. Zur Illustration betrachten wir den Fall n = 2, r = 1. Wir

haben Ags = 0% und Ay g = 0% mittels der in der Definition gegebenen
Basen von A;, und betrachten daher das folgende Diagramm:

(o 2)

0% % %
yo yl yo

In einer offenen Umgebung der schlechtesten Singularitdt der speziellen Faser
koénnen wir %, als den von einem Vektor der Form (i) erzeugten Unter-
modul, und .%; als den von einem Vektor der Form (3{) erzeugten Untermodul
beschreiben. Die Bedingung, dass das Bild von % in .%#; enthalten ist, liefert
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dann die Gleichung zy = p, und aus der Bedingung, dass das Bild von .%;
in %y enthalten ist, erhalten wir yx = p. Wir sehen also: die spezielle Faser
des lokalen Modells ist in diesem Fall die Vereinigung von zwei projektiven
Geraden, die sich in einem Punkt transversal schneiden.

Im allgemeinen Fall kann man das lokale Modell in &hnlicher Weise durch
Matrixgleichungen beschreiben; diese sind aber erheblich komplizierter, vgl.
[Goro1].

1.2. Der symplektische Fall. Wir definieren noch die folgende Variante:
Sei 0 < r eine ganze Zahl, und sei n = 2r. Das symplektische lokale Modell
ist das abgeschlossene Unterschema des linearen Modells zu r und n = 2r, das
den folgenden Funktor darstellt:

Msympl (S) —

{(F); € M°(8); Vi ist Fi — Mis = Nor_i.g — For_; die Nullabbildung}.

Hier bezeichnet = das @g-Dual, und der Isomorphimus A; g = KQT_i7S sei der
durch die symplektische Form (-,-) mit (e;,e;) = 0, {(e;, ear—j11) = §i5, 1 <
1,7 < r, gegebene.

Die Dualitdtsbedingung besagt also, dass %y und %, total isotrop sind, und
dass Za,—; durch %, bestimmt ist (0 <i < 7).

Wie im linearen Fall ist der obige Funktor darstellbar, und die generische
Faser ist glatt.

1.3. Beziehung zu Shimura-Varietéten. Lokale Modelle beschreiben die
Singularitdten gewisser Modelle von Shimura-Varietdten vom PEL-Typ mit
Iwahori-Niveaustruktur. Wir illustrieren das am einfachsten Beispiel, ndmlich
dem der symplektischen Gruppe GSpa,.



84 U. GORTZ

Die Shimura-Varietit ist in diesem Fall der folgende Modulraum (wir fixieren
N mit (p, N) =1):
g(S) = {(Ap— A1 — Az — - = A, do, Ay iN);
e A; abelsches Schema der Dimension r {iber S
o A; — Ay Isogenie der Ordnung p
e )Mo, A\1 prinz. Polarisierungen von Ay bzw. A,
e i Niveaustruktur ausserhalb von p,
s. d. die Verkettung
Ag— Ay — - = A, 2 A S A — = A 2 A
gerade p - id 4, ist.}

Aus einer Kette Ag — --- — A, erhalten wir ein Diagramm

Hyp(Ao/S) <—— Hjp(A1/S) <—— -+ <—— Hyp(A,/S)

J J J

wo w1 e Wy

(hier bezeichnet w; C Hj,(A;/S) die Hodge-Filtrierung). Wir definieren nun
ein Z,-Schema % durch

W (S) = {(((Ai)i Moy Arvin) € H(S),0); 2 (Hig(Ai/S))i — (Ais)i }s

und bekommen ein Diagramm von Z,-Schemata
of <L /4 L Mloc ,

wobei ® einfach durch Vergessen des Isomorphismus ¢ gegeben ist und das Bild
eines Punktes unter ¥ gegeben ist durch die von den Hodge-Filtrierungen unter
dem Isomorphismus 1 induzierte Familie von Unterrdumen in der Gitterkette
(A;);. Die Abbildung @ ist ein Torsor unter dem glatten affinen Gruppen-
schema der Automorphismen der Gitterkette (A;);, und mit Hilfe der Theo-
rie von Grothendieck und Messing, die —grob gesprochen— besagt, dass die
Deformationen einer abelschen Varietdt bestimmt sind durch die Deformatio-
nen der Hodge-Filtrierung, kann man zeigen, dass die Abbildung ¥ glatt ist.
Genauer gilt sogar, dass étale-lokal um jeden Punkt der speziellen Faser </
und M€ isomorph sind. Fiir Details siehe [RZ96]. Das lokale Modell hat also
sozusagen die gleichen Singularitdten wie unser Modell der Shimura-Varietét,
und man kann entsprechende Aussagen iiber das lokale Modell auf das Modell
der Shimura-Varietét {ibertragen.
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Beispiel 1.3. Kommen wir noch einmal zuriick auf den Fall » = 1, n = 2.
In diesem Fall betrachten wir den Modulraum elliptischer Kurven mit Niveau-
struktur in p vom Typ T'o(p). Es ist bekannt, dass die spezielle Faser dieses
Modulraums durch Verkleben zweier Modulkurven in den supersinguldren Punk-
ten entsteht; in diesen Punkten schneiden sich die beiden Kurven transversal.
Lokal um einen dieser Schnittpunkte hat der Modulraum also in der Tat die
selbe Gestalt wie das lokale Modell in diesem Fall (s.o0.).

2. Beziehung zur affinen Flaggenvarietit

Ein anderer Kontext, in dem lokale Modelle in natiirlicher Weise auftreten,
und der sehr niitzlich ist zum Studium ihrer Eigenschaften, ist der der affinen
Flaggenvarietit.

Im folgenden beschrianken wir uns stets auf den linearen Fall.

2.1. Die affine Grassmannsche und die affine Flaggenvarietét. Sei k
ein Korper und sei G = GL,,. Wir fixieren die Borel-Untergruppe B der oberen
Dreiecksmatrizen und den maximalen Torus T der Diagonalmatrizen.

Die affine Grassmannsche Grass ist ein ind-Schema iiber k, das sich definieren
lasst als der fpgc-Quotient G(k((t))/G([[¢]). Hierbei wird G(k((t))) als ind-
Schema iiber k aufgefasst (siche [BL94], [Fal03]).

Andererseits haben wir eine modulare Beschreibung der affinen Grassmann-
schen; ist R eine k-Algebra, so ist

Grass(R) = {-Z C R((t)) Gitter tiber R[t]}.

Wir haben eine Stratifizierung

Grassp =[] GUIDL.GKIE)/GK])-
p dom. Kogew.
Wir schreiben Q,, = G(k[t])t,G(k[t])/G(k[t]). Der Abschluss eines Stratums
ist Vereinigung von Strata, genauer gilt

QM = H Q/\a
A<p
wobei < die {ibliche partielle Ordnung auf der Menge der dominanten Ko-
gewichte bezeichnet.

Desweiteren betrachten wir die affine Flaggenvarietidt Flag. Diese ist eben-
falls ein ind-Schema {iber k, definiert als der fpqc-Quotient G(k((t)))/ %, wobei
% C G(k[t]) die Standard-Iwahori-Untergruppe bezeichnet: £ ist das Urbild
von B unter der Projektion G(k[t]) — G(k). Wir kénnen % auch beschreiben
als den Stabilisator der Standard-Gitterkette (\;);, A =t k[t]? @ k[t]"~* C
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E[[t]™. Ahnlich wie fiir die affine Grassmannsche lésst sich die affine Flaggenva-
rietat als Modulraum beschreiben, namlich als der Modulraum der vollstandi-
gen periodischen Gitterketten. Fiir eine k-Algebra R gilt

Flag(R) = {(L)i; £ C -+ C L1 C L 1% C R((t) vollst. Gitterkette}.
Wir haben eine Stratifizierung

Flag = H PBwB|B.
wE’V‘7
(Hier bezeichnet W die erweiterte affine Weyl-Gruppe. Wir schreiben %, =

PBwA|HB. Es ist dann £ isomorph zum affinen Raum der Dimension £(w)
(Lange von w in der erweiterten affinen Weyl-Gruppe). Ferner gilt

%: H%va

v<w

wobei < die Bruhat-Ordnung bezeichnet. Die Abschliisse %,, werden als (affine)
Schubert-Varietiten bezeichnet und sind endlich-dimensionale projektive Varie-
taten.

Wir konnen die Flaggenvarietdt noch in anderer Weise stratifizieren. Sei
dazu ./~ das Urbild des unipotenten Radikals der gegeniiberliegenden Borel-
Untergruppe zu B unter der Projektion G(k[t~!]) — G(k). Wir haben dann

Flag= [[ .+ wz/%.
wEW

Wir schreiben BY = N ~wAB/PB; die B™ sind keine Schemata, sondern nur
ind-Schemata. Es gilt dann

70 = 1] 2,

v>w

insbesondere ist im Fall £(w) = 0 der Abschluss %% eine ganze Zusammen-
hangskomponente der affinen Flaggenvarietét.

Fiir v,w € W gilt B, N B* # 0 genau dann, wenn v < w, und in diesem
Fall ist dim %, N B* = {(w) — £(v).

Bemerkung 2.1. In gewissem Mafs verhalten sich diese beiden Stratifizierun-
gen also gerade so wie in der gewohnlichen Flaggenvarietit die Stratifizierun-
gen, die durch die Orbiten unter der Borel-Gruppe einerseits und die Orbiten
unter der gegeniiberliegenden Borel-Gruppe andererseits gegeben sind. Ins-
besondere gilt das unten angesprochene Theorem von Kazhdan und Lusztig in
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diesem Sinne auch fiir die gewohnliche Flaggenvarietdt. Im Fall der gewohn-
lichen Flaggenvarietit liegen die Dinge natiirlich insofern einfacher, als bei bei-
den Stratifizierungen die Strata einfach affine Rdume sind; im Fall der affinen
Flaggenvarietit sind die Strata %" aber nur ind-Schemata.

2.2. Eine Verallgemeinerung der lokalen Modelle. Es existiert eine
Deformation von Grassg, nach Flagg , das heisst ein flaches ind-Schema X
tiber Z;, mit generischer Faser Grassg, und spezieller Faser Flagg . Fiir den
arithmetischen Fall siehe [HNO2], fiir den Funktionenkorperfall siehe [Gai01].
Mit M, bezeichnen wir nun den schema-theoretischen Abschluss der Zelle Q,, C
Grassg, in X. Dies ist ein Zj)-Schema, dessen generische Faser gerade der
Abschluss von @, in Grassg, ist, und dessen spezielle Faser ein %-invariantes
Unterschema von Flagy  ist.

In dem speziellen Fall, dass 4 minuscule, also von der Form (1,...,1,0,...,0)
ist, erhalten wir gerade das oben definierte lokale Modell zuriick. (Dabei ist
r die Anzahl der 1 in p.) Um das einzusehen, muss man sich natirlich die
Definition des ind-Schemas X anschauen (dann ist es aber offensichtlich). Im-
merhin ist es aber leicht direkt zu sehen, dass sich die spezielle Faser des lokalen
Modells als abgeschlossenes Unterschema in die affine Flaggenvarietdt iiber I,
einbetten lisst. Die Abbildung

Mo g F, — {(%); € Flag; tA\; C & C \; fir alle i} C Flagg
(yz)z Lans (o%)z,

wobei .%; das Urbild von .%; unter der Projektion
Ai — Aif/tAi =2 A,

bezeichnet, bildet M!°¢ @ F, isomorph auf ein abgeschlossenes Unterschema
von Flag ab.

Mittels dieser Einbettung und der Theorie der Frobenius-Splittings kann
man das folgende Theorem beweisen (siehe [Gor01]).

Theorem 2.2. Die spezielle Faser des lokalen Modells ist der schema-theoreti-
sche Durchschnitt gewisser Schubert- Varietiten und daher reduziert. Das lokale
Modell M™¢ ist flach iiber Zy. Die irreduziblen Komponenten der speziellen
Faser sind normal mit rationalen Singularititen, also insbesondere Cohen-
Macaulay.
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3. Die Garbe der nearby cycles

Die Garbe der nearby cycles RV = RU(IC(Q,,)) ist eine ’Garbe’ auf der
speziellen Faser des lokalen Modells, die Informationen iiber die Singularitdten
kodiert. (Genau genommen handelt es sich um eine (#-dquivariante) ¢-adische
perverse Garbe. Diesen technischen Punkt werden wir im folgenden aber ein-
fach ignorieren. Da die generische Faser von M, im allgemeinen nicht glatt ist,
wenden wir den nearby-cycles-Funktor R¥ hier nicht auf die konstante Garbe
an, sondern auf den Schnittkomplex der generischen Faser. Im Fall des ur-
spriinglichen lokalen Modells ist die generische Faser natiirlich immer glatt, so
dass der Schnittkomplex in diesem Fall einfach die (geshiftete) konstante Garbe
ist.)

Die einfachen Bestandteile von R¥ haben die Form IC(%,,)[¢(w)](—i) mit
i € Z. Hier bezeichnet IC(%,,) den (nicht verschobenen und nicht getwisteten)
Schnittkomplex der Schubertvarietit zu w. Wir haben also

R = @ P IC(Fn)lt(w))(~i) >

fiir gewisse nicht-negative ganze Zahlen m(w, ).

Wir wollen eine Beschreibung dieser Multiplizitdten m(w,4) angeben.

Da Tr(Fry, R¥,) bekannt ist (aus der Kottwitz-Vermutung, bewiesen von
Gaitsgory [Gai01] und Haines/Ngo [HNO02]), und Tr(Fr,, IC(%,).) durch
ein Kazhdan-Lusztig-Polynom gegeben ist, lassen sich die m(w,4) durch ab-
steigende Induktion nach der Linge von w explizit ausrechnen. (Allerdings ist

das in fast allen Fallen nur mit Hilfe eines Computerprogramms durchfithrbar.)
Beispiel 3.1. Im sogenannten Drinfeld-Fall, d.h. g = (1,0,...,0) hat M,
semi-stabile Reduktion und es gilt

N1 firi=0,...,0(t,) —l(w)
m(w, i) = { 0 sonst.

Im allgemeinen sind die Multiplizitdten wesentlich komplizierter; siche [GHO04]|
fiir weitere Beispiele.

Theorem 3.2. Es gilt
> m(w,i)g = (~1) 0 Ta(Fry, H? (Flag, RV © IC(Z7))).

Zuwm Beweis: Um das Theorem zu beweisen (und um iiberhaupt seiner Aus-
sage einen Sinn zu geben), muss man zunichst einmal definieren, was unter dem
Schnittkomplex IC(%Y) zu verstehen ist, denn schliesslich ist 2% kein Schema,
sondern nur ein ind-Schema. Man kann aber eine Garbe auf Flag definieren,




LOKALE MODELLE VON SHIMURA-VARIETATEN 89

die die gewiinschten Eigenschaften hat, indem man endlich-dimensionale Quo-
tienten gewisser offener Teile der Flaggenvarietédt betrachtet.

Des weiteren braucht man zum Beweis das folgende Theorem von Kazhdan
und Lusztig (das in [KL80] genannt, aber dort nur im endlich-dimensionalen
Fall bewiesen wird).

Theorem 3.3. Es gilt
Tr(Frg, [H*(B" N 2,)) = Y _ dim IH*(Z° 0 B,)q" = Quy(q)-
Hier bezeichnet @, , das inverse Kazhdan-Lusztig-Polynom zu v und y. Man
beachte, dass in der Aussage des Theorems nur endlich-dimensionale Schemata
vorkommen. Dennoch bendtigt man auch zum Beweis des Theorems von Kazh-

dan und Lusztig den Schnittkomplex IC(%™). Fiir Details siche [GHO04].
Schliesslich erhalten wir noch das folgende

Korollar 3.4. Fir das null-dimensionale Stratum %, C M, ® F, gilt
Y m(ri)g = (=1 Tr(Fry, H (Flag, RY))

Z dim TH*(Q,)q'.

Fiir das null-dimensionale Stratum erhalten wir also eine sehr einfache Beschrei-
bung der Multiplizitéten; es sind einfach die Schnitt-Betti-Zahlen der generi-
schen Faser (allerdings liegt die Zelle Q,,, die im Korollar “in natiirlicher Weise”
auftritt, in der affinen Grassmannschen iiber F;,). Das ist insofern bemerkenswert,
als man zur expliziten Berechnung der Multiplizitdten wie oben angedeutet mit-
tels absteigender Induktion nach der Linge vorgeht, und folglich zur Berech-
nung der Multiplizitdten des nulldimensionalen Stratums alle anderen bereits
kennen muss, diese also in gewissem Sinne die kompliziertesten Multiplizitédten
sind.
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Abstract. 1 discuss a finite characteristic analog of the theory of D-modules.

1. Introduction

Let Y be a closed codimension ¢ subvariety of the smooth C variety X and let
Z be the singular locus of Y. Denote by Zx the sheaf or differential operators
on X. In [BK81], Brylinski and Kashiwara show the existence (and usefulness)
of a unique holonomic Zx module .¥ = Z (Y, X) satisfying the properties

LNx-z =K _7(X = Z,0x_3z)
H (L) = Ay (L") =0,

where the star stands for duality of holonomic Z-modules and %! denotes
the higher derived sections with support in Y. The proof of this result is

November 26st, 2003.
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rather formal and uses duality theory for holonomic Zx—modules. Further-
more, they show that Z(Y, X) is the unique simple, selfdual holonomic Zx—
module agreeing with J47(X, Ox) on X —Z. This result is obtained by showing
that £ (Y, X) corresponds, via the Riemann—Hilbert correspondence, to the in-
tersection homology complex 7y of middle perversity, which, by construction,
is simple and selfdual. All these constructions, such as holonomicity, duality
and the Riemann-Hilbert correspondence completely rely on characteristic zero
— on analytic techniques even, if one is strict. Thus it seems natural to ask:

What happens if X is defined over a field of
positive characteristic?

Somewhat surprisingly, the existence of a unique simple Zx—submodule
Z(Y,X) can be proved almost independently of the characteristic. The key
ingredient — the proof of which is characteristic dependent though — is that
H5(X, Ox) has finite length as a Zx—module. This is guaranteed by holo-
nomicity in characteristic 0 and by [Lyu97, Theorem 5.7] in positive char-
acteristic, respectively. The other ingredient is the fact that if Y is smooth,
then J&5(X, Ox) is Px—simple. This can be seen since the latter module
corresponds via Kashiwara’s equivalence (which holds independently of char-
acteristic) to the Yy -module Oy, which is simple.

Theorem 1. Let X be a smooth k—variety and let Y be a closed irreducible sub-

variety of codimension c. Then J65(X, Ox) has a unique simple Zx —submodule
Z(Y,X). Furthermore, Z(Y, X) agrees with 65(X,Ox) on X —SingY.

Proof. Write Z = SingY and denote the inclusion i : X — Z — X. Since
J65(X, Ox) has finite length as a Zx—module it has some simple non-zero
P x—submodule

L CHE(X,Ox) Cindtsy_4,(X —Z,0y_z).
By adjointness of i, and ¢* the inclusion corresponds to an inclusion
0# L|x—z CHY_2(X —Z,0v_2)

Since the latter module is Zx—simple it follows that we have equality in the
last equation. Since this holds for any simple submodule of JA&5(X, Ox) the
same argument shows that any two such have nonzero intersection, thus they
are equal. [l

This existence proof gives very little information about the concrete struc-
ture of (Y, X). Even (or especially) in characteristic zero, to explicitly de-
termine .Z (Y, X) is difficult. The best results in this case are due to Vilonen
[Vil85] for Y a complete intersection with an isolated singularity.
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The rest of this note will be concerned with explicitly determining
Z (Y, X) in positive characteristic.

The strategy is to substitute the Dx-module structure by incorporating
the action of the Frobenius on J%%(X, Ox). In other words (alluding to the
Riemann-Hilbert correspondence) we replace the de Rham sequence by the
Artin—Schreier sequence.

The reason why this is possible is the close relationship between so called unit
Ox [F)-structures and Zx-structures, described in [Lyu97, Bli03, EKO00].
Though there is much that can be said about this interesting connection I only
use today one consequence of it, namely that £ (Y, X) is equally well charac-
terized by being the unique simple unit Ox[F|-submodule of J4¢(X, Ox). The
rest of this talk is structured as follows:

1. First, I give a brief introduction into @x[F| modules — in fact into an
affine version of it which will suffice for the purpose of this talk.

2. Secondly, a local description of Z (Y, X) is given, relating it to a the
theory of tight closure. Simplicity criteria for J4¢(X, Ox) are derived.

3. Finally, I'll discuss an application to curves and mention how the results
are embedded in Emerton and Kisin’s Riemann—Hilbert type correspon-
dence in positive characteristic.

2. Background on R[F]-modules

Let R denote a regular local noetherien k—algebra of dimension n and let k
have positive characteristic p. For an ideal I of height ¢ denote the quotient
R/I by A; thus the dimension of Aisd=n—c.

The (absolute) Frobenius map on R, i.e. the ring map sending each element
to its pth power, we denoted by F' = Fgr. The associated map on X = Spec R
is denoted by the same letter F' = Fx. The pullback of a R—module M by F*
is F**M = M¢® ® M where M€ denotes the R — R-bimodule which has the
normal left R—structure whereas the right R—structure is via F*°.

Definition 2. An R[F|-module is an R—module M together with an R-linear
map

V:F*M=R'©@M — M.
If ¢ is an isomorphism, then (M, d) is called a unit R[F|-module.

By adjointness, the maps ¢ € Hom(F*M, M) are in one-to-one correspon-
dence with maps Fyy € Hom(M, F, M), i.e. Fy satisfies Fas(rm) = r? Fpr(m).
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Therefore, an R[F]-module is nothing but a module over the non-commutative
ring

R(F)
rPF — Fr’
where F' acts on M via Fjs. Then the category of R[F|-modules, is the cate-
gory of left modules over this ring R[F]. The category replacing the category
of holonomic Dgr—modules in characteristic p in this context is the category
of finitely generated unit R[F|-modules. By results of Lyubeznik it has the
following desirable properties:

RIF] =

— It is an abelian category, closed under kernels and cokernels in the cate-
gory of unit R[F]-modules.
— All objects have finite length.

Now I give some examples of finitely generated unit R[F]-modules explaining
that Hf(R) is such a module (in fact, all local cohomology modules are).

1. R itself via the natural isomorphism R!' ®g R = R sending r ® t to rt?
and conversely r to r ® 1. Since R is finitely generated already as an
R-module, it is finitely generated as an R[F]-module.

2. A localization Ry of R at an element f € R via the natural map R' ®
Rf — Ry. The inverse is the map rs~! — sP~1r @ s~! which is to be
thought of as “rs~! ®1” making it clear that it is an inverse. Even though
Ry is not finitely generated as an R—module it is generated by f~' as an
R[F]-module. Just observe that F¢(f~!) = f~?°. Thus Ry is a finitely
generated unit R[F]-module.

3. The local cohomology modules, Hi(R), of R with support in an ideal I
can be computed via the Cech complex associated to some generators
(f1,...fr) of I. This Cech complex consist of finite direct sums of Ry’s
(f = product of some f;’s) with maps localization maps. Thus it is a
complex of finitely generated unit R[F]-modules. Since the category is
abelian (closed under taking kernels, images and quotients) it follows that
Hi(R) is a finitely generated unit R[F]-module.

Crucial in the following construction of L(A, R) (note the obvious affine nota-
tion of the above) will the concept of a generator of a unit R[F]-module. It
is a fairly simple idea saying that, given a map 5 : M — F*M (the genera-
tor) there is a unit R[F]-module it generates. This is constructed as follows.
Arrange the Frobenius powers of the map ( into a direct limit system

* 2%
ML e 28 prepy B ey

and define .Z to be the limit of this system. Note that, since F* commutes
with direct limits, F*.# is naturally isomorphic to . itself (essentially the



INTERSECTION HOMOLOGY D-MODULES IN FINITE CHARACTERISTIC 95

same limit system defines both, .# and F*.#), thus carries the structure of
a unit R[F]-module. As an example consider the map 5 : R 1, R=FR
given by multiplication by f € R and check that the R[F]-module generated

by this map is Ry.

3. Construction of L(A, R) in positive characteristic

The construction of L(A, R) C H§(R) is by finding its generator as a unit
R[F]-module as just described. For this we first describe a generator for H§(R)
as follows. Assume that (R,m) is complete. This module carries a natural
R[F]-module structure, that is a map

R' @p Hy,(R/I) — Hy (R/I)

which is induced by the projection R/IP"! — R/I under the identification
of R®®r HZ (R/I) with HY (R/IP")). To this map apply the Matlis duality
functor (_)" = Hom(__, Eg/,,) where Eg/,, is an injective hull of the residue
field of R. One obtains a map

B Hy (R/1)Y — (R' @g Hi,(R/1))" = R' @p Hy, (R/T)"

which one can use to generate a unit R[F]-module. Note that by local duality
H (R/I)Y = Ext°(R/I, R) the sequence defining this unit R[F]-module is

Ext®(R/I, R) — Ext®(R/IP), R) — Ext®(R/I""] R) — ...

where the maps are just the ones induced by R/I — R/I[p} (the square brackets
denote Frobenius powers of the ideal, that is the ideal generated by the pth
powers of the elements of I). But one standard way to define H{(R) is as the
limit lim Ext®(R/I", R). Since the Frobenius powers I [P"] of I are cofinal within
the powers I™ of I it follows that the above limit is just H{(R). Summarizing
we have

e (4) = Bxt¢(R/I, R)

F-generat c

generates HI(R)
and this two step process is denoted by (_)V¥. In order to construct L(A, R)
now, we use the existing knowledge about HZ (A). In particular we use the
following result of Smith [Smi97].

Theorem 3. HZ(A) contains a unique mazimal proper R[F|-submodule, de-
noted by 0* and called the tight closure of zero. Furthermore, A = R/I is
F—rational if and only if 0* = 0.
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F-rationality is the finite characteristic analog of having rational singu-
larities. The submodule 0* can be explicitly described as consisting of all
n € H2 (A) such that there is ¢ € R (nonzero) with cF¢(n) = 0 for all e > 0.

Now it is clear how to proceed. Since 0* is maximal, the quotient HZ (A)/0*
is simple as an R[F]-module. Applying Matlis duality followed by turning to
the generated unit R[F]-module we get the following picture.

Ha(4) Sl H(R)

| U

HY(A)/0* ~~ Z(A,R)

To justify this, a careful investigation of the functor (__)V* has to be under-
taken. In the course of which it turns out that it is an exact functor from R[F]-
modules to unit R[F]-modules, which sends a simple cofinite R[F]-module
(such as HZ (A)/0*) to a simple finitely generated unit R[F]-module (such as
L(A, R)). In summary one obtains the following result

Theorem 4. The unique simple unit R[F|-submodule of H{(R) is given as
L(A, R) = (Hy,(A)/0")'".

Consequently, if A is F-rational, then H(R) is simple (as a unit R[F] and as
a Dp—module). Furthermore, Hf(R) is simple if and only if 0% is annihilated
by some power of the Frobenius.

In the outline above I treated the case that R is complete. The general
case can be obtained from this be a reduction argument — which is not entirely
straightforward due to the fact that the completion of a domain might not be
a domain. These technical difficulties though are manageable.

4. Application to dimension 1

Using the above result one obtains a complete characterization of the sim-
plicity of Hf(R) in the case that R/I is one dimensional. This is a finite
characteristic analog of results of S.P. Smith [Smi88| and Yekutieli [Yek98].

Corollary 5. Let A = R/I be a one—dimensional local domain with R regular
and F—finite. Then H{(R) is Dr—simple (equiv. unit R[F¢]-simple) if and
only if A is unibranch.
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Phrased less fancily, H(R) is simple if R/I has only cusp singularities, and
H¢(R) is not simple if R/I has a node.

This last result that for curves Z(A, R) is described in the same way in
positive characteristic as it is in characteristic zero is somewhat misleading.
In higher dimensions one expects that £ (A, R) behaves significantly different
depending on the characteristic.

For example, consider the ideal I = (zy — zw) C R = k[z,y,z,w]. Then
A = R/I is the coordinate ring of the cone over P! x P! with the only singular
point being the vertex. The localization of A at the vertex is F-rational.
Therefore, our results above show that H}(R) is simple as a Dr—module in
finite characteristic. Nevertheless, in characteristic zero the module H}(R) is
not Dpgr-simple since the Bernstein-Sato polynomial of zy — zw is (s —1)(s — 2)
and therefore has an integral zero of less than —1. This shows that the Dr—
submodule generated by (zy — 2w)™! € H}(R) does not contain (zy — zw) 2.
Therefore H¢(R) has a proper Dg—submodule and is therefore not D p—simple.

5. Emerton-Kisin Correspondence

Finally let me point out that the replacement of the Zx—module struc-
ture by a unit Ox[F]-structure in the study of £ (Y, X) enables one to place
Z(Y, X), in finite characteristic, in the context of a Riemann-Hilbert type cor-
respondence. That such a correspondence exists is recent work of Emerton and
Kisin [EK99, EKO00], where an equivalence (on the level of derived categories)
of the category of finitely generated unit x|[F]-modules and the category
of constructible F,—sheaves (on the étale site) is developed. Within this cor-
respondence, the simple unit Ox|[F]-module £ (Y, X) constructed here does
indeed correspond to certain middle extensions on the constructible [F),—site.

For zero characteristic, the Riemann-Hilbert correspondence relates holo-
nomic Zx—modules to constructible sheaves of C—vectorspaces by means of a
vast generalization of de Rham theory, i.e. to an ultimatively topological theory
with cohomology living in degrees 0, ..., 2d, with d the dimension.

In positive characteristic, the Emerton-Kisin correspondence relates finitely
generated unit Ox[F]-modules to constructible FP° —sheaves on Xet, vastly gen-
eralizing Artin-Schreyer theory, which ultimately is a coherent theory, and the
corresponding cohomology sheaves live in dimensions up to d+1 (via the Artin-
Schreier sequence).

Thus, returning to the example of curves above, this gives some hint why
we have agreement between characteristic zero and positive characteristic only
in dimension one. Because dimensions d=1 is the only case where 2d = d + 1.
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Abstract. This is a short report on joint work with A.B. Goncharov and A. Levin, in which
we give a map of differential graded algebras from multiple polylogarithms to algebraic cycles,
using a certain kind of trees.

1. Background

Bloch and Kiiz ([BK94|, [Blo97]) gave a beautiful candidate for the cate-
gory of mixed Tate motives over a field F' in terms of algebraic cycles. More pre-
cisely, they first promoted the differential graded algebra structure on Bloch’s
original cycle complex [Blo86] to a Hopf algebra via the bar construction and
then took the indecomposables in its zeroth cohomology. The resulting object
has the structure of a coLie algebra and its corepresentations should incarnate
the mixed Tate motives over F.

November 27th, 2003.
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In order to give evidence that this construction yields a good candidate
for a category as above, they were of course obliged to show many of the ex-
pected properties that one demands. As basic properties, one needs realization
functors into the category of mixed Hodge structures and the one of étale rep-
resentations. Both requirements have already been met in Bloch and Kiiz’s
seminal work, and furthermore they showed that one can exhibit in their cate-
gory a class of “mandatory” objects, which behave exactly as are required from
polylogarithm motives.

Now although the polylogarithm motives are already expected to “detect”
a lot of structure (like the “motivic cohomology”) in this envisaged category,
they do not give the complete motivic picture. It is conceptually much more
satisfactory—and presumably gives a picture which is much closer to being
complete—to take the point of view of Beilinson and Goncharov (in which they
postulate a “motivic Lie algebra over a field”) and to consider motives attached
to multiple polylogarithms (see [Gon]| for a wealth of information on them),
where the latter can be defined via an iterated integral. These integrals form
definitely a larger class of objects than the classical polylogarithms: while it is
known that all iterated integrals (of a certain type) are expressible by multiple
polylogarithms, the corresponding statement for the usual polylogarithms is—
as is well-known—already wrong in degree 4.

2. Results

In my talk, I outlined a rather simple combinatorial recipe, using rooted trees
with decorations, by which one can construct algebraic cycles in the Bloch-Kriz
category corresponding to multiple polylogarithms. In fact, one can define a
differential graded algebra (DGA) on those trees and one obtains a map of
DGA'’s from (polynomials in) trees to algebraic cycles. This map can actually
be lifted to a map of the corresponding “bar constructed” Hopf algebras. We
remark that these trees are closely related to work of Goncharov; on the one
hand they are very reminiscent of the (non-rooted) trees used in [Gon99], and
on the other hand they are related to his dihedral Lie algebra [Gon01].

The actual connection to multiple polylogarithms arises from associating an
integral to the associated algebraic cycle, which turns out to be precisely the
defining integral of multiple polylogarithms. This integral comes about when
we modify (and cut short) the method used by Bloch and Kiiz for the Hodge
realization of their algebraic cycles.
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3. Example: the double logarithm

We illustrate the above statements on the simplest example, the so-called
double logarithm. Let F' C C be a field. Totaro gave a parametrized algebraic
cycle corresponding to the dilogarithm Lis(a), a € F, by the image of the map

¢at Pp— (PR \{1})?,
£ (Ll—t,l—%),
whose boundary in the associated cycle complex consists of the single term

(a,1—a) € (Pp\ {1})*.
This term is reminiscent of the differential for d Lis(a) = Lii(a) d Lii(a). We
denote the image of ¢, by [t,1 —t,1 — a/t]. In a similar way, we consider the

parametrized cycle (with parameter t)
b b
Cpy = [14,1*“—,1*—} :
’ t t

whose boundary consists of three terms (each one gives a point in (PL \ {1})?)
1
(1) [1—ab1—b] = [1—ab1—=]+[1-b1-0].
a
We claim that it corresponds to the double logarithm

’ITLb’n
Livi(ab)= > %; (lal,|b] < 1, a,b € C),
o<m<n

and the boundary terms in (1) are reminiscent of the differential of Li; 1(a,b)
which is given by

d Liy1(a,b) = Liy(b) d Li1(a) — Liq(ab) dLil(%) + Liy(ab) d Liy () .

This formula provides first evidence that C, 5 should play the role of the double
logarithm.

The well-known identity relating the double logarithm and the dilogarithm
1-— 1
Liya(z,y) = Liz(ﬁ) - Li2<177y,1) — Lia(zy),
found by Goncharov and Zagier, holds for the corresponding algebraic cycles
Cry> Cli—z)/(1—y—1) €tc. above (at least “up to lower order terms” and “modulo
boundaries”). This adds even more evidence that Cg ; should be considered as
a cycle representing the double logarithm.
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The structural similarity of the differential of Liq 1(a,b) and of C,;, suggest
a common combinatorial structure which can be exhibited on plane trivalent
trees: a coordinate 1 — % of Cyp, say, is encoded by a directed edge with
vertices decorated by z and y, with 2,y € {1,¢,ab,b}, at the source and end,
respectively. The tree 7(a,b) corresponding to Cyp can be drawn as follows
(we think of the edge ordering as given in counterclockwise direction starting
from the root edge, where the root vertex is encircled):

b ab
7(a,b) = \l;/

1

We call such trees, i.e., planted plane trees with a map from its external
vertices into a set R, for short R-deco trees. We have defined in [GGLb]| a
differential on the free graded-commutative algebra generated by R-deco trees.
The differential for such a tree consists of a sum, over all edges of the tree, of
contractions of the tree along an edge, with the correct sign. The result of a
contraction need not be a tree: if the edge is external, then we get a monomial
in such trees, where certain structures are inherited. As an example, we obtain
for the differential of 7(a,b), where R = F*—using the wedge notation to
indicate anticommutativity—the expression

b b b
[ ] “ [ b [ ) “ [ ] b [ ] b [ ] “
1 1 1 ab 1 b
whose terms correspond precisely to the three terms in (1).

One of our main results is the following:

Theorem 1. Let F be a field. There is a map of differential graded algebras
from the algebra generated by generic F*-deco trees to the one on algebraic
cycles over F.

Here a tree is called generic if all the decorations of its external edges are
mutually different.
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Connecting the algebraic cycle Cq, to an iterated integral. The real reason
why we can think of the above cycle Cy; as the cycle version of the double
logarithm is through its associated period integral. There is an enlarged differ-
ential graded algebra based on cycles with both algebraic and real parameters,
in which we can write C, 3 as a boundary of another cycle G, , say. (More pre-
cisely, this is only true modulo decomposable cycles, and one needs to apply the
bar construction in which the associated “bar version” of C, ; can be bounded
“on the nose”, i.e., where we are not working modulo decomposable cycles.) If
we integrate 3, against the standard volume form for its ambient space, most
of the terms give zero while the only term with purely real parameters gives

the iterated integral
/ dl‘l A dl‘g ’
x1 — (ab)™1 a9 — b1

0Kz <2kl

which is nothing else than the integral expression for Liq 1(a,b).

Higher cases. A similar description as a formal sum of trivalent trees with a
fixed decoration at the external vertices can be given for the multiple logarithm
Liy,. 1(a1,...,an) in general. If one wants to extend it further to multiple
polylogarithms (i.e., where the indices in Li, are natural numbers), then it is
appropriate to introduce trees with two types of edges.

For a gentle introduction to the material, I refer to our note [GGLa], while
the “real” version is in [GGLb]. Note that the trees given here are slightly
different from the ones in these papers: for comparison with the iterated in-
tegrals there it is more convenient to draw trees upside down with inverted
decorations.
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Abstract. The deformation space of a formal one-dimensional group of height n possesses
an infinite tower of generically étale coverings which are defined by the torsion points of the
universal deformation. By the work of Harris and Taylor, one knows that the inductive limit
of the corresponding [-adic cohomology groups realizes Langlands and Jacquet-Langlands
correspondences in the middle degree. We study natural quasi-compact adic spaces in which
these étale coverings are densely contained, and which serve to understand the cohomology
groups outside the middle degree.

1. Introduction: General program and main problems

The general program is to prove that the l-adic étale cohomology of certain
deformation spaces of p-divisible groups (in the sense of Rapoport and Zink, cf.
[RZ96]), equipped with a level structure, realizes Langlands correspondences.
Such a tower of deformation spaces (indexed by the level structure) is equipped
with an action of two p-adic groups G and J, and on the cohomology there is
also an action of the Weil group Wr of the local non-archimedean base field F'.

December 1st, 2003.
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The expected Langlands correspondences between the representations of these
three groups, realized on the cohomology, may be expressed informally by the
following type of identity

lim H; (Mg & F"\Qewsy " =" Prepeo,
K
where m (resp. p, resp. o) is a representation of G (resp. J, resp. Wg)
and such a tensor product occurs if and only if the representations are related
by Langlands correspondences: p = £ (w), o0 = Z(x). The limit is taken over
compact-open subgroups K C G, and M is the space parametrizing deforma-
tions with a level structure of type K.

In the following we want to focus on one special case, namely the defor-
mation spaces of one-dimensional formal o-modules of finite height n, where
0 = op is the ring of integers in F.

For n = 1 the constructions and assertions are a reformulation of Lubin-Tate
theory, i.e. explicit local class field theory.

The first case really involving geometry is when n is equal to two. And then
the example which is best known is the case where F' = Q,,, which is equivalent
to study deformations of a supersingular elliptic curve in characteristic p. For
an integer N > 3 which is prime to p consider the modular curve X (Np™)
parametrizing elliptic curves, equipped with a Drinfeld basis for the group of
Np™-torsion points. There is a specialisation map:

sp: X(Npm)gj — X(Np™)r,

from the associated rigid space to the special fibre, and the space M,, =
M, is the tubular neighbourhood of a supersingular point on the special fibre:

M,,, = sp™ ' (supersingular point) .

Coming back to the general program, we want to point out that we solely
deal with the correspondence between representations of the p-adic groups G
and J.

Question: What methods do we intend to use to prove that the cohomology
realizes the correspondence between representations of G and J7
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Answer: Trace formulas of Lefschetz-Verdier type and fixed point formulas.

The Lefschetz trace formula should express the trace of an endomorphism
on the cohomology in terms of fixed points. What makes the situation difficult
in our case is that the spaces Mk are in general not compact (in any suitable
sense), and that therefore one has to take into account the appearance of a
boundary term. Rather easy considerations show that such a boundary term
will indeed appear. So we have to treat the following problems:

e To define the boundary term intrinsically and to show that this distribution
is orthogonal to the cuspidal spectrum.

e To compute the number of fixed points for sufficiently many endomor-
phisms and to show that this implies indeed that the correspondence is realized
on the cohomology.

The approach to this problem via a Lefschetz trace formula was carried out
in a different case by Faltings, cf. [Fal94]. However, for the coverings of the
Drinfeld symmetric spaces considered by Faltings, it turned out that one can
restrict to endomorphisms which do not have fixed points at infinity. This sim-
plified the treatment of that case considerably. In the case studied here the
boundary term is in general not zero, and it is this aspect which presents a
novelty.

2. The spaces M,,

Let X be a one-dimensional formal group over ]Fq that is equipped with an
action of o, i.e. we assume given a homomorphism 0 — Endg(X) such that the
action of o on the tangent space is given by the reduction map o — F,; C F.
Such an object is called a formal o-module over F. Moreover, we assume that
X is of F-height n, meaning that the kernel of multiplication by w is a finite
group scheme of rank ¢" over F.

It is known that for each n € Z ¢ there exists a formal o-module of F-height
n over F, and that it is unique up to isomorphism [Dri74]|, Prop. 1.6, 1.7.

Let € be the category of complete local noetherian 6™ -algebras with residue

field F. For m € Z>( and h € Z we consider the functor ///n(@h) of deformations
of X to algebras in €, which are equipped with a quasi-isogeny of height h on
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the special fibre, and with a Drinfeld level-m-structure. By Drinfeld, [Dri74]
Prop. 4.3, this functor is representable by a regular local ring Rgf ), which is a
finite flat algebra over 6" [[u1, ..., u,—1]] which itself represents //lo(h). We put

M = Spa(R(Y, R\V) — V(w)
and

My, =[] 0.
h
These adic spaces were introduced and studied by R. Huber, who also de-
fined étale cohomology for such spaces, cf. [Hub96].

The group of quasi-isogenies of X is equal to the group B* of units of
a central division algebra over F' with invariant % There is an action of
GL,(0) x B* on the spaces M,, and this action extends to an action of the
group GL, (F) x B* on the cohomology groups

H; =lim HI(Mn®F",Q).

3. The Jacquet-Langlands correspondence

Let m be a supercuspidal representation of G = GL,,(F). It is known that
7 is induced from a (finite-dimensional) irreducible representation A of some
open subgroup K, C G that contains and is compact modulo the centre of G.
Hence we may write

= c—[nd%ﬂ N
The character of 7 is a locally constant function on the set of elliptic regular

elements in G (i.e. those whose characteristic polynomial is separable and
irreducible), and for such an element g € G we have

Xx(9) = > ) e
g €G/Kx
(9')'99" € K=
For 7 as above, the representation p = ¢ .Z(m) is characterized by the
following identity. Let g € G and b € B> be regular elliptic elements with the
same characteristic polynomial. Then the following character relation holds
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Xp(0) = (=1)" " x=(g) .

In the following we assume for simplicity that K, = w?GL,(0), that A(w) =
id, and that the restriction of A to K,,, = 1 + @w™M,(0) is trivial.

We put V(7) = Homg(H},7) and ' = GL,,(o/w™). We fix a regular elliptic
element b € B*. Then it is easy to see that

tr(b|V(m ZW’ ¥, b7 [ H (Mo /w0")) - xa(r™h).-

’yEF

Theorem 1 (Trace formula).

tr((y, b~ 1) | HZ (M /@) = #Fiz((7,b7") | Min /@) + B (v,07),

where By (7, b1) has the property that

D Bu(1, 07 xalyh) =0.

yel

Theorem 2 (Fixed point formula). Let g, be in the conjugacy class corre-
sponding to b. Then

Fiz((y,b™") | M /w") =1 #{g € G/@"Kmn |97 gog =77"}.

Theorem 3 (Jacquet-Langlands correspondence)
V(m)=(-1)"""n. gL(n).

This follows easily from the previous theorems and is explained in detail in
[Strb]. As already pointed out above, the main problem in proving a trace
formula is the fact that the spaces Mﬁnh ) are not compact. We will sketch
below how to compactify them, thereby making transparent the nature of the
boundary term.
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4. Compactifications and boundaries

From now on we drop the upper index of the spaces Mf,? ) and denote by M,,

the space that was previously denoted by Mf,? ). The same convention applies
to the corresponding formal schemes.

Denote by X %™ the universal formal o-module over .4, and for any m > 1
let

()O}rtnniv . (w—mo/o)n N Xuni'u [wm]

be the universal level-m-structure on .#,,.

For any m > 0 we consider the adic spaces

M, = d(A,,) = Spa(Ry, Ry) — V(mg,,).

Next we are going to stratify the spaces M,, so that M,, is the unique open
stratum.

Note that X" induces a w-divisible o-module on M, which we denote by
Xuriv[z®], For h = 0,...,n — 1 let 9, My be the subset of points z € M,
such that the connected part of (X" ® k(z))[ew®] has F-height h. One has
My = 9pMy. For a direct summand A C (@~ ™0/0)" let 94 M, be the subset
of points x € M,,, such that

Ker(ir « (@™o /o)" — (X" @ (2))[=™]) = A.
The following theorem summarizes the properties of these compactifications.
For more details and cohomological consequences see [Stra].

Theorem 4.

i) One can choose a regular system of parameters @w = Ug, U, ..., Up—1
for the local complete ring Ry which represents the functor #y, so that the
multiplication by w on the universal formal o-module is given by a power series
(in a variable T') of the form

T + T+ usTT 4. 4y T9 +T9 ...

ii) For any h = 0,...,n — 1 the space O, My carries the structure of an
analytic adic space isomorphic to

Spa(Ro/(um N 7uh_1)7 }20/(u07 N 7uh_1)) - V(uh) .
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i11) Let m > 1 and denote by R, the ring representing the functor #,,. Let
be the universal level-m-structure. Denote by e1,. .., e, the canonical basis
of o™. Then the elements

P (@) P

form a regular system of parameters of R,,.

—m

6n)

iv) For any m > 1 and any direct summand A C (w ™0/0)" of rank h
(over o/(w™)) the space daM,, carries the structure of an analytic adic space
isomorphic to

Spa(Rm/ClA7 Rm/aA) — UA/;AV(CLA/) s
where A" C (w™™0/0)"™ runs through all direct summands of (w™™0/0)"
strictly containing A, and aa is the ideal of Ry, generated by all ¢ (a) for
a € A (dito for A').

v) The closure of OaM,, is the set of all points x € M,, such that

ker(ipp,""" (@™o /0)" — (X" @ k(x))[@™])

m

contains A. One has

aA]\4 =~ Spa<Rm/aA7 Rm/aA)a .
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INTRODUCTION TO MOTIVIC HODGE THEORY 1

M. Spitzweck

Mathematisches Institut, Bunsenstr. 3-5, 37073 Gottingen, Germany
E-mail : spitzQuni-math.gwdg.de

Abstract. These are notes from my first talk on Motivic Hodge theory, outlining the
construction of limit mixed Hodge structures and their motivic analog.

1. Introduction

Motivic Hodge theory is concerned with the transportation of principles and
constructions from Hodge theory to the motivic world. In this note we will
outline a rather special construction from Hodge theory, so called limit Hodge
structures, and then sketch the motivic environment to which an analog of this
construction can be carried over.

In the first part we will explain the pure Hodge structure on H' of a smooth
projective curve over a field of characteristic 0.

Then we will look at variations of those arising from a standard family of
elliptic curves. We examine what happens with the Hodge structure when the

December 3rd, 2003.
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moduli parameter goes to infinity. We describe the canonical extension of the
underlying bundle over infinity and the possible limit mixed Hodge structures
on the fiber over infinity. This will be a sketchy description of Schmid’s con-
struction [Sch73] of the limit mixed Hodge structure using parameter spaces
of Hodge structures. We will not explain the more algebraic construction using
mixed Hodge complexes which was first done by Steenbrink [Ste76].

Finally we describe the functorial situation in which the analogue of limit
Hodge structures, namely limit motives, will be defined.

2. Hodge structures

2.1. Definitions. Let &£ C C be a field.

Let n € Z. A (pure) Q-Hodge structure V' of weight n defined over k consists
of a Q-vector space Vg, a k-vector space Vyr, a decreasing Hodge filtration F'®
on Vgr and a comparison isomorphism Vp®RC = Vyg ®,C, such that the induced
filtration on Vg ® C satisfies FPVp ¢ @ F1Vpc = Vp,c for p+q =n+1, where
the bar denotes complex conjugation on a complexified Q-vector space.

A mized Q-Hodge structure V defined over k consists of a Q-vector space
Vg, a k-vector space Vygr, an increasing weight filtration W* on Vp and Vyg, a
decreasing Hodge filtration F'® on Vyr and a comparison isomorphism Vp @C =2
Var ® C compatible with the weight filtrations, such that for any n the induced
Hodge filtration on W™V/Wn"~1V defines a pure Q-Hodge structure of weight
n.

2.2. Examples. Let k be as above and C/k a smooth projective geometri-
cally irreducible curve. Then the Hodge structure of weight 1 on H*(C(C)'°P, C)
consists of Vp = H'(C(C)"*?,Q), Var = Hy,, (C, ¢, ;) and

FPVar = Im(H%ar(C7 Qg7k) - H%ar(c7 Qé/k))

together with the standard Betti-de Rham comparison isomorphism.
So FOVdR == VdR; FIVdR = HO(C, Qé‘/k)? F2VdR = (0) The map FIVdR —
VB¢ (part of the comparison isomorphism) is induced from the pairing

H(C,0L),) x Hi(C(C)*,C) — C

(w,7) / V.
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3. Standard family of elliptic curves

Let k£ = C and 42 the upper half plane. For any 7 € 7 there is the complex
elliptic curve & with complex points C/A., where A, is the lattice (1, 7), C C.
The &, are part of an analytic family & — 7.

There are several ways to descent this family to open parts of 52 /PSLy(Z),
but we are only interested in what happens for 7 — ico. So we look at the
canonically descended family to

Z
{sT>1}/(g ;) ~ D ={zeC|0<|z| <1}

(the last isomorphism is via the map 7 +— ™7 . 7).

The Q-Hodge structure on H'(&,(C),C) consists of V, g = H!(&(C), Q) =
AX@, Viar = V- B ® C, and by the last remark of Section 2 the subspace
FV, 4r is given by the C-valued linear form on A, which sends 1 to 1 and 7 to
7 (since here a canonical generator of H®(&, Qé@ /(C) is given by the descended
dz). In particular for any 7 this subspace is not rational.

For varying 7 the V, p form a local system £ of Q-vector spaces on D*
with monodromy operator ((1) }) The F'V, 4r do not form a subsystem of
the complexified local system, but they form a holomorphic subbundle of the

vector bundle 7 := ¥ ® 05! (this data plus some appropriate conditions is
called a wvariation of Hodge structures).

4. The Limit mixed Hodge structure

Let the situation be as in the previous paragraph.

One knows (|Del70],[Sch73|) that there are canonical extensions ¥ and
FY of ¥ and F'¥ to the whole unit disc D. In our case ¥ is just the
vector bundle with constant fiber CV ®g C, where we consider the first C as
a constant 2-dimensional R-vector space the varying lattices A, sitting inside
of it, and ¥ is the canonical constant prolongation. The subbundle F'¥ has
fibers (1Y +7-7Y)c, where (1V,7Y) is the dual basis of the basis (1,7) of
the R-vector space C. But 1Y + 7 -7 is the canonical element in CV @ C
corresponding to the identity, so F''# also extends to a constant subbundle.

Now the work of Schmid, Steenbrink and others asserts that V, := Yoo
together with the filtration F'®, a weight filtration associated to the logarithm
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of the monodromy operator and some choice of Q-rational structure (which
depends on a choice of a non-vanishing tangent vector at 0 € D) defines a
mixed Hodge structure, the so called limit mized Hodge structure of the given
variation of Hodge structures or the family of complex varieties.

In our case the weight filtration is given by W_1V, = (0), WV = <1>é,
WiV = (1)é‘, Wy Vy = Vy. The corresponding mixed Hodge structure is a Tate
mixed Hodge structure, an extension of Q(—1) by Q(0), the extension class
depending on the choice of rational structure.

In fact, a better way to look at the situation (first suggested by Deligne
in [Del80]) is to think of the limit mixed Hodge structure as sitting as fibers
inside a limit variation of mixed Hodge structures on the pointed tangent space
of D at 0. In this setting we will construct a motivic analogue.

5. The motivic setting

Let C be a smooth curve over k, a field of characteristic 0, and z¢ € C(k). In
later talks we will describe triangulated categories DM (X) of motives associated
to varieties X over k possessing some good properties. The limit motive functor
will then be a functor 2 : DM(C'\ {zo}) — DM(T¢ ,, ), i-e. a functor which
associates to a sheaf on the open curve a sheaf (which is in fact unipotent with
respect to Spec(k)) on the pointed tangent space at zo. We will try to describe
properties of this functor in one of the following talks.
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Abstract. We explain the recent proof of Catalan’s conjecture by Mihailescu.

1. Uber Kreisteilungskérper

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Teile von Mihailescus Arbeiten [Mih03a]
und [Mih03b] zur Catalan-Vermutung darzustellen, die sich unabhingig von
der speziellen Catalanschen Gleichung als strukturelle Resultate iiber Kreis-
teilungskorper auffassen lassen.

Sei p eine feste ungerade Primzahl und

K:=Q(+¢™), ¢ # 1 eine pte Einheitswurzel,

der maximal reelle Teilkorper des pten Kreisteilungskorper. Sei

G := Gal(K/Q) = (Z/pZ)* /{£1}

December 4th, 2003.
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die Galoisgruppe von K {iber Q. Gelegentlich werden wir auch den vollen
Kreisteilungskorper und seine Galoisgruppe

K:=Q«), G:=Gal(K/Q) = (z/pL)"
benutzen. Seien
Ok =Z[C+¢ Y und E:=0}%
der Ring der ganzen Zahlen in K und dessen Einheitengruppen sowie
Sl :n:2,...,p;1> CFE
¢(—¢t 2

die Untergruppe der cyclotomischen Einheiten in K. Aus der analytischen
Klassenzahlformel folgt zwar, dass die Faktorgruppe F/C und die Klassen-
gruppe Cl(K) dieselbe Ordnung haben. Es ist aber nicht bekannt, ob sie als
abelsche Gruppen immer isomorph sind. Als Z[G]-Moduln sind E/C und Cl(K)
jedenfalls nicht immer isomorph; ein Gegenbeispiel ist p = 62501. Details dazu
finden sich in [Was82], §8.1.

Im Weiteren sei ¢ eine Primzahl, die p(p — 1) nicht teilt. Das folgenden
Resultat vergleicht die g-Sylowuntergruppen von E/C und Cl(K) als Z[G]-
Moduln:

C:=(£

Satz 1.1 (Thaine 1988 [Tha88]). Angenommen, ein o € Z[G] annulliert
(E/C)g=sylow- Dann annulliert o auch Cl(K)q—syiow-

Definition 1.2. ~ € Z[(] heilt g-primdr, falls es ein v € Z[(] gibt mit v = 14
(mod ¢?). C,; C C bezeichnet die Gruppe derjenigen cyclotomische Einheiten
in K, die ¢g-primér sind (als Elemente von Z[(]).

Weil ¢ die Ordnung (p—1)/2 von G nicht teilt, ist die Gruppenalgebra F,[G]
iiber dem endlichen Koérper Fy halbeinfach, wir haben also eine Zerlegung

F,[G] = @@Fq [G] mit 2 =g,

in der die Faktoren &;F,[G] einfach (und damit Korper) sind. Eines der dabei
auftretenden Idempotenten ¢; € Fy[G] ist

2
€0 ::Tl E IO'GJF(I[G]
p oeG

Diese Zerlegung 1afit sich eindeutig von F, zu den ganzen g-adischen Zahlen Z,
liften; wir erhalten

Zy[G) = P&iZ,G]  mit & =4
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Mit diesen Bezeichnungen konnen wir jetzt den Galoismodul C,/C? der ¢-
priméren cyclotomische Einheiten modulo gten Potenzen cyclotomischer Ein-
heiten mit den eben betrachteten Galoismoduln (E/C)4—syiow unnd Cl(K)4—sylow
vergleichen:

Korollar 1.8. Wenn eines der obigen idempotenten Elemente ¢; € F,[G]
den Modul Cy/C? annulliert, dann annulliert dessen Lift é; € Z4|G] sowohl
(E/C)g-sylow als auch CL(K)q—sylow-

Beweis. Wir zeigen mit einem devissage-Argument, dass &; dann (E/C)q—syiow
annulliert; der Rest folgt mit dem Satz von Thaine.

Angenommen, ¢; annulliert (E/C)4_syiow nicht. Dann gibt es ein n € E,
dessen Klasse im Bild von

(E/C)g=sylow — (E/C)gq—sylow

liegt und dort Ordnung ¢", n > 1, hat. Das bedeutet einerseits 77‘1%1 ¢ C,
d.h. 79" ¢ C% und andererseits 79" € C, also sogar 79" € Cy, weil n?" als gte
Potenz auf jeden Fall g-primir ist. Mithin definiert n?" eine nichttriviale Klasse
in Cy/CY; diese liegt im Bild von ¢;, weil 17 im Bild von &; liegt. Wir haben aber
angenommen, dass Cy/C? von ¢; annulliert wird; dieser Widerspruch beweist,
dass (E/C)q—sylow doch von &; annulliert werden muss. O

2. Zur Catalan-Vermutung

Dieser Abschnitt will Mihailescus Beweis der Catalan-Vermutung zumindest
in Grundziigen wiedergeben. Der Schwerpunkt der Darstellung liegt auf den
Argumenten aus der algebraischen Zahlentheorie in [Mih03b]; die analytischen
Teile werden hier nur knapp erwihnt.

Catalan vermutete 1844, dass 32 — 1 = 23 die einzige Losung der Gleichung

(1) aP — 1=yl

mit natiirlichen Zahlen z,y und Primzahlen p, ¢ ist. Schon 1850 zeigte V. A.
Lebesgue [Leb50], dass (1) keine Losung mit ¢ = 2 hat; {iber hundert Jahre
spiter bewies Ko Chao [Ko 65], dass 32 — 1 = 22 die einzige Losung von (1)
mit p = 2 ist.

Im folgenden wird stets vorausgesetzt, dass (z,y, p, q) eine Losung der Cata-
lanschen Gleichung (1) mit zwei von Null verschiedenen ganzen Zahlen x, y und
zwei verschiedenen ungeraden Primzahlen p,q ist. Diese Voraussetzung wird
schliefslich zum Widerspruch fithren; damit ist dann die Catalan-Vermutung
bewiesen — und alle angegebenen Zwischenresultate werden zu Aussagen iiber
die leere Menge.
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Man beachte die Symmetrie der eben gemachten Voraussetzung: Sie bleibt
erhalten, wenn wir (z,y,p, q) durch (—y, —z, q, p) ersetzen.

Die Strategie &hnelt den klassischen Methoden zur Untersuchung der Fer-
matschen Vermutung: Die linke Seite von (1) wird als Polynom faktorisiert;
die Faktoren sind dann (nahezu) teilerfremd und miissen daher selbst (nahezu)
qte Potenzen sein.

Schon als Polynom iiber Z zerfillt P — 1 in die beiden Faktoren x — 1 und
2P~ 4+ 2P=2 4 ... + 1. Der euklidische Algorithmus zeigt, dass der grofte
gemeinsame Teiler dieser beiden Zahlen nur 1 oder p sein kann; diese beiden
Félle werden — wie bei der Fermat-Vermutung — als Fall I und Fall II bezeichnet.
Cassels [Casb3, Cas60| bewies den Fall I der Catalan-Vermutung und zeigte
damit

Satz 2.1 (Cassels 1960). Es gibt ganze Zahlen a und b, fir die folgendes
gilt:

P —1
z—1

r—1=p1a, = pb? und Yy = pab.

Jetzt arbeiten wir im pten Kreisteilungskorper Q(¢). Als Polynom {iber
Z[¢] zerfallt aP — 1 sogar in Linearfaktoren; diese sind analog zu eben wieder
(nahezu) teilerfremd. Aus Cassels Resultat folgt dann leicht

Korollar 2.2. Das Hauptideal (%) C Z[¢] ist gte Potenz eines Ideals a C
Z[¢].

Ein klassisches Resultat von Wieferich besagt, dass die Fermatsche Vermu-
tung mit Exponent p nur dann falsch sein kann, wenn p? ein Teiler von 2P — 2
ist; in der Folge wurden weitere Kriterien wie p?|3P — 3, p?|5? — 5 usw. be-
wiesen. In der Arbeit [Mih03a] konnte Mihailescu insbesondere ein dhnliches
Kriterium fiir die Catalan-Vermutung zeigen:

Satz 2.3 (Mihailescu 1999). ¢*|z und ¢*|p? — p.

Beweisskizze. Die Galoisgruppe G des vollen pten Kreisteilungskorpers Q(Q)
operiert auf der Klassengruppe C1(Q(¢)). Wir nehmen an, dass a € Z[G] die
ganze Klassengruppe annulliert. Wegen des vorigen Korollars gibt es dann ein
v € Z[¢] und eine Einheit n € Z[(]* mit

r—( a_ q
(1<> B
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1 _
Aber % = :2,18’:8 = 11:2,1{"”; indem wir dies einsetzen und dann mit dem

Nenner multiplizieren, erhalten wir
1-¢ra)* =1 - ¢ vh.

Von dieser Gleichung ziehen wir ihr komplex konjugiertes ab; das liefert
(2) (1= ¢ 1) = (1= ¢a)* = (1= ¢H)M (v — (£(p)9),
denn n und (1 — (1) unterscheiden sich von ihren komplex konjugierten jew-
eils nur um einen Faktor (+¢*)%: #/n ist laut Lemma 1.6 in [Was82] eine
Einheitswurzel und liegt in Q[(], also ist es eine 2pte Einheitswurzel und damit
auch gte Potenz einer 2pten Einheitswurzel. Und (1 — ¢~!)® unterscheidet sich
von seinem konjugierten (1 — ¢)® nur um den Faktor (—({)%, der wiederum gte
Potenz einer 2pten Einheitswurzel ist.

Jetzt betrachten wir unsere Gleichung (2) modgq. Laut Cassels gilt p|y, also
aus Symmetriegriinden auch g|z. Also ist die linke Seite mod ¢ gleich 1*—1%* =
0. Ergo ist auch die rechte Seite durch ¢ teilbar. Die rechte Seite ist aber — bis

auf eine Einheit modulo ¢ — Differenz zweier gter Potenzen. Hier wird nun ein
Trick benutzt, der noch 6fter eine Rolle spielen wird:

Lemma 2.4. Sind u? und v? kongruent modq, dann sind u? und v? sogar
kongruent modg?.

(Fiir u,v € Z 13t sich dieses Lemma wie folgt beweisen: Aus u? = v? mod ¢
folgt mit dem kleinen Fermatschen Satz v = v mod ¢, also v = u +d - g. Mit
der binomischen Formel ergibt sich daraus

ot (g ()02 = a2

Dieser Argument lafst sich auf den Fall uw,v € Z[(] verallgemeinern, siehe
[Mih03a].)

Also ist die rechte und damit auch die linke Seite von (2) sogar durch ¢>
teilbar. Durch Wahl geeigneter o (mit Hilfe des Satzes von Stickelberger) kann
man daraus ableiten, dass = durch ¢? teilbar ist.

Nun nutzen wir die Casselsche Relation  — 1 = p9~'a? aus. Modulo ¢
reduziert sie sich zu —1 = a9, denn z ist ja durch g teilbar, und p?~! = 1 mod ¢
laut kleinem Fermatschen Satz. Also sind die beiden gten Potenzen —1 und a4
kongruent mod ¢; mit Lemma 2.4 folgt daraus —1 = a? mod ¢?. Also reduziert
sich unsere Casselsche Relation modulo ¢? zu —1 = p?~! . (=1) mod ¢* und
damit zu p = p? mod ¢2. O

Man beachte, dass die Argumentation bisher symmetrisch in p und ¢ war.
Insbesondere haben wir jetzt also die doppelte Wieferich-Bedingung ¢*|p? — p
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und p?|¢? — ¢. Nun wird diese Symmetrie gebrochen, indem wir ohne Ein-
schrankung ¢ < p annehmen.

Im Appendix B von [Mih03b| wird mit analytischen Methoden (Bakers
Linearformen in Logarithmen [Bak72, Bak73, Bak75] und Argumente von
Tijdeman |Tij76]) bewiesen, dass p < ¢* gelten muss. Insbesondere ist p also
nicht kongruent 1 modulo ¢?. Aber p ist laut Wieferich-Bedingung eine qte
Potenz modg?; mit Lemma 2.4 folgt, dass p nicht kongruent 1 modulo g ist.

Damit erfiillen p und q jetzt die Voraussetzungen des ersten Abschnitts; wir
benutzen die dortige Notation weiter.

Proposition 2.5. Nicht alle cyclotomischen Einheiten in K sind g-primdr,
d.h. Cy #C.

Beweis. Angenommen, Cy, = C. Sei
- 1—¢n
G im (PO = (&, _CC

die Gruppe der cyclotomischen Einheiten im vollen Kreisteilungskorper K =
Q(¢). Weil ¢ eine gte Potenz und damlt ohnehln q-primér ist, sind dann also alle
Elemente aus C' — insbesondere alle 2 —4 — g-primir. Die Wieferich-Bedingung

) CZ[C”

in Satz 2.3 besagt, dass p = anl(l — (™) ebenfalls ¢g-primér ist. Zusammen
impliziert das, dass 1 — (™ auch ¢-primér ist fiir alle n.
Laut binomischer Formel gilt fiir alle r

1-¢"=(1-¢")%mod q.

Wie wir gerade gesehen haben, ist die linke Seite hier g-primir; mit Lemma
2.4 folgt daraus

1—-¢"7=(1-¢")9mod ¢*

Nun wihlen wir ein maximales Ideal m C Z[(] iiber ¢ und setzen F,(¢) =
Z[(]/m. Letztere Kongruenz bedeutet, dass ¢" € F4(¢) fiir alle r eine Nullstelle
vom Bild des Polynoms

(1-T)y—(1-T9)
qT

€ Z|T]

in F,[T]ist. Also hat dieses Polynom vom Grad ¢—1 mindestens p verschiedene
Nullstellen 1,¢,...,¢P~1 € F,(¢). Dieser Widerspruch zu unserer Annahme
g < p beweist die Behauptung C, # C. O
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Insbesondere ist der F,[G]-Modul C,/C? also ein echter Untermodul von
C/C1. Letzterer ist aber isomorph zu P, €:F,4[G], denn die Abbildung

Fq[G] _)E o (Cr_c_r>a
eoF,[G]  C9 (- (1

ist ein G-Isomorphismus, wenn r eine Primitivwurzel modulo p ist. Damit
folgt, dass es einen Index i # 0 gibt, fiir den das Idempotente ¢; € F,[G] den
Galoismodul C,/C? annulliert. Wir fixieren ein solches &;.

Satz 2.6. =; annulliert auch (z — ()(x — (') € K*/(K*)4.

Beweis. Laut Korollar 1.3 annulliert der Lift &; € Z4[G] von ¢; die g-Sylow-
untergruppe der Klassengruppe Cl(K). Daher annulliert ¢; die g-Torsion in
Cl(K), insbesondere die Klasse des Ideals aa C Ok, wobei a C Z[¢] die durch

Korollar 2.2 gegebene gte Wurzel des Hauptideals (’f:g) ist. Das bedeutet

((m ~ Oz~ <-1>>51’ ¢ B ()

1= -=¢1) ()9

Das Hauptideal (1—¢)(1—(~!) C Ok liegt iiber der total verzweigten Primstelle
p von Z und ist deshalb invariant unter der Galoisgruppe G. Die Operation
bis auf gte Potenzen von Fy[G] auf diesem Ideal faktorisiert daher durch die

Augmentationsabbildung F,[G] — F,. Aber ¢; hat Augmentation 0. Also ist
(1 =¢)(1 —¢1))® bis auf gte Potenzen eine Einheit; damit folgt

E . (K*)1
(K

(@ =Q@-¢h)"e

Wieder wegen Korollar 1.3 annulliert ; den Galoismodul %, d.h. es bildet

E(I((K)(Bq nach C(l((K)*q)q ab. Da ¢; idempotent ist, ergibt sich damit
_ . C-(K*)e
1\\&:
(= O =) € T

Laut Satz 2.3 ist 2 durch ¢? teilbar. Also ist die linke Seite kongruent 1 modulo

¢? und damit insbesondere g-primér, d.h.
e, Cye (K™
((x =@ —=¢ ) e q(Ki*)q
Aber nach Konstruktion annulliert ¢; auch Cy/C? und damit C‘Z}E{()*q)q. Da¢;
idempotent ist, folgt die Behauptung. [l
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Nun liften wir ¢; € Fy[G] so zu

at = Z ato € Z[G),
oeG
dass 0 < af < ¢ fiir alle o gilt. Entsprechend liften wir —¢; zu o~ € Z[G].
Weil g; Augmentation 0 hat, haben o™ und o~ Augmentation h*tq und h™q
fiir zwei natiirliche Zahlen h* und h~ mit h* +h~ < |G| = (p — 1)/2.

Wir haben eine kanonische Z-lineare Abbildung @ : Z|G] — Z[G], die jedes

o € G auf die Summe in Z[G] der beiden Urbilder von o in G abbildet. Wir

setzen
d(at) falls ht < h™
QZZQUU:: (Oé) ash h,
‘ ®(a”) sonst.

Dann hat « € Z[G] Augmentation hq mit h < (p —1)/2, und
(20" = (@ Qe —¢)*

ist laut Satz 2.6 gte Potenz eines Elementes v € K. Hierbei ist automatisch
v € Ok. Wir vergleichen jetzt v mit einer durch Potenzreihenentwicklung
gezogenen gten Wurzel aus (z — ().

Sei f(T) = > 150 aT* e KJ[[T]] die Potenzreihenentwicklung von (1 —
¢T)*/4, d.h. genauer

=TI (") enr

oeG k=20
Diese Potenzreihe hat Konvergenzradius 1, denn sie wird von der geometrischen
Reihe (1 —7)~" majorisiert. Weil o im Bild von @ liegt, sind die Koeffizienten
von f reell, also ap € K. Die Nenner der Binomialkoeffizienten (O“;g/q) und
damit auch der ay sind Potenzen von ¢; genauer gilt ¢*+v«(*) g, € O, wobei
vg(k!) den Exponenten der groften Potenz von ¢ bezeichnet, die k! teilt. Eine
kleinere Potenz von ¢ reicht nicht, um ay ganz zu machen, denn

"k - ayp = (- Z agcg)k # 0 mod q.
oe@
Indem wir 7 = z~! in f einsetzen, erhalten wir v = 2 - f(z71), also
g rrahdy, — th—kvq(hl)akmh—k}.
k>0

Alle Summanden der rechten Seite mit k < h sowie die linke Seite sind hier
ganz und sogar durch ¢ teilbar. Der Summand mit k = h ist ganz, aber nicht
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durch g teilbar. Daraus folgt

(3) th+UQ(h!)ak:Eh7k € Ok \ {O}
k>h

Andererseits gibt es untere Abschéitzungen fiir || in Termen von p und ¢, die
auf Hyyr6 [Hyy64a, Hyy64b| zuriickgehen. Im Appendix A von [Mih03b]
wird eine derartige Abschétzung bewiesen, die impliziert, dass die Norm von
(3) kleiner als 1 ist. Dieser Widerspruch beweist die Catalan-Vermutung.
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Abstract. Im Vortrag wurde eine Einfithrung in die geometrische Langlands—Korrespondenz
gegeben, mit Hinblick auf neuere Resultate im wenig verzweigten Fall.

Im Wintersemester 2003 /2004 habe ich im Seminar {iber geometrische Meth-
oden in der Darstellungstheorie einen Vortrag mit obigem Titel gehalten. Der
Vortrag sollte eine Einfiihrung zu den Resultaten meiner Dissertation [Hei03]
sein, wobei ich versucht habe, moglichst wenige Techniken zu verwenden. Des-
halb sind alle Resultate wohlbekannt, und es gibt auch schone Einfiihrungen
in die Fragestellung, z. B. Laumons Artikel iiber geometrische Eisensteinreihen
[Lau90] und seinen Bourbaki Vortrag [Lau], die sehr viel mehr darstellen, aber
auch mehr Vorkenntnisse voraussetzen.
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1. Unverzweigte Klassenkorpertheorie fiir Funktionenkorper

Sei Cpr, eine glatte, projektive, geometrisch irreduzible Kurve iiber einem
endlichen Korper (im Verlauf des Vortrags werden wir auch beliebige Grund-
korper, z. B. C zulassen, aber zunéchst ist k = [F,,). Mit k(C) bezeichnen wir
den Korper der meromorphen Funktionen auf C.

In dieser Situation beschreibt das Artinsche Reziprozititsgesetz (fiir den
Spezialfall unverzweigter Erweiterungen) abelsche Ko6rpererweiterungen von

k(C):

Satz 1.1. (Artinsches Reziprozitdtsgesetz)

endl. Quotienten der = Galoisgruppen endl. abelscher
Idealklassengruppe unverzweigter Erweiterungen L|k(C)

Hierbei ist die Idealklassengruppe definiert als

ci=kON\][]'E;/ ] o5

peC peC

Das kann man auch geometrisch formulieren:

15/ ] ¢; = @vect.

peC peC

dies ist die Gruppe der Divisoren auf C und also ist C'l die Gruppe der Divisoren
modulo Hauptdivisoren, d. h. die Gruppe Picc der Geradenbiindel auf C.

Um die rechte Seite geometrisch zu erkléren, bemerkt man, daf endliche Er-
weiterungen L|k(C) dasselbe sind wie Kurven C’ zusammen mit einer surjek-
tiven Abbildung C" — C, wobei L = k(C"). Unverzweigte Korpererweiterungen
sind genau solche, fiir die die Abbildung ¢’ — C' eine Uberlagerung ist.

Die Strategie der Beweise des Reziprozititsgesetzes ist: Zu einer Erweiterung
L|k(C) definiert man den Homomorphismus Rezp,, : ©pecZ-p — Gal(L|k(C)
durch: p — Frob,, wobei Frob, der Frobenius an der Stelle p ist (wird im
2. Abschnitt definiert). Nach dem Dichtigkeitssatz von Cebotarev ist diese
Abbildung surjektiv (dieser Satz ist in dieser Situation nicht so schwer zu be-
weisen). Das Problem ist jedoch, zu zeigen, dalt Hauptdivisoren unter dieser
Abbildung nach Null abgebildet werden. Darum mochte ich zunédchst erkléren,
wie man dies mit geometrischen Methoden leicht einsehen kann (dieser Beweis
von Deligne steht z. B. in [Lau90]).
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2. Exkurs: Etale Topologie und Frobenii

Eine Abbildung 7 : ¢’ — C heikt Uberlagerung (< 7 ist étale) genau
dann, wenn 7 glatt mit nulldimensionalen Fasern ist. Insbesondere gilt fiir die
Differentiale 7*Q¢ = Q¢v. Eine Uberlagerung heift Galoisiiberlagerung wenn
#Aw(C'/C) = [k(C") : k(C)] gilt.

Fiir jeden Punkt Spec(F,) = p € C ist das Urbild 7~!(p) unter einer
Uberlagerung 7 also eine endliche Menge von Punkten: 77 l(p) = [[¢ =
[ISpec(k(g:)). Und k(q;) = Fyr:. Fiir eine Galoisiiberlagerung = ist dann aus
Dimensionsgriinden

Gal(qu /]Fq) = StabAut(C’/C)(Qi) C AUt(OI/C)-

Die Gruppe Gal(Fg~ /F,) hat aber ein ausgezeichnetes Element Frob = ( )9,
dessen Bild in Aut(C’/C) heifit Frob,. Wenn Aut(C’/C) kommutativ ist, so
héngt Frob, nicht von der Wahl von ¢; ab, andernfalls ist F'rob, nur bis auf
Konjugation bestimmt.
Grothendieck definiert die étale Fundamentalgruppe von C' als
—— 3 / _ uv
m(C) := C’/Cl'err}lalois Aut(C'/C) (= Gal(k(CY /E(C))).

(Vorsicht: Um den Limes auf der rechten Seite richtig zu definieren, muff man,
wie in der Topologie, Basispunkte wéhlen, d. h. wir betrachten C' zusammen
mit einem Punkt p = Spec(k) — C und nehmen den Limes iiber alle Uber-
lagerungen (C’,p') — (C,p), die die Grundpunkte aufeinander abbilden. Das
Ergebnis ist bis auf Konjugation unabhingig von der Wahl des Grundpunktes.)

Bemerkung 2.1. Die Hurwitzformel zeigt, daf tiber einem algebraisch abge-
schlossenen Grundkérper k = k gilt 71(P) = 1. Es gilt immer:

m1(PL) = i (k) = Gal(k*P|k).

Die Idee ist nun, statt der Gruppe m1(C) ihre Darstellungen zu studieren.
Diese kann man wie in der Topologie als lokal-konstante Garben auf C' ge-
ometrisch interpretieren:

Definition 2.1. Eine étale Garbe L auf C ist gegeben durch eine Abbildung

étale

{U=—=C} — Mengen
U — L(U) die Menge der Schnitte von L iber U

mit Einschrdnkungsabbildungen: zu einem Diagramm

\%4 U
étale C étale
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(man denke an V' C U) gibt es eine Abbildung
L(U) = L(V),

so dafs die Abbildungen mit Verkettungen V' — V — U vertriglich sind.

Aufserdem soll eine Verklebebedingung gelten: Zu U;,Us — C étale ist
Ui NUsy :=U; x¢ Us, das ist wieder étale iiber C. Mit dieser Definition sollen
die iiblichen (zwei) Garbenaxiome gelten.

Beispiel 1: Gegeben ein n—dimensionaler Q,— Vektorraum) V und eine
Darstellung p : m1(C) — GL(V) (z. B. V = Q). Dann definiert jede Abbildung
U — C eine Abbildung 71 (U) — m1(C), und damit kénnen wir eine étale Garbe
L, definieren als L,(U) := V™), (Um die Garbenaxiome zu priifen, benétigt
man, daf die Abbildungen 71 (U) — m1(C) injektiv sind, fiir Kurven C ist das
nicht schwer.)

Beispiel 2: Fiir einen Punkt Spec(k(p)) = p ist eine Garbe auf p dasselbe
wie ein Modul V unter der Galoisgruppe Gal(k(p)*? /k(p)).

Insbesondere kénnen wir in der Situation von Beispiel 1 also die Faser L|,
der Garbe L bei p definieren als den Galoismodul

(V, Gal(k(p)** |k(p))) = (V, Stabr,c)(p)).

Hieran konnen wir ablesen, daff wir fiir C'/F, jede eindimensionale Darstellung
x : m(C) — Q, wieder aus der Garbe zuriickbekommen, denn X(Frob,) =
(Eigenwert von Frob, auf L|p).

Dies nennt man auch Garben-Funktionen-Warterbuch: Man ordnet jeder
Garbe F von Q, Vektorrdumen auf C' die Funktion trg : Uy>1C(Fpn) — Q,
gegeben durch (p — C) — tre(p) = Spur(Froby, F|p) zu.

Bemerkung 2.2. Unter dieser Zuordnung wird aus f* fiir Garben das Zuriick-
ziehen von Funktionen, ®,® werden zu -,+ und es gibt ein Wunder (das
wird erst spater benétigt): die Grothendieck-Lefschetz-Spurformel sagt, daf der
Funktor R fi zur Abbildung f; auf Funktionen wird, die durch die Summation
iiber die Punkte in den Fasern gegeben ist.

(Man kann aus technischen Griinden nicht mit C-Vektorrdumen arbeiten
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3. Das unverzweige Reziprozititsgesetz fiir Funktionenkorper
(geometrischer Beweis)

Sei nun eine eindimensionale Darstellung p : m (C) — Q, der Fundamen-
talgruppe von C' gegeben. Diese definiert wie oben eine eindimensionale lokal
konstante Garbe L := L, auf C'.

Wir suchen nun zunichst eine Garbe auf dem Raum der effektiven Divisoren
auf C', die zur Funktion p o Rezp g korrespondiert. Der Raum der Divisoren
vom Grad d ist gegeben als das symmetrische Produkt der Kurve: Divgff =
C@ .= (C*?/S,). Wir haben auf C*¢ eine Garbe @ ,priL =: L¥". Damit
konnen wir auf dem symmetrischen Produkt der Kurve C(?) := C'*4/S,; via der
Abbildung sym : C¢ — C(@ eine lokal konstante Garbe L(®) := sym,, (L¥?)S
definiern.

Bemerkung 3.1. Nach Beispiel 2 hat diese Garbe die gesuchte Spurfunktion
t’I"L(d) =po ReZL|K|Divgff -

Auferdem sind die Fasern der Abbildung C(® — Picdc projektive Raume,
also ist (weil 71 (PL) = 71 (k)) die Spurfunktion tr () auf den Fasern konstant,
und das beweist den oben angegebenen Spezialfall des Artinschen Reziproz-
ititsgesetzes. Es gilt sogar mehr: Die Garbe L(?) steigt zu einem lokalen Aj-
System auf Pic ab, das zudem die folgende Eigenschaft hat:

Fiir + : Pic x C — Pic gegeben durch (&, p) — £ ® Oc(p) gilt +*(AL) =
AL X L. Beides folgt aus allgemeinen Resultaten iiber die étale Fundamental-
gruppe.

4. Erstaunliche Verallgemeinerung: Geometrische
Langlands-Korrespondenz

Fiir irreduzible n—dimensionale lokale Systeme auf einer Kurve C gibt es nun
eine Verallgemeinerung der geometrischen Version der Klassenkorpertheorie,
die ich noch kurz andeuten mochte.

Im Fall von Kurven iiber endlichen Korpern gibt die Langlands Korrespon-
denz, die in dieser Situation von Lafforgue bewiesen wurde, eine Bijektion(®:

irred. n-dim Q,-Darst. - irred. Darst. m von GL,(Ajc)), die in
von Gal™Ve (k(C)*9 /k(C)) %° (GLn (k(C))\GLy (Ag(c))) vorkommen

() Der obere Index “Weil” bezeichnet die ‘Weil-Gruppe, die sich hier von der Galois-Gruppe
dadurch unterscheidet, daff man die Galoisgruppe Z des endlichen Grundkdrpers durch Z
ersetzt.
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Nun ist 71(C) ein Quotient von Gal(k(C)*?/k(C)), und deshalb kénnen wir
auf der linken Seite die Teilmenge der Darstellungen von V¢! betrachten, die
wir wieder als n-dimensionale lokal konstante Garben auffassen.

Zu dieser Teilmenge korrespondiert auf der rechten Seite die Menge der
Darstellungen, die eine Funktion f, enthalten, die unter GLn(Hpec ﬁAp) invari-
ant ist. Ganz &dhnlich wie im Fall der Idealklassengruppe kdnnen wir diese
Funktionen wieder als Funktion auf der Menge der Vektorbiindel vom Rang n
auf C auffassen. Den Raum der Vektorbiindel bezeichnen wir mit Bun,, und
erhalten:

irred. Darst. 7 von GL,(Ax)),
die von einer Funktion

fr € €°(Bun,) erzeugt werden

irred. n-dim lokal konstante o
Q; — Garben auf C

Hierbei ist die Funktion f, dadurch charakterisiert, dafs sie eine Eigenfunk-
tion fiir die Operation der Hecke-Algebra ist. Diese Operation mochte ich gleich
in der geometrischen Sprache definieren, sie ist dhnlich der Eigenschaft, die am
Ende des 1-dimensionalen Falles festgestellt wurde: Wir definieren einen wei-
teren Modulraum (ein algebraischer Stack), der Paare von Vektorbiindeln auf
C parametrisiert:

peC
Hecke' := <(p7 &' c&cCE(p)| &,6 €Bun, >
Linge(&/8") =1

Dieser hat zwei Abbildungen:
Hecke!

(&) (&".p)

Tgross  Tklein X SUPD

Bun,, Bun,, xC
Und man definiert den Hecke-Funktor:
H': D’(Bun,) — D°Bun, xC)
F = R(Muleinxsupp )1 Tgrog
Dann gilt (siehe [Dri83],|[FGV02],[Gai]):
Satz 4.1. (n =2 Drinfel’d; n > 2: Frenkel,Gaitsgory,Kazhdan, Vilonen; Ver-

mutung von Laumon) Zu jedem irreduziblen n-dimensionalen lokalen System
auf C gibt es genau eine irreduzible perverse Garbe Ag auf Bun,, mit:

1. H'Ag = Ag KE(:= piAe @ piE),
2. Der Isomorphismus H' o H'Ag = Ag X E X E ist Sy-dquivariant.
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Bemerkung 4.2. Eine perverse Garbe ist ein Komplex von Garben, der iiber
einer offenen Teilmenge seines Trigers lokal konstant ist und weitere gute Eigen-
schaften hat.

Aus dem Satz folgt auch, daf die Spurfunktion ¢ra. die gesuchte Funktion
fr ist.

5. Wenig verzweigte lokale Systeme

Die Langlands-Korrespondenz legt nahe zu versuchen, auch den Fall von ver-
zweigter Darstellungen geometrisch zu interpretieren, d. h. aus einem lokalen
System, das nur auf einem offenen Teil U C C definiert ist, eine Garbe Ag auf
einem Modulraum von Vektorbiindeln mit Zusatzstruktur bei S := C — U zu
konstruieren.

Der einfachste Fall eines verzweigten Systems ist der eines Systems mit un-
zerlegbarer unipotenter Verzweigung: Im Fall von punktierten Riemannschen
Flachen enthilt die Fundamentalgruppe lokal um jede Punktierung das aus-
gezeichnete Element, das aus einer einfachen Schleife um die Punktierung
besteht. Unzerlegbare, unipotente Verzweigung bedeutet hier, dafs dieses Ele-
ment durch ein unipotentes Element von GL,, mit einem einzigen Jordanblock
operiert.

Im Fall C'/F,, hat man ebenfalls eine Untergruppe, die zahme Verzweigungs-
gruppe, von der wir voraussetzen, dafs diese durch unipotente Elemente mit
einem eindimensionalen invarianten Unterraum operiert.

Dann erwartet man, dafl man einen Komplex auf dem Modulraum Bun,, g
der Vektoriindel auf C' zusammen mit vollen Flaggen von Unterrdumen in den
Fasern der Punkte in S = C' — U konstruieren kann:

Bun, s := ((&, (Vi7p)'i:; ..... 2) & €Bung;0C Vi C oo C Vip =& @Kk(p)).

€es
Diese Definition kann man umschreiben zu:

) é",é"(i’p) € Bun, >

Bul’lnys(T) = <£’" = (é", (5(i,p))i:1 ..... n & - (g’(l*l’) cC.C éa("*p) _ éa(p)

Mit dieser Formulierung kénnen Inklusionen (&, &'0»P)) C (&, &P)) kompo-
nentenweise definiert werden.

Um den Satz des vorhergehenden Kapitels nun auf diese Situation zu iiber-
tragen, bendtigt man einen Begriff, der die Zusatzstruktur der Flaggen bei S
auf kohirente Garben erweitert. Insbesondere benotigt man Modulrdume, die
Quotienten &°/&'® parametrisieren, um wieder Hecke-Operatoren definieren
zu kénnen. Das geht wie folgt:
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Definition 5.1. Eine kohdrente Garbe mit parabolischer Struktur bei S ist eine
Kollektion .#*® := (F = .F(0») f(i’p))izl,___,n_l;peg zusammen mit Abbildun-
gen P . F(=Lp)  Z0p) fiir i =1,...,nund p € S (wo .FP) .= Z(p)),
so dafs in der Sequenz:

(1,p)

PP (—p) o pn1p) (n.p) ) (p)

FWp) P g nmle) 2 (p) FIP)(p) ...

G=1.P) (p)o.--0p(BP)_
die Verkettung von n Abbildungen g (ir) ———— Z(P)(p) gleich der

natiirlichen Abbildung ist.

Hierbei sind die Abbildungen (*?) nicht mehr notwendig injektiv.

Die Quotienten & /&' sind Torsionsgarben mit parabolischer Struktur, und
diese Objekte haben glatte Modulrdume Cohg g. Damit kann man wie zuvor
Hecke-Operatoren definieren, die diesmal auf dem Niveau von Funktionen der
sogenannten Iwahori-Hecke-Algebra entsprechen.

Es gilt dann (siehe [Dri87],[Hei03]):

Satz 5.1. (n = 2 Drinfel’d) Zu jedem irreduziblen n-dimensionalen lokalen
System auf C' — S mit unzerlegbarer unipotenter Verzweigung bei S und n < 3
gibt es genau eine irreduzible perverse Garbe Ag auf Bun, g, die eine Eigen-
garbe fir die Iwahori-Hecke-Algebra ist.
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Abstract. Let E/F be a finite separable field extension and let m denote the integral part
of logy[E : F]. David Leep showed that if char(F) # 2, then for n > m the nth power of the
fundamental ideal in the Witt ring of E satisfies the equality /"E = ["~™F -I™E. In this
note I present the analogous equality for the Milnor K-groups, that is KnE = Kp—mF-KmE
for n > m.

1. Potenzen des Fundamentalideals

David Leep hat kiirzlich fiir endliche Koérpererweiterungen E/F der Cha-
rakteristik ungleich 2 die Beziehung zwischen den Wittringen W (F') und W (E)
untersucht [Lee01]. Im Mittelpunkt stehen dabei folgende Fragen:

(1) Falls I"F = 0 fiir ein n € N ist, folgt dann I""1E =07
(2) Wie muss m € N gewéhlt werden, damit fiir n > m gilt

I"E = I""™F.-I"E?

December 11th, 2003.
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Hierbei bezeichnen wie iiblich IF das Fundamentalideal im Wittring W (F')
und I*F = (IF)* seine k-te Potenz (k € N). Ferner wird W(E) auch als
W (F)-Algebra aufgefasst.

Ich mochte zunéchst Leeps Ergebnisse hierzu erldutern und anschliefend
entsprechende Fragestellungen fiir die Beziehungen zwischen den Milnorschen
K-Gruppen von F' und von F behandeln. Die Darstellung erfolgt in Anlehnung
an [Bec02].

Ist der Korper F' quadratisch abgeschlossen, so ist IF' = 0. Es ist dann aber
nicht ausgeschlossen, dass IE # 0 fiir gewisse endliche Erweiterungen E/F
gilt. Dies tritt zum Beispiel fiir jede endliche Erweiterung von F' ein, wenn F
der quadratische Abschluss des Korpers der rationalen Zahlen Q ist.

Man kann also aus I™F = 0 nicht ohne Weiteres I™E = 0 schliefen. Zu
der Abschwichung dieser Implikation, die in Frage (1) formuliert ist, gibt es
jedoch noch kein Gegenbeispiel. Eine positive Antwort auf diese Frage liefe
sich erhalten, wenn man wiisste, dass zumindest fiir ungerade Erweiterungen
E/F die Gleichung in Frage (2) schon fiir m = 1 stets erfiillt ist.

David Leep hat nun gezeigt, dass die Wahl m = [log,[E : F]] (ganzzahliger
Anteil von log,[E : F) stets den Anforderungen in Frage (2) geniigt. In anderen
Worten, man kann stets m € N wéhlen mit 2™ < [E : F] und

(1.1) I"E = [""™MF . I"E firallen>m.

Leep hat auferdem verdeutlicht, dass sich der Wert von m hierbei nicht
grundsétzlich verbessern lisst. Um das einzusehen, wahlt man einen alge-
braisch abgeschlossenen Korper k& mit char(k) # 2, positive ganze Zahlen
m < n, sowie Unbestimmte t¢1,...,¢,, und betrachtet dann die Potenzrei-
henkérper E = k(1)) ... (tn) und F = k(#2) ... (t2)(tms1)) - - - (tn)). Die
Erweiterung E/F ist dann endlich vom Grad 2™, d.h. es ist m = log,[E : F].
Weiter ist die kanonische Abbildung I"~"H'F — ["~™+1E trivial, also
[—mHlp.m=1E = 0. Da aber I"E # 0 ist, folgt, dass sich in Gleichung (1.1)
die Zahl m nicht durch m — 1 ersetzen lésst.

Fiir Frage (1) ldsst sich unmittelbar aus (1.1) nur fiir endliche Erweiterungen
E/F vom Grad 2 und 3 eine positive Antwort gewinnen. Mit zusétzlichen
Tricks konnte Leep dasselbe Ergebnis auch fiir [E : F] < 5 erzielen.
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2. Die Milnorschen K-Gruppen

In [Bec02] habe ich Leeps Berechnungen teilweise auf die Milnorschen K-
Gruppen iibertragen und damit eine zu (1.1) analoge Gleichung beweisen kon-
nen. Ich moéchte nun zunéchst die Definition dieser Gruppen in Erinnerung
rufen. Sie wurden von Milnor in [Mil70] eingefiihrt.

Sei im Weiteren F' ein Korper beliebiger Charakteristik. Fiir n > 1 be-
zeichne K, F' die abelsche Gruppe, die erzeugt wird von Elementen der Gestalt

{a1,...,a,} (a1,...,a, € F*), welche Symbole genannt werden und welche
(nur) den beiden Relationen unterworfen sind, dass {a1,...,a,} = 0 ist, falls
a; + a;41 = 1in F gilt fiir ein ¢ < n, und dass die durch {x,...,*} gegebene

Abbildung (F*)" — K, F multilinear ist. Die Gruppenoperation in K, wird
additiv geschrieben. Als Konsequenz der definierenden Relationen erhélt man
weiter fir ay,...,a, € F*, dass auch {a1,...,a,} = 0 gilt auch bei a;+a;11 =
0 fiir ein 7 < n, sowie, dass {ay(1), ..., do(n)} = sgn(o){a1,...,a,} gilt fir jede
Permutation o € ., mit Signatur sgn(o) € {+1,—1} (s. [Mil70], Lemma 1.3
und Lemma 1.1).

Man setzt aufferdem noch KoF = Z. Die direkte Summe EBn>o K, F wird
dann in natiirlicher Weise zu einer graduierten Z-Algebra, die mit K, F beze-
ichnet wird. Fiir eine beliebige Korpererweiterung L/F hat man einen natiir-
lichen Ringhomomorphismus K,F — K,L und kann somit K,L auch als
K, F-Algebra auffassen.

Zentrales Ergebnis in [Bec02] ist der folgende Satz (dort *Theorem 1.1°):

Satz 2.1. Sei E/F eine endliche Erweiterung, wobei E = F(0) ist fir ein
0 € F*, und sein > 1. Die Gruppe K, E wird erzeugt von den Symbolen der
Form {f1(0),..., fn(0)}, wobei f1,..., fn € F[X] mit fi(6) #0 fir 1 <i<n
und deg(f;) < 1 deg(fiy1) fiir 1 <i<n und deg(fn) < 3[E: F].

Bevor ich einige Erlauterungen zum Beweis gebe, mochte ich einige Kon-
sequenzen des Satzes betrachten. An erster Stelle steht dabei das folgende
Analogon zur Gleichung von Leep (1.1).

Folgerung 2.2. Sei E/F eine separable endliche Korpererweiterung und sei
m der ganzzahlige Anteil von logy|FE : F]. Dann gilt
K. E = Kyn_nF- K, FE fir n>m.
Die angegebene Gleichheit bedeutet gerade, dass K, E sich von denjenigen

Symbolen {by,...,bn} (b1,...,b, € E*) erzeugen lédsst, bei denen die ersten
(n — m) Koeffizienten by, ..., by, in F liegen.
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Zum Beweis wihlt man nach dem ’Satz vom Primitiven Element’ zur sepa-
rablen Erweiterung E/F ein 6 € E mit E = F(0). Aus dem Satz folgt dann,
dass K, E erzeugt wird von Symbolen {f1(6), ..., f»(8)} mit f1,..., f, € F[X]
derart, dass f;(0) # 0 und deg(f;) < 20"""[E : F] fiir 1 < i < n; insbesondere
ist fiir i < n —m dann f; konstant, also f;(0) € F*.

Ist nun E/F eine Erweiterung, wie sie in der Einleitung konstruiert wurde,
so ist Wert von m auch in der Gleichung der Folgerung schon kleinstmdoglich.

Fiir Erweiterungen F/F mit [E : F] < 3 ergibt die Folgerung, dass K, F =
K, 1F - K1F ist fir n > 2; da hier E/F primitiv sein muss, ist die Voraus-
setzung der Separabilitdt iiberfliisssig. Insbesondere erhilt man so folgende
Aussage, die bereits in [Mer83] festgestellt wurde.

Folgerung 2.3 (Merkurjev). Sei E/F eine Kérpererweiterung vom Grad 2
oder 3, und seien n und ¢ natirliche Zahlen. Ist die Gruppe K,F durch ¢
teilbar, so gilt dies auch fir K, 1 E.

Dies motiviert folgende Frage, die auch als Verallgemeinerung von Frage (1)
(der Fall ¢ = 2) in der Einleitung verstanden werden kann.

Frage 2.4. Seien E/F eine endliche Kirpererweiterung und n,¢ € N. Ange-
nommen, K, F ist {-teilbar, folgt dies dann auch fir K, 1 FE ¢

3. Untersuchung von K, F(X)

Wir betrachten nun die K-Gruppen K, F(X) (n > 0) des rationalen Funk-
tionenkorpers F'(X). Zunéchst stellen wir fest, dass K, F'(X) erzeugt wird von
Symbolen {fi,..., fo} mit f1,..., f € F[X]\{0}. Es stellt sich in natiirlicher
Weise das Problem, fiir eine von Symbolen erzeugte Untergruppe L C K, F(X)
die Grade der Polynome f; € F[X] der bei der Erzeugung von L notwendigen
Symbole {fi,..., fn} zu beschrinken.

Um dieses Problem etwas priziser zu formulieren, versehen wir die Menge
N™ mit der lexikographischen Ordnung. Seien f1,...,f, € F[X]\ {0} ge-
geben. Unter welchen Umstinden kann das Symbol {f1,..., fn} € K F(X)
ausgedriickt werden als Kombination von Symbolen der Gestalt {g1,...,gn}
mit (deg(g1),---,deg(gn)) < (deg(f1),...,deg(fn))?

Bei genauerer Untersuchung dieses Problems stellt sich unter anderem her-
aus, dass, wenn keine solche Kombination existiert, fiir 1 < ¢ < n die Beziehung
deg(fi) < 4 deg(fi+1) gelten muss. Um zu Ergebnissen dieser Art zu gelan-
gen, braucht man "Division mit Rest’ im Polynomring F[X] sowie das folgende
Lemma.
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Lemma 3.1. Sei L ein Kérper und seien f,g,h,t € L*, wobei g = fh+1t
gelte. Dann gelten in K, L die Gleichungen

1 g
Ugd = ~Chay+ - tem -y = {-nihe{e2).

Diese Aussage ergibt sich durch eine einfache Rechung aus der Tatsache,
dass 7 — th =1 in L ist und somit {—ﬁ, 7t =0in K, L.

Wir betrachten nun zu einer gegebenen Zahl d € N die Untergruppe von
K,F(X) erzeugt von den Symbolen {fi,...,f.}, wobei fi1,...,fn € F[X]
Polynome vom Grad héchstens d sind. Wir bezeichnen diese Gruppe mit L.
Folgendes kann gezeigt werden (siche [Bec02, Proposition 2.3.] fiir den Be-
weis):

Proposition 3.2. Die Gruppe Ly wird erzeugt von den {g1,...,gn} mit
g1,---,9n € F[X] derart, dass deg(g;) < deg(gi11) ist fir 1 < i < n sowie
deg(gn) < d.

Da offenbar K, F(X) die Vereinigung der Untergruppen L, (d € N) ist, folgt
auch:

Folgerung 3.3. Die Gruppe K, F(X) wird erzeugt von den {f1,..., fn} mit
fiy-- oy fn € F|X] derart, dass deg(f;) < deg(fi+1) st fir 1 <i<n.

Vor allem dient Proposition (3.2) aber dazu, den Satz (2.1) herzuleiten.
Sei nun also wieder E/F eine endliche Erweiterung und 6 € E derart, dass
E = F(0). Es gibt nun (genau) einen Homomorphismus

K.F(X) — K,E,

der jedes Symbol {fi,..., fn} auf {f1(0),..., fn(0)} abbildet, sofern die Poly-
nome fi,...,f, € F[X] in 6 keine Nullstelle haben, und der jedes Symbol
der Gestalt {0, *,...,%} auf Null abbildet (s. |[Mil70, Lemma 2.2|). Dieser
Homomorphismus ist surjektiv, und eine einfache Uberlegung zeigt, dass er
surjektiv bleibt, wenn man ihn in der Quelle auf die Gruppe L4 einschrinkt
fiir d = [1[E : F]]. Der Satz (2.1) folgt dann unmittelbar aus der Proposition
(3.2).
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Abstract. In this research announcement, I introduce £-forms (¢ € N) over an arbitrary
field F. They generalise characteristic properties of quadratic forms in such a way, that
the latter are the ¢-forms for ¢ = 2 when char(F') # 2. These ¢-forms, which I also name
virtual forms in general, turn out to be useful for the study of the Milnor K-theory of a field.
The connection between both areas is established by a series of maps generalizing Delzant’s
Stiefel- Whitney-classes.

1. Einleitung

Quadratische Formen haben viele Aspekte. Einige darunter haben Mathe-
matiker bereits dazu angeregt, Teile der reichen Theorie der quadratischen
Formen zu verallgemeinern. Ich mdchte an dieser Stelle sogenannte virtuelle
Formen einfiihren und dabei gewisse algebraische Eigenschaften quadratischer
Formen in einen allgemeineren Kontext tibertragen. Diese Objekte, die sich
iiber beliebigen Korpern definieren lassen, sind niitzlich fiir das Studium der
Milnorschen K-Gruppen und damit auch der Galois-Kohomologie von Kérpern.
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Betrachten wir zunéchst einen Kérper F' mit von 2 verschiedener Charakter-
istik. Ausgangspunkt fiir die algebraische Theorie der quadratischen Formen
iiber F, wie sie beispielsweise in [Lam80] und in [Sch85] dargelegt wird, sind
ein paar Schliisselfeststellungen. Zunéchst einmal lassen sich quadratische For-
men iiber F' diagonalisieren. Dann gibt der Kiirzungssatz von Witt Informatio-
nen iiber das Zusammenspiel von Isometrie und orthogonaler Summe. Damit
konnen der Witt-Ring W (F) und der Witt-Grothendieck-Ring W (F) definiert
werden. Mit Hilfe des Kettendquivalenzsatzes von Witt, der erklirt, wann zwei
verschiedene Diagonalisierungen (bis auf Isometrie) ein und dieselbe quadrati-
sche Form iiber F' beschreiben, kommt man dann noch zu einer Beschreibung
der Ringe W (F) und W (F) durch Erzeugende und Relationen.

Diese abstrakte Beschreibung des Witt-Grothendieck-Ringes nehme ich zur
Leitidee fiir die Definition einer Gruppe G(¢, F), der Gruppe der (-Formen,
wobel nun F' ein beliebiger Kérper und ¢ irgendeine natiirliche Zahl ist. Im
Fall { = 2 # char(F) wird man dann fir G(F,{) gerade die Gruppe W (F)
erhalten.

Ich gebe im Folgenden eine zusammenfassende Darstellung einiger Ergeb-
nisse aus meiner Arbeit [Bec04]. Dort sind auch die Beweise zu finden, welche
hier nicht oder nur andeutungsweise gefiihrt werden.

2. K-Gruppen und Symbollingen

Zur Definition von ¢-Formen greife ich auf die von Milnor in [Mil70] einge-
fithrten K-Gruppen K, F (n € N) des Korpers F' zuriick. Diese K-Gruppen
sind auch das eigentliche Anwendungsziel fiir die neu einzufiihrenden Objekte.
Ich stelle daher eine kurze Einflihrung in Milnors K-Theorie voran, bei der ich
auch einige offene Fragen auf diesem Gebiet anspreche.

Sei weiterhin F' ein Koérper und seien n und ¢ natiirliche Zahlen, wobei der
Wert Null jeweils erlaubt ist. Wir definieren eine abelsche Gruppe Kff)F , mit
Operationszeichen '+’ iiber Erzeugende und Relationen. KT(LZ)F sei erzeugt von
Elementen der Gestalt {aq, ..., a,}, sogenannten Symbolen, wobei ay, ..., a, €
F>* sind. Weiter gelten in K,@F folgende Relationen (und nur diejenigen, die
sich daraus und aus der Kommutativitdt der Addition ableiten lassen):

(M1) Die Zuordnung {x}: (F*)" — KYF ist Z-multilinear.

M2) Es gilt {a1,...,a,} = 0, falls a; + a;21 = 1 fiir ein i < n.
g +

(M3) Die Gruppe K,@F ist ¢-torsion, d.h. ¢- K,@F =0.
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Bei n < 1 betrachten wir (M2) als nichtig, ebenso wie auch (M1) falls n = 0.

Dann ergibt sich insbesondere K(()Z)F ~ Z/UZ (denn KéZ)F ist eine zyklische
Gruppe der Ordnung ¢, erzeugt vom ’leeren Symbol’ ). Weiter erhélt man
wegen (M1) einen kanonischen Isomorphismus

¢ )
/Pt — KOF,

der eine Restklasse aF** in das (einstellige) Symbol {a} iiberfiihrt. Man
beachte, dass man mit diesem Gruppenisomorphismus von einer multiplika-
tiv geschriebenen Gruppe in eine additiv geschriebene Gruppe iibergeht. Wir
haben den Fall ¢ = 0 nicht ausgeschlossen, obwohl in diesem Fall die Relation
(M3) trivial ist. Tatséichlich sind K”’F (i € N) die eigentlichen K-Gruppen
von F'| von Milnor eingefithrt und mit K;F bezeichnet, wihrend man fiir be-
liebiges ¢ € N durch (M3) erhélt, dass

KYF ~ K,F/(-K,F.

Aus den Relationen (M1) und (M2) leitet man leicht folgendes ab (s. [Mil70]):
(M4) Es gilt auch {ay,...,a,} = 0, falls a; + a;41 = 0 fiir ein i < n.
Die Relation (M2) heifit auch Steinberg-Relation. Fiir die Motivation dieser
Definitionen (im Fall von K, F = K\"F) verweise ich auf [Mil70].

Nach der Definition von K,@F ist jedes Element dieser Gruppe als Summe
von Symbolen darstellbar. Zu £ € K F bezeichne nun 1 (&) die kleinste Zahl

Il € N, fir die ¢ als Summe von [ Symbolen geschrieben werden kann. Zu
gegebenen n, ¢ definieren wir dann eine Invariante des Korpers F,

ANKYF) = sup{l(€) | €€ KPF} € NU{oo},

und bezeichnen sie als Symbollinge von Kff)F. Es ist also dann /\(Kff)F) <1,
wenn jedes Element von KOF selbst ein Symbol ist.

Fiir Korper F mit char(F) # 2 spielen die Invarianten A(K,@F) bei der
Untersuchung der u-Invariante u(F) eine wichtige Rolle (s. |[Kah00]). Z.B.
ist fiir nicht-reelle Kérper F die Bedingung u(F') < oo dquivalent damit, dass

)\(Kff)F) < oo ist filir alle n € N. B. Kahn vermutet, dass dies schon dann der
Fall ist, wenn nur )\(K§2)F) < oo ist (s. [Kah00, Conjecture 1]).

Generell stellt sich die Frage, ob bei n > 2 aus der Endlichkeit von A(KﬁZ)F)
auch schon die Endlichkeit von )\(Kff_glF ) folgt. Unbekannt ist weiter, ob bei
n > 2 aus A(KﬁZ)F) < 1 auch )\(Kff_glF) < 1 folgt. Im Fall £ = 2 # char(F)
wurde die zuletzt formulierte Implikation allerdings von Elman und Lam gezeigt
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(s. [EL72]). Dass grundsétzlich der Wert von A(KﬁZ)F) auch Auskiinfte iiber
K%)F fiir m > n liefern kann, zeigt der folgende Satz.

Satz 2.1 (Kahn). Seien —1 € F** (2.B. { ungerade) und \ = )\(Kéz)F).
Dann ist Kf,f)F =0 fiir m > 2\ + 3.

Urspriinglich benutzte der Beweis dieses Satzes dividierte Potenzen im gra-
duierten Ring KF = @, .y K& F (s. [Kah00]). Ein alternativer Beweis
l&sst sich unter Verwendung von virtuellen Formen fithren, welche im néchsten
Abschnitt eingefiihrt werden (s. [Bec04]).

3. Die Gruppe der /-Formen

Wir definieren zu ¢ € N eine Gruppe G(F,¢) iiber Erzeugende und Rela-
tionen. Die Gruppenoperation wird mit '+’ notiert, wobei aber die Kommu-
tativitdt nicht vorausgesetzt wird. Erzeugende der Gruppe sind Elemente der
Gestalt (a) mit a € F'*. Weiter gelten folgende Relationen in G(F,¢):

(V1) Esist (a) = (a'}, falls {a} = {a'} in Kl(l)F.

(V2) Es ist (a,b) = (a’,b'), falls {ab} = {a'b'} in K\F und {a,b} = {a’,b'}

in K"'F.

Eine 'Summe’ {(a1) + - - - + (an) notieren wir kurz mit (ai, ..., a,) und nennen
ein solches Element von G(F,{) eine (-Form tber F. Wir bezeichnen mit 0
dass neutrale Element von G(F,¢) und schreiben — (a1, ..., a,) fiir das Inverse
von (a1, ...,a,). Sind m € N und ¢ € G(F, ), so schreiben wir m x ¢ fiir die
m-fache Summe ¢ + --- + .

Motivation fiir die gegebenen Definitionen ist der Spezialfall £ = 2. Ist
namlich F' ein Kérper mit Charakteristik verschieden von 2, so ist die Gruppe
G(F,2) nichts anderes als die Witt-Grothendieck-Gruppe W (F) (ohne Beriick-
sichtigung der multiplikativen Struktur dieses Ringes). Dies ergibt sich aus dem
bekannten Kettenéquivalenzsatz von Witt (s. [Lam80, Ch. I, Sect. 5]). Dieser
besagt, dass sich die Relationen zwischen quadratischen Formen iiber F' aus
den Identititen zwischen Formen der Dimension 1 und 2 gewinnen lassen, bzw.
dquivalent dazu, aus den Identitdten zwischen den 1-fachen und zwischen den 2-
fachen Pfisterformen {iber F'. Wie Elman und Lam gezeigt haben, entsprechen
fiir n € N die n-fachen Pfisterformen eineindeutig den Symbolen in KPF (s.
[EL72]). Verwendet man letzteres fiir n < 2, so wird klar, dass (V1) und
(V2) gerade die nétigen Relationen sind, um quadratische Formen iiber F' zu
beschreiben.



VIRTUELLE FORMEN 147

Sobald man den Fall £ = 2 verldsst, ist die Gruppe G(F, {) in der Regel nicht
kommutativ. Wegen der Gleichheit {a,b} = —{b,a} in KQ(Z)F ist némlich nur
dann (a,b) = (b,a), wenn 2 - {a,b} = 0 ist in Kée)F. Einen teilweisen Ersatz
fiir die Kommutativitét gibt es jedoch:

Lemma 3.1. Fiir a,b € F* gilt (a,b) = (b~1,ab?) = (a®b,a™ ") in G(F,{).

Dies folgt aus Relation (V2) durch Rechnen in KQ(Z)F. Auch Klar ist, dass
die Formen (1) und (—1) im Zentrum von G(F, ) liegen, und dass (a, —a~') =
(1,—1) ist. Man erhélt daher:

Proposition 3.2. Seienn € N und aq,...,a, € F*. In G(F,{) gilt
(a1,...,an) +<—a;17...7—a1_1> =nx(1l,-1).
Folgerung 3.3. Jedes Element von G(F,{) hat eine Darstellung der Form
(a1,...,an) — mx (1,-1),
mit geeigneten m,n € N, ay,...,a, € F*.

Fiir eine ¢-Form ¢ = (ay,...,a,) definieren wir nun Dimension und Deter-
minante als dim(¢) = n und det(p) = (ay ---a,)F** € F*/F*¢. Hierdurch
werden Gruppenhomomorphismen dim : G(F,¢) — Z und det : G(F,{) —
F* JF** festgelegt.

Ich erwdhne zwei Ergebnisse in diesem Zusammenhang, ohne an dieser Stelle
ndher auf den Beweis einzugehen (s. [Bec04]).

Proposition 3.4. Der Kern der Abbildung det : G(F,{) —s F*/F** ist im
Zentrum von G(F, () enthalten.

Satz 3.5. Sei —1 eine (-te Potenz in F (z.B. { ungerade). Dann gilt fir jedes
Element ¢ € G(F,{) die Gleichheit £ x ¢ = (£ - dim(p)) x (1).

Bei char(F) # 2 hat man im Witt-Grothendieck-Ring W (F) durch die
Potenzen des Fundamentalideales IF von W(F) eine absteigende Folge von
Untergruppen gegeben. Lassen sich in der Gruppe G(F,{) allgemein Unter-
gruppen G™(F,{) (n € N) definieren, die im Spezialfall { = 2 # char(F’), wo
G(F,0) = W(F) ist, gerade die Gruppen (IF)" ergeben? Zumindest fiir n < 3
ist dies tatsachlich moglich.

Es sei G'(F,¢) der Kern der Dimensionsabbildung dim : G(F,{) — Z.
Weiter sei G?(F, () der Kern des eingeschréinkten Determinantenhomomorphis-
mus’ det |1 (g, : GH(F, 1) — F*/F*¢. Da beide Abbildungen surjektiv sind,
erhdlt man

G(F,0)/G'F,¢) = 7,
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GNF,0)/G2(F,t) = F* /P =~ KWF.

Eine vierdimensionale /-Form der Gestalt (1, —a, —b, (ab)™1) (a,b € F*)
bezeichnen wir ab jetzt auch mit {(a,b)). Diese Definition ist durch die Gestalt
von 2-fachen Pfisterformen angeregt.

In der Theorie der quadratischen Formen bezeichnet man ein Tensorpro-
dukt (1, —a1) ® --- ® (1, —ay) als n-fache Pfisterform und schreibt dafiir auch
{@1,-..,an). Fir 2-fache Pfisterformen erhilt man dann gerade die Gleichheit
{a,b)) = (1,—a,—b,(ab)™t). Es steht zu bezweifeln, ob sich der Begriff der
n-fachen Pfisterform auch fiir n # 2 sinnvoll auf ¢-Formen tibertragen lésst, da
in G(F,?) ja keine Multiplikation zur Verfligung steht.

Satz 8.6. Die Gruppe G*(F,{) wird erzeugt von den Elementen der Gestalt
{a, b)) — (1,1) mit a,be F*.

Wie aber kann nun G3(F, ¢) sinnvoll definiert werden?

4. Stiefel-Whitney-Klassen

Um ¢-Formen fiir Berechnungen in den K-Gruppen Ky)F anwendbar zu

machen, fiihre ich nun Abbildungen w,, : G(F,{) — KR (n € N) ein, die
Delzants Definition der Stiefel-Whitney-Klassen (s. [Del62]) verallgemeinern.

Der graduierte Ring K. LZ)F =D, cn Kff)F bettet sich in natiirlicher Weise
in den Ring Kg)F = [l.en K,@F ein, worin dieselbe Multiplikation definiert
ist. Diese Einbettung entspricht in gewisser Weise dem Ubergang vom Poly-
nomring F'[X] zum Potenzreihenring F'[X] tiber einem Korper F. Es sei darauf
hingewiesen, dass bei ¢ # 2 die Multiplikation in beiden Ringen in der Regel
nicht kommutativ ist.

Wir bezeichnen im Weiteren mit U(F, ¢) die Gruppe der Einheiten im Ring
Kg)F. Diese Gruppe enthilt unter anderem die Elemente 1 + {a} mit a €
F*. Sei UY(F,?) die von den Elementen dieser einfachen Gestalt erzeugte
Untergruppe von U(F,¢). Durch Vergleich der Relationen in G(F,¢) und in
Kg)F wird klar, dass die Zuordnung (a1, ...,a,) — (1+{a1}) - (1 +{an})
einen Homomorphismus

w:G(F, () — UYF,()

in eindeutiger Weise festlegt. Da U'(F, /) C Kéf a ist, hat man damit auch
Abbildungen

w, : GF0) — KPOF  (neN),
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welche gemeinsam die Bedingung erfiillen, dass in Kg; )F die Gleichheit

w(€) = Y wn(®)
neN

fiir alle £ € G(F,?¢) gilt. Hierbei ist offenbar wy die konstante Funktion mit
Wert 1 € Z/{Z = K, ée)F. Weiter bringt die natiirliche Identifikation von K y)F
mit X /F** die Abbildung w; mit dem Homomorphismus det : G(F,{) —
F*/F**in Einklang.

Fiir den Fall £ = 2 # char(F), wo G(F,¢) = W(F) ist, wurden die Ab-
bildungen w, (n € N) in [Del62] und in [Mil70] untersucht und als Stiefel-
Whitney-Klassen bezeichnet.

Proposition 4.1. Fir &, € G(F,¢) und n € N gilt
wn(€+¢) = > wi(§) - wnk(C).

k=0

Fiir n > 1 ist die Abbildung w, im Allgemeinen kein Homomorphismus.
Allerdings ergibt sich aus der Proposition:

Folgerung 4.2. Die Einschrinkung wo|c2 : G*(F, () — éz)F ist ein surjek-

tiver Gruppenhomomorphismus, der das Element {a,b)—{1,1), mita,b € F*,
in das Symbol {a,b} uberfihrt.

Wir definieren nun G3(F, () als den Kern von ws|g2 : G2(F,¢) — KVF.
Wir haben damit insbesondere G*(F,¢)/G3(F, () = Kéz)F. Auch fiir G3(F, ¢)
kann ein Erzeugendensystem angegeben werden:

Satz 4.3. Die Gruppe G3(F,() wird erzeugt von den Elementen der Gestalt
{(a,b) + (a, c) — (a,bc)) — (1,1)), mit a,b,c € F*.

Es stellt sich nun die Frage, ob es einen natiirlichen Gruppenhomomorphis-
mus G3(F,¢) — Kée)F gibt, der surjektiv ist, so dass sich wiederum eine
Untergruppe G*(F, /) als dessen Kern definieren lieke.

Vermutung 4.4. Ist K?()L;)F =0, so ist w: G(F,{) — UY(F,{) ein Isomor-
phismus und G3(F, () = 0.

Die Niitzlichkeit von ¢-Formen und deren Stiefel-Whitney-Klassen beruht
auf der Tatsache, dass sich jedes Symbol {aq,...,a,} in K,(LZ)F als Bild einer

¢-Form (aq,...,a,) unter w, auffassen lisst. Damit ist K,@F trivial, falls w,
die Nullabbildung ist.
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Falls ferner die obige Vermutung bestatigt werden kann, so lieffe dies neue
Methoden beim Studium von Koérpern F' von kohomologischer Dimension 2
erhoffen. Fiir solche F' gilt ndmlich Kée)F = 0, sofern ¢ nicht von char(F)
geteilt wird. Beispiele fiir solche Korper sind Funktionenkérper algebraischer
Flachen iiber C. Antworten zu diversen offenen Fragen {iber die K-Theorie
bzw. die Brauer-Gruppen solcher Korper scheinen dadurch niher geriickt.
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Abstract. We survey recent progress in the study of analytic properties of solutions of the
KdV equation.

1. Generalities

Let us consider the Initial Value Problem (IVP) for the Korteweg-deVries equa-
tion on the circle

Vi = —Vgzz + 60V, teR, zeT=R/Z

v|t:0 =gq e H*T).

This problem has been studied extensively. In particular it is known that for
q € C>=(T), the (IVP) admits a unique solution .#(t,q) which exists for all
times (see [BS75]). Our aim is to solve the (IVP) for very rough initial data
such as distributions in the Sobolev space H ~1(T).

January 12th, 2004.
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We say that a continuous curve 7y : [T1,To] — H*(T) with 77 < 0 < T5,v(0) = ¢
and « € R is a solution of (IVP) if for any 77 < t < T% and for any sequence
(gr)k>1 C C°°(T) with ¢ = limg_oo g in H*(T), the solutions . (-, g) have
the property that v(¢) = limg_— oo (¢, qx) in H*(T). It then follows from the
definition of a solution of (IVP) that it is unique whenever it exists. If the
solution of (IVP) exists, we denote it by (¢, q).

The above (IVP) is said to be globally [uniformly] C%-wellposed on H*(T) if
for any ¢ € H*(T) the solution . (¢, q) exists globally in time and the solution

map .¥ is continuous [uniformly continuous on bounded sets| as a map . :
H(T) — C°(R, H*(T)).

2. Results

Theorem 1. [KTO03a] KdV is globally C°-wellposed on H*(T) for any —1 <
a < 0.

Remark 2.

(1) Theorem 1 improves in particular on earlier results of [Bou93], [Bou97]|,
[KPV96|, |CKST03|. Using earlier results, it is proved in [CKST03]
that KdV is globally uniformly C°-wellposed on H§(T) for any o > —1/2.

(2) In [CCTO3] it is shown that KdV is not uniformly C%-wellposed on
HE(T) for =2 < a < —1/2 where H§(T) = {q € H*(T)| J;q = 0}.
See also [Bou97].

The following theorem states that well known features [M'T76] of solutions of
(IVP) for smooth initial data continue to hold for rough initial data.

Theorem 3. [KTO03a] For any g € H*(T) with —1 < o < 0, the solution of
(IVP) has the following properties:

(i)  the orbit t — S (t,q) is relatively compact.
(il) t+— F(t, q) is almost periodic.

Theorem 1 and Theorem 3 can be applied to obtain corresponding results for
the IVP of the modified KdV (mKdV)
Up = —Ugga + 6u Uy teR, ze€T
U | o =TE HY(T).
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Theorem 4. |KT03b| mKdV is globally C°-wellposed on H*(T) for 0 < a <
1.

Remark 5.

(1) Theorem 4 improves on earlier results of [Bou93|, [KPV96]|, [CKS"03].
Using earlier results it is proved in |[CKST03| that mKdV is globally
uniformly C°-wellposed on H*(T) for any o > 1/2.

(2) In [CCTO3] it is shown that mKdV is not uniformly C°-wellposed on
Hg(T) for —1 < o < 1/2. See also [Bou97].

Besides Theorem 1, the main ingredient of the proof of Theorem 4 is the fol-
lowing result on the Miura map, B : L?(T) — H Y(T),r — r, + r2, first
introduced by Miura [Miu68| and proved to be a Béicklund transformation,
mapping solutions of mKdV to solutions of KdV.

Theorem 6. [KT03b]

(i)  For any a > 0, the Miura map B : H*(T) — H*"(T) is a global fold.

(ii)  Restricted to H§(T), B is a real analytic isomorphism onto the real an-
alytic submanifold H; ™' (T) := {q € H*"Y(T) | Xo(q) = 0} where \o(q)
denotes the lowest eigenvalue in the periodic spectrum of the operator
—d?/dz? + q.

Remark 7. Theorem 6 is based on earlier results on the Riccati map [KT03c].
Some of the results in [KT03c]| have been obtained simultaneously (but with
different, more complicated proofs) by [Kor02].

The main ingredient in the proof of Theorem 1 is a result on the normal form of
the Korteweg-deVries equation considered as an integrable Hamiltonian system.
To formulate it, introduce the following model spaces (o € R)

he = {(-Tk;yk)kzl |x;€,yk € R; Zk’za(l‘% + y,%) < OO}
k>1
with the standard Poisson bracket where {xg,yx} = 1 = —{yg, 2} and all
other brackets between the coordinate functions vanish.
On the space HG(T) :== {qg = > Gre*™** | g € H*(T)} we consider the
Poisson bracket introduced by Gardner and, independently, by Faddeev and

Zakharov OF d 9C
F.G) = / B
0= | 3a(w) dx dg@)
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Theorem 8. [KP03|, [KMTO03| There exists a real analytic diffeomorphism

Q: HyY(T) — h='/2 50 that

(i)  Q preserves the Poisson bracket;

(il)  for any —1 < a < 0, the restriction Qo of 2 to HS(T) is a real analytic
isomorphism, Q : H§(T) — h“+1/2

(iii)  on HY(T), the KAV Hamiltonian 5 (q) = [;(3¢2+¢*)dx, when expressed
in the new coordinates (Ti, Yk )k>1, i a real analytic function of the ac-
tions Iy, := (z3 +y3)/2 (k = 1) alone.

Remark 9. In [KPO03] it is shown that Qy : L2 — h'/? is a real analytic
isomorphism with properties (i) and (iii). Moreover it is proved that for any
a € N, the restriction 2, of Q to H§(T) is a real analytic isomorphism, £,
HS(T) — ho+1/2. This result has been extended in [KMTO03] as formulated
in Theorem 8.

[Bou93]

[Bou97]

[BS75]

[CCTO03]

[CKS03]

[KMT03]

[Kor02]

[KP03]
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HOLOMORPHE ABBILDUNGEN AUF
MANNIGFALTIGKEITEN MIT NICHT-NEGATIVER
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S. Kebekus
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Germany e E-mail : stefan.kebekus@nath.uni-koeln.de

Abstract. We describe the structure of the space of holomorphic surjections onto varieties
of non-negative Kodaira dimension (joint with J. M. Hwang and T. Peternell).

1. Einfiihrung

Es sei f: X — Y ein surjektiver Morphismus zwischen normalen komplex-
projektiven Varietdten. Ein klassisches Problem der komplexen Geometrie
fragt nach Kriterien fiir die (nicht-)Existenz von Deformationen des Morphis-
mus f, wobei die Varietdten X und Y festgehalten werden. Allgemeiner fragt
man nach einer Beschreibung der Zusammenhangskomponente Hom(X,Y") C
Hom(X,Y) des Raumes der holomorphen Abbildungen.

Ein bekanntes Ergebnis in dieser Richtung sagt etwa, daff die Automor-
phismengruppe einer komplexen Mannigfaltigkeit vom allgemeinen Typ diskret
ist. Allgemeiner gilt, dafs surjektive Morphismen zwischen projektiven Man-
nigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ stets infinitesimal starr sind, daff die betr-
effenden Zusammenhangskomponenten von Hom(X,Y") also reduzierte Punkte
sind. Ahnliche Fragen wurden im komplex-analytischen Zusammenhang von
Borel und Narasimhan [BN67| untersucht.
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Ich mo&chte in diesem Seminarbeitrag iiber eine gemeinsame Arbeit
[HKPO03] mit Jun-Muk Hwang und Thomas Peternell berichten, in der wir
diese klassischen Resultate verallgemeinern und den Raum der surjektiven Mor-
phismen fiir eine grofe Klasse von Mannigfaltigkeiten vollstindig beschreiben.
Die vorliegende Ausarbeitung enthilt keine neuen Ergebnisse, stellt die Be-
weisidee aber in groferer Ausfiihrlichkeit als in [HKPO03] dar.

2. Formulierung des Ergebnisses

Ein surjektiver Morphismus f : X — Y hat auf jeden Fall dann Deformatio-
nen, wenn die Zielvarietit Y eine positiv-dimensionale Automorphismengruppe
hat, denn die Kompositionsabbildung

) o Aut®(Y) — Homy(X,Y)

g = gof
ist offenbar injektiv. Die naive Vermutung, dafs alle Deformationen von f von
Automorphismen der Zielvarietdt kommen, ist natiirlich falsch. Das Haupt-
resultat der Arbeit zeigt aber, daf die Vermutung fast richtig ist, wenn die
Zielvarietdt nicht von rationalen Kurven iiberdeckt ist: die Abbildung f fak-
torisiert stets iiber eine Zwischenvarietit Z, deren Automorphismengruppe alle

Deformationen induziert. Die korrekte Formulierung des Resultates lautet wie
folgt:

Satz 2.1 (Hwang-Kebekus-Peternell [HKPO03]). Es sei f : X — Y ein
surjektiver Morphismus zwischen normalen komplex-projektiven Varietdten,
und Y sei nicht von rationalen Kurven tberdeckt. Dann gibt es eine Fak-
torisierung von f,

f

X—>Z—>VY,

B
so dafs gilt:
1. Der Morphismus 3 ist auferhalb der Singularititen von X und Y wun-
verzweigt, und
2. die natiirliche Abbildung
0
Aut (Z)/Deck(z/y) — Homy(X,Y)
g — Bogoa

ist ein Isomorphismus.
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Insbesondere folgt, daf$ alle surjektiven Morphismen nach Y wunobstruiert
deformieren, und dafi die zugehirigen Komponenten von Hom(X,Y) glatte
Abelsche Varietiten sind.

Als Korollar, das wir hier nicht beweisen, halten wir noch fest:

Korollar 2.2 (Hwang-Kebekus-Peternell [ HKP03])

Wenn unter den Voraussetzungen des Theorems 2.1 die Zielvarietdt Y noch
glatt ist, dann besitzt Y eine endliche, unverzweigte Uberlagerung der Form T x
W, wobei T ein Torus der Dimension dimT = hO(X, f*(Ty)) ist. Zusditzlich
gilt:

dimHom;(X,Y) < dimY — x(Y),

wobei k(YY) die Kodairasche Dimension bezeichnet. O

Nicht ganz prézise, aber vielleicht einfacher zu merken, fassen wir die Ergeb-
nisse der Arbeit so zusammen:

— Deformationen von surjektiven Morphismen sind stets unobstruiert, es
sei denn, es gibt einen klaren geometrischen Grund: die Zielvarietédt ist
von rationalen Kurven iiberdeckt.

— Wenn das Ziel nicht mit rationalen Kurven i{iberdeckt ist, kommen alle
Deformationen von Automorphismen von einer Zwischenvarietat.

3. Bekannte Tatsachen

Des Beweis des Satzes 2.1 verwendet eine Reihe von bekannten Tatsachen,
die wir der Bequemlichkeit halber hier noch einmal zusammengestellt haben.

Der Tangentialraum des Hom-Schemas. Die universelle Eigenschaft
des Raumes der Morphismen liefert eine kanonische Identifikation des Zariski-
Tangentialraumes Thom | von Hom(X,Y') an der Stelle f mit dem Vektorraum
HO(X, f*(Ty)), siche [Kol96, 1. thm. 2.16].

Notation 3.1. Die Elemente von H°(X, f*(Ty)) bezeichnet man als “in-
finitesimale Deformationen von f”7. Man nennt den Morphismus f “infinitesi-
mal starr” wenn h(X, f*(Ty)) = 0 ist.

Beschreibung von Uberlagerungen durch Garben. In diesem Ab-
schnitt sei f : X — Y eine (moglicherweise verzweigte) Uberlagerung von
komplexen Mannigfaltigkeiten. Dann ist bekannt, daf die Garbe f.(€Ox) von
Oy-Algebren ein Vektorbiindel auf Y liefert, [Har77, III chapt. 9]. Weiter gilt:
X = Spec(f.(Ox)).
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Wenn Z eine Zwischenvarietét ist, iiber die f faktorisiert,

f

X—a>Z—b>Y,

dann ist b,(0z) eine kohdrente Unteralgebra von f.(€x). Anders herum
gehort zu jeder kohdrenten Untergarbe von Oy-Moduln % C f.(Ox), die
abgeschlossen unter der Multiplikation

p: fo(Ox) ® fo(Ox) — fo(Ox)

ist, eine Zwischenvarietét Z := Spec(.%) iiber die die Abbildung f faktorisiert,
so dal .F = b,(0z) ist, [Har77, II. ex. 5.17].

Wenn die Garbe % zusétzlich noch lokal frei ist, und ihre Einschrinkung
auf jeder allgemeine Kurve in Y Grad 0 hat, dann ist Z eine Mannigfaltigkeit,
und die Abbildung b: Z — Y ist unverzweigt, [PS00, lem. 1.13].

Die Harder-Narasimhan-Filtrierung. In diesem Abschnitt sei Y eine
komplex-projektive Mannigfaltigkeit, & eine kohdrente Garbe auf ¥ und H €
Pic(Y) ein amples Geradenbiindel. Alle Resultate gelten auch fiir normale
Ké&hler-Varietdten, aber wir benétigen diesen Grad von Allgemeinheit hier
nicht.

Definition 3.2. Die Zahl
e (éo) A Hdim(Y)—l
Rang(&)

nennt man die “Steigung von & beziiglich H”. Die kohdrente Garbe & heifit
“semistabil beziglich H”, wenn fiir jede kohdrente Untergarbe ¢ C & die Un-
gleichung

pe (&) =

pe(9) < pu(f)
gilt.

Satz 3.3 (Harder-Narasimhan [HN75]). Es gibt eine eindeutige Filt-
rierung der Garbe & durch kohdrente Untergarben

0=60CE C---Cés1CE;=6,
so daf$ alle Quotienten &/(gﬂ‘i_l stabil beziiglich H sind, und so, dafl

HH (51/50) > > PhH (5/5571)

gilt. O
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Eines der wesentlichen Resultate iiber die Harder-Narasimhan-Filtrierung
vergleicht die Filtrierung einer kohdrenten Garbe & auf X mit der Filtrierung
der Einschrankung &|¢ von & auf eine hinreichend allgemeine Kurve C' C Y.

Satz 3.4 (Mehta-Ramanathan [MR82|). Es sei &  die  Harder-
Narasimhan-Filtrierung einer kohdrenten Garbe & auf X. Wenn
N1, ..., Ndim x—1 hinreichend grofle Zahlen sind, und C C X eine glatte Kurve,
die als schementheoretischer Durchschnitt allgemeiner Divisoren D; € |n;H|
entsteht, dann ist die Einschrinkung der Harder-Narasimhan-Filtrierung,

0=élc C&ile C o Cérle Céle=6lc

exakt die Harder-Narasimhan-Filtrierung der eingeschrankten Garbe &|c. O

Positivitatsbegriffe fiir Vektorbiindel. In diesem Abschnitt sei & ein
Vektorbiindel auf einer komplex-projektiven Mannigfaltigkeit Y. Weiter sei
Y := P(&) das zugehorige Biindel von projektiven Riumen und ¥ :=
Op(#)(1) € Pic(Y') das tautologische Geradenbiindel.

Definition 3.5. Man nennt & ample beziehungsweise nef, wenn £ ample
beziehungsweise nef ist.

Bezispiel 3.6. Sei Y =P1 und

& = @ ﬁpl(ai).

i=1...n

Dann ist & genauw dann ample, wenn fir alle © gilt, dafi a; > 0 ist. Das Biindel
& genau dann nef, wenn alle a; > 0 sind.

Ample und nefe Vektorbiindel werden in [Har66]|, [Har70] und [DPS94]
ausfiihrlich diskutiert. Wir stellen hier die fiir uns wesentlichen Ergebnisse
zusammen.

Fakt 3.7. Quotienten wvon amplen Vektorbindeln sind ample [Har70,
prop. L1.7]. Quotienten von nefen Vektorbindeln sind nef [DPS94,
prop. 1.15(i)]. O

Fakt 3.8. Sei Y eine glatte Kurve. Dann gilt:

1. Ample Vektorbiindel haben positiven Grad. Nefe Vektorbiindel haben
nicht-negativen Grad [DPS94, prop. 1.14].

2. Wenn das Vektorbiindel & nef ist und Grad 0 hat, dann ist auch das duale
Biindel &* nef [DPS94, prop. 1.15(iii)].
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3. Wenn das Vektorbiindel & nef, aber nicht ample ist, dann ezistiert ein
amples Unterbiindel ¥V C &, so daf der Quotient 5/7/ nef ist und Grad
0 hat. Das Biindel ¥ ist mazimal in dem Sinne, daf jedes ample Unter-
bindel ¥' C & in ¥V enthalten ist, [PS00, lem. 2.3] O

Fakt 3.9. In der Situation von Fakt 3.8.3. zeigt eine elementare Rechnung
folgendes: wenn H € Pic(Y) ein amples Geradenbiindel ist, dann tritt das
mazximale ample Unterbiindel ¥ in der Harder-Narasimhan-Filtrierung von &
beziiglich H auf.

4. Beweisidee

Schritt 1: Vereinfachende Annahme. Weil wir hier nur die Kernidee
des Beweises zeigen wollen, nehmen wir vereinfachend an, daff der surjektive
Morphismus f : X — Y eine endliche, aber mdglicherweise verzweigte, Uber-
lagerung von komplex-projektiven Mannigfaltigkeiten ist.

Schritt 2: Die Tangentialabbildung von f°. Wir betrachten noch einmal
die natiirliche Abbildung f° : Aut®(Y) — Hom;(X,Y), die auf Seite 158 in
(1) definiert wurde. Die universellen Eigenschaften des Raumes der Morphis-
men Hom(X,Y) und der Automorphismengruppe Aut’(Y) liefern die folgende
Beschreibung der Tangentialabbildung von f° an der Stelle e € Aut’(Y),

(2) Tf%le : Tawy)le = Thoml|s-
Unter den natiirlichen Identifikationen
Tawryle 2 H (Y, Ty) und  Thom|s = HY(X, f*(Ty))
wird die Tangentialabbildung (2) zur Riickzugsabbildung
(3) Tfole=f*:H(Y,Ty) — H(X, f*Ty).
Fazit 4.1. Die Abbildung (2) ist injektiv. Wenn die Riickzugsabbildung (3)
surjektiv ist, wenn also jede infinitesimale Deformation von f von einem Vek-

torfeld auf Y kommt, dann liefert die Abbildung (2) einen Isomorphismus der
Zariski- Tangentialraume.

Die obigen Uberlegungen geben auch eine Beschreibung der Tangentialab-
bildung an einem beliebigen Punkt g € Aut®(Y):
Tfoly=(go )+ H'(Y,Ty) — H(X, (g0 f)"(Ty))-
Weil die Abbildung g : Y — Y aber iiberall maximal Rang hat, erkennen wir,

dak der Rang der Tangentialabbildung Tf° auf ganz Aut’(Y) konstant ist.
Eine elementare Argumentation liefert dann das folgende Ergebnis.
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Fazit 4.2. Wenn die Riickzugsabbildung (3) surjektiv ist, dann ist die Kom-
positionsabbildung f° : Aut’(Y) — Hom(X,Y) isomorph. In diesem Fall ist
der Beweis des Satzes 2.1 beendet, wenn wir Z :=Y setzen.

Zentraler Schritt 3: Konstruktion einer Uberlagerung. Nach den
Uberlegungen aus Schritt 2 kénnen wir annehmen, daf es einen Schnitt o €
HO(X, f*(Ty)) gibt, der nicht von einem Vektorfeld auf Y kommt. Wir werden
in diesem Abschnitt eine unverzweigte Uberlagerung von Y bauen, die den
surjektiven Morphismus f faktorisiert. Die wesentlichen Hilfsmittel dabei sind
die folgende Negativititsaussage von Lazarsfeld fiir das Vektorbiindel f.(0x)
und die Charakterisierung von unigeregelten Mannigfaltigkeiten von Miyaoka,
die als konkurrierende Positivitdtsaussage fir f.(€x) gesehen werden kann.

Satz 4.3 (Lazarsfeld [Laz80], [PS00, thm. A|). Die Spurabbildung tr
f+(Ox) — Oy liefert eine natirliche Spaltung
f«(Ox) =2 Oy & &,

wobei das Vektorbiindel & die folgende Positivitdtseigenschaft hat: Wenn C' C
Y eine Kurve ist, die nicht im Verzweigungsort liegt, dann ist &|. nef. O

Die Projektionsformel liefert demnach eine Identifikation
HY(X, f*(Ty)) = H(Y, f(f*(Tv))) = H'(Y. Ty) © H(Y, 6" @ Ty)

Weil der Schnitt o nicht in der Komponente H°(Y, Ty ) liegt, erhalten wir also
eine nicht-triviale Abbildung o : & — Ty

Satz 4.4 (Miyaoka [Miy87], [Kol92, thm. 9.0.1]). Sei C C Y eine
Kurve, die als allgemeiner vollstindiger Durchschnitt von sehr amplen Di-
visoren auftritt. Dann hat das Vektorbiindel Bild(o)|c semi-negativen Grad.
Insbesondere ist &|c nicht ample. (]

Als Konsequenz halten wir Folgendes fest.

Fazit 4.5. Sei H € Pic(Y) ample und C C Y eine allgemeine Kurve wie im
Satz 3.4 von Mehta-Ramanathan. Dann ist das Vektorbindel &|c nef, aber
nicht ample.

Notation 4.6. Wir halten fiir den Rest des Beweises das ample Biindel H €
Pic(Y) fest. Sei C eine Kurve wie in Fazit 4.5, und Yo C &|c das —nach
Fakt 3.8.3. ewmistierende— maximale ample Unterbindel. Weiter sei Fc C
&*|c der Kern der Abbildung &*|c — V7. Man beachte, dafi Fc dual zum

Quotienten éab/yc ist, also nach Fakt 3.8.2. wieder nef ist und Grad 0 hat.
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Mit diesem Vorbereitungen werden wir die gesuchte Faktorisierung jetzt
zunichst iber der Kurve C' definieren, und dann schlieflich auf ganz Y aus-
dehnen.

Beobachtung 4.7. Das Untervektorbiindel Oc & Fc C f.(O)|c ist abge-
schlossen unter der Multiplikationsabbildung

e fo(Ox) ® fo(Ox) — fu(Ox),
denn die zugehdrende Abbildung

1 (0o @ Fo) @ (Oc & Fo) — Oc 6Béﬂc/ﬂc ® Fc

grad 0,nef =Y, anti-ample

ist nach Fakt 3.7 notwendigerweise = 0.

Das Untervektorbiindel Oc @ #¢ C f.(0,)|c liefert also eine Faktorisierung
der eingeschrinkten Abbildung flc : f~1(C) — C iiber eine unverzweigte
Uberlagerung von C. Um nun diese Uberlagerung von C auf ganz Y
auszudehnen, geniigt es, das maximal ample Unterbiindel Y& C &|¢ derart
zu einem Unterbiindel ¥ C & auszudehnen, daf fiir jede Kurve C’, die wie
im Satz 3.4 als allgemeiner vollstdndiger Durchschnitt von sehr amplen Di-
visoren auftritt, die Einschrinkung ¥|cr C &|cr exakt das maximale ample
Unterbiindel von &|¢- ist. Das ist aber nach Fakt 3.9 immer mdglich, weil das
(eindeutige) maximale ample Unterbiindel Yo C &|c ein Teil der (eindeuti-
gen) Harder-Narasimhan-Filtrierung von &|¢ ist, die sich nach dem Satz 3.4
von Mehta-Ramanathan zur Harder-Narasimhan-Filtrierung von & auf ganz Y
fortsetzt.

Fazit 4.8. Wenn die Riickzugsabbildung H°(Y,Ty) — HO(X, f*(Ty)) nicht
surjektiv ist, dann gibt es eine Faktorisierung von f,

f
/\
(1)
X=—=v0—=Y,

wobei 3 eine unverzweigte Uberlagerung ist.

Schritt 4: Beweisende. Falls die Riickzugsabbildung HO(Y,Ty) —
H°(X, f*(Ty)) nicht surjektiv ist, haben wir im Schritt 3 eine Faktorisierung
von f iiber eine unverzweigte Uberlagerung 3 : Y1) — Y konstruiert. Wegen
der Unverzweigtheit gilt natiirlich f*(Ty) = o*(Ty o).
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Jetzt priifen wir wieder, ob die Riickzugsabbildung
o HO (YO, Ty ) — HO(X, f*(Ty)

surjektiv ist.
Falls Ja : Nach den Uberlegungen aus Schritt 2, ist der Beweis beendet,
indem wir Z := Y1) setzen.
Falls Nein : Dann wiederholen wir Schritt 3 fiir die Abbildung o : X —
Y™ anstelle der Abbildung f: X — Y.

Auf diese Weise konstruieren wir eine Folge von unverzweigten Uberlagerungen

f

X Yy (@) y(d-1) .. y(® Y

Dieser Prozess muss aber nach endlich vielen Schritten abbrechen, weil die An-
zahl der Bldtter der Abbildung f endlich ist. Das beendet den Beweis des
Theorems 2.1 unter der vereinfachenden Annahme, daf f eine endliche Abbil-
dung zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten ist.

5. Offene Fragen

Der Beweis benutzt an zentraler Stelle die Charakterisierung unigeregelter
Varietidten von Miyaoka. Der Satz von Miyaoka gilt aber nur fiir komplex-
projektive Varietdten. Dennoch scheint es, als konnte der Satz 2.1 in allge-
meineren Situationen richtig sein. Insbesondere fragen wir:

— Gilt der Satz 2.1 auch fiir projektive Varietéten, die iiber einem Korper
positiver Charakteristik definiert sind?

— Gilt der Satz 2.1 auch fiir Kéhler-Mannigfaltigkeiten oder Kéahlersche
komplexe Riume?

Satz 2.1 kann auch so interpretiert werden: alle Obstruktionen zur Defor-
mation von surjektiven Morphismen kommen von rationalen Kurven auf der
Zielvarietdt. Kann man diese Aussage prizisieren? Gibt es ein Analogon zu
Satz 2.1 fiir Zielvarietédten, die unigeregelt, aber nicht rational zusammenhé&n-
gend sind?
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DIE GLEICHUNG 22+ y% = 27
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Abstract. Die Gleichung im Titel ist ein Spezialfall der verallgemeinerten Fermatschen
Gleichung zP 4+ y? = 2", wobei man sich fiir primitive (d.h. teilerfremde) ganzzahlige L§-
sungen interessiert. Einem Ergebnis von Darmon und Granville zufolge gibt es nur endlich
viele solche Losungen, wenn 1/p +1/¢ + 1/r < 1 ist. In Zusammenarbeit mit Bjorn Poo-
nen (UC Berkeley) und Ed Schaefer (Santa Clara) ist es mir kiirzlich gelungen zu zeigen,
dass die Liste bekannter Ldsungen im Fall (p,q,r) = (2,3,7) vollstindig ist. Das Problem
wird dabei reduziert auf die Bestimmung der Menge der rationalen Punkte auf einer Reihe
von Kurven vom Geschlecht 3, wobei wir bei der Aufstellung der Liste von Kurven Uber-
legungen verwenden, wie sie auch im Beweis der Fermatschen Vermutung vorkommen. Die
Bestimmung der rationalen Punkte erfordert die Berechnung des Mordell-Weil-Ranges der
Jacobischen unserer Kurven; wir haben dafiir Descent-Methoden verallgemeinert. Fiir alle
bis auf eine Kurve lésst sich dann Chabautys Methode anwenden, um die Punkte zu finden;
bei der letzten Kurve war eine neue Idee erforderlich.

1. Verallgemeinerung der Fermatschen Gleichung

Ich berichte hier tiber eine gemeinsame Arbeit mit B. Poonen (Berkeley)
und E. Schifer (Santa Clara).

January 15th, 2004.
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Wir alle kennen die Fermatsche Gleichung

" +y"t =2".

Der Satz von Wiles (und vielen Anderen) besagt: Es gibt keine nichttrivia-
len ganzzahligen Losungen fiir n > 3. Betrachten wir die Verallgemeinerte
Fermatsche Gleichung:

2P 4yl = 2"

Hier sind p, g und r ganze Zahlen > 2. Diese haben viele ganzzahlige Losungen,
zum Beispiel

2

@63 + (@7 b° C2)3 = (a3 C)7

sobald a + b = c ist. Deshalb suchen wir nach primitiven Losungen, d.h.
Losungen in teilerfremden ganzen Zahlen. Eine “Losung” sei hier stets eine
primitive nichttriviale ganzzahlige Losung.

11 1
Sei X=-+-+--1.
p g r

Die Gestalt der Losungsmenge héngt vom Vorzeichen von x ab.
Satz (Beukers, Darmon-Granville):

(1) x > 0 = unendlich viele primitive Losungen in endlich vielen polynomia-
len Familien.

(2) x = 0 = einzige nichttriviale primitive Losung ist 23 + 1° = 32,

(3) x < 0= nur endlich viele primitive Losungen.

Der Prototyp fiir Fall (1) ist die bekannte Parametrisierung der Pythagorei-
schen Tripel. Im Fall (2) gibt es nur endlich viele Tripel (p, ¢, ). Im Fall (3)
sind die Loésungen parametrisiert durch rationale Punkte auf endlich vielen
Twists einer Kurve vom Geschlecht > 2. Jeder Twist hat nur endlich viele ra-
tionale Punkte.

Im uns interessierenden Fall x < 0 hat man folgende Losungen gefunden:
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J 28 41"=32, r>7
72+ 25 =34
132 + 73 =29

. 173 427 =712

11% + 3% = 1222
15490342 + 33% = 156133
22134592 + 14143 = 657
15312283% + 92623 = 1137
. 762713 + 177 = 21 063 9282
962223 4 43% = 300429072

Mit Ausnahme der ersten Losung fillt auf, dass als Exponententripel nur
Permutationen von (2,3,7), (2,3,8), (2,4,5) und (2, 3,9) auftreten. Sie tragen
jeweils 4, 2, 2 und 1 Losung(en) bei und entsprechen den vier grossten negativen
Werten von x:

1 1 1 1

" ™ T

Das gibt Anlass zu verschiedenen Vermutungen.

Vermutung 1: Es gibt insgesamt fiir x < 0 nur endlich viele Losungen.

Das wiirde aus der ABC-Vermutung folgen.

Vermutung 2: Es gibt keine Losungen fiir p, g, > 3.

Ein amerikanischer Ingenieur namens BEAL hat fiir einen Beweis oder Gegen-
beispiel einen Geldpreis von 100000 § ausgesetzt. Die Vermutung wurde aller-

dings schon frither von Tijdeman und Zagier gedussert.

Vermutung 3: Es gibt keine Losungen fiir andere Exponententripel als die
vier angegebenen.

Vermutung 4: Die Liste enthéalt bereits alle Losungen.
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2. Sitze (fiir x < 0)

Satz (Wiles etc.): Es gibt keine Losungen fiir (p,q,r) = (n,n,n) mit n > 4.

Satz (Darmon-Merel, Poonen): Es gibt keine Losungen fiir (p, ¢, 7) = (n,n,2)
mit n > 5 und fiir (p,q,r) = (n,n,3) mit n > 4.

Satz (Kraus): Es gibt keine Losungen fiir (p,q,r) = (3,3,n) mit 17 < n <
10000, n prim.

Satz (Ellenberg): Es gibt keine Losungen fiir (p, ¢,7) = (2,4,n) mit n > 211,
n prim.

Satz (Bruin): Es gibt keine Losungen fiir Permutationen von (2, 4, 6), (3,3, 4)
und (3,3,5).

Satz (Bruin): Die Liste enthélt alle Losungen fiir Permutationen von (2, 3, 8),
(2,4,5) und (2,3,9).

Uunser Spezialfall (p, ¢, ) = (2,3,7) ist interessant:

— Er ist extremal: x hat den grosSten negativen Wert.

— Die Exponenten sind verschiedene Primzahlen, so dass sich bekannte
Methoden /Ergebnisse nicht unmittelbar anwenden lassen.

— Er trigt (vermutlich) die meisten Losungen fiir x < 0 bei.

— Er ist der letzte Fall, fiir den interessante Losungen bekannt sind, aber
nicht, ob die Liste komplett ist.

Ausserdem ist es eine reizvolle Aufgabe, die endlich vielen Lésungen einer
Gleichung explizit zu bestimmen, besonders dann, wenn sie nicht offensichtlich
sind. (Und sich andere daran schon die Z&hne ausgebissen haben. . .)

3. Endlich viele Twists

In unserem Fall gibt es endlich viele Twists der Kleinschen Quartik

By+yPz+23r =0,

deren rationale Punkte unsere Losungen parametrisieren.

Ein Twist ist hier eine glatte ebene Kurve, die durch ein Polynom vom
Grad 4 mit rationalen Koeffizienten beschrieben wird, so dass es eine lineare
Transformation mit i. a. irrationalen Koeflizienten gibt, die beide Gleichungen
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ineinander iiberfihrt. Ein einfaches Beispiel ist
2y +2y°2+3232 =0.

Invariantentheorie liefert Formeln, die einem rationalen Punkt auf einem Twist
der Kleinschen Quartik eine (nicht notwendig primitive oder nichttriviale) Lo-
sung von z2 4 y3 = 27 zuordnen.

Problem: Finde die relevanten Twists!

4. Elliptische Kurven, Frey, Ribet, Wiles und Co.

Wir ordnen einer Losung — a? + b3 = ¢7 eine elliptische Kurve zu:

E:y? =234 3)%bx — 2)\3a

wobei A € {£1, £3} geeignet zu wihlen ist.

Die 7-Torsionsuntergruppe F|[7] liefert dann eine Darstellung der absoluten
Galoisgruppe von Q, die kleinen “Fiihrer” hat: Er teilt 2° - 33. Wir nehmen an,
diese Darstellung sei irreduzibel.

Nach Wiles und Breuil, Conrad, Diamond und Taylor ist F und damit E[7]
“modular”.

Nach Ribet folgt (im konkreten Fall), dass E[7] bis auf qudratischen Twist
isomorph ist zu E’[7] fiir eine elliptische Kurve E’ aus einer expliziten Liste
von 13 Kurven.

Nach Halberstadt und Kraus werden fiir gegebenes E’ die Kurven E durch
zwei explizit hinschreibbare Twists der Kleinschen Quartik parametrisiert.
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5. Die 10 Kurven

Diese Uberlegungen, zusammen mit einer Sonderbetrachtung des reduzi-
blen Falls, fiihren zu einer endlichen Liste von Twists. Viele davon lassen sich
durch Kongruenzbetrachtungen eliminieren. Es bleiben die folgenden 10 Kur-

ven iibrig.

Cy
Cs

C3

Cy:

Cs

Ce

Cr:

Cs

Cy

623y + P24+ 2 =0
3y + P2 4+22%2 =0

3%y + 232+ 22 =0

723z + 32%y? — 3zy? + P2 — 21 =0

: =223y — 2232 + 62%yz + 3zy® — 9zy’z + 3wyz?

— 223432 —y2* =0

st 4 223y + 32%y? + 223

+ 18zy2% + 9y%2? — 921 =0

—3zt — 6232 + 62%y? — 62%yz + 152222 — a9
— 6ayz? — a2 + 6y22% — 6yz® =0

22zt — 2ty — 122%9° 4 32222 — 5y — 622

+ 2223 — 2y + 652 + 3y222 + 2928 =0
22t 4 423y — 4a32 — 322y? — 622y + 62222
3 2 o, 4 3, 9,2.2 3 _
Ty 6xyz 29" +2y°z — 3y“z" + 6yz° =0
23y — 232 + 32222 + 3zy’2 + 3wyz? + 3z2° — ¢t
+ 32+ 3y%2% — 12y2° + 3z=0
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6. Die Punkte

Auf diesen Kurven finden wir die folgenden rationalen Punkte.
Cy:(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1),(1:-1:2)

Cy:(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1),(1:1:-1),
(1:-2:-1)

C3:(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1),(1:1:-1)
Cy:(1:0:0),(0:1:0),(0:1:1)

C5:(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1),(1:1:1)

Ce:(0:1:0),(1:-1:0),

(0:1:1)

(0:1:71)‘

)

C7:(0:1:0),

(0:0:1)

(0:1:1)‘

7

C’S:,(Q:flz())

Co:(0:0:1),(1:1:0)

Cio:|(1:0:0)],(L:1:0)

Die eingerahmten Punkte ergeben Losungen unserer Gleichung; sie sind alle
schon bekannt. Es bleibt zu zeigen, dass es keine weiteren rationalen Punkte
auf den Kurven gibt, oder jedenfalls keine, die zu weiteren Losungen fiihren
kénnten.

7. Rationale Punkte mit Chabauty

Zur Bestimmung der rationalen Punkte gibt es eine gute Methode. Sei C'
eine algebraische Kurve vom Geschlecht ¢ > 2. Zu C gehort eine abelsche
Varietat J, die Jacobische Varietdt von C'; ihre rationalen Punkte bilden eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe. Der Rang r dieser Gruppe heisst Mordell-
Weil-Rang von J oder C'. Ist r < g, dann liefert die Methode von Chabauty eine
obere Schranke fiir die Anzahl der Punkte, die oft scharf ist. Gut verstanden
ist der Fall g = 2, und allgemeiner, wenn C hyperelliptisch ist.
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Unsere Kurven haben jedoch ¢ = 3 und sind nicht hyperelliptisch. Um die
Chabauty-Methode anzuwenden, braucht man Informationen iiber die Mordell-
Weil-Gruppe. Diese sind fiir allgemeine Kurven vom Geschlecht 3 sehr schwierig
zu bekommen.

Unsere Twists sind aber sehr speziell und verhalten sich fast wie hyperellip-
tische Kurven. Wir haben deshalb den “2-Abstieg”, mit dem man den Rang r
nach oben abzuschétzen kann, auf diesen Typ von Kurven verallgemeinert. Die
Hoffnung ist nun, dass dieser Rang jeweils hdchstens 2 ist, damit sich Chabauty
anwenden lasst.

Wir haben fiir alle Kurven in unserer Liste den Rang bestimmt. Fiir alle
Kurven mit Ausnahme von Cs ist der Rang hochstens 2. Auf diese neun Kur-
ven haben wir die Chabauty-Methode angewandt und bewiesen, dass sie keine
weiteren Losungen liefern.

Fiir C5 ist der Rang 3; die Gruppe J5(Q) hat die Form Z x Z x Z. Hier
kommt uns zu Hilfe, dass wir keine primitiven Losungen von dieser Kurve
erwarten. Jeder rationale Punkt auf C5, der eine primitive Losung liefern
wiirde, ergiibe ein Element (n1,n2,n3) € Z* = J5(Q). Betrachtung modulo p
fiir p = 2, 3,13, 23, 97 liefert Kongruenzen mod 14 fiir ny, ns, ng, die schliesslich
zu einem Widerspruch fiihren.

Damit ist gezeigt, dass die Liste der bekannten Losungen vollsténdig ist.

8. Riick- und Ausblick

Das Ergebnis an sich mag vielleicht nicht so sehr interessant sein. Worum es
mir hierbei geht, ist zu demonstrieren, dass wir heute in der Lage sind, solche
Probleme erfolgreich zu 16sen.

Bei der Losung war es notig, sowohl neuere theoretische Ergebnisse (Ribet,
Wiles) zu verwenden, als auch eher praktisch orientierte Fortschritte auf der
algorithmischen Seite zu machen.

Dass auch einiges an Computer-Schweiss geflossen ist, soll nicht unerwihnt
bleiben.

Ein Projekt fiir die Zukunft ist, mit dhnlichen Methoden alle Gleichungen
22 +y3 = 2P (mit p > 7 prim) zu behandeln. Vielleicht kénnen wir dann sogar
zeigen, dass die Liste aller bekannten Losungen von 22 + y? = 42" (n > 6)
vollstandig ist.
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Abstract. We consider a toric variety X over C and are interested in the existence of a full
(strongly) exceptional sequence of line bundles on X. On toric surfaces we construct a full
exceptional sequence of line bundles and obtain criteria when this sequence is also strongly
exceptional. Moreover, we discuss some generalizations for higher dimensional toric varieties.

1. Introduction

The derived category of coherent sheaves on a projective n—space P admits
a description via modules over a certain finite dimensional algebra (|[B178],
[BnGG78]). Similar descriptions are also known for flag varieties ([Kap88|).
On such a variety X there exists a sequence of vector bundles (a full strong
exceptional sequence), whose direct sum 7T induces an equivalence

RHom(T, —) : 2(X) — 2°(mod- B)

between the bounded derived category of coherent sheaves on X with the
bounded derived category of finitely generated right modules over B := Eund (7).

January 19th, 2004.
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Further examples of full strongly exceptional sequences also exist on products
of these varieties and, if one allows objects in the derived category instead of
vector bundles, also on certain monoidal transformations (e. g. blow ups) of X
and projective space bundles over X. However, the existence of such a derived
equivalence is very restrictive for X: e. g. the Grothendieck group of Coh (X)
is a finitely generated abelian group (since mod— B has a finitely generated free
abelian Grothendieck group).

There exists one class of algebraic varieties, the class of smooth projective toric
varieties, satisfying this condition on the Grothendieck group. Moreover, there
exists so far no negative result on the existence of a full strong exceptional
sequence. It is even conjectured by A. King [Kin97] that any smooth projec-
tive (or even proper) toric variety admits a full strong exceptional sequence
of line bundles. So far only partial results are known. For some particular
toric varieties associated to quivers ([AH99]) partial sequences could be con-
structed. They do, in general, not coincide with the sequences we construct in
this note. Recently, Costa and Miro-Roig ([CMr04]) constructed full strongly
exceptional sequences of line bundles on some further toric varieties. In par-
ticular, on all toric varieties X with Pic (X) ~ Z? (for dim X = 2 these are
the Hirzebruch surfaces), and on blow ups of P? and the Hirzebruch surfaces.
Further examples can be found in [Kin97] and [Per03]. On toric varieties with
Pic (X) ~ Z? (they can be classified) one can, similarly to our classification of
full exceptional sequences on the Hirzebruch surfaces (see section 6), classify
all full exceptional sequences of line bundles. Finally, we should mention the
preprint ([Per03]) of M. Perling, who computed explicitly full strong excep-
tional sequences of line bundles on the five toric del Pezzo surfaces together
with the corresponding endomorphism algebras. His results can also obtained
from [AH99] by adding one additional line bundle to the sequences obtained
therein.

We briefly outline the contents of this note. In Section 2 we recall the main def-
initions on exceptional sequences. Then, in Section 3, we collect some facts on
smooth projective toric varieties, in particular, on toric varieties in dimension
2 and 3. In Section 4 we use the formulas for the cohomology of line bundles on
toric varieties to obtain some first results. In Section 5 we construct explicitly
a sequence ¢ of line bundles, depending on an order of the rays in the fan ¥ of
X. In our main results (Theorem 5.1 and Theorem 5.3) we relate this order to
the condition (strongly) exceptional for e. In particular, we can show:

Theorem 1.1. Let X be a smooth projective toric surface. Then there exists
a full exceptional sequence of line bundles on X. Let E; (i = 1,...,r) be the
T—invariant prime divisors of X, where E> < E? for alli=1,...,r—1. If, in
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addition, E? > =2 fori=1,...,r — 1 (we do not need any condition on E,),
then there exists even a full strongly exceptional sequence of line bundles on X.

Corollary 1.2. Let X be a toric surface with T—invariant prime divisors E;,
i=1,...,7, as above (E? > —2 for all i = 1,...,r —1). Then the derived
category 2°(X) of coherent sheaves on X is equivalent to 2°(mod- B), where
B is the endomorphism algebra of the direct sum of the line bundles in the full
strongly exceptional sequence above.

We assume the reader is familiar with toric geometry (see e. g. [Ful93],

[Oda88], or [KKMSD73|) and with basic facts on derived categories (see
[BOO02] and references therein for an overview, we also mention [Hap88] for
basic facts on the derived category of modules over a finite dimensional alge-
bra). In this note we consider only smooth projective varieties. For simplicity
we work over the field of complex numbers: all varieties, categories and alge-
bras are over C. For a toric variety X we denote by ¥ = (X)) its fan in the
R-vector space Ng containing the lattice N ~ Z?, where d is the dimension of
X and the dimension of Ng. We denote the rays in ¥ with 71,...,7,. (so X con-
tains precisely r rays) and we denote the first lattice point in 7; with v;. Later
it will be crucial to consider distinguished orders on the set of rays (or the set of
lattice points). Moreover, we intersect the fan ¥ with the (d — 1)—dimensional
unit sphere S?~! and obtain a triangulation of S?~1. The 1-skeleton of this
triangulation is a graph, it is for d < 3 even a planar graph. We denote its
vertices also by v;. A Hamiltonian cycle is a cycle (a closed path) in the graph
meeting each vertex precisely once.
For an algebraic variety we denote the structure sheaf with Ox, the canonical
sheaf with wy and for a Weil divisor F the twisted line bundle (it admits a
section vanishing along E) with ¢'(E). For two divisors E; and Es on a surface
we denote by Ej - E5 its intersection product and by E? its selfintersection num-
ber. For a line bundle . on X we denote the Ith sheaf cohomology group by
H!(X;.%). For a topological space we also need the usual singular cohomology
groups (with compact support), which we denote by H'(N) (HL(N)), where
we only use complex coefficients.

2. Exceptional sequences and tilting bundles

Let 7 be the category of finitely generated modules over a finite dimensional
algebra A of finite global dimension or the category of coherent sheaves on a
smooth projective variety X. We denote by & the bounded derived category of
/. The categories Coh (X) and 2 admit a Serre functor which we denote by



178 L. HILLE

w. Then there exist natural isomorphisms Ext ' (M, N) ~ Ext =Y(N,w(M))*,
where d is the dimension of X or the global dimension of A. For a finite
dimensional algebra the Serre functor does not exist in mod—A (except A is
semi-simple). If A is hereditary (that is Ext (M, N) = 0 for all A-modules M
and N) the category & = mod— A admits a Serre functor, the Auslander-Reiten
translation, between the subcategory of modules without projective direct sum-

mand and the subcategory of modules without injective direct summand (see
also [Hap88|).

Definition 2.1. An object FE in &7 or 2 is called exceptional if End (E) = C
and Ext '(E, E) = 0 for all [ # 0.

A sequence of objects ¢ = (Eq,...,E,) in & or in 9 is called exceptional if
each object E; for i = 1,...,r is exceptional and Ext l(Ei7 E;)=0for all ] and
all ¢ > j.

An exceptional sequence is strongly exceptional if in addition Ext Z(Ei, E;)=0
for all I # 0 and all i, j.

A sequence ¢ is called full if the category Z is generated as a derived category
by the objects E; fori=1,...,n.

Each exceptional sequence € = (Ey, ..., E,) defines an infinite sequence

S(E) = ( .. 7(,<)(.E‘7‘)7.E‘1, .. .,Er7w_1(E1), e ,w_l(ET)7w_2(E1)7. . ) = (Ei)i€Z~

Such a sequence is called a helix if each subsequence ! = (Eiy...,Eryio1) is
full and strongly exceptional. We also say € generates a helix.

Let e = (E1,...,E,) be a full and strongly exceptional sequence of objects
in either & or  and denote by B the endomorphism algebra of E := ®]_, F;
(it is a finite dimensional C—algebra of finite homological dimension). Then the
functors

RHom(E, —) : 2 — 2°(mod- B) and — ®@%FE : 2°(mod-B) — 2

induce mutually quasi-inverse equivalences of derived categories. In this way
one can describe the category ¥ as a bounded derived category of right B—
modules.

In this note we are mainly interested in exceptional sequences of line bundles
on toric varieties. It is conjectured, that any smooth projective toric variety X
admits a full and strongly exceptional sequence of line bundles.

There also exists the notion of a tilting bundle .7 on a variety X (see
e. g. [Bae88]). If the indecomposable direct summands of a tilting bundle
are line bundles, then one can order these line bundles so that they form a full
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and strongly exceptional sequence. Therefore, we restrict our consideration to
exceptional sequences.

3. Fans of smooth projective toric varieties

In this section we recall some theory from toric geometry. We follow [Ful93]
and [Oda88|, for general facts on surfaces we also mention [BPVdV84]. Let
X be a toric variety and ¥ = ¥(X) the corresponding fan contained in the
vector space Ng with lattice V. A cone in ¥ is denoted by o and we denote
by 71,...,7 the set of all rays in X. Further let v; € 7; be the first lattice
point along 7;. From now on let X be smooth and complete, so each cone o is
generated by a part of a Z-basis and the support |J, .y, o of ¥ equals Ng.

We recall the classification of smooth projective toric surfaces: Then N ~
Z? and we have a set of vectors vq,...,v, (where the corresponding rays are
ordered counterclockwise around 0) in N satisfying v;_1 + a,v; + v;41 = 0 for
all i € Z/r. To any ray 7; one can associate the corresponding prime divisor
E;. These divisors satisfy E; - E; = 1 for j =i+ 1lorj=1i—1, E? = a,,
and all remaining intersection numbers E; - I; are zero. It turns out that
the cyclic sequence a = (ay,as,...,a,) determines the surface X up to (toric)
isomorphism. The sequence (1,1, 1) belongs to the two-dimensional projective
space P? and the sequence (0,n,0, —n) to the Hirzebruch surface FF,,. All other
sequences corresponding to smooth projective toric surfaces can be obtained
by a sequence of blow ups. A blow up X — X’ corresponds to a “blow up” of
cyclic sequences

(s @im1,04, 0541, G542, .) = (oo, aim1,0 — 1, =1 a1 — 1, a4, ).

A cyclic sequence belongs to a toric surface X precisely when

(5 )0 (5 )

For r > 5 there exists always some ¢ with a; = —1. Thus we can blow down
the corresponding T—equivariant prime divisor F; and obtain a toric surface.
Let X be the fan of the toric surface X and connect the lattice points v; pairwise
by line segments v; —v;4+1. The piecewise linear cyclic path vy —ve —... v, — v
in Ng is convex, precisely when E? > —2 and it is strongly convex (v; is not
an element on the line through v;, and v;;1) precisely when E? > —1. Later
we use the (strong) convexity of the piecewise linear path v; — vy — ... — v,_1
for the construction of strongly exceptional sequences.
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Ezxzample 3.1. We show an example of the rays of a fan for a smooth toric
variety. The dots indicate the lattice points v;. The corresponding sequence is
(-1,-1,1,—-1,-2,—1,—4) (counter-clockwise starting northwest). The piece-
wise linear path v; — vo — ...v7 — vy is also indicated, it is not convex in vy.

figure 1 the fan of a smooth projective toric surface

We also need some results for toric threefolds. The fan ¥ induces a triangu-
lation of the two-dimensional unit sphere S2. Let vg, v1, v, v3 be four pairwise
different lattice points in rays of ¥ with vg, v1 and vy pairwise connected and
v1, v and vs pairwise connected. Then there exists a unique equation

vo + a(1,2)v; +a(2,1)ve +v3 =0

with integers a(1,2) and a(2,1). In this way we can associate to any toric
threefold X a double weighted planar graph consisting only of triangles. Again
X (or its fan) can be reconstructed from the double weighted planar graph (see
[Oda88|, 2.3). Let X — X' be a blow up of a T—fixed point P in X’. Then
the associated double weighted graph of X can be obtained as follows from
the double weighted graph of X’: the point P corresponds to a triangle in the
graph of X’. We insert a new point p in the center of this triangle and connect
it with the three vertices of the triangle. The double weights of the new double
weighted graph are obtained as follows. Note that for the associated fan we
obtain a new ray 7, with lattice point v, = vi 4+ v2 + v3, where vy, v, and
vs are the vertices of the chosen triangle. The corresponding double weights
are (1,—1) = (a(i,p),a(p,?)) for all new edges in the graph (i = 1,2,3). The
change of the remaining double weights can be easily computed from this for-
mula (some weights a(i, j) are replaced by a(i,j) — 1 in the new graph). Later
we will need a planar graph corresponding to a three-dimensional fan which
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does not admit a Hamiltonian cycle. This is achieved by using a sequence of
blow ups constructed in the following example.

Ezxample 3.2. 1 would like to thank T. Andreae for the following example of a
graph not admitting an Hamiltonian cycle. We consider the three-dimensional
projective space P2 and blow up one T—fixed point. Then we obtain a smooth
projective toric variety X with 6 T—fixed points. The l-skeleton of the fan
intersected with the two-dimensional sphere is the graph on the left hand-side
in the following figure. Then we blow up all 6 T—fixed points of X and obtain a
smooth projective toric variety corresponding to the graph on the right hand-
side of the figure below. The graph is obtained from the first one by inserting
a new vertex for each triangle and all edges connecting a new vertex with the
vertices of the corresponding triangle. The resulting graph does not admit an
Hamiltonian cycle, since one vertex of two neighbors in a cycle must be a e.
Since there are 11 vertices, but only 5 bullets, an Hamiltonian cycle can not
exist.

figure 2 a planar graph not admitting an Hamiltonian cycle

4. Cohomology of line bundles on toric varieties

It is crucial for checking whether a sequence of line bundles is (strongly)
exceptional to compute the cohomology groups of line bundles. There exist
formulas in terms of homology with compact support of a certain subset Z (h, x)
in N, depending on a character y and the class of an T—equivariant line bundle
%, on X represented by a certain function h on N (or, as we will see below, by
a function h on the set {vy,...,v,} — Z). We first recall the classification of
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line bundles and T—equivariant line bundles on toric varieties. Then we present
formulas for the cohomology of the line bundles.

Let D be a Weil divisor on a toric variety X. Each D is linearly equivalent
to a Weil divisor of the form Y a; E;, where a; € Z and E; is the T—equivariant
prime divisor corresponding to the ray 7, = R™v;. Moreover, each line bun-
dle on X admits a T—equivariant structure. Consequently, the map from the
isomorphism classes of T—equivariant line bundles (the T—equivariant Picard
group Pic 7 (X)) to the Picard group Pic (X) of X is surjective. The group
Pic 7' (X) can be identified with the set of all functions ¢ : Ng — R satisfying
the following two conditions:

1.) ¢|o is linear (we say h is piecewise linear) and

2.) ¢(N) C Z (it maps lattice points to integers, that is h is integral).

One can identify such a function h with its restriction to the lattice points
{v1,...,v.}. If X is smooth and complete, then each function {vy,...,v,} —
Z extends uniquely to a function h as above. In this way we identify the
function h always with its restriction to the lattice points v; and we denote
the corresponding T—equivariant line bundle by %,. It turns out, that the
function h defines a Weil divisor Dy := Y .._; h(v;)E; and %, is isomorphic
to O(Dy,) (as line bundles without the T—structure). Finally Dj and D, are
linearly equivalent precisely when h — g is a linear function on N, thatis h — g
is an element of M. We obtain an exact sequence

0 — M — Pic?(X) — Pic(X) — 0,

where we identify Pic”(X) ~ Z" with the set of functions & : {vy,...,v,} —
Z.

Since any line bundle L admits a T—equivariant structure, we can choose a
particular T—equivariant structure and compute the cohomology with respect
to this equivariant structure. Then it turns out that the cohomology H!(X, L)
decomposes into weight spaces

H'(X,L) = € H'(X,L),.
xeM
If we change the equivariant structure of L we obtain just a shift in the weights
X, in particular, we obtain isomorphic cohomology groups. It remains to un-

derstand the groups H'(X,.%},), for a given piecewise linear integral function
h.

Definition 4.1. Since we are mainly interested in vanishing theorems, we
define x to be critical for h if H(X,.%},), # 0 for some [ # 0.
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For a given piecewise linear function h and a character x we define a closed
subset

Z(h,x) == {n € Nr | x(n) + h(n) > 0}
in N. We denote by le(h,x))(NR) the (usual) cohomology group of Ni with
compact support Z(x,h) and coefficients in C. It can also be defined as the
relative cohomology group H'(Ng, Ng \ Z(h, x)) (with coefficients in C). Using
the long exact cohomology sequence associated to the pair (Ng, Ng \ Z(h, x))
and the homotopy between Ng \ Z(h,x) and S 1N (Ng \ Z(h,x)) (S?! is
the unit sphere around 0), we obtain

H%(h,x))(NJR) # 0iff Z(h,x) =N,
HlZ(h,X))(NR) # 0iff Z(h,x) # 0 and is not connected, and
Hg o (V) = HH(Ne \ Z(h ) = H (N \ Z(h, ) 01597,

Theorem 4.2. [Ful93], [Oda88|
Hl(Xv Lh)y = HlZ(h,X))(NR)

Since we have an isomorphism Pic (X) ~ Z" /M of lattices, we can identify
isomorphism classes of line bundles on X with lattice points. We denote by H
the set of all lattice points h € Pic (X) with H (X, %},) # 0. This definition does
not depend on the chosen representative of the function h in Pic”(X) ~ 7.
It turns out, that each cohomology region H' decomposes into a finite union of
cones (which are strongly convex integral with apex, for [ # 0, not in zero).

Hy = |J C'6)
i€l (l)
for some finite index set I. It is not difficult to determine these cones and their
apex explicitly:
For this we consider for a subset V' C {1,...,r} a particular piecewise linear
integral function hy defined by hy(v;) = 0 for i ¢ V and hy(v;) = —1 for
1eV.

Theorem 4.3. 1) I(0) and I(d) are sets with one element. Thus H® ~ H¢ h s
hii,..ry — h is an isomorphism of integral cones induced by Serre duality. In

particular, £y, ., ~wx.

2) The apex of a cone C'(i) is represented by a function of the form hy for
some subset V of {1,...,r}. In particular, I(l) can be naturally identified with
a subset of Z({1,...,r}) (for 1 # 0,d it consists only of subsets V of cardinal-

ity at least 2 and at most d —2). We denote this cone by C'(V).
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8) Let V be a subset of {1,...,7}. Then we define C'(V) as the image of
{h € Pic"(X) | h = hy + h{: where hi>(v;) = 0,i ¢ V;hi>(v;) <0,i € V}
and the cohomology region H' decomposes into cones
H =]Jc'(v),
%
where V' runs through all subsets V C {1,...,r} with H (Ng, Ng\Z(hv,0)) # 0.

Exzample 4.4. Let X be a surface. Then we only need to compute H!(X,.%,)
(HY is the cone with apex in 0, generated by the functions —hgyfori=1,...,r,
and H? is dual by part 1) of the theorem above). A cone C*(V) is a cone in H*
precisely when V is a subset with at least two connected components (intersect
¥ with S, we get a cyclic graph, and consider V as a subset of the vertices of
this graph). For the Hirzebruch surfaces the cones are computed in section 6.

The proof of the main theorem is based on the following observation (com-
pare with [AH99], Lemma 3.4 and Prop 3.5): Let h be a piecewise linear
function (not necessarily integral) on Ng. We define

Z*(h, x) = U o
x(n)+h(n)>0|Vneo

to be the union of all cones o in N, where the inequality defining Z(h, x) is
valid on each point n of the cone o (we can check this either for lattice points
n or for all points n and get the same set Z 1 (h, x), since all cones ¢ are lattice
cones).

Proposition 4.5. The pair (Nr, Nr\Z(h, x)) is homotopic to the pair (Ng, Nr\
ZT(h,%)), in particular,

H' (X, %)y ~ H (Ng, Ng \ Z(h,x) ~ H(Ng, Ng \ Z*(h, x)).

Proof. The homotopy can be constructed explicitly by changing h continuously
to a corresponding hy . One only needs to check that the change of h does not
change the homotopy class of Z(h, x). O

Finally, in this section we show that the set of critical characters x is empty
for a certain set of piecewise linear functions hy: V is a subset of {1,...,7}
with Z(hy,0) homotopic to a half space Nﬁ{ in Ng. In particular, V' and its
complement must both be connected in the 1-skeleton of ¥ N §4~1,
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Proposition 4.6. 1) The set of critical characters for hy contains at most
one element: the zero character.

2) If in addition Z(hy,0) is homotopic to a half space then the set of critical
characters for h is empty.

Proof. The proof follows immediately from the following lemma. O

Lemma 4.7. a) Let N} C Ng be a subvector space of codimension 1 and Nﬂ'{
and Ny be the corresponding half spaces. Assume x(v;) + h(v;) = 0 for all
lattice points v; € Ny and x(v;) + h(v;) < 0 for all v; € Ny . Then Z(h,x) is
homotopic to a half space and, consequently, x is not critical for h.

b) For h = hy and x # 0, the condition in a) is satisfied for Nﬂ'{ :={n € Ng |
x(n) >0}, N :={n € Ng | x(n) =0}, and Ni :={n € Ng | x(n) < 0}.

Proof. Note that the lemma checks the condition only on the lattice points v;
on the rays. One shows that Z(h, x)N.S%! is star like, consequently, homotopic
to a halfspace. To prove b) we note that x(v;)+hy (v;) > 0 whenever x(v;) > 0
and x(v;) + hv(v;) < 0 whenever x(v;) < 0, by definition of hy . O

5. Construction of exceptional sequences

Proposition 4.6 shows that for the functions hy for V' C {1,...,¢} the co-
homology of H'(X,.%},), is already zero for all x # 0. We use this vanishing
result to construct a sequence of line bundles (depending on a chosen order of
the rays 7; or the lattice points v;), which is a candidate of a full (strongly)
exceptional sequence of line bundles.

In this section we fix an order on the set 71, ..., 7 of rays in 3. To such an
order we associate a sequence of line bundles, where we define .24y := %,

—1 —1 —1 —1
€ = (3073{1},3{1,2},---73{1 ..... 1"72}"’%{1 ..... 7’71})
= (Ox,0x(E1),...,0E1+ ...+ E._2),0(F1+ ...+ E._1).

Theorem 5.1. 1) If € is exceptional then the vertices v1,v2,vs, ..., v, v1 form
an Hamiltonian cycle in the 1-skeleton of the triangulation ¥ N S%1 of §4-1,
2) The sequence € is full precisely when X is either P or a toric surface.

3) For a toric surface X, the sequence € is strongly exceptional, precisely when
E?>—1foralli=1,...,r — 1.

4) For a toric surface X, the sequence € induces a heliz S(e) precisely when
E?> —1foralli=1,...,r.

5) For a toric 3—fold or a surface X the sequence € is exceptional precisely when
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the vertices 1,2,3,...,n,1 form an Hamiltonian cycle in the 1—-skeleton of the
triangulation ¥ N ST of S4-1.

Remark 5.2. Thus we proved the existence of a full exceptional sequence con-
sisting of line bundles on each smooth projective toric surface X, since we can
order the rays counterclockwise to get an Hamiltonian cycle in the triangula-
tion of S'. Unfortunately, the sequence is not full for dim X > 2, except X
is the projective space. Anyway, even in dimension 3 there exists not always
an Hamiltonian cycle in the 1-skeleton of S? N Y (a counterexample was con-
structed in Section 3).

We note that part 3) contains only a condition on the selfintersection numbers
of E; fort=1,...,r—1. Consequently, using the classification of toric surfaces,
there exist infinitely many those surfaces. In contrast, the only toric surfaces
satisfying the condition in 4) are the five toric del Pezzo surfaces (the toric
Fano surfaces).

The theorem above does not cover all known examples of full (strongly) excep-
tional sequences of line bundles (see [CMr04]). If we change the sequence ¢
slightly, we can even replace the condition E? > —1 in the theorem above by
the condition E? > —2 (Theorem 5.3).

If X is a surface with E? > —2fori = 1,...,r—1, then we define a modified
sequence € := (4, ...,.%,) as follows: £ := Ox and .,%H@.i”[l = O(Ey)+

Es(i)41 + ... + E;), where E?=... = Ef(i)H = —2 and Ef(i) > —1, if such
a sequence Fyy, Esi)41,-- -, B exists. Otherwise we define 1 ® .Zfl =
O(E; + Eiy1 + ... + Eyjy-1 + E,;)), where E? =... = E?(i)fl = —2 and

Ef(i) > —1. From the classification follows, that such a sequence exists.

Theorem 5.3. Let X be a toric surface with E? > —2 fori = 1,...,r — 1.
Then the sequence € constructed above is full and strongly exceptional.

Corollary 5.4. On any toric surface exists a full exceptional sequence of line
bundles. On any toric surface with E? > —2 for all i = 1,...,r — 1 exists a
full strongly exceptional sequence of line bundles.

Proof. The proof follows from Theorem 5.1 and Theorem 5.3 above. O

Proof of Theorem 5.1 and Theorem 5.3. The sequence on a surface is full by
induction on blow ups X — Y. We consider such a sequence on Y, which is full
by induction hypothesis, and pull it back. Then one can use standard results on
semi-orthogonal decompositions [BO95]. To get a start for the induction one
classifies all such sequences on P? and on the Hirzebruch surfaces F,, (see section
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6). For P™ one can check directly that the sequence is (&, 0(1),...,0(n)),
which is full (and strongly exceptional). If dim X > 2 and X is not isomorphic
to P then the rank of Ky(X) is larger than r, thus the sequence can not be
full.
The proof of Theorem 5.1, 1) just uses Proposition 4.6. The vertices in the
1-skeleton must form an Hamiltonian cycle (that is ¢ is connected with 7 4 1),
since otherwise H!(X, .,2”;11 ® Z;+1) does not vanish. Moreover, n must be
connected with 1, otherwise HY~1(X, .,fl_l ® %) does not vanish and n must
be connected to n— 1, otherwise H*~'(X, %, ' ® %, 1) = H" (X, .%,_1) does
not vanish.
Let the vertices form an Hamiltonian cycle. Then one can check for dim X < 3
that the subset ZF (hy; 41, j1,0) and ZT(hyj  na...i3,0) for any ¢ < j are
contractible (this is obvious if dim X = 2 and needs some additional proof
for dim X = 3). Thus the corresponding cohomology groups vanish (proves
Theorem 5.1 5)).
The condition strongly needs some elementary but longer calculations in terms
of the fan, it uses essentially that the configuration of intervals v1 —vo —... v,
is strictly convex if EZ > —1 (to prove Theorem 5.1 3)) and it is still convex
for E? > —2 (to prove Theorem 5.3).
Theorem 5.1 4) follows from 3).

O

6. Exceptional sequences on Hirzebruch surfaces

In this section we classify all full (strongly) exceptional sequences of line
bundles on the Hirzebruch surfaces F,,. We denote the four T—invariant prime
divisors by E1, Fa, E3, and Fy, so that Ef = E3 = 0 and —E7 = E35 = n (for
n > 0). In this case the Picard group is of rank 2 with Z-basis w; = O(FE}y)
and wy = O(F4) ~ O(FE3). There exist precisely four cohomology cones:

CY% = 04 Rtw; +Rfws,

C'({1,3}) = —2ws—RTwy+ R (w1 + nws),

C'({2,4}) = —2w; —nws +RTwy — R (w; + nws), and
C? = 2wy — (2+n)w; —RTw; — R wy

(compare with the figure below). In the following examples the bullets indicate
the dual line bundles of the line bundles in the exceptional sequences.

P! x P'.  We start with the classification for P! x P! ~ F,. In this case
there exists one orthogonal pair up to shift: &, &(—1,1). Assume an excep-
tional sequence contains an orthogonal pair, then (if we start with the trivial
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line bundle) we obtain the following possibilities (were we can always switch
the two members of the orthogonal pair):

(0,01,1),0(1,2),0(2,1)), (figure 3, left hand-side)
(0,0(1,0),0(0,1),0(1,1)),

(0,0(-1,1),0(0,2),0(1,3)).

All these sequences are strongly exceptional and generate a helix. A full excep-
tional sequence with more than one orthogonal pair does not exist. It remains
to classify the full exceptional sequences without an orthogonal pair:
(0,0(1,0),0(a,1),0(a+1,1)), (figure 3, center and right hand-side)
(0,0(0,1),0(1,a),6(1,a + 1)), for a € Z\ {0} (for a = 0 it coincides with
one sequence above). The sequences are strongly exceptional precisely when a
is nonnegative. It generates a helix precisely when 0 < a < 2.

(ﬁ’ ﬁ(lv a)’ ﬁ(lv a+ 1)7 ﬁ(Q, 1))7

(0,0(a,1),0(a+1,1),0(1,2)), for a € Z\ {—1,0,1} (for a = —1,0, 1 the se-
quence coincides with some sequence above). The sequences are never strongly
exceptional.

(1 B B
W ER

figure 3 some full strongly exceptional sequences for P! x P!

F,, n > 1. For the Hirzebruch surfaces with n > 0 orthogonal pairs do not
exist. Then we obtain two series of sequences:
(0,0(0,1),0(1,a),0(1,a+ 1)) (figure 4, center and right hand-side; figure 5
right hand-side) and
(0,0(1,a),0(1,a+1),0(2,n+1)) (figure 4, left hand-side; figure 5, left hand-
side).
The first sequence is full exceptional for all a, it is strongly exceptional only
for a > n. The second sequence is full exceptional for all a, it is strongly
exceptional only for n =1 and a = 0,1, and n =2 and a = 1.
Finally, such a sequence generates a helix only if n =1 and @ = 1 or 2 in the
first sequence, or n = 1 and @ = 0 or 1 in the second sequence, or n = 2 and
a =1 in the first sequence, or n = 2 and a = 1 in the second sequence.
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[AH99]
[Bae88|
[BI78]

[BnGGT78]

[BO9S]

[BO02|

[BPVAV84]

SRR

%

figure 5 some full strongly exceptional sequences for Fo
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FLACHEN VOM NICHT ALLGEMEINEN TYP IN P!
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Hannover, Germany e FE-mail : bothmer@math.uni-hannover.de

Abstract. Ellingsrud und Peskine haben 1989 gezeigt, daf es nur endlich viele Familien von
Flichen nicht allgemeinen Typs im P* gibt. Bis heute ist es nicht gelungen, diese Familien
vollstédndig zu klassifizieren. Wir stellen die bekannten Klassifikationsergebnisse vor und
geben einen Uberblick iiber die bisher bekannten Familien. Dann erliutern wir, wie wir mit
Hilfe von Computeralgebra-Methoden iiber Kérpern der Charakteristik 2 eine neue Familie
rationaler Flichen im P* konstruiert haben und wie man nachweist, daf diese Flichen nach
Charakteristik 0 geliftet werden kdnnen.

1. Motivation und Gradschranken

Sei S eine glatte projektive Fliche. Dann gibt es eine Einbettung ¢ : § «— PV
mit N < 5.

Beweis. Da S projektiv ist, gibt es eine Einbettung ¢ : S < PV. Falls N > 5
ist, betrachte man die Sekantenvarietiit Secy S C PV. Es ist

dim Secy S <2+4+2+1=25.

January 21st, 2004.
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Projiziert man von einem Punkt aufierhalb SecsS, so wird das Bild von S im

I[DN—I

Also

wieder glatt. Dies ist mdglich solange N > 5 ist. |

ist eine Fliche S C P° nichts besonderes. Wann kann man S C P*

erreichen?

Theorem 1.1 ([EP89]). Es existiert eine natiirliche Zahl dy € N, so daf

S c P* nicht vom allgemeinen Typ = deg S < do

Insbesondere gibt es nur endlich viele Familien solcher Fldchen.

Beweisskizze. (i) Fiir S C P* gilt die Doppelpunktformel

(iii)

d* —5d —10(r — 1) +2(6xy — K*) =0

wobei d = deg S der Grad, m das Schnittgeschlecht, x die Euler Charak-
teristik und K2 der Selbstschnitt des kanonischen Divisors von S ist.
[Har77, Appendix A, Example 4.1.3.]

Bis auf gut verstandene Félle vom Grad < 5 gilt

K2<Ound6x—K22O
fiir Flachen von nicht allgemeinen Typ.

d* —5d + 10
10

Sei C' = S NP3 ein allgemeiner Hyperebenenschnitt von S. Dann ist C
eine glatte Raumkurve vom Grad d und Geschlecht 7. Fiir solche im P3
gilt Halphens Schranke [EP89]

d? + s(s —4)d

2s ’
wobei s die Postulation von C' ist, d.h. der kleinste Grad einer Hyper-
fliche, die C' enthélt. In vielen Féllen ist die Postulation von C die
gleiche wie die von S. Eine notwendige Bedingung dafiir liefert Roths
Lemma [Rot37]. Wenn diese Bedingungen erfiillt sind und s > 6 ist,
dann wiedersprechen sie die beiden Schranken fiir 7 bei grofen d. Fiir
s > 6 ist d also beschrankt.

T =

T< 14+

Durch Betrachten von generische Initialidealen findet man ein Polynom
P,(d) mit Leitterm 250 daR fiir s mit d > (s—1)2+1

6
x(Os) = Ps(d)
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gilt. Zusammen mit der Doppelpunktformel und Halphens Schranke er-
hélt man dann

0>2K?=d*—5d—10(r — 1) + 12x(05s)
d* +s(s —4)d

>d?> —5d—10
- ( 2s

> +12P,(d)

Untere Schanken fiir 2K?

20.000 J /
0 T T T T T 1
) m 191/ 150 200 / 250 300
~20.000 /

-40.000

-60.000 /
/

-80.000
-100.000
/ —s=1
-120.000 —s=2
-140.000 —s=3
—s=4
-160.000 —s=5
-180.000 -

Grad

— d beschrankt fir s < 5.
O

Der Originalbeweis von Ellingsrud und Peskine [EP89] liefert dy < 10000. Die
Idee, generische Initialideale zu betrachten, stammt von Braun und Flgystad

[BF94]. Sie zeigen dy < 105. Genaueres Studium der generischen Initialideale
[DS00] ergibt schlieflich

do < 52.

2. Klassifikation

Bekannt sind zur Zeit folgende Teilklassifikationen fiir glatte Flachen vom nicht
allgemeinen Typ im P*:
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s=1,2 klassisch

5= Roth [Rot37]|/Aure [Aur90]/Koelblen [Koe92]
d<9  via Adjunktion (Eine Ubersicht findet sich in [DS00])
d =10 via Linkage (Popescu/Ranestad [PR96])

3. Konstruktion

Um dy von unten zu beschrénken, versucht man, explizit Flichen von nicht
allgemeinem Typ in P* zu konstuieren. Bis jetzt hat man folgende Familien ge-
funden ([DES93] fiir alle bis dahin bekannten Familien, [Sch96], [ADH*97],
[ADS98], [ARO02]):

. . 4
Flachen im P
bekannte Familien - Stand 21.1.2004

16

14 r
12

10

H Elliptische
M Bielliptische
@ Abelsche
DEnriques
okK3

=]

M Rational

Anzahl Familien
[ee]

Grad

= dy > 15

Zur Konstruktion wurden bislang folgende Methoden angewendet:

(i) Angabe von expliziten Linearsysteme auf bekannten Flichen

(ii) Adjunktion

(iii) Linkage

(iv) Schnitte von Rang 2 Vektorbiindeln auf P*

(v)

Mit expliziten Linearsystemen und Adjunktion findet man Flichen bis d = 9.
Linkage liefert Beispiele im Grad 10. Das Horrocks-Mumford-Biindel liefert
eine Flache mit d = 10, die zu einer Fléche vom Grad 15 gelinkt ist. Mit der

Syzygien
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Syzygienmethode schlieflich, kann man alle bisher bekannten Flachen konstru-
ieren. Dabei konstruiert man mit Hilfe von Syzygien spezielle Vektorbiindel
F,G mit rang F' = rang G + 1 und eine allgemeine Abbildung ¢ : F — G.
Wenn ¢ auf einer Fliche S im Rang abfillt, so hat diese Fliche Invarianten,
die sich aus Invarianten von F' und G ergeben. Falls S auch noch glatt ist, hat
man eine neue Fliche gefunden. Zum Uberpriifen der Dimensionsbedingung
und der Glattheit verwendet man Computeralgebra Programme.

4. Endliche Korper

Computeralgebra Programme rechnen oft iiber kleinen endlichen Kérpern. Dies
hat zunéchst praktische Griinde, da man Elemente aus kleinen endlichen Kor-
pern leicht speichern kann. Wahrend iiber endlichen Korpern alle Elemente mit
gleich viel Speicherplatz auskommen, konnen Zahler und Nenner beim Rechnen
iiber Q beliebig groft werden.

Ein weiter Vorteil ist jedoch, dafl man iiber endlichen Kérpern Gleichungssys-
teme leichter 16sen kann. Oft kann man eine Nullstelle durch Raten finden:

Beispiel 4.1. Sei f € Fplx1 ... x,] ein Polynom. Um eine Nullstelle zu finden,
wahlen wir z1, ..., z, zufillig. Heuristisch erhalten wir

~J 0 inca. % der Fille
f@nm) =\ 20 i ca. 21 der Fiille
Fiir eine exakte Version dieser Heuristik siehe [vBS].

In vielen Beispielen beobachtet man aufierdem fiir Ideale I C Fp[z; ... x,] mit
V(I) C A™ von Kodimension k, daf
# Punkte in V(I) 1

# Punkte in A»  pF

ist. Wenn man also eine Varitét kleiner Kodimension im A™ hat, so kann man
iiber einem kleinen endlichen Korper hoffen, Punkte auf dieser Varietit durch
Zufall zu finden.

Mit dieser Methode findet Schreyer [Sch96] vier Familien von Flédchen nicht
allgemeinen Typs mit d = 11 und © = 10 {iber F3. Dabei realisiert er die
Menge der Vektorbiindel mit den gewiinschten Invaritanten als Varitdt mit
niedriger Kodimension in einem hochdimensionalen projektiven Raum und
findet Beispiele durch zufilliges Suchen. Ebenso findet Abo 2003 (unverof-
fentlicht) eine rationale Fléche vom Grad 12 iiber Fs.
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5. Was ist mit Charakteristik 0 7

Im Allgemeinen ist man nicht an Flachen {iber Kérpern endlicher Charakter-
istik interessiert. Schreyer gibt jedoch in [Sch96] eine Methode an, mit der
man von Losungen eines Gleichungssystems in endlicher Charakteristik auf die
Existenz von Losungen in Charakteristik Null schliefen kann.

Sei dazu X eine determinantielle Varietét iiber Spec Z und x € Xy, ein spezieller
Punkt. Falls nun T'x , von erwarteter Dimension ist, so ist X glatt in  und z
liftet nach Charakteristik Null.

Zur Konstruktion von Flichen im P* verwendet man als X das Hilbertschema
der Flichen in P* mit vorgegebenem Hilbertpolynom und als x € Xp, eine ir-
gendwie konstruierte Flache. Die Dimension des Tangentialraums T'x ,, berech-
net man dann mit Hilfe von infinitisimalen Deformationen.

6. Unsere Flache

Um neue rationale Fléichen im P* zu finden, haben wir versucht, explizite Lin-
earsysteme auf P? mit vorgegebenem Basisort iiber Fo durch Raten zu finden.
Dabei kann man aus der Struktur des Basisorts die Invarianten der Flache
bestimmen:

Beispiel 6.1. Géabe es fiinf Neuntiken durch einen Tripelpunkt, 14 Doppelpunkte
und 5 Einfachpunkte, so wiirden diese eine Aufblasung von P? in den P* ab-
bilden. Falls dieses Bild eine glatte Fliche S wire, miisste S rational mit
d=11, 7 =11 und K? = —11 sein.

Die moglichen Linearsysteme zu vorgegebenen Invarianten d, 7 und K? findet
man kombinatorisch. Wir verwenden ein Verfahren zur ganzahligen Opti-
mierung mit Hilfe von Grébner Basen [CLO98, Chapter §]

Problem 6.2. Fiir allgemeine Vielfachpunkte X erwartet man
h'(Ix(a)) =5— (d—m+3)
—_——
Spezialitdt

viele linear unabhdngige a-tiken mit Basisort X. In unserem Fall erwarten
wir also nur 2 und nicht 5 Neuntiken mit dem gewinschen Basisort. Folgende
Graphik zeigt die bekannten Familien von Fldchen nicht allgemeinen Typs im
P* nach Grad und Schnittgeschlecht aufgetragen. Die Zahlen in den Kdstchen
geben an, wieviele Familien mit diesen Invarianten bekannt sind. Farbig un-
terlegt sind die Orte, zu deren Invarianten es rationale Flichen gibt.
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Flichen im P*

Spezialitdt von rationalen Flachen

17 Spezialitat 1
16 Spezialitat O
15 entartet

Schnittgeschlecht

O NWAMUION®O
[

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Grad

Lésung 1. Betrachte die Varitét
X ={(p,q,7) | h°(I3p+2q4+(9)) = 5} C Hilby x Hilby4 x Hilbs .

X hat erwartete Kodimension 5 - Spezialitiit = 15. Wir wiithlen also ca. 2!% =
32768 zufillige Punkte = = (p,q,r) in Hilby x Hilby4 x Hilbs und hoffen dann
ein x € X zu finden.

Problem 6.3. P%(F2) hat nur 7 Punkte. Wir kénnen also gar nicht einen
Tripelpunkt, 14 Doppelpunkte und 5 Einfachpunkte mit rationalen Koordinaten
tber Fo wdhlen. Erst recht finden wir nicht 32768 verschiedene solche Punk-
tkombinationen.

Losung 2. Wir wihlen s € P?(F,:) und wenden Frobenius an. Wir erhalten
dann ein Ideal von bis zu k& Punkten, das iiber Fo definiert ist.

Mit diesen Ideen und dem Computeralgebra Programm Macaulay 2 [GS] haben
wir tatsdchlich einige spezielle

(p,q,r) € Hilby x Hilbyy x Hilbs mit h°(I3p104+.(9)) =5
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gefunden. Ebenfalls mit Macaulay 2 kann man dann das Bild der durch die
jeweiligen 5 Neuntiken definierten rationalen Abbildung

P2 - pt

ausrechnen. Mehrfach erhalten wir glatte Flichen mit d = 11, # = 11 und
K2 = —11 iiber F,.

Mit Macaulay konnten wir auferdem ausrechnen, daf man die 20 Basispunkte
genau in einem 15-kodimensionalen Raum infinitisimal verschieben kann, ohne
dak die Bedingung h°(I3p424++(9)) = 5 verloren geht. Dies zeigt, daff T'x ,
von erwarteter Kodimension ist und die Konfiguration der Basispunkte nach
Charakteristik Null liftet und dort ebenfalls h°(I3,424++(9)) = 5 erfiillt. Wir
erhalten also auch {iber Charakteristik Null rationale Abbildungen

@: P2 — P4,

die durch Neuntiken mit dem gewiinschten Basisort definiert sind. Da die Be-
dingung “Bild von ¢ ist eine glatte Fliche” offen auf X/SpecZ ist und wir
Beispiele mit diesen Eigenschaften iiber Fy gefunden haben, muss es auch {iber
Charakteristik Null solche Abbildungen ¢ geben, deren Bild eine glatte ratio-
nale Flache mit den gewiinschten Invarianten ist.

7. Warum sind diese Flichen neu?

Aufser der von uns konstruierten Flachen gibt es noch mindestens drei weitere
Familien rationaler Flichen mit d = 11, 7 = 11 und K2 = —11 im P*. Diese
haben jeweils 0,1 oder oco-viele 6-Sekanten [DES93]|. Unsere Flichen haben
jedoch zwei 6-Sekanten. Auferdem haben unsere Flichen Postulation s = 4
wahrend die drei bisher bekannten Familien Postulation s = 5 haben.
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Abstract. We report on recent work on arithmetic Hirzebruch-Zagier divisors on Hilbert
modular surfaces. These divisors can be viewed as the coefficients of an elliptic modular
form of weight two with values in an arithmetic Chow group in analogy to the classical result
of Hirzebruch and Zagier. The intersection of this modular form with the second power of
the line bundle of modular forms equipped with the Petersson metric can be determined. In
particular we obtain the arithmetic self intersection number of the line bundle of modular
forms.

1. Introduction

In 1976 Hirzebruch and Zagier showed that the intersection numbers of cer-
tain special divisors, nowadays called Hirzebruch-Zagier divisors, on Hilbert
modular surfaces can be interpreted as the Fourier coeflicients of holomorphic
elliptic modular forms of weight two [HZ76]. Their discovery triggered a lot
of further research in that direction. For instance, Oda considered similar cy-
cles for the orthogonal group O(2,n) [Oda78], and Kudla and Millson studied

January 22nd, 2004.
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special cycles for the orthogonal group O(p,q) and the unitary group U(p, q)
in great generality by means of the Weil representation, see e.g. [KIM90].

Inspired by the work of Gross and Keating [GK93] on the arithmetic inter-
section of three modular correspondences, Kudla proved that the intersection
numbers of certain arithmetic divisors on a regular model of a Shimura curve
can be interpreted as the coeflicients of the derivative of a Siegel Eisenstein
series of genus 2 [Kud97]|. In subsequent work Kudla, Rapoport, and Yang
developed a broad conjectural picture relating arithmetic intersection numbers
of special arithmetic divisors on regular models of Shimura varieties of orthog-
onal type to modular forms, in particular to (derivatives of) Eisenstein series.
In special cases they obtained results that strongly support these conjectures
[Kud02b], [Kud02a], [Kud], [KRY99|. For instance, for Shimura curves the
results are quite complete.

One conclusion of this work is that the complex geometric results of Hirze-
bruch and Zagier and their generalizations should have arithmetic analogues
over Z. Here the classical intersection theory has to be replaced by Arakelov
intersection theory.

In the present note we briefly report on joint work with J. Burgos, J. Kramer,
and U. Kiihn on arithmetic Hirzebruch-Zagier divisors on Hilbert modular sur-
faces and their relationship to elliptic modular forms [BBKO03]. Since these
surfaces are examples of non-compact Shimura varieties, we have to work with
the extended arithmetic intersection theory developed in [BKKO03], [BKK]
(see the article of U. Kiihn in this volume). This causes some technical compli-
cations, but, on the other hand, allows us to take advantage of the g-expansion
principle, which provides a strong link between analysis and arithmetic.

2. Hilbert modular surfaces

For details we refer to the books [Fre90], [vdG88], [Gor02]. Let K be
a real quadratic field and write D > 0 for its discriminant. Throughout we
assume that D is a prime. This implies that the class number hx is odd.
We write Oy for the ring of integers of K, 9 = (v/D) for the different, and
x — 2’ for the conjugation in K. Moreover, we write I'x = SLo(Ok) for
the Hilbert modular group corresponding to K. We may view it as a discrete
subgroup of SLy(R)? acting on H?, the product of two copies of the upper
complex half plane H = {z € C; S(z) > 0}, via Moebius transformations,

ie., M(z1,22) = (ijig,g;jjigi) for M = (2Y) € I'k, and (21,22) € H%

The quotient Yx = I'x\H? is a non-compact complex space, which can be
compactified by adding hx points, the so-called cusps. In that way we obtain
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a compact normal complex space X g, the Baily-Borel compactification of Y.
The spaces Yx and Xk are actually (quasi-) projective algebraic and defined
over Q. The singularities of Xk lie at the cusps and the elliptic fixed points.
By the work of Hironaka and Hirzebruch there exists a desingularization Xx —
Xk.

To study the geometry of these Hilbert modular surfaces we are interested in
rational functions on Xg and a bit more generally in Hilbert modular forms.
Recall that a meromorphic (respectively holomorphic) function f on H? is called
a Hilbert modular form (respectively a holomorphic Hilbert modular form) of
weight k for the group I'k, if it satisfies the transformation law

(2.1) FU(2Y) (21,22)) = (ez1 + @) (22 + d')F (21, 22)

for all (‘é 2) € I'k. Hilbert modular forms of weight 0 can be identified with
rational functions on Xg. Hilbert modular forms of weight k& can be viewed
as rational sections of the line bundle .#(C) of modular forms of weight & on
Xk.

There exists a family of special divisors on Hilbert modular surfaces. This
is typical for Shimura varieties of orthogonal or unitary type. (Recall that
SL2(R)? is essentially isomorphic to the real orthogonal group of signature
(2,2). The Hilbert modular group can be viewed as the orthogonal group of a
suitable lattice of signature (2,2).) Let m be a positive integer. Then

T(m) = Z {(z1,22) €H?  az1z2 +Az1 + N2 +b=0}

(a,b,\)E(Z*xd~ 1) /{£1}
ab—AXN'=m/D

defines a I'g-invariant analytic divisor on H2. It descends to an algebraic
divisor on Yk, the Hirzebruch-Zagier divisor of discriminant m. Moreover, we
obtain Hirzebruch-Zagier divisors on Xk by taking the closure of T(m), and
on X x by taking the pullback with respect to the desingularization morphism.
It is well known that T'(m) = () if and only if xp(m) = —1, where xp = (2)
denotes the quadratic character corresponding to K/Q.

3. Geometric generating series

If X is a regular projective algebraic variety over C, we write CH*(X) for its
first Chow group, that is, the group of algebraic divisors on X modulo rational
equivalence. Moreover, we put CH*(X)g = CH'(X) ®7 Q.
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It is our goal to describe the position of the Hirzebruch-Zagier divisors in
CH'(Xk)g. To this end we consider the generating series

(3.1)  A(r) = ci(M12(C) + D T(m)g™ € Qlgl]" ®g CH' (Xk)q,

m>0
where ¢ = €*™7 for 7 € H, and c;(.#%(C)) denotes the first Chern class of the
line bundle of modular forms of weight k.

The result of Hirzebruch and Zagier mentioned in the introduction relates
this generating series to elliptic modular forms (see e.g. [Shi71]). We denote by
My (D, xp) the space of holomorphic modular forms of weight & for the Hecke
group

(3.2) To(D) = {(%4) €SLy(Z); c¢=0 (mod D)}

with character xp. Any such modular form f € My (D, xp) has a Fourier
expansion of the form f =3 -, c(n)g". We let M, (D, xp) be the subspace
of those f € My(D, xp), whose Fourier coefficients c¢(n) satisfy the so-called
plus space condition, i.e., ¢(n) = 0 whenever yp(n) = —1.

Theorem 3.1 (Hirzebruch and Zagier). The Hirzebruch-Zagier divisors gen-
erate a subspace of CH' (Xx)q of dimension < dim(M, (D, xp)). The gener-
ating series A(T) is a modular form in M (D, xp) with values in CH'(Xx)qg,
i.e.,

A(1) € My (D, xp) ®g CH' (XK )qg.

So if A is a linear functional on CH'(Xg)g, then

)\(Cl( 1/2 Z)\ q €M2 (D XD)

m>0

Typical linear functionals are given by the intersection pairing with a fixed
divisor on X k. Hirzebruch and Zagier actually proved the theorem in a slightly
different form by explicitly computing the intersection numbers of T'(m) with
other Hirzebruch-Zagier divisors and with the exceptional divisors above the
cusps. In [Bor99] Borcherds provided a different proof using automorphic
products.

If we take for A the intersection with c¢1 (#x(C)), we find that

A(7) - e1(#:(C)) € My (D, xp).

It turns out that this modular form is precisely the (up to a scalar factor unique)
Eisenstein series in the space My (D, xp) (see [Fra77|, [Hau79|).
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Theorem 3.2 (Franke and Hausmann). We have
k
A(r) - er (M (C)) = —5C (1) - B (7),

where (x (s) is the Dedekind zeta function of K, and Ey (7) denotes the Eisen-
stein series

(3:3) B (1) =1+ g 3 S d (xold) + xp(n/d) 4" € M5 (D.xo).
’ nz1 dln

In particular, the geometric self intersection number of the line bundle of mod-
ular forms M (C) on Xk is given by #(C)? = k*>Cx(—1).

4. Arithmetic generating series

It is well known that the Hilbert modular surface Yx has a moduli inter-
pretation. It parametrizes isomorphism classes of triples (A, ¢, 1), where A is
an abelian surface over C, ¢ is an Ok -multiplication, that is, a ring homomor-
phism O — End(A), and v is a 9~ !-polarization, that is, an isomorphism of
Ok-modules 0! — Homg, (A4, AY)*™ from the inverse different 0! to the
module of Ok-linear symmetric homomorphisms, taking the totally positive
elements of 97! to Of-linear polarizations (see [Gor02] Chapter 2).

This moduli interpretation can be used to construct a model of Y over Z.
By the work of Rapoport [Rap78], Deligne, and Pappas [DP94] it is known
that the moduli problem over an arbitrary base scheme over Z is represented by
a regular algebraic stack .7, which is flat and of relative dimension two over
SpecZ. 1t is smooth over SpecZ[1/D]. The corresponding complex variety
#(C) is isomorphic to Y.

For k € Z sufficiently divisible there exists a line bundle .#}; on J# such that
the induced bundle on s#(C) can be identified with the line bundle .#}(C) of
Hilbert modular forms of weight k for I'x of the previous section. By the g-
expansion principle and the Koecher principle, the global sections of .#} can
be identified with holomorphic Hilbert modular forms of weight k for I'x with
integral rational Fourier coefficients. The scheme

A = Proj (@ HO (2, ///k)>

can be regarded as an arithmetic Baily-Borel compactification of the coarse

moduli space corresponding to 5. It is normal, projective, and flat over Spec Z

(see [Cha90]). The corresponding complex variety 2 (C) is isomorphic to X .
To simplify the exposition, for the rest of this note we make the following
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Assumption 4.1. There ezxists a desingularization © : Zx — € by a reg-
ular scheme 3&7;(, which is projective and flat over Z, such that the regular
locus 7 is fiber-wise dense in 5‘};{, and such that the induced morphism
%((C) — Xk is a desingularization as in the previous sections )?K.

It is not known whether such an arithmetic variety %( exists. However,
if we consider an additional level structure to rigidify the moduli problem,
then there exist such arithmetic varieties over certain subrings of cyclotomic
fields. To get unconditional results one can work with these (as it is done in
[BBKO03)).

An important invariant of an arithmetic variety 2~ is its first arithmetic

Chow group 61711(3&” ), that is, the group of arithmetic divisors modulo rational
equivalence. Recall that an arithmetic divisor on %2 is a pair (y, g,), where
y C Z is a divisor, and g, is a certain Green function for the induced divisor
y(C) on the corresponding complex variety 2 (C) (see |[Sou92|, | BKKO03|).

On our arithmetic Hilbert modular surface we consider the following arith-
metic divisors. One can show that T'(m) is defined over Q. We obtain a divisor
T (m) on Lk by taking the Zariski closure of the divisor on the generic fiber.
In [Bru99| a certain automorphic Green function G,,(z1,22) for T'(m) was
constructed. (See [BBKO03] Definition 2.13 for the appropriate additive nor-
malization.) One can view this Green function as the regularized theta lift of a
certain Maass wave form of weight 0 for T'g(D) with singularities at the cusps
[Bru02]. The pair

T(m) = (7 (m), G

defines an arithmetic divisor on %(, called the arithmetic Hirzebruch-Zagier
divisor of discriminant m. The Green function G,, has a logarithmic singu-
larity along T'(m) and in addition log-log singularities along the exceptional

o~

divisor of Xg. Therefore 7 (m) naturally lives in the extended Chow group

éﬁl(%{, Dpre) of 2 with pre-log-log growth along the exceptional divisor
of X in the sense of [BKKO03]. This is indicated by the additional argument
Dpre.

We also obtain an element of @1(%, Dore) by taking the first arithmetic
Chern class ¢; (.#},) of the hermitian line bundle ./}, of Hilbert modular forms
equipped with the Petersson metric. Recall that the Petersson metric of a
Hilbert modular form F' of weight k is given by

k
1F (21, 22) [pet = |F (21, 22)| (1677 (21)S(22)) /2.
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This defines a hermitian metric on .#}(C) which has logarithmic singularities
along the exceptional divisor of Xg.
We would like to describe the positions of the arithmetic Hirzebruch-Zagier

—1 —~
divisors in CH (Zk, Ppre)g. Similarly as in the previous section we consider
the generating series

(4.1) A(r) =& (M _1pp)+ > T(m)g™
m>0
Under the Assumption 4.1 the main results of [BBKO03| imply the following
theorems.

—~

Theorem 4.2. The arithmetic Hirzebruch-Zagier divisors 7 (m) generate a
—1 —~
subspace of CH (Zk, Dpre)q of dimension dim(My (D, xp)). The generating
o~ —1 —
series A(T) is a modular form in My (D, xp) with values in CH (2k, Zpre)0s
i.e.,
~ —1 —~
A(T) S M;(D, XD) (90) CH (%K; @pre)(@.

In analogy to the result of Franke and Hausmann it is interesting to study
PN —2
the arithmetic intersection of A(7) with .Z,.

Theorem 4.3. We have the following identities of arithmetic intersection num-
bers:

(4.2)
~ — k2 (1) (¢'(-1) 3 1
A(T) (M 1)? = —(r(—1) [ £ =+ -log(D) | - E5
)0 = -0 (S + S5 4 D Lown)) - B ),
where Cx(s) denotes the Dedekind zeta function of K, ((s) the Riemann zeta
function, and E;(T) the Eisenstein series defined in (3.3). In particular, the
arithmetic self intersection number of M i is given by:

(4.3) ]i = k3 Ck(—1) (C}f(l) + ¢=h + 3 + %log(D)> .

k(=1) ~ ¢(=1) 2

Formula (4.3) provides further evidence for conjectures of Kramer, Maillot-
Roessler, and Kudla relating arithmetic self intersection numbers on Shimura
varieties to logarithmic derivatives of L-functions.

The proofs of these results rely, among other things, on the arithmetic and
geometric properties of Borcherds’ regularized theta lift [Bor95], [Bor98], its
generalization to weak Maass forms in [Bru99], [Bru02], results on the exis-
tence of “many” Borcherds products, the g-expansion principle, and the compu-
tation of similar arithmetic intersection numbers on modular curves in [Bos98],
[Kiih01].
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Abstract. We present a combinatorial approach to geometrical properties of varieties with
finitely generated total coordinate ring. For example, it allows to investigate singularities, the
Picard group and the ample cone. Our approach generalizes the combinatorial description
of toric varieties.

1. Total coordinate rings

In this talk, I report on the joint paper [BH] with Florian Berchtold. We
consider varieties with a finitely generated total coordinate ring, and the aim is
to provide a combinatorial approach to geometric properties of these varieties
in terms of combinatorial data living in their divisor class group.

To begin, let us briefly recall the concept of the total coordinate ring. Let
X be a normal variety over an algebraically closed field K. We assume that
the divisor class group Cl(X), i.e., the group of Weil divisors modulo principal
divisors, is free and finitely generated.

January 28th, 2004.
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Now, choose a subgroup K C WDiv(X) of the group of Weil divisors such
that the canonical map K — Cl(X) is an isomorphism. Then, for any two
Dy, Dy € K, the multiplication in the function field K(X) gives a map

F(X, ﬁx(Dl)) ®K F()(7 ﬁx(Dg)) — F(X, ﬁx(Dl + Dg))

This allows us to establish a multiplicative structure on the direct sum over all
the vector spaces of global sections, and the result is the total coordinate ring
of X:

A(X) = @PI(X, 0x(D)).
DeK

This definition depends on the choice of the group K C CI(X), but the total
coordinate ring % (X) is unique up to isomorphism, which at least partially
justifies the notation. It turns out that #Z(X) is a unique factorization domain,
see [BHO3] and [EKiW].

We will be concerned with the case that Z(X) is finitely generated. For
example this is known to hold for all log Fano varieties of dimension at most
three, and for all unirational varieties admitting a linear algebraic group action
of complexity at most one, e.g. toric varieties.

Similar to the theory of toric varieties, the philosophy of [BH] is to start
with a given set of data — here these are a multigraded ring R together with a
combinatorial structure living in its grading group K — and then to construct
from these data a variety X.

The variety X has the grading group K as its divisor class group C1(X) and
the ring R as its total coordinate ring Z(X). The task is to read off further
geometric properties of the variety X from the defining combinatorial data
living in K = CI(X).

2. Bunched rings

We introduce the language of bunched rings. Roughly speaking, such a
bunched ring is a finitely generated multigraded factorial K-algebra together
with a certain collection of pairwise overlapping polyhedral cones living in the
grading group.

Here are the precise definitions. Let K be a lattice, i.e., a free finitely
generated abelian group, and consider a K-graded finitely generated factorial

K-algebra
R = P Ru.
weK
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Fix a system § = (f1,..., fr) of homogeneous pairwise nonassociated prime
generators of R. We suppose that the degrees w; := deg(f;) generate the
lattice K.

The projected cone associated to § is the pair (E N K,~), where E :=Z",
the linear map @: E — K sends the i-th canonical base vector e; to w; =
deg(f;) and v = cone(ey, ..., e,) is the positive orthant in Eg := Q®z E. By a
projected face we mean the image Q(7vo) of a face y9 < . We say that vo < v
is an §-face if there is a point 2 € Spec(R) such that

fZ(I) #0 < ¢; €.

By an §-bunch we mean a nonempty collection ® of projected §-faces such
that the following conditions are satisfied:

— a projected §-face 7 belongs to ® if and only if for each 7 # o € ¢ we
have () # 7° N o° # 0°,

— for each facet 9 < 7 there is a 7 € ® such that Q(v)° D 7° holds and
Q(y0 N E) generates the lattice K.

Here 7° denotes the relative interior of a cone 7. Note that the first condition
ensures irredundance in the sense that no 7 € ® is contained in some other
7/ € @, and maximality in the sense that any projected F-face that is compatible
with all elements of ® actually belongs to .

Definition 2.1. A bunched ring is a triple (R, §, ®), where

(i) R is a finitely generated factorial K-algebra, graded by a finite dimen-
sional lattice K such that Rj = K* holds,
(ii) § ={f1,..., fr}is asystem of homogeneous pairwise nonassociated prime
generators of R,
(iii) ® is an F-bunch in the projected cone (E — K, ) associated to the
system of generators §.

Example 2.2. We consider the homogeneous coordinate ring of the Grass-
mannian G(2,4), and define a grading by K := Z3 on it: let
R = K[Ty,...,Ts|/{ThTs — ToT5 + T51y).

Recall that this is a factorial K-algebra. We obtain a K-grading by prescribing
degrees w; := deg(T;) for the generators as follows:

wy = (1,0,1), wy = (1,1,1), ws == (0,1,1),
Wy = (077171), Ws ‘= (7177171), We = (71,071).
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Note that the defining relation of R is in fact homogeneous, and thus everything
is well defined. Next consider the cones

71 := cone(wy, w3, ws), Ty := cone(ws, Wy, We),

T3 := cone(wn, Wg, Wa, Ws), T4 := cone(wy,Wes, Ws, Wy),

T 1= cone(ws, Ws, W3, Wy).

It is obvious that these are projected F-faces, and they form an §-bunch ®. So,
we obtained a bunched ring (R, §, ®).

3. The variety associated to a bunched ring

To any bunched ring (R, §, ®) we will now associate a certain normal variety
X(R,3,®). This variety is constructed as a quotient of an open subset of
Spec(R) by the torus action arising from the K-grading of R. As we will see, the
construction generalizes Cox’s quotient presentation for toric varieties [Cox95].

Fix a bunched ring (R, §, ®), and let (E - K,~) denote the projected cone
associated to the system of generators § = (f1,..., fr). We work in terms of
the following collections of faces of the cone v C Eg:

— The collection rlv(®) of relevant faces consists of those F-faces vo < v
such that Q(v0)° D 7° holds for some 7 € ®.
— The covering collection cov(®) of ® is the set consisting of all minimal
cones of rlv(®).
We start with the affine variety X := Spec(R). It comes along with an
action of the torus T := Spec(K[K]), induced by the K-grading of the ring R.
Consider the following T-invariant open subset:

X = U X0 where X ., = X u for some u € 7.
Yo€rlv(®)

Here we used the notation f* := fi"* ... f¥ for w € E = Z". Note that the
open affine subsets X,, C X do not depend on the particular choices of the
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lattice vectors u € 7. For every 7o € rlv(©), we have a good quotient
X — X, /JT :=Spec(Rp).

Proposztzon 3.1. The good quotients XA,0 — X, /T glue together to a good
quotient X — X//T for the T-action on X.

Proof. First consider any two cones 7;,; € rlv(®). By the definition of rlv(®),
the intersection Q(v;)°NQ(v;)° is nonempty. Thus, we find u’ € 77 and v/ € 73
with Q(u Y = Q(u’). Let fi, fj € R denote the functions corresponding to
u’,u?, and set

Xi = X%. :Yfi’ Yij = Yz ﬁyj‘ :Yfifj7 Xl = Yl//T7 Xij = ng

Then we obtain a commutative diagram where the upper horizontal maps are
open embeddings, the downwards maps are good quotients for the respective
T-actions, and the lower horizontal arrows indicate the induced morphisms of
the affine quotient spaces:

X~ X, —=X,
l//T l//T l//T
Xi— X —X;

By the choice of f; and f], the quotient f;/f; is an invariant function on
X, and the inclusion X;; C X; is just the localization by f;/fi. Since f;/fi
is invariant, the latter holds as well for the quotient spaces; that means that
the map Xij — X is localization by f;/f;. In particular, X;; — X; are open
embeddings. o o

We may glue the maps X; — X; along X;; — Xj;; the necessary cocycle
conditions for glueing are satisfied. The result is the desired good quotient

X — X//T for the T-action. Note that the quotient space is separated, because
the multiplication maps 0(X;) ® 0(X;) — O0(X,;) are surjective. O

Let us remark that for this construction it would have been sufficent to work
with the cones of the covering collection cov(®) C rlv(®).

Definition 3.2. In the notation of the preceding proposition, the variety as-
sociated to the bunched ring (R,§, ®) is the quotient space X (R, F, ®) := X J/T.

We list first properties. We say that a variety X has the As-property if any
pair z,2’ € X admits a common affine neighbourhood in X. Moreover, an
As-variety X is called Ay-maximal if for any open embedding X C X’ into an
Ag-variety X’ such that X'\ X contains no divisors we have X’ = X.
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Note that any complete As-variety is As-maximal. In particular, every pro-
jective variety is so. For a normal variety, the As-property is equivalent to the
existence of a closed embedding into a toric variety, see [W1l0o93].

Proposition 3.3. Let (R,§,®) be a bunched ring, and let X := X(R,§, ®) be
the associated variety. Then X is a normal As-maximal variety, and we have

0*(X)=K*, ClX)=EK, ZRX)=R.

Conversely, we can show that one obtains basically all normal As-maximal
varieties with finitely generated total coordinate ring by the construction just
presented:

Theorem 3.4. Every normal As-mazimal variety with 0*(X) = K* having a
finitely generated total coordinate ring arises from a bunched ring.

4. Example: toric varieties

As mentioned, the theory of toric varieties fits into the framework of bunched
rings presented so far: the toric varieties are precisely those varieties that arise
from bunched polynomial rings. Here we make this statement a little more
precise, and we indicate how to obtain the fan of a toric variety given by a
bunched ring.

Consider a polynomial ring R = K[T7, ..., T,], and suppose that R is graded
by some lattice K such that the generators 7; are homogeneous and their
degrees generate K. Moreover, let § = (T1,...,T,). Let (E - K,~) be the
projected cone associated to §, and let § be an §-bunch. Since in the present
situation every face vy =< 7 is an §-face, we also refer to ® just as a bunch.

Remark 4.1. The construction of X = X(R,§,®) is compatible with the
action of the big torus T" := (K*)" on X = Spec(R) = K. In particular, the
subset X C X is T"-invariant and hence the quotient space X = X J/T inherits
the structure of a toric variety.

The question is how to obtain the fan of the toric variety X = X (R, §, ®).
For this, we use a proceedure similar to a linear Gale transformation, a classical
technique in the study of convex polytopes. First note that the projection
@: F — K determines an exact sequence:

0—M—FE - K —0.

Dualizing this sequence gives us a new exact sequence; here P is not the
dual map of @Q:

0— N& Fe—Le0.
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These sequences allow us to transform the collection ® of cones into a col-
lection ¥ of cones living in N: let 6 := vV C Fpy denote the dual cone, i.e.,
the cone consisting of all linear forms being nonnegative on v, and consider the
face duality

faces(y) — faces(d), Yo Y =3 N 6.

Under this map, the collection rlv(®) of relevant faces of @, is sent to a
collection g of faces of 4. Let 3 be the fan generated by Yg, and consider

%= {P(5); 7 € 5o}

Remark 4 2. The set Z is a fan in IV having X as 1ts associated toric variety.
Moreover, S describes X and the toric morphism X - X arising from the
projection P: F' — N is Cox s quotient presentation [Cox95].

It should be remarked that the fans ¥ arising from bunches ® are not arbi-
trary. In fact, they are non-degenerate in the sense that their primitive vectors
generate the lattice, and they are 2-complete in the sense that they can only
be enlarged by adding new rays, see [BHO04| for details.

5. Results

Let (R,§, ®) be a bunched ring, and let X := X (R, §, ®) be the associated
variety. The task is to read off geometrical properties of X from the combina-
torial datum ®. We present here the results of [BH].

The first observation is that the variety X comes along with a certain strat-
ification. Recall that from the construction that, for each vy € rlv(®), we have
the open affine subsets X,, = X, /7 of X = X /T. This gives rise to locally
closed subsets of X, namely

X(’}/o) = X’Yo\ U X’Yl'

Yo=vy1€Erlv(P)

By construction, X is the disjoint union of the X (7o), where vq € rlv(®). If
X is toric, then the X (v¢) are precisely the orbits of the big torus. Moreover,
the general X always admits an embedding into a toric variety such that the
stratification by relevant faces is precisely the cut down orbit stratification.

An important property of the the stratification by relevant faces is that it is
“equisingular” in the following sense:

Theorem 5.1. Consider a stratum X (yo) C X and a point z € X (o).

(i) The point x is factorial if and only if Q maps lin(yo) N E onto K.
(il) The point x is Q-factorial if and only if Q(vo) is of full dimension.
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In order to be characterize smoothness, we need an additional assumption
(which is satisfied in many important examples).

Theorem 5.2. Suppose that the subset XcX= Spec(R) is smooth, and let
x € X(y0). Then x is smooth if and only if Q maps lin(yo) N E onto K.

The next result concerns divisor classes. We can determine the Picard group
Pic(X), the semiample cone C**(X) and the ample cone C*(X).

Theorem 5.3. In the divisor class group K = CI(X), we have the following
descriptions:

Pic(X)= (] QUin(vNE), C*X)=()r. C(X)=[)
Td

Yo Ecov(P) TeD

Finally, under further assumptions on X = Spec(R), we are even able to
determine the canonical divisor, and hence can give Fano criteria:

Theorem 5.4. Suppose that X C K" is a complete intersection, defined by
K-homogeneous elements g1,...,9s. Then

> deg(g;) — Y deg(fi)

is the canonical divisor class of X in K = CI(X). In particular, X is a Fano
variety if and only if

S deg(fi) =D deg(gy) € ((7°N () QUin(y N E)).

TP Yo Ecov(P)

6. Examples and remarks

Example 6.1. Consider once more the homogeneous coordinate ring R of the
Grassmannian G(2,5), and its grading by K = Z3 discussed at the end of
Section 2. The K-degrees wi,...,ws of the generators T7,...,7Tg had been
distributed according to the following figure:
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Moreover, the §-bunch ® consists of five projected faces; the two simplicial
ones are indicated by the dashed lines. By the results of the preceding section,
the variety X = X (R, §, ®) has the following properties:
— X is a Q-factorial surface with 5 (isolated) singularities,
— the Picard group of X is of index 72 in the divisor class group of X,
— the semiample cone of X is nonsimplicial with six extremal rays, as indi-
cated below by means of the thick lines:

— the canonical divisor class of X is (0,0,—4) € K, and X is Q-Fano but
not Fano.

For surfaces, the machinery of § is mainly a tool for computations in the
spirit of the above example. The surfaces themselves are in principle determined
by their coordinate rings:

Remark 6.2. Let X, X' be surfaces with finitely generated total coordinate
rings. Then we have X = X' if and only if Z(X) =2 Z(X).

The above example stems from a more general class: consider the Grassman-
nian G(k,V) of k-planes in a vector space V, and the ideal I(k, V') generated

by the Pliicker Relations on W := A" V.

Remark 6.3. The quotient algebra R := K[W]/I(k,V) is factorial, and it is
naturally graded by K = Z". Moreover, any surjection K — K’ of lattices
defines new gradings of R, and we can look for F-bunches with respect to these
gradings. The resulting varieties are quotients of torus actions on G(k, V).

As the experience shows, concrete computations in bunched rings (R, §, ®)
involve two types of problems: Firstly, the §-faces have to be determined. This
is a purely algebraic task, and amounts to computing the radical of a certain
ideal, and then testing ideal membership. Both can be done by Computer
Algebra Systems. Secondly, one has to deal with the combinatorics of the
collection of projected §-faces. Here the existing mathematical software on
convex cones (and polytopes) is helpful.
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Abstract. We discuss some recent applications of a twisted topological trace formula to
lifts of automorphic representations.

1. Kohomologie lokalsymmetrischer Ridume

Sei G/Q eine zusammenhingende reduktive Gruppe, die wir zur Verein-
fachung als spaltend annehmen mit Borel B und spaltendem Torus 7. Fiir
hinreichend kleine kompakte offene Untergruppen Ky C G(Ay) betrachten wir
die lokal symmetrischen Rdume

XKf = XIG(f = G(Q)\G(A)/KOOZOOKf

wobei Koo C G(R) eine maximale unter den zusammenhingenden kompak-
ten Untergruppen ist und Zo, = Zg(R)° die Zusammenhangskomponente der
reellwertigen Punkte des Zentrums Zg C G ist.

January 29th, 2004.
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Einem positiven Gewicht A € X*(T') ordnen wir die endlich dimensionale
Darstellung Ey von G/Q mit hochstem Gewicht A zu. Dazu ist ein lokales
System FE\ auf X, assoziiert, und auf dem Limes erhalten wir eine Operation
der Gruppe G(Ay):

HY(G,E\) = lim H'(XZ Ey)
Ky

Das Problem ist jetzt, die alternierende Summe der Kohomologiemoduln

H*(G,E\) = Y (-1)'H'(G,E))
1€Np
als Element in der Grothendieckgruppe Ko(G(A)) der Kategorie der zulédssigen
G(As)-Moduln zu verstehen.

Aus der fundamentalen Arbeit von Franke [Fra98] folgt, dass man H*(G, E\)
durch automorphe Formen beschreiben kann. Zunéchst 1dsst sich der virtuelle
Kohomologiemodul durch die L2-Kohomologie der Levi-Gruppen M zu den
Standard-Parabolischen P = MU fiir gewisse virtuelle Koeffizientensysteme
EM € Ko(M) ® Q ausdriicken:

* G(A *
H*(G,Ey) = Y Indg Hiy (M, BYY).
M
Dabei gilt
H(*2)(G7E>\> = Zh*(wf)ﬂ—f’
Tf

wobei iiber diejenigen Darstellungen 7y von G(Ay) summiert wird, die sich zu
einer quadratintegrierbaren automorphen Darstellung mo, ® 7y ergénzen lassen.

hi(rg) = Y (=1)'dim H'(g, Koo, Too @ Ex) - mult(my ® o),
i>0, Too

wobei mult(n) die Multiplizitit von 7 im diskreten Teil des L2-Spektrums
bezeichnet.

2. Twists

Weiterhin betrachten wir einen Automorphismus 1 € Aut(G) endlicher Ord-
nung n und nehmen an, dass n die Gruppen B,T, K. und K stabilisiert.
Unter der weiteren Voraussetzung, dass 1 den Charakter A\ fixiert, kénnen
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wir Fy zu einem G x (n)-Modul machen, bei dem 7 trivial auf dem hochsten
Ge_wichtsraum operiert. Dann operiert n auch auf den Kohomologiegruppen
H'(G, E) und wir kénnen interpretieren:

H*(G,Ex) € Ko(G(Ag) x (n)).
Um diesen virtuellen Modul zu verstehen, muss man die Spuren berechnen:

tr(hgxn’, H*(G, E))), fiir Schwartzfunktionen hy € C°(G(Ay)), 0 < j < n—1.

Bemerkung 2.1. Hat die Gruppe G keine diskrete Serie (z.B. G = GL,
fir n > 3) so gilt in der ungetwisteten Situation h*(w;) = 0, das bedeutet,
Spitzenformen sind in dem virtuellen Modul H*(G, Ey) € Ko(G(Ay)) nicht
sichtbar. Dagegen ergeben sich durch unterschiedliche Vorzeichen bei der Op-
eration des duferen Automorphismus 1 auf den H'(g, Ko, Too ® E)) in ver-
schiedenen Graden ¢ nicht triviale Beitrdge, wenn man den virtuellen Modul in
der Grothendieckgruppe Ko(G(Ay) x (1)) betrachtet.

3. Die Lefschetzsche Spurformel fiir kompakte orientierte
differenzierbare Mannigfaltigkeiten X

Es bezeichne pi,p2 : X x X — X die Projektionen und D C X x X die
Diagonale. Es sei i : C — X x X eine Korrespondenz, worunter wir eine
Untermannigfaltigkeit verstehen, so dass m; = p; o¢ : C — X eine endliche
Uberlagerung ist. Sei & — X ein lokales System und ¢ : 7138 — 7{& ein
Morphismus von lokalen Systemen. Weiterhin sei

cnp = |Jo;
jeJ
die Zerlegung der Fixpunktmenge in Zusammenhangskomponenten. Wir nehmen
an, dass die ®; Untermannigfaltigkeiten sind und dass fiir die Einschrankungen
der Tangentialbiindel auf die ®; die folgende Transversalititsbedingung erfiillt
ist:
TC|¢.J. N TD|<I>]. = T(I)j.

Die Transversalitdtsbedingung impliziert zusammen mit der Kompaktheit
von X, dass J eine endliche Menge ist.
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Dann ist die globale Spur tr(m. o pomy) der Korrespondenz (C, o) definiert
als die alternierende Summe der Spuren auf den Kohomologiegruppen der fol-
genden Komposition von Abbildungen:

H*(X,&) ™ H*(C,756) £ H*(C,m1&) ™ H (X, m.1t€) s HY (X, &).
Fiir € ®; induziert ¢ Endomorphismen der Halme
Ep =~ (M5E)p 2 (M1 E)p ~ &,

deren Spur nur von der Zusammenhangskomponente ®; abhéngt und mit tr(p|®;)
bezeichnet wird. Weiterhin sei x(®;) die Euler Poincaré Charakteristik von ®;
und der Vorzeichenfaktor

e;j = sign(det(id — m.7m5|N(P;))) fir jeJ

beschreibt die Wirkung Korrespondenz auf dem Normalenbiindel N(®;). Dann
gilt die Lefschetzsche Spurformel:

tr(maopoms) = Y tr(p|®;) - x(®;) &5,
jeJ
Um die Formel auf die nicht kompakten lokal symmetrischen Raume Xk,
anzuwenden, benutzen wir den folgenden Trick: Bezeichnet A die Menge der
einfachen Wurzeln, so kann man die Borel-Serre Kompaktifizierung von Xy,
als Mannigfaltigkeit mit Ecken so konstruieren, dass die Randkomponenten
den Teilmengen von I C A entsprechen. Verklebt man 2#2 Kopien von X ;
entlang der Randkomponenten der Borel-Serre-Kompaktifizierung zusammen,
so erhdlt man eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit Sk, zusammen

mit einer Operation der Gruppe ¥ = {:I:I}A, so dass z.B. gilt:
Hi(XKJME)\) = Hi(SKJME)\)E'

Aus der analogen Aussage fiir die Kohomologie mit kompaktem Trager folgt
dann:

tr (hf on, H; (XKf7E>\)>
- 9—#A Z sign(o) - tr (hf onoa, H*(Sk,, EA))
oce{+1}4

Man kann die Lefschetzsche Spurformel fiir kompakte differenzierbare Mannig-
faltigkeiten in dieser Situation anwenden. Bezeichnet man fiir I C A mit P; D
B die zugehdrdige Standard-Parabolische und mit A; = (Naes ker )’ C T(R)
die Zusammenhangskomponente des korrespondierenden reellen Torus, dann
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sieht Sk, in einer Umgebung des mit I indizierten Stratums S II(f aus wie der
Raum:

Pr(Q)\ (Pr(R)/ K3 Zoo xa, Y1) % G(Ag)/Ky,

wobei K1 = K., N Pr(R) gesetzt wurde und A; durch die Wurzeln aus A — T
auf Y7 = {+1} x RA~ operiert. Ersetzt man darin Y7 durch {+1}' x {O}A_I,
so erhélt man gerade das Stratum qu. Die Spiegelungsgruppe ¥ = {:I:l}A
operiert in offensichtlicher Weise auf Y7.

Jetzt ist es eine miihselige Routinearbeit die Fixpunktkomponenten der
Heckekorrespondenzen zu berechnen. Diese werden durch lokal-symmetrische
Réume zu Zentralisatoren von halbeinfachen Elementen stratifiziert, deren Eu-
ler Charakteristik mittels der Gauss-Bonnet-Formel von Harder [Har71] bes-
timmt werden kann. Auf diese Weise erhélt man eine (unstabilisierte) Spur-
formel.

Die Spurformel kann in einigen interessanten Fillen so stabilisiert werden,
dass nur stabile orbitale Integrale fiir eine einzige endoskopische Gruppe auf-
tauchen.

Wir nehmen an, dass die Galois Kohomologie der Gruppe G nicht zu dem
Problem beitrédgt, die Konjugationsklassen innerhalb einer stabilen Konjuga-
tionsklasse zu beschreiben und erinnern daran, dass n die Untergruppen B = P
und Ag = T(R)° stabilisiert.

tr(ﬁ © hf7H*(G7E)\)) =

Z (—1)#A=D/n Z a(y) - tr(ny|Ex) - Ost(ny, hy).

ICA YEPr(Q)
I"m=r1 mod stabile Konj

Dabei ist a(y) = a(vs0) € Q, und es gilt a(y) = 0 sofern nicht die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt sind:

— N(y) =n""Y(y)-...-n(y) - ist zu einem Element in (K. NPr(R))-Ar(R)
konjugiert;

— XLa(N(7)) > 1 fiir alle « € A — I, wobei 71,0 : Pr — GL; ein rationaler
Charakter ist, dessen Einschrinkung auf A; ein positives Vielfaches der
Wurzel o ergibt.
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Im Fall hy = ®ph, ist dabei das stabile orbitale Integral definiert durch:

Ost(my.hy) = []OstOrp,hp)  mit
P

Ost(myp, hp) = Z

V5~V

/ O hplen(en) Ve,
G(Qp)/G"P"(Qp)

wobei fiir jedes p iiber ein Reprisentantensystem der rationalen n-Konjugati-
onsklassen innerhalb einer Q-n-Konjugationsklasse summiert wird und wobei
mit G = {g € Glg -7, =, -n(g)} der n-Zentralisator von v, bezeichnet
wird.

4. Vergleich von Spurformeln

Wir nennen eine iiber Q spaltende Gruppe G5 stabile endoskopische Gruppe
zu (G, n), wenn fiir die komplexen dualen Gruppen die folgende Relation erfiillt
ist:

Gi = (G")°

und erhalten die folgenden Serien von Beispielen:

(a) G =GL2y xGL1 n(A,0) = (J-"A7" - J ' det(A)-a)  G1 = GSpinani1
(b) G =PGLan11 nA)=J-tA7t. gt G1 = Sp,,,
(¢) G =802n+2 1N € O2n42 — SO2n42 G1 = Spa,,

wobei J die Antidiagonalmatrix mit abwechselnden Eintrdgen 1 und —1 beze-
ichnet.

Bezeichnet 77 einen spaltenden Torus von G, so gilt fiir die Charaktergrup-
pen
X(T) = X(f) = X = X1),
so dass einem A\ € X*(T)" neben dem G x (n)- Modul E) auch ein G1-Modul
E)\ 1 zugeordnet ist.

Da der Kocharaktermodul X,(71) zum Koinvariantenmodul X, (T), iso-
morph ist, erhélt man fiir jede Algebra k eine Normabbildung

N Tk =X, (T)@k — X (T), @k = X.(T\)®k =T(k).
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Man sagt, dass zwei halbeinfache Elemente v € G(k) und 1 € G1(k) matchen,

wenn die stabilen (n-) Konjugationsklassen von v bzw. v, Elemente v* € T'(k)

bzw. 7§ € Ti(k) enthalten mit ;7 = A" (y*).

Lemma 4.1. Das n-halbeinfache Element v € G(k) matche mit v1 € G1(k).
Dann gilt:

tr(noy|Ex) = tr(vi|Exi)-

Die Normabbildung .4 induziert in den Beispielserien (a) und (b) jeweils
Isomorphismen zwischen den stabilen halbeinfachen n-Konjugationsklassen in
G(Q) und den stabilen Konjugationsklassen in G1(Q).

Man nennt zwei Schwartz-Bruhat-Funktionen hy € 4.(G(Ayf)) und hy
matchend, wenn fir alle halbeinfachen matchenden v € G(Ay) und 1 €
G1(Ay) die stabilen Orbitalintegrale {ibereinstimmen:

Ost(ny,hy) = Og(y1,hya).

Eine zulédssige Darstellung = von G(Af) x (n) heifit Lift der Darstellung 71 von
G1(Ay), wenn die Spuren beider Darstellungen stabile Distributionen sind und
auferdem fiir matchende hy, hy 1 gilt:

tr(nohglm) = tr(hpi|m).
Durch einen Vergleich der Spurformeln erhélt man
tr(ﬁ o hf7 H*(G7 E)\)) = tr(hl,fa H*(Gla El,)\))

fiir matchende Schwartz-Bruhat-Funktionen hy, hq y. Um daraus nicht-triviale
Schlussfolgerungen ziehen zu konnen, miissen die folgenden Vermutungen er-
fillt sein, die man als fundamentales Lemma bezeichnet:

— Die charakteristischen Funktionen von G(Z,) und G1(Z,) matchen fir
fast alle p (Fundamentales Lemma fiir das Einselement der Heckealgebra).
— Das allgemeine fundamentale Lemma fiir die unverzweigte Heckealgebra
ist iiber den Satake-Isomorphismus dquivalent zu der folgenden Aussage:
Wird die unverzweigte Hauptseriendarstellung 7, 1 durch den Satakepa-
rameter t, € G1 beschrieben und gehort zu der Hauptseriendarstellung
mp von G(Q)) als Satakeparameter das Bild von ¢, unter der Einbettung

Gy — G, so ist mp Lift von mp, 1.
Aus dem fundamentalen Lemma und der lokalen Existenz von matchen-
den Funktionen [Hal94] folgt, dass ein Lift von Darstellungen, wenn er ex-
istiert, eindeutig bestimmt ist modulo solcher Darstellungen, die von der Form

G(As) .
IndGEA;)MmWf sind.
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Obige Charakteridentitit lasst sich so umformulieren, dass H*(G, Ey) der

Lift von H*(G1, E1,)) ist modulo Darstellungen der Form Indggiﬁxwmv in

der Grothendieck Gruppe der zuldssigen G(Ay) x (n)-Moduln.

5. Anwendungen

Wir konnen zeigen [JB02], dass fiir jedes m die fundamentalen Lemma
in den Beispielserien (a),(b),(c) zueinander dquivalent sind, sofern man die
fundamentalen Lemmata fiir alle Beispiele einer Serie mit n < m zu einer
Aussage zusammenfasst.

Da Flicker das fundamentale Lemma fiir n = 2 im Fall (a) gezeigt hat und da
der Fall n = 1 bekannt ist, erhalten wir deshalb Liftungen von GSp, ~ GSping
nach GL4 x GL; und von Sp, nach PGLs.

Unter Benutzung von Charakter-Identitédten zwischen lokalen Darstellungen,
von Eigenschaften des #-Lifts und von bekannten Eigenschaften der Kohomolo-
gie von 3-dimensionalen Siegelschen Modulrdumen erhélt man fiir jede irreduzi-
ble Darstellung ¢, die weder CAP noch endoskopisch ist und zu H*(GSpy, Ex 1)
beitrigt, dass sie mit Multiplizitit 4 in H3 vorkommt und schwach dquivalent
ist zu einer automorphen Darstellung 7 x 7% , welche ein globales Whittaker-
Modell besitzt.

Daraus kann man Multiplizitdtenaussagen fiir cuspidale automorphe Darstel-
lungen gewinnen, die zur Kohomologie beitragen: Aus der Multiplizitdt 4-
Aussage folgt zunéchst, dass

mult(mp x T ) +mult(ry x 7)) =2
gilt, wobei X die holomorphe diskrete Seriendarstellung mit

H3(917K007E)\,1 ® ﬂ-fo) # O

bezeichnet. Da diese Aussage aber auch fiir 7; anstelle 7y gilt, folgt mit Hilfe
der Eindeutigkeit des Whittakermodells:

w

mult(7p x T ) = mult(7; x 7)) = 1.

Andererseits wird die zu 7 gehorige 4-dimensionalen Galoisdarstellungen

p(rf) = Homg,a,)(ms H* (X, Ex ® Q)
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nach Resultaten von Weissauer und Laumon durch die Satakeparameter von 7y
beschrieben und ist deshalb nach Chebotarev zu der entsprechenden Darstel-
lung fiir 7y isomorph. Aus der Hodge-Tate-Theorie folgt dann, dass obige
Multiplizitdt 1-Formel auch fiir 7, anstelle 7 gilt.

References

[Fra98] J. Franke — Harmonic analysis in weighted Lo-spaces, Ann. Sci. Ecole
Norm. Sup. (4) 31 (1998), no. 2, 181-279.

[Hal94] T. C. HaLEs — The twisted endoscopy of GL(4) and GL(5): transfer of
Shalika germs, Duke Math. J. 76 (1994), no. 2, 595-632.

[Har71l] G. HARDER — A Gauss-Bonnet formula for discrete arithmetically defined
groups, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 4 (1971), 409-455.

[JBO2] U. W. J. BALLMANN, R. WEISSAUER — Remarks on the fundamental
lemma for stable twisted endoscopy of classical groups, 2002, Manuskripte
der Forschergruppe Arithmetik, Mannheim—Heidelberg, 7.






	Contents
	Abstracts
	Introduction
	R. Sharifi I.
	R. Sharifi II.
	A. Kresch I.
	A. Kresch II.
	N. A. Karpenko
	I. I. Bouw
	I. Kausz
	N.-P. Skoruppa I.
	N.-P. Skoruppa II.
	G. Hein
	S. Wewers
	U. Kühn
	U. Görtz
	M. Blickle
	H. Gangl
	M. Strauch
	M. Spitzweck
	N. Hoffmann
	J. Heinloth
	K. J. Becher I.
	K. J. Becher II.
	T. Kappeler / P. Topalov
	S. Kebekus
	M. Stoll
	L. Hille
	H.-C. Graf von Bothmer / C. Erdenberger / �K. Ludwig
	J. H. Bruinier
	J. Hausen
	U. Weselmann



