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Vorkurs

Die Mathematik zeichnet sich durch ihre Genauigkeit aus. Man muss stets
ganz genau hinsehen, ob es sich zum Beispiel gerade um eine Zahl oder eine
Funktion, um eine Konstante oder eine Variable, um eine Potenz wie a™
oder ein Vielfaches wie na handelt. Auch muss man erkennen kénnen, ob
sich ein Ausdruck &ndert, wenn darin einzelne Buchstaben durch andere
ersetzt sind. Zum Beispiel gilt:

/f(x)dxz/f(t)dt aber /f(x)dx#/f(x)dt.

In diesem Vorkurs geht es hauptséchlich um Kalkiilfertigkeiten, die in der
Schule erworben wurden. Diese werden hier getestet und aufgefrischt.

0 Ankniipfung an Schulstoff

Jeweils stufenweise werden in den néichsten Abschnitten Aufgaben gestellt,
von ganz leichten Ubungen bis hin zu schwierigen Ubungen, so dass selbst
herausgefunden werden kann, wo man steht und wo es ggf. Nachholbedarf
gibt. Damit ein Ubungseffekt erreicht wird, sind die Aufgaben ohne Ta-
schenrechner zu 16sen.

0.1 Rechnen mit Briichen

1. Die Ergebnisse sind als gekiirzter Bruch zu schreiben, also als Bruch ¢,
wobei b # 0 ist und @ und b teilerfremd sind, z. B. 2% + 2—70 = % = % )

5,3 _ 5_3_ 5,3
8 8 8 8 8 4
5,2 25 _ 3.5 _
8 3 9 4 4 4
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0.2 Gleichungen lésen 11

2. Seien b, d # 0 und b+d # 0. Welche der folgenden Regeln sind richtig und

welche falsch? Die richtigen sind zu begriinden, die falschen durch Einsetzen

) ? )
3 a c * atc atd * a a * a a
von Zahlen zu widerlegen. § +§ =3¢ und §77 =% und 355 =7+ 73

o
a * —a
und —$=7.

. ?
sowie a—i—%:%

3. Wie kann man durch Hauptnennerbildung die folgende Summe leicht

19
berechnen? 32 + 7= o
-1+(3)°+3 7
4. Man verifiziere folgende Gleichung: % =—=
(g) +3 2

Regeln fiir das Rechnen mit Briichen Fiir reelle Zahlen a, b, ¢, d mit
b+# 0 und d # 0 gelten die folgenden Regeln:

Addition und Subtraktion: § £ ¢ = “dbjébc
Multiplikation: ¢ -5 = 37 mit Kiirzungsregel: ¢ = 73

a
b
= % , falls auch ¢ # 0 ist.

c ac a ad

Division:

alofele

In Kapitel El werden wir uns mit dem Aufbau des Zahlensystems beschif-
tigen und auch das Rechnen mit Briichen noch einmal iiben. In dem Kapitel
geht es auch um das Losen einiger Gleichungen.

0.2 Gleichungen l6sen

Die folgenden Gleichungen sind nach = aufzulésen. Das Ergebnis ist jeweils
durch Einsetzen zu bestétigen.

1
r+b=0 2m+§:0 —1lz=0
—2x =1 e’ =1 224+1=0

0.3 Terme umformen

Ein Term ist ein Ausdruck, in dem Zahlen und Variablen miteinander ver-
kniipft sind, z. B. a? + 2ab + b oder (z —y)(x +y) oder a(b+c).

Es geht nun darum, wenn moglich einen Term so umzuformen, dass er zu
einer Formel wird, z. B. a?+2ab+b% = (a+0b)? oder (x—y)(x+y) = 22—y
oder a(b+c¢) = ab+ ac.

1. Man forme die folgenden Terme um: (a + b)c =

sowie (a—b)? = und a? — b =
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12

0 Ankniipfung an Schulstoff

2. Man forme die folgenden Terme so um, dass die bekannten Potenzregeln
dabei herauskommen, wie z.B. (ab)? = a?b?. Es gilt

(ab)" = (™)™
ORENCIE S

an+m —

La#0 | Vab=

0.4 Differenzieren und Integrieren

Differenzieren Man bilde die Ableitung der folgenden Funktionen.

konstant

<

8

<

5]

8

8

8

8

8

5]

8

<

g ad] pu] pud foud ad o
\_/\_/\_/\%/\_/\_/\./\_/

Il

9]

8

8
S—
Il
—_
=
]
\_/a
=
=
S
\Y
e}

HOB G

i e Y Y L L,
/-\AA/\/&?/.\A/.\A
Il

<

Mit dem Differenzieren beschéftigen wir uns in Kapitel [5] Die obigen und
andere Ableitungen werden in den Abschnitten [5.2]- [5.4] hergeleitet.

Integrieren Um das unbestimmte Integral [ f(x)dz zu berechnen, hat
man eine differenzierbare Funktion F(z) mit F'(xz) = f(x) zu finden, z. B.
Jdx = [1dx = F(z) mit F(z) =z, und es ist F'(z) = 1.

[ f(x)de = F(x)

| Probe: F'(z) £ f(=)

J ¢dz = cx, wobei ¢ konstant F'(x)=c
fxdx:“—; Fl(z)=2% =z
Jx?dx = Fl(z) =
Ja"dx = firnelN | F'(z) =

[z ldx = firx >0 | F'(z) =

[ et dx = Fl(z) =

J e dr = F'(z) =

[ sin(z) dx = F'(z) =

[ cos(z) dx = F'()

Mit dem Integrieren beschiftigen wir uns in Kapitel [§] Die obigen Integrale
sind in der Tabelle in Abschnitt 6.2 zu finden.
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0.5 Addition und Multiplikation unterscheiden 13

0.5 Addition und Multiplikation unterscheiden

In der folgenden Tabelle soll analog wie fiir das Wurzelziehen schon gesche-
hen, angegeben werden, ob die jeweilige Operation additiv ist und ob sie
multiplikativ ist. Das Zeichen o steht fiir - oder +.

Operation Ist sie additiv? Ist sie multiplikativ?
Waurzelziehen, wobei a,b > 0, | Multiplikativ: va-b = \/a - Vb

vao :\/50\/13 Nicht additiv: v9+9 #V9+V9=6
Quadrieren

(aob)? =a?ob?
Differenzieren

(fog)(x) = f(x)og'(x)
Integrieren

J(f(z) o g(x)) da

= [f(z)dzx o [ g(x)dx

0.6 Wie schreibt man Loésungen auf?

Keinesfalls darf man Umformungen einfach aneinanderreihen, ohne einen

logischen Zusammenhang zwischen den einzelnen Aussagen herzustellen.
. - =2

Man schreibt zum Beispiel: Aus 3z =2 folgt x = % statt f;x_ 2

5 -

Man kann aber unter Benutzung eines Folgepfeils ,—“ auch schreiben:

Jr =2 — x = % Diesen Pfeil werden wir spéter bei den Proben

verwenden, wenn wir die Richtigkeit eines Ergebnisses iiberpriifen.

«

Beispiele. 1) Die Gleichung (3y+5)x = 3 ist fiir z # 0 nach y aufzulosen.
Aus (3y + 5)z = 3 folgt 3y + 5 = 2 und also 3y = 2 — 5. Dies ergibt
y= % — % . Man kann auch schreiben:

8|

wlut

2) Zu losen ist die Gleichung e* = 1.
Die durch exp(z) = e® gegebene Exponentialfunktion exp hat als Um-
kehrfunktion den natirlichen Logarithmus In. Es gilt daher In(e*) = x
fiir alle reellen Zahlen .
Wende auf beiden Seiten der Gleichung e = 1 die Funktion In an. Dann
folgt In(e*) = In(1) und also z = 0, da In(e®) = z und In(1) = 0 gilt.
Die letzten beiden Zeilen kann man auch so schreiben: e* = 1 —
In(e®) =In(l) = =0, daln(e®’) =2z und In(1) = 0 gilt.

3) Die Gleichung (3y + 5)x = 3 ist fiir y # —3 nach z aufzuldsen:

By+5r=3 = z= By% . Weiter lédsst sich dies nicht vereinfachen.
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Zahlen und Abbildungen

Unter einer Menge verstehen wir jede
Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die wohlunterschiedenen Objekte heiflen
Elemente der Menge.

GEORG CANTOR (1845-1918): Beitrdge zur
Begriindung der Mengenlehre, 1895

1 Awufbau des Zahlsystems
1.1 Natiirliche Zahlen

Der Aufbau des Zahlsystems beginnt mit den natirlichen Zahlen. Das sind
die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ... mit denen man zéhlt. Die Menge dieser Zahlen
wird mit dem Symbol IN bezeichnet. Man schreibt dafiir

N:={1,2,3,4,...},

das bedeutet, das Symbol IN wird definiert als die Menge der Zahlen, die
zwischen den geschweiften Klammern aufgelistet sind.

Ist n eine natiirliche Zahl, so schreibt man n € IN. Das heifit, n ist Element
von IN. Zum Beispiel ist 10 € IN und 37 € IN, aber nicht —10, also —10 ¢ IN.
Man kann in IN addieren und multiplizieren: Sind n, m € IN, so gilt auch

n+melN und n-m e N.

Die Subtraktion ist in IN allerdings nicht immer moglich, d. h. die Gleichung
n+x = m hat nicht immer eine Losung in IN. Zum Beispiel hat die Gleichung
7+ x =5 die Losung x = —2 ¢ IN. Man vergroflert daher den Zahlbereich
um Null und die negativen Zahlen.
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1.2 Ganze Zahlen 15

1.2 Ganze Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen wird mit dem Symbol Z bezeichnet. Es ist
Z :={0,+£1,£2,+3,...}.

Man veranschaulicht sich die ganzen Zahlen als Punkte auf einer Geraden.

a<0 a=20 a>0

Il Il Il Il Il Il i Il Il Il Il Il Il
T T T T T T ‘ T T T T

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Die Zahlen links der 0 sind kleiner Null, geschrieben a < 0. Die rechts der
0 sind gréfler Null, geschrieben a > 0. Es ist 1 < 4, aber —4 < —1.
Sind a,b € Z, so gelten

a+beZ, a—b:=a+(-b)eZ und a-beZ.

Aber die Division ist in Z nicht immer moglich, die Gleichung a-x = b
mit ¢ # 0 hat also nicht immer eine Losung in Z. Beispielsweise hat die
Gleichung 5z = 2 die Lésung z = £ ¢ Z.

Man vergréflert den Zahlbereich Z durch Hinzunahme der Briiche § mit
a,b € Z und b # 0. Es ist dann § € Z.

1.3 Rationale Zahlen

Rationale Zahlen lassen sich als Bruch § mit a,b € Z und b # 0 darstellen.
Die Menge der rationalen Zahlen wird mit dem Symbol @ bezeichnet, (Q
wie Quotient). Die Schreibweise einer rationalen Zahl als Bruch ist nicht
eindeutig. Es gilt die Kiirzungsregel

a ac ) )
- = — wobei auch ¢ # 0 sein muss.

b be’

Zum Beispiel ist % = ?—3 = %. In Q kann man addieren, subtrahieren,

w

multiplizieren und durch jede Zahl # 0 dividieren.

f s 3, 5 _ 37445 _ 41 3 _5_ 37-45 _ 1 :
Beispiele. 5+ 32 = 17— s und § — 2 = =22 = 55 sowie
3.5 _35_15 i_3.71_2
17T 17— 8 und%—4 5= 20"

Die Gleichungen a +x =b und cx =d mit a,b,¢,d € Q und ¢ # 0 sind in
Q durch x =b—a bzw. z = % 16sbar.

Man veranschaulicht sich die Elemente aus Q auf der Zahlengeraden als
Punkte zwischen den ganzen Zahlen. Ist b > 0, so ist % der b-te Teil der
Einheitsstrecke zwischen 0 und 1. Ist auch a > 0, so erhélt man den Punkt
%, indem man diesen b-ten Teil a-mal von 0 nach rechts abtréigt.

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014/15



16 1 Aufbau des Zahlsystems

a>0,b>0

—a
b
Il
T

+ e
-+ <o

Il Il Il
T T T

|
[
-2 -1 0 1 2

Il

Il
T

Il Il Il
T T

T T

Man kann sich nun fragen, ob der Zahlbereich @ vielleicht schon grofl
genug ist, oder ob es noch Zahlen gibt, die nicht Element von @ sind.
Dazu betrachtet man ein Quadrat der Seitenléinge 1. Die Lénge der Dia-
gonale sei mit ¢ bezeichnet. Dann gilt nach dem Satz von PYTHAGORAS
(2 =12 412 = 2, also £ = v/2, und man kann zeigen, dass v/2 ¢ Q gilt.

1

Solche Maflzahlen sind im Allgemeinen nicht rational, aber sie sind ,reell*,
wie zum Beispiel auch der Umfang 27 eines Kreises mit Radius 1. Es ist

21 ¢ Q.
Wir miissen also den Zahlbereich @ noch wesentlich vergréfiern. Das fiihrt
zu den reellen Zahlen.

1.4 Reelle Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Wir haben dann
folgende Zahlbereiche
NcZcQcCR.

Das Zeichen ,,C“ bedeutet dabei, dass die linke Menge Teilmenge der rech-
ten Menge ist. Beispiele: 5 = % €Q,Vv2ecRund 2r € R. In R gibt es
zwei Strukturen:

1. Die Addition, bei der zu jedem Paar a,b die Summe a+b € R gehort.

2. Die Multiplikation, bei der zu jedem Paar a,b das Produkt a-b € R
gehort. Meist schreibt man ab statt a - b.

Verbunden sind diese Strukturen durch die Distributivgesetze
(a+b)c=ac+bc und a(b+c)=ab+ac.

Die beiden Strukturen sind strikt zu unterscheiden, um Fehler zu vermeiden
wie /13 in v/9 4+ V4 = 5 zu zerlegen, aber auch schwierig wie z.B. die
Addition von Briichen.
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1.4 Reelle Zahlen 17

Die Axiome in R

Gesetze der Addition Gesetze der Multiplikation
Assoziativgesetz: Assoziativgesetz:
(a+b)+c=a+(b+¢) (ab)c = a(be)
Kommutativgesetz: a +b =0+ a | Kommutativgesetz: ab = ba
Neutrales Element ist 0, Neutrales Element ist 1,

also a+0=a firallea € R also a-1=ua firallea€eR
Zu jedem a € R gibt es ein Zu jedem a # 0 in R gibt es ein
Inverses —a mit a+ (—a) =0 Inverses a=! mit a-a=! =1

Setze b —a = b+ (—a). Falls a # 0, setze 2 = ba~"!.

Anordnung von R Die Menge R der reellen Zahlen ist angeordnet, das
heifit fiir je zwei Zahlen r;s € R besteht stets genau eine der folgenden
Beziehungen:

(1) r=s,
(2) r>s (rist ,groBer® als s),
(3) r<s (rist ,kleiner* als s).

Fiir die Anordnung von r, s,t € R gelten folgende Monotoniegesetze:
r<s =— r4+t<s+t,
r<sundt>0 = rt<st,
r<sundt<0 = rt> st.

Dabei gilt zum Beispiel 3,141592653 < 7 < 3,141592654.

Das Quadrat einer reellen Zahl # 0 ist also stets > 0, denn ist r < 0, so
ist —r = (=1)r >0 und 7? = (=1)%? = (-r)? > 0.

Veranschaulichung von R

R besteht genau aus allen Punkten der Zahlengeraden.

Man kann aus jeder reellen Zahl r > 0 (r ist ,gréBer oder gleich“ 0) die
Quadratwurzel ziehen, das heifit die Gleichung 2 = r mit r > 0 ist durch
x ==+/r € R losbar.

(Fiir > 0 ist die Wurzel /7 die positive Losung der Gleichung 2% —r = 0.)
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18 1 Aufbau des Zahlsystems

Fiir welche p, ¢ € R ist die Gleichung 22 4 px 4+ ¢ = 0 in R lésbar?
2
Esist 22 +pr+ & = (v + §)2 , also gilt:

P rpr+q=0 — z*4+pr=—q

2 2
2 D p
— —_— ==
x—l—px+4 1 q
2
pf p
= =) ==& -
(x+2 4 1
<~ IJrB::I: p—z—q
2 4

Die Gleichung z? + pxr + ¢ = 0 ist also genau dann in R lésbar, wenn

p—: — g > 0 gilt. Sie hat dann die Losungen
P P’

S Y £ —

x1,2 9 4 q

Insbesondere ist die Gleichung 22 + 1 = 0 nicht in R 16sbar. Um auch aus
negativen Zahlen die Quadratwurzel ziehen zu kénnen, muss der Zahlbe-
reich also immer noch vergréfiert werden. Wir fithren nun ein neues Symbol
i ¢ R ein, dass durch i2 = —1 definiert ist und also die Gleichung #?+1 = 0
erfiillt. Dies fiihrt zu den komplexen Zahlen C.

1.5 Komplexe Zahlen

Da die Zahlengerade durch R besetzt ist, weicht man in die Ebene aus und
stellt sich die komplexen Zahlen als die Punkte der ,,GAUSSschen Zahlen-
ebene® vor

Ri
30t
3+ 2

27:, .......................... ?
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1.5 Komplexe Zahlen 19

Die Zahl ¢ auf der senkrechten Achse heifit imagindre Einheit. Sie erfiillt
die Gleichung i> = —1. Jede komplexe Zahl lisst sich eindeutig darstellen
als z = r + si mit 7, s € R. Man definiert ’C ={r+si|rsc R}‘ als die
Menge der komplexen Zahlen.

Im Gegensatz zu R ist C nicht angeordnet. Wie erklért sich, dass der Begriff
,positve reelle Zahl* fiir eine reelle Zahl @ > 0 nicht mehr sinnvoll fiir

eine nichtreelle komplexe Zahl ist? Insbesondere ist das Wurzelziehen in C
problematisch. Fiir 7 € R setzt man /7 = iv/—r, z.B. /=5 =iV5.

Rechenregeln in C Fiir a,b,c,d € R gelten:
(a+bi)x(c+di)=(a+c)£(b+d)i
(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei + bd i°
= (ac — bd) + (ad + bc)i da i* = —1.

Die obigen Axiome in R sind auch noch in C giiltig. Insbesondere kann man
jede Zahl # 0 dividieren. Wie stellt man also einen Bruch

a+bi

c+di

mit a,b,c,d € R, wobei ¢ und d nicht beide 0 sind, in der Form r + s¢ mit
r,s € R dar? Dazu benutzt man die ,,dritte binomische Formel“

(z+y)(z—y) =2 -y
und erweitert Zahler und Nenner mit ¢ — di7. Der Nenner wird dann reell.

Beispiele. 1) Was ist ﬁ ? Es ist

2 2. ; 24
_ (.3+z). _ 6+ da i — 1
3—i (B3-9@B+9) 9+1
6 2.
=—4+ —i
10 10
3+1z' r+si  mitr 3 nd s !
=—+-i= 1 itr=—u =_.
5 5 ) )
‘ot 5T ;
2) Was ist 3+\/%i? Es ist

5471 (54 7i)(3—V2i)
34+v2i 3+ v20)(3—V2i)
(15 + 7v2) + (21 — 5v/2)i
9 — 22
C154+T7V2 | 21-5V2
R TR TR
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20 1 Aufbau des Zahlsystems

Veranschaulichung von Addition und Multiplikation in C

R4
3i 1 )
zZ+z
/ 21
VAR A
2
1
-5 -4 -3 -2 1 1 2 3 4 5 R

—it

Komplexe Konjugation Zu jeder Zahl z = ¢ 4 di mit ¢,d € R gehort
die kongugiert komplexe Zahl z := c¢— di. Damit wurde in obigen Beispielen
Zahler und Nenner erweitert. Die Zahl z geht durch Spiegelung an der
reellen Achse aus z hervor, zum Beispiel

Ri,
1 V19 e:--
—at o it
2 1 1 2 R
N
1 VI i -2
2 2 ®--

Bemerkung. Die Gleichung 22 + pz 4+ ¢ = 0 mit p,q € R ist in C stets
16sbar. Zum Beispiel hat die Gleichung 22 + 2 + 1 = 0 in C die Losungen

gp=—-t4+/t-1=-14,/-3-_143;

Nach dem ,Fundamentalsatz der Algebra® ist sogar jede Gleichung der
Form 2" +ap_12" '+ 4+ a1z 4+a9 =0 mit ag, ..., an_1 € Cin C losbar.
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1.6 Der n-dimensionale Raum 21

Das deutet darauf hin, dass die Konstruktion des Zahlsystems mit der Men-
ge der komplexen Zahlen C einen befriedigenden Abschluss gefunden hat.
Wir haben also die Zahlbereiche NCZ Cc QCc R C C.

1.6 Der n-dimensionale Raum

RENE DESCARTES (1596-1650)

Durch Descartes wurde die Benutzung
rechtwinkliger Koordinaten zu einer allgemein
anerkannten mathematischen Methode. Nach
ihm ist das cartesische Koordinatensystem
benannt.

Dimension 1 Der 1-dimensionale Raum R' besteht genau aus den Punk-
ten der Zahlengeraden.

Das sind die reellen Zahlen, vergleiche Abschnitt [T-4]

Dimension 2 Der 2-dimensionale Raum R? besteht genau aus allen ge-
ordneten Paaren (a,b) mit a € R und b € R.

R,
40
(2,3)

S I T

|

| (3,2)
24 4---1%

I I

| |
It 1 1

| |

l l

+ | | +—

0 1 2 3 4 R
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22 1 Aufbau des Zahlsystems

Das ist die Gaufische Zahlenebene, wenn man a + bi statt (a,b) schreibt,
vergleiche Abschnitt Die Zahl i entspricht dem Punkt (0,1).

Addition und Multiplikation in C iibertragen sich auf R? durch:
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) und (a,bd) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Dimension 3 Der 3-dimensionale Raum R? besteht genau aus allen ge-
ordneten Tripeln (a,b,c) mit a,b,c € R, also R* = {(a,b,¢) | a,b,c € R}.

\\
|
|
|
|
I
[}
L
N
N
N
@ A

Dimension n  Die Konstruktion kann man auf n Koordinaten mit n € IN
verallgemeinern. Man definiert

R" :={(a1,...,an) | a1,...,an, € R}

als den n-dimensionalen Raum und versieht R™ mit komponentenweiser
Addition

(al,...,an)+(b1,...,bn):(a1+b1,...,an+bn).

Die Elemente des n-dimensionalen Raums sind sogenannte geordnete n-
Tupel (ay,...,ay) mit ay,...,a, € R. Man nennt sie auch Punkte des R™.

Aber in Dimension n > 3 gibt es keine Multiplikation mehr, fiir die die
obigen Axiome alle giiltig sind. Zum Beispiel gibt es in Dimension 4 die
sog. Quaternionen, die mit einer nicht-kommutativen Multiplikation ver-
sehen sind. Dann gibt es noch in Dimension 8 die sog. Oktonionen, deren
Multiplikation weder kommunikativ noch assoziativ ist.

Es ist i> = —1. Wo liegt der Fehler in der folgenden Gleichungskette ?
1=V1i< VD) ()2 W=1) - (V=1)LiiLi®=-1.
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1.7 Aufgaben 1-16 23

1.7 Aufgaben 1-16
Blatt 1 mit vier Aufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1. (a) Berechnen Sie die Summe & + 2 und das Produkt

% . % . Die Ergebnisse sind jeweils als gekiirzter Bruch zu schreiben.

(b) Stellen Sie die Ausdriicke - und —=; als Briiche mit nur einem

=8 3
Bruchstrich dar. ’

Aufgabe 2. Setzen Sie je nachdem, was zutrifft, das Zeichen < oder das
Zeichen > ein:

(a) 0,37 0,39
(b) 1,05 1,005
(c)
(d -7 -6

Wl
(S

Aufgabe 3. Losen Sie die folgenden Gleichungen nach y auf:
(a) By+2)x=0 und (@By+2)x=2 firx#0

(b) hr=22+2 md ly=2+1
Aufgabe 4. (Anwendung)
Einer der Umweltfaktoren in der Tier- und Pflanzendkologie ist der Faktor
Druck. Vor allem in der Tiefe veréindert er sich stark. Dies bemerken wir,
wenn wir tauchen. In der Luft gibt es kaum Luftdruckunterschiede, und auf
Meereshohe betriagt der mittlere Druck etwa 100kPa. Im Meer hingegen
steigt der hydrostatische Druck um 100 kPa pro 10 m.

e Der Marianengraben ist etwa 11 km tief. Welcher Druck in atm (Phy-
sikalischer Druck, 100 kPa ~ 1 atm) herrscht in dieser Tiefe?

Blatt 2 mit vier Aufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 5. Zeichnen Sie die folgenden komplexen Zahlen zq, 29, 23, z4 als
Punkte der GAuUssschen Zahlenebene:

=142, 20=—-2—"1i, z3=-2, z=1+i+i>+.
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24 1 Aufbau des Zahlsystems

Aufgabe 6. Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form 7+ si
mit r, s € R dar:
2+ 3i i—1 ( 1. V3 ,)2 1
451’ i+1’ ’

5 2! i
Aufgabe 7. (a) Bestimmen Sie die beiden Losungen x; und x5 der Glei-
chung 22 — 22+ 6 =0.

(b) Uberpriifen Sie, ob die Summen 27 —2x1 +6 und 3 —225+6 jeweils
0 ergeben.

Aufgabe 8. (Anwendung)

Ein Umweltfaktor, der auf Individuen einwirkt, ist der Salzgehalt des Le-
bensraumes (Salinitét). Die Salinitét von SiiBwasser liegt unter 0,5 %o und
setzt sich hauptséchlich aus den Ionen Ca?" und HCOj3 zusammen, aber
auch Na™ und CI~ sind vertreten.

Salzwasser hingegen besteht zu 35 %o bis 40 %o aus Salz. In diesem Fall sind
die Tonen Na™ und Cl~ dominierend. Das sogenannte Brackwasser liegt
mit seiner Salinitdt genau zwischen denen des Siifl- und Salzwassers, d. h.
zwischen 0,6 %o bis 34 %o.

(a) Wie viel Salz ist in einer Wassermenge von 1.370.000.000 km? in den
jeweiligen Wasserarten enthalten?

(b) Auf 1kg Meerwasser kommen etwa 20 g C1~ und 15g Na™. Berechnen
Sie den Masseanteil beider Salze in Prozent.

(c) Bei einer Krabbe betrégt das Verhéltnis des Masseanteils im Korper
zum Masseanteil im Meerwasser fiir C1” etwa 115% und fiir Na¥ etwa
90%. Das Meerestier wiegt etwa 300 g und wir nehmen an, dass es nur
aus Wasser und den Ionen Cl~ und Na™ besteht. Wie viel Gramm
Natrium und Chlorid sind in dem Tier gelost?

(d) Berechnen Sie das Verhiltnis vom Gesamtsalzgehalt im Tier zum Ge-
samtsalzgehalt im Meerwasser.

Zwei weitere Aufgaben zu Dreisatz und Bruchrechnung von A. Pack:

Aufgabe 9. Ein Gestein enthélt 1,3 ppmw (ppmw= 1/10°) Zr (Zirkon,
Mz, = 91,22 gmol~!). 600 mg des Gesteins muss fiir einen Schmelzauf-
schluss mit 3,6 g Flussmittel versetzt werden. Das Analysegerdt hat eine
Nachweisgrenze von 8 x 1076 Gew.% ZrOy (Mo = 16 gmol~!). Kann man
mit diesem Gerét die Zr-Konzentration zuverlissig bestimmen?
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Aufgabe 10. Bei Sauerstoffisotopenanalysen (99,8% °0; 0,2% 180) gibt
man das Isotopenverhéltnis *0 /160 typischerweise als §'*O-Wert in %o an.
Es gilt:

5180Probc = ((ISO/IGO)Probc / (ISO/IGO)Rofcrcnz - ]-) X 103

Nun hat man zwei Proben (A, B) analysiert, welche mit der gleichen Refe-
renz verglichen werden. Es gilt

QA B = (180/160)Pr0bcA/(lso/lﬁo)Proch'

Driicken Sie a4 p als Funktion von 580probe Und 58 Oprobe 4 auUS.

Aufgaben aus dem Kurs 2004/05

Aufgabe 11. Seien a # 0 und b # 0 ganze Zahlen. Stellen Sie die beiden

rationalen Zahlen
1 L 1 d 5 L 2
-+ = 1 —
e p " 3T

jeweils als (gekiirzten) Bruch mit nur einem Bruchstrich in Q dar.

Aufgabe 12. Welche der folgenden Ungleichungen sind richtig und welche
falsch? Die falschen sind zu korrigieren.

? ?
a) 3<0,75 b) —5<3

c) \/§§1,42 d) 551
Aufgabe 13. Bestimmen Sie die Losungen der Gleichung
2 =20 +5=0
und iiberpriifen Sie das Ergebnis durch Einsetzen der gefundenen Werte in
die Gleichung.
Aufgabe 14. Bestimmen Sie die Losungen der Gleichung
42% — b = —1
und iiberpriifen Sie das Ergebnis durch Einsetzen der gefundenen Werte in
die Gleichung.

Aufgabe 15. Zeichnen Sie die folgenden komplexen Zahlen zi, zs, 23, 24
als Punkte der GAUSSschen Zahlenebene:
3 3 Ti
=130, z=-2-"i0, 3= 4”[27
4 4
Aufgabe 16. Erliutern Sie, warum die Gleichung 22 = r fiir » < 0 nicht
in R l6sbar ist.

g =i+ it 4435
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2 Abbildungen (ergéinzend)

Seien X und Y nicht-leere Mengen. Eine Abbildung von X nach Y ist ei-
ne Vorschrift f, die jedem Element x € X genau ein Element f(z) € YV
zuordnet. Man schreibt dafiir

1 X=Y, z- f(x)

und nennt X den Definitionsbereich sowie f(X) := {f(z) |z € X} C Y die
Bildmenge oder Wertemenge von f.

Beispiele. 1) Die Zuordnung 2) Dagegen ist

Y — .y X—Y

Y1
Z1 \ " Yo
T2 /

T2 —"1Y3
Ys

keine Abbildung, da dem Element
ist eine Abbildung. 1 zwei Werte zugeordnet werden.

3) Zu einer Vorlesung gebe es 5 Ubungsgruppen. Dann erhilt man eine
Abbildung f: X — Y, z — f(x), indem man jedem Hérer und jeder
Hérerin der Vorlesung eine dieser Ubungsgruppen zuteilt. Dabei ist X
die Horermenge und Y die Menge der 5 Ubungsgruppen.

Eine Abbildung f: X — Y heif3t injektiv, falls es zu jedem y € Y hochstens
ein x € X mit f(z) = y gibt, surjektiv, wenn es zu jedem y € Y mindestens
ein z € X mit f(x) = y gibt und bijektiv, wenn es zu jedem y € Y genau
ein z € X mit f(x) =y gibt.

Beispiele. 1) Die Abbildung 2) Die Abbildung
X Y X——Y

Y1 Y1
o \ Y2 . / Y2
T2 /

Ys Ty —— Y3

ist weder injektiv, noch surjek- ist injektiv, aber nicht surjek-
tiv. tiv.
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3) Die Abbildung 4) Die Abbildung

X ——Y Y — .y

z1

\ Y1 T >< Y1
T2 \ To Y
T3 ——— Y2

T3——— Y3

ist surjektiv (d.h. f(X)=Y),
aber nicht injektiv. ist bijektiv. Es gilt:

’f bijektiv‘ — ’f injektiv und surjektiv |.

Wir ordnen nun jeder reellen Zahl ihr Quadrat zu, also zum Beispiel
24,39, 4— 16, —4 +— 16, .... Dafiir schreiben wir

(%) f:R = Rso, > 2?

und untersuchen, ob die Abbildung f injektiv und ob sie surjektiv ist. (Mit
der Schreibweise in (%) wird gleichzeitig ausgesagt, dass das Quadrat einer
reellen Zahl stets > 0 ist.)

Die Abbildung (x) ist surjektiv, da man aus jeder reellen Zahl y > 0 die
Quadratwurzel ziehen kann.

Die Abbildung (x) ist nicht injektiv, da es z. B. zu y = 4 zwei verschiedene
Elemente x € R mit 2% = y gibt, nimlich z = 42.

Aber fiir x € R3¢ ist Quadrieren injektiv und wird durch die rechte Hilfte
der Parabel dargestellt.
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2.1 Umkehrabbildung

Eine Abbildung f: X — Y heifit umkehrbar, wenn es eine Abbildung
u:Y — X gibt, fiir die die Beziechungen

u(f(z))=a firallexze X und flu(y)) =y firalleyeY

erfiillt sind. Man nennt u die Umkehrabbildung von f. Es gilt:

f umkehrbar | <= .

Beispiel 1. Die Abbildung f: R — R, 2 + 23 ist umkehrbar mit
Umkehrabbildung u: R — R, y + %. Man schreibt dann auch x statt y.

v,
40

fla) =2~
31
2+ 7

"4 3 22 S 1 2 3 4w
. /;10
//// 27
/// 730
o 44

Beispiel 2. Bestimme die Umkehrabbildung von f: R — R, = — 22 + 1.
Man findet die Umkehrabbildung w, indem man die Gleichung f(z) = y
nach z auflést. Es ist f(z) =2z + 1, und aus 2z + 1 = y folgt = Jy — 3 .
Das ergibt bereits die gesuchte Umkehrfunktion

11
RoR, Yy —y—=.
u Y Sy

Probe: u(f(z)) = u(2z +1) = $(2z + 1) — 3 = = fiir alle z € R und
fu) =fGy-YH =23y -3 +1=yfiralley e R
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2.2 Kompositum von Abbildungen 29

2.2 Kompositum von Abbildungen

Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen. Dann ist das Kompositum
go f: X — Z definiert durch die Bedingung

(go f)(z) :=g(f(x)) firallex e X.

Beispiel 1. Gegeben seien die beiden Abbildungen f: R — R, = — z2,
und g: R — R, y +— y + 1. Dann gilt (go f)(z) = g(f(x)) = g(z?) = 22 + 1
fir allex € Rund (fog)(y) = f(9(y)) = f(y+1) = (y+1)? fiir alle y € R.
Wir erhalten die Komposita

gof:R—=R, z—z>+1, und fog:R—=R, yr— (y+1)%
Es kann also vorkommen, dass g o f # f o g gilt.

Beispiel 2. Es ist sin(2z) = (f o g)(z) mit g(x) = 2z und f(y) = sin(y).
Die Ableitung wird in diesem Fall nach der Kettenregel der Differenziation
gebildet: (f o g)'(x) = f'(g9(x)) - ¢'(x) = cos(2zx) - 2.

2.3 Aufgaben 17-20

Aufgabe 17. Bei welchen der folgenden Zuordnungen f1, fa, f3, f4 handelt
es sich um Abbildungen und bei welchen nicht?

a) f1:4{2,-2,3,-3} — {4,9}, 24, 24, 39, -39,
b) f2:{4,9} —{2,-2,3,-3}, 4—2, 4~ -2 93, 9— -3,
c) f3:Z—N, me—m?+1,

d) f1:Z— N, mmd.

Aufgabe 18. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitét
und Surjektivitit:

a) f:Rso— R, x> 42?42,

b) f:Rso— R, z—2?—uz.

Aufgabe 19. Bestimmen Sie die Umkehrabbildung von

a) [:R— R, x+— 3z—2

b) f: Rz — Ry, x— ZHL wobei Ry :={z e R |z #1}.

z—1"
Aufgabe 20. Seien f: R — R mit f(z) = 2? und g: Rz — R mit
g(x) = %_H zwei Abbildungen, wobei Rx_1 = {z € R |« # —1}. Bestim-
men Sie die Komposita f og und go f und geben Sie jeweils Definitionsbe-

reich und Wertemenge an.
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Analysis

Auf der Genauigkeit, mit welcher wir die Erschei-
nungen ins Unendlichkleine verfolgen, beruht wesent-
lich die Erkenntnis ihres Causalzusammenhangs.

Zum Beispiel gilt

Die Briiche werden kleiner und kommen immer dich-
ter an 0 heran. Dies werden wir nun prézisieren.

B. RIEMANN, 1826-1866

3 Folgen und Grenzwerte

Betrachte die Zahlenfolge (1

%)nelN :

Mit Ausnahme von endlich vielen Folgengliedern % liegen alle in einer so-
genannten e-Umgebung von 0, egal wie klein € € R+ gewéhlt wird. Das
heifit: Bis auf endlich viele Folgenglieder gilt: —e < % <e.

11 11
,1,5,6,§,...).FiirdieseFolge

W =

1
727

schreibt man auch (

‘ | |

‘ T T
1 1

0 20 10

I
o= 4

U=
=
ol -
O
N[
y

»-Umgebung von 0

In unserem Bild liegen aufler dem Folgenglied % alle Folgenglieder innerhalb
der gewéhlten e-Umgebung von 0.
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3.1 Konvergenz und Divergenz 31

Der Grenzwert (auch Limes genannt) der Folge (%) ist 0, und man

schreibt

nelN

lim — =0.
n—oo N

Das Zeichen ,,00“ steht dabei fiir ,,unendlich”. Man spricht dann davon,

dass die Folge (%)n e 8egen 0 konvergiert. Dies verallgemeinern wir nun.

3.1 Konvergenz und Divergenz

Wir ordnen jeder Zahl n € IN genau eine reelle Zahl a,, zu und erhalten
dadurch eine reelle Folge. Diese wird geschrieben als

(a'n)nG]N oder (a17 0,2,043,044,67/5,@6,(1770,8,...).

Eine Folge heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. Genauer
definiert man: Eine Folge (a,,)nen konvergiert gegen eine Zahl a € R, wenn
in jeder e-Umgebung von a alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen.
Man schreibt dann:

lim a, =a.
n—oo

Dabei ist eine e-Umgebung von « fiir jedes € € R~ gegeben als offenes
Intervall
la—e,at+e[={reR|a—e<z<a+e},

das sind alle z € R, deren Abstand von a kleiner als ¢ ist.

W | e ( N
J o O .

a—¢e a+e
L— ¢ Umgebung von g ————

Etwas anders gesagt: Eine Folge (a,)nen konvergiert genau dann gegen a,
wenn es zu jedem e > 0 eine Zahl N(e) € IN so gibt, dassa—¢ < a,, < a+e¢
fiir alle n > N(e) gilt.

Konvergiert (a,)nen gegen a € R, so heiit a Grenzwert der Folge (an)nen.
Der Grenzwert ist dadurch eindeutig bestimmt. Besitzt eine Folge keinen
Grenzwert, so sagt man ,,die Folge divergiert* oder ,,die Folge ist divergent*.

Beispiele. 1) Die Folge ((—=1)")nen = (-1, 1, =1, 1,...) divergiert.

2) Fiir jedes ¢ € R konvergiert die konstante Folge (¢, ¢, ¢,...). Sie hat
den Grenzwert lim ¢ = ¢, (denn es liegen in jeder e-Umgebung von ¢
n—oo

alle Folgenglieder).
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32 3 Folgen und Grenzwerte

Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Seien (an)new und (by, )new konvergente Folgen. Dann sind auch die Folgen
(an +bp)nen 5 (an - bp)nen und (¢ ap)nen mit ¢ € R konvergent, und es
gilt:

lim (an, + b,) = lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—oo

lim (ay - b,) = lim a, - lim b,
n—oo n— oo n— 00

lim ¢-a, =c lim a, .
n—oo n—oo

2 1
Beispiel. lim (1—1—) =lml+4+2lim -—=142-0=1.
n—oo

n n—oo n—oo N

Ferner gilt: Sind alle b, und lim b, ungleich 0, so ist auch die Folge
n—oo

a a lim a,
(i)nem konvergent, und es gilt nl;ngo(i> = ”1;;0 b
n—oo

Fazit. Sofern existent, verhalten sich Grenzwerte additiv und multiplikativ.

Nullfolgen

Jede Folge (an)nen mit lim a,, = 0 heift Nullfolge. Wir kennen schon die
n—oo

Nullfolge (%)nGJN .

Schachtelungssatz fiir Nullfolgen. Sei (a,)nenw eine Nullfolge, und sei
(bn)nen eine Folge mit
0<b, <a, firallen e N.

Dann ist auch (by)nen eine Nullfolge.
L
n2+1

1
<m> N eine Nullfolge.
ne

1
Beispiel. Es ist 0 < < — fiir alle n € IN. Also ist die Folge
n

Kann man den Schachtelungssatz mit a, = % anwenden, um zu zeigen,

dass die Folge (b,)nen mit b, = ﬁ eine Nullfolge ist? Die Antwort ist

,nein®, da ﬁ > % fiir n > 1 gilt.
Dass die Folge (ﬁ)new eine Nullfolge ist, zeigt man so:

Man wihlt zu jedem vorgegebenen € € R~ ein N € IN mit ﬁ < e.Dann
liegen in jeder e-Umgebung von 0 alle bis auf hochstens N Folgenglieder,
denn fiir alle n > N gilt ﬁ < ﬁ <e€.
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3.1 Konvergenz und Divergenz 33

Beispiele fiir das Rechnen mit konvergenten Folgen
1 23 456
1) Besitzt die Folge (2, UG ) = <”il>nem einen Grenz-
wert? Ja, denn es gilt

n 1-n 1
n+l (I+2)n 142

und also lim = lim = n—oo = -
nsoom+1 nocol4+ L lim 14 lim &+ 140
n n—00 n—oo "

2) Untersuche die Folge (322%‘3") auf Konvergenz. Wegen
nelN

3n2+5n  (3+2)-n? 3+3

— — n
e (e § R
folgt
I 3n? +5n nh_fgo (3+2)
neo n2—2  lim (1— %)

n— oo

: 1
1-2lim 5 1-2.0

n—oo

3.

Konvergenzkriterien

Jede konvergente Folge (an)nen ist beschrinkt (das heiit, es gibt eine
Schranke M € Rx¢ mit —M < a, < M fiir alle n € IN).

Umgekehrt ist aber nicht jede beschriankte Folge konvergent. Zum Beispiel
ist die Folge ((71)”)1161N = (-1,1,-1,1,-1,1,...) durch M = 1 be-
schrankt und divergent. Es gilt aber:

o Ist eine beschrinkte Folge (a,)new monoton wachsend (das heift, fiir
alle n € IN gilt a1 > a,,), dann ist sie konvergent.

e Ist eine beschrinkte Folge (ay,)new monoton fallend (das heift, fiir
alle n € N gilt a,41 < a,), dann ist sie konvergent.

Beispiele. 1) Die Folge ((%)n) N ist durch M = % beschrinkt und
ne

monoton fallend. Da (%)n < % fiir alle n € IN gilt, ist die Folge nach
dem Schachtelungssatz eine Nullfolge.
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34 3 Folgen und Grenzwerte

2) Allgemeiner ist die Folge (¢")nen fiir —1 < g < 1 eine Nullfolge.

3) Die Folge (2")nen ist unbeschrankt und also divergent, (denn wire sie
konvergent, so wire sie beschréinkt).

4) Ist allgemeiner ¢ > 1 oder ¢ < —1, so ist die Folge (cq™)nen fiir beliebiges
¢ € Ro unbeschrénkt und also divergent.

5) Zinseszinsberechnung
Sei Ky > 0 das Anfangskapital, und sei p der Zinssatz in Prozent. Fiir
das Kapital K,, nach n Jahren gilt dann

p
Kn - Kn Kn Kn (1 7) 3
+ * 100 * 100

D P P D \2
lso Ky = K (1 —):K(1 —)(1 —):K(1 —)

also fz = M {1+ 740 o " 100/ U 100 o (" 100

———
K1
So fortfahrend erhilt man K, = Kj (1 + ﬁ) .

Ist Ko = 1000 und p = 4%, so folgt K, = 1000-(1,04)™ fiir alle n € IN,
sowie fiir n = 0. Die Folge (K, )nen besitzt keinen Grenzwert, denn sie
ist nach oben unbeschrankt.

Bestimmte Divergenz gegen +oo

Eine reelle Folge (an,)nen heiit bestimmt divergent gegen +oo (bzw. —o0),

wenn es zu jedem ¢ € R ein N(c) € N so gibt, dass a, > ¢ (bzw. a,, < ¢) fiir

alle n > N(c) gilt. Man schreibt dann lim a, = co (bzw. lim a, = —0c0).
n— oo n— oo

Beispiele. 1) Fiir die Folge (K,,)nen aus 5) oben gilt lim K, =oco.

n—0o0

2) Esist lim n =00 und lim y/n = oco.
n—oo n—oo

3) Die Folge ((—1)™),en divergiert, sie ist jedoch nicht bestimmt divergent.

1
Wie im Abschnitt {iber Nullfolgen hergeleitet, ist lim — = 0.

Da L __Vn _Vn vn

gilt, ist also auch | lim — = 0.

Vi Vnynom noe n

Was ist falsch an folgender Uberlegung? Da hm vn=oound lim n= o0

n—oo

RAT—Y

n

; ; A, v
gilt, folgt lim Y7 — 2=

n— oo

= £ =1, im Widerspruch zu lim
© n—00
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3.2 Geometrische Reihe 35

(Die Rechenregeln gelten nur fiir konvergente Folgen, und mit Symbolen
wie oo kann man nicht rechnen wie mit Zahlen.)

3.2 Geometrische Reihe

Fiir n € Ng und ¢ € R, ist die geometrische Reihe definiert als Summe
$p:=14+q+¢*+---+¢". Wie kann man diese berechnen? Es ist 5o = 1.

Trick: Berechne sukzessive
I+ —-q)=1-g+q-¢=1-¢
Q+g+)1-q)=1-qg+q-+¢ - =1-¢

I+q+@F+-+¢)1—q) =1—q¢".

1 _ qn+1

Hieraus folgt |s, :=1+q¢+ ¢+ - +q¢" = . firn>0.
—q

Beispiel. Ratenzahlungen Sei K, das Kapital nach n Jahren, und sei
p der Zinssatz in Prozent. Sei R > 0 die feste Rate, die am Anfang eines
Jahres auf ein Konto eingezahlt wird. Setzt man ¢ := 1+ 155 (vgl. auch
Beispiel 5) oben zur Zinseszinsrechnung), so erhélt man

Kl - RQ7
Ks = Rq+ qu,
K3 = Rq+ Rq*> + R¢®,

Kn=Rq+Rq*+---+ Rq".
Der Kontostand am Anfang des (n + 1)-ten Jahres lautet damit:
R+ K,=R+Rq+R¢*+- -+ Rq"
=R(1+q+q" +-+q")
1— qn+1
- R T
Summenschreibweise

Fiir eine Summe a; + - - - + a,, schreiben wir als Abkiirzung auch

n n
g ar  oder E aj.
k=1 j=1
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36 3 Folgen und Grenzwerte

Beispiele. 1) s, :==1+q¢+¢*+---+q¢" = Y ¢*.
2) Y0 k2 =4+9+16+25,

3) Y20 2%k =24446+---+60.

4) 14345+ +2n—1=37_,(2k—1).

)

5) Im Alter von neun Jahren verbliffte JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS

seinen Lehrer, als er die Zahlen von 1 bis 100 aufsummierte, indem er
50 mal den Summand 101 zusammenfasste.
. Analog gilt fiir die Summe der ersten 10 Zahlen:

10
> k=1+2+43+4+45+6+7+8+9+10
k=1
=1+10)+2+9)+B+8)+A+T7)+(5+6)
e—— o e N Y=
11 11 11 11 11
=5-11=55

GAuss, 1777-1855

3.3 Unendliche Reihen

Unendliche Reihen sind Beispiele fiir Folgen. Man geht von einer reellen
Folge (an)nen aus und nennt die Folge (s, )nen der ,Partialsummen“

n
Spi=ai1+ax+---+a, = E ag
k=1

o0
eine unendliche Reihe. Man verwendet die Bezeichnung > a, sowohl fiir
n=1

die Folge (s, )nen, als auch fiir den Grenzwert lim s, falls er existiert.
n— o0

Unendliche geometrische Reihe

nt1
In hatten wir s, = 171‘1_q fiir die geometrische Reihe ausgerechnet.
Nach obigen Konvergenzkriterien gilt:

(1) Ist —1 1, so ist li g d=emt _ Amedt
st —1 <g< so 1st lim s, = lim = oo = —
q ’ n—oo n—osoo 174 1—gq 1—q

(2) Ist ¢ > 1 oder ¢ < —1, so divergiert die Folge (sp,)nen-

Konvergiert die Folge (s,)nen, S0 nennt man sie unendliche geometrische
o0

Reihe. Man schreibt Z ¢"oder 1+q+¢%>+....

n=0
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Beispiele. 1) Fiir g = 3 ist 14¢+¢°+--- = {1, = 721 = 2. Hieraus folgt:
2
LB+ )P+ (D) +---=2-1=1, und das ist der Fliicheninhalt

eines Quadrates mit der Seitenlédnge 1:

Gegeben sei ein Quadrat mit der
Seitenlénge 1, also auch mit dem
Flécheninhalt 1.

% 1 s Halbiere die Fléche, halbiere die
zweite Héilfte und halbiere dann
stets das zuletzt entstandene
Rechteck. Aufsummieren ergibt

2 3 4
G @ @) e
(3)' 3 36
2) Firg=—3ist l4+q+¢>+-- =1 = 1+1g =2
3) Konvergiert die Reihe ngl m? Berechne die Partialsummen:
1 1
S1 = =
T4y 2
1 n 1 1 n 1 3+1 2
So = — = — _= — = —
T272.241) 276 6 3
2 n 1 2 n 1 8+1 3
Saq = — = — _—= — = -,
PT373.3+1) 3 12 12 4
3 . 1 3 1 15+1 4
S —_ = — _—=s— = -
YT x4 200 20 5
_on
Sp = ntl

Es folgt lim s, = 1 nach Beispiel 1) fiir das Rechnen mit konvergenten
n—oo

o0
Folgen in Abschnitt und also Y m =1.
n=1

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einem Anwendungsbeispiel fiir Folgen, in
dem es um das Fibonacci-Problem mit einer Kaninchenpopulation geht.
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3 Folgen und Grenzwerte

3.4 Fibonacci-Folge

Modell. Kaninchen werden im Alter von einem Monat erwachsen und
sind unsterblich. Jedes Kaninchenpaar hat zwei Monate nach der Geburt,
sowie nach jedem weiteren Monat jeweils ein junges Kaninchenpaar als

Nachwuchs.

Problem. Wie grof} ist nach n Monaten die Anzahl a,, der erwachsenen
Paare, wenn zur Zeit ¢t = 0 kein Kaninchen in der Gegend ist und nach
einem Monat ein Paar einwandert, das 1 Monat alt ist?

Monat

erwachsene Paare a,

junge Paare

0

~N O W=

WM = =20

0

WM = = O

an+2 = an+1+an

2 £ £

l
1
2

1
I
3

e

%

o BB
m (DD
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3.4 Fibonacci-Folge 39

Die Fibonacci-Folge (an)nen ist durch a; = 1,
az = 1 und rekursiv durch

Ap+2 = Ap41 +ap

definiert. Es ist also a3 = as +a1 =14+ 1 = 2,
ay = az +ax = 2+1 =3, as = a4 + az =
3+ 2 = 5 und so weiter. Man erhilt die Folge
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,...). Sie ist unbeschriinkt
LEONARDO PISANO und also divergent. Die Folgenglieder werden auch

genannt FIBONAGCI Fibonacci-Zahlen genannt.
ca. 1180-1250

Teilt man jeweils eine Fibonacci-Zahl durch die vorangehende,
2 3

1_ c_ 2_1p5

: 5 Y

gl_ 1,666.. §4= 1,6 g = 1,625

% — 1,61538. .. F: 1,61904 . .. %32 1,61764 . ..
- —LOISIS.. 8= 161707... [0 = 16180556. ..

so konvergiert die Folge dieser Briiche gegen die Zahl des Goldenen Schnitts,
d.h. esist li_>m (fm22) = ”Tﬁ ~ 1,6180339887. Das ist die positive Losung

oo N aAn+1
der Gleichung 2 —z — 1 = 0. Diesen Zusammenhang fiihren wir nun noch
etwas aus.

Sei d,, die Linge der Diagonalen eines Quadrats mit der Seitenlidnge a,.
Dann ist d,, = \/a2 + a2 = 2a, . Es folgt 92 — V2aniz _ Gni2 pg

dnt1 V2ant1 An41
dpy2

also lim (92£2) = 1+T\/§ Das Verhiltnis der Diagonalen zweier aufeinander
n—oo ~ 4ntl

folgender Quadrate nihert sich der Zahl des Goldenen Schnitts an. Sei a
die Lange der Strecke AB.

A M S m B

a

Ein Punkt S teilt diese im Goldenen Schnitt, wenn sich die groflere Teilstre-
cke M zur kleineren Teilstrecke m verhilt wie die Gesamtstrecke a = M +m
zu M, also wenn gilt:

=2 — 1+
M MM

% a M+m
m
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40 3 Folgen und Grenzwerte

Sei x = % und also % = 47 - Dann folgt » = 1 + % und nach Multipli-

kation mit z die Gleichung |2° —2 —1=0 | Es ist also &£ = %5 die
Verhaltniszahl des Goldenen Schnitts.

Betrachtet man das Gehéuse der
Nautilus-Schnecke, so kann man die
Fibonacci-Zahlen wiedererkennen.

(Foto aus dem Geowissenschaftlichen Zentrum
1 1 2 3 5 & 13 2. der Universitdt Goéttingen.)
3.5 Weiterfiihrendes iiber Reihen (erginzend)

Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Wir stellen hier drei Kriterien zu-
sammen, mit Hilfe derer man erkennen kann, ob die zugehérige unendliche

Reihe ) a,, konvergiert. Es gibt aber noch mehr solcher Kriterien, vgl. [6].

n=1

1. Wenn die Reihe Y a,, konvergiert, dann ist die Folge (a,,) eine

nelN
n=0
[ee]
Nullfolge. Zum Beispiel divergiert die Reihe > (—1)", da die Fol-
n=0

ge ((—1)")n€]N =—-1,1,-1,1,—-1,1,... divergiert und insbesondere
keine Nullfolge ist.

o0
2. Es gelte a, > 0 fiir alle n € IN . Dann konvergiert die Reihe Y a,
n=1
genau dann, wenn die Folge ($p)pneny mit s, :== a1 +as + -+ + an,
beschrankt ist. Dies folgt aus den Konvergenzkriterien in 3.1
o0
1
Hiermit lasst sich zeigen, dass die harmonische Rethe Z — divergent
n

n=1

ist (siehe Aufgabe [27)).
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3.6 Aufgaben 21—-28 41

o0

3. Majorantenkriterium. Sei Z ¢, eine konvergente Reihe mit lau-

n=1
ter nicht-negativen Gliedern, und es gelte —c, < a, < ¢, fir alle

n € IN. Dann konvergiert auch die Reihe Z G -

n=1
3.6 Aufgaben 2128
Aufgabe 21.  a) Bestimmen Sie die Grenzwerte
. 2?2 =3n+3 . n® —mn?+4
lim ——— und lim .
n—oo  3n?—n n—oo 3pd 4+ /3n2+n

b) Priifen Sie, ob die Folgen (an)nen und (b, )nenw konvergieren, und
geben Sie den Grenzwert im Falle der Konvergenz an. Dabei sind a,,
und b,, definiert durch:

2n? + 3 2n+3
ap = n”t und b, = % .
n n
Aufgabe 22.  a) Benutzen Sie das Summenzeichen ), um die folgen-

den Summen aufzuschreiben:
244+6+8+10+12 und 1+2+2+ 2 +416.

b) Priifen Sie, ob die angegebenen geometrischen Reihen konvergieren,

und geben Sie den Grenzwert im Falle der Konvergenz an:

o0 o0

X (3)" wd X (Dm(E)"

n=0 n=0
Aufgabe 23. (Anwendung)
In einem Labor wird ein Experiment mit einer Bakterienkultur vorgenom-
men. Dabei werden folgende Messergebnisse in regelméfligen Zeitabstéinden
von der Masse der Bakterienpopulation in Gramm (g) dokumentiert. Die
ersten Messungen ergeben a; = 0, as = % , ag = %, a4 = % , a5 = % usw.

a) Erstellen Sie eine Folge (ay,)necn, die weitere Messergebnisse a,, liefern
konnte.

b) Wie entwickelt sich langfristig die Masse unter der Annahme, dass
das Experiment Thr Ergebnis aus a) bestiitigt? Gibt es eine obere
Schranke fiir a,, ? (Eine obere Schranke fiir a,, ist eine Zahl M € R,
die a,, < M fiir alle n € IN erfiillt.)

Aufgabe 24. (Zur Wiederholung)

Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen:
(a) 22-16=0 (b) 42?2 -16=0
() 22416=0 (d) 224+8x+16=0
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Aufgaben aus dem Kurs 2004/05

Aufgabe 25. Norbert gewinnt bei einem Quiz 7.500 Euro. Er legt seinen
Gewinn bei einer Bank fiir zehn Jahre fest an mit einem Zinssatz von 5 %.
Die Bank ihrerseits legt dieses Geld mit einem Zinssatz von 8,5 % an. Wie
hoch ist Norberts Kapital nach 10 Jahren, und wieviel Euro hat die Bank
nach 10 Jahren verdient?

Aufgabe 26. Priifen Sie, ob die Folge (z,)nen konvergiert, und geben
Sie den Grenzwert im Falle der Konvergenz an, fiir:

2
a) T, = 422:271’
3_
R
2
C) Tp = n:—l’
d) =z, =+/n.
e) m, =./2,
f) z, =2 (Esist n! :=1-2-3-...-n)
g) T, =10"",

h) z, = (vnn+1) — n)fl.

Aufgabe 27. Sei ) + = s,,. Erldutern Sie, dass
n=1

1
n

1
52m>m~§ fir alle m € IN

gilt, und folgern Sie mit dem Konvergenzkriterium 2. aus dass die
harmonische Reihe divergiert.

Aufgabe 28. a) Erlidutern Sie, dass n% < ﬁ fir alle n € IN gilt, und

folgern Sie daraus mit Hilfe des Majorantenkriteriums, dass die Reihe
o0
> - konvergiert.

n=1

b) Sei k € N»o . Ermitteln Sie, ob die Reihe > ”ik konvergiert.

n=1
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4 Stetige Funktionen 43

4 Stetige Funktionen

Seien X und Y Mengen, die nicht leer sind. In Kapitel 2 haben wir eine
Abbildung definiert als eine Vorschrift, die jedem Element = € X genau ein
Element f(x) € Y zuordnet, und die Schreibweise f: X — Y, =z — f(z)
eingefiihrt. Sind die Mengen X und Y Teilmengen von R, so nennt man
eine Abbildung f: X — Y auch eine (reelle) Funktion. Wir schreiben dann

f:D—=R, x— f(x)

und nennen D den Definitionsbereich von f. Oft sind Funktionen lediglich
durch ihre Abbildungsvorschrift (zum Beispiel z + 22 4+ 1 oder f(x) = 2x)
gegeben. Thr Definitionsbereich ist dann die groftmogliche Teilmenge D von
R, fiir die die Abbildungsvorschrift sinnvoll ist.

Der Graph einer Funktion f: D — R ist die Menge aller geordneten Paare
(x, f(x)) mit 2 € D. Man schreibt dafiir

Graph(f) := {(z, f(z)) € R* | 2 € D}.

Zum Beispiel:

Y
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kein Graph, da unter anderem der Zahl 2 mehrere verschiedene Werte zu-
geordnet sind.

Beispiel. Betrachtet man die Abbildungsvorschrift f(z) = s, dann ist der

3z
grofitmogliche Definitionsbereich fiir f die Menge Rg, denn der Nenner
verschwindet fiir x = 0.

Um den Graph von f zu ermitteln, stellt man eine Wertetabelle auf.

f(x)a
f@)= & *]
0 | nicht definiert 9 L
+1 +1
+2 +i LT
+3 +3 -3 -2 -1
1 2 : 1 * * ! N
+1 +2 o 1 2 3 °
1 4
Zl:z Zl:g € 71
1 8
+3 +3
4+ —2
L —3

4.1 Grenzwertbegriff bei Funktionen und Stetigkeit

Seien @ € R und D C R. Es gebe mindestens eine Folge (z,,),cn mit den
Eigenschaften

(%) z, €D furalleneIN und lim z, = a.

n—oo

Dann heifit eine Zahl ¢ € R Grenzwert einer Funktion ¢ : D — R an der
Stelle a, wenn lim ¢(z,,) = c fiir jede Folge (2, )nen mit den Eigenschaften
n—oo

(%) gilt. Man schreibt dann

lim ¢(z) = c.
Beispiel. Sei a € D; C R, und sei ¢: D — R, z — w, wobei

f: D1 — R differenzierbar sei und D aus D; durch Herausnahme des Punk-
tes a entsteht. Dann ist

lim p(z) = lim f(z) — f(a)

r—a r—a r — a

= f'(a)
die Ableitung der Funktion f an der Stelle a.
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4.1 Grenzwertbegriff bei Funktionen und Stetigkeit 45

In Abschnitt werden wir noch definieren, was unter einer ,,differenzier-
baren Funktion®* f: D; — R zu verstehen ist, ndmlich dass der Grenzwert
lim p(z) tatsichlich fiir jedes a € D; existiert.

r—a

Definition. Eine Funktion f: D — R heiflt stetig im Punkt a € D, falls
lim f(z) = f(a)
gilt. Ist f in jedem Punkt aus D stetig, so heif3t f stetig.

Bemerkung. Da in der Definition a € D vorausgesetzt wird, gibt es stets
eine Folge, die (x) erfiillt, ndmlich die Folge (a,a,a,a,...). Eine Funktion
f: D — R ist also genau dann stetig in a, wenn fiir jede Folge (z,,)nen aus
D mit 71113(01O xn, = a folgt, dass nhﬁngo f(zn) = f(a) gilt.

xT

Beispiel. Alle rationalen Funktionen, d.h. alle Funktionen der Form

apx™ 4+ -+ ar1x+ ag

‘ bnbxm +---+ blaj + bO

sind in ihrem Definitionsbereich stetig.

Ist D ein Intervall, so bedeutet Stetigkeit anschaulich, dass man den Graph
in einem Strich durchzeichnen kann.

»  stetig s+ stetig 4+ nicht stetig

/ —

N v g ] i
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Rechenregeln fiir stetige Funktionen

1) Seien f,g: D — R stetig in a € D. Dann sind auch die Funktionen
f+9g:D—=R, z— f(z)+g(x) und f-g: D —>R, z— f(z)g9(x)
stetig in a. Gilt zusétzlich g(a) # 0, so ist auch die Funktion

f f(x)
—:{zeDl|glx)#0} >R, 2~ —1-=
Li{re Do) £0) o
stetig in a. (Diese Regeln ergeben sich aus den Rechenregeln fiir kon-
vergente Folgen aus Abschnitt weil Stetigkeit mittels konvergenter

Folgen definiert ist.)

2) Seien f: D —-Rund g: E — R mit f(D) C E.Seia€ D. Sind fina
und g in f(a) stetig, so ist das Kompositum g o f in a stetig.
(Esist (go f)(z) := g(f(x)) fir alle z € D.)

Beispiel. Betrachte f : R — R, 2 + 3z, und g : R — R, y ~ 2. Da
beide Funktionen stetig sind, ist go f : R — R, x ~ (32)? stetig.
(Dabei ist (g o f)(z) = g(f(z)) = g(3z) = (32)*.)

Beispiele. 1) lir%(2x2 +1)=19.
T—r

2) lim 2224 — 4 denn

r—2 T2
24 -2 2
° :($ Mz + )=x+2und lim (z 4+ 2) = 4.
T —2 T —2 2
222 -1
3) Esist lim % = § Denn offensichtlich ist 1 eine Nullstelle des

Zahlers und des Nenners. Daher kann man x — % kiirzen. Es ist

1
(202 +2—1): (m—f):2m+2:2(x+1)
2
und
9 1
(4 —1): (x—i) =4dx+2=2(2x+1).
Daher folgt

222+ -1 (z+1) 1
_ i 1
WP-1 (w1 wrsg
. 2, . . - 3
und also hm1 22;2-611 = 11_r>nl % =2Z= %.
2

z—3

4) Die Funktion z — 3% hat fiir x — 0 keinen Grenzwert.
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4.2 Umkehrfunktion 47

z2—5x—14
z2—49

und Nenner in die Form (z — a)(2 — b) mit a,b € R gebracht wird.

Fiir den Nenner gilt: 22—49 = (z—7)(2+7). Ermittle nun die Nullstellen
des Zahlers: Die Gleichung 2 — 5z — 14 = 0 hat nach der ,,p, ¢-Formel“
am Ende von Abschnitt [I.4] die Losungen

T2 = g + ,/24—54—% = g + \/87‘1 = %i% und also die Lésungen
1 = 7und x5 = —2. Es ist also 22 — 5x — 14 = (x — 7)(x + 2), wie
leicht durch Ausmultiplizieren von (z — 7)(z + 2) bestétigt wird. Also
z2—bx—14 _ (z=T7)(z+2) z+2 _ 9

wop = I ey = Im 5% = 1.

5) Man bestimme den Grenzwert lim7 , indem zunéchst Zahler
T—

ist lim
r—7

4.2 Umkehrfunktion

In haben wir schon den Begriff einer Umkehrabbildung eingefiihrt. Sei
nun f: D — R eine Funktion, und sei f(D) := {f(z) € R | z € D} die
Bildmenge von f. Dann heifit eine Funktion u: f(D) — R Umkehrfunktion
von f: D — f(D), wenn gilt:

u(f(z)) =2 firallex € D und f(u(y)) =y fir alle y € f(D).

Nicht jede Funktion besitzt eine Umkehrfunktion. Z. B. besitzt die Funktion
f: R = Rsg,  — 22 keine Umkehrfunktion.

Wir fithren nun den Begriff einer ,streng monotonen Funktion“ ein, um
damit dann ein Kriterium fiir Umkehrbarkeit zu formulieren.

Definition. Eine Funktion f: D — R,z — f(x), heiit streng monoton
wachsend, wenn f(x1) < f(x2) fiir alle 21,20 € D mit x; < x5 gilt; sie
heifit streng monoton fallend, wenn f(x1) > f(x2) fiir alle 1,29 € D mit
r1 < Ty gilt.

Ist f: D — R streng monoton wachsend oder streng monoton fallend, so
heifit f streng monoton.

Wir nehmen nun an, dass der Definitionsbereich ein Intervall in R ist, etwa
D = R oder Ry oder z. B fiir a,b € R mit a < b das abgeschlossene
Intervall [a,b] :=={x € R|a <z <b}.

Kriterium fiir Umkehrbarkeit. Sei D ein Intervall in R. Dann ist jede
streng monotone Funktion f: D — f(D) bijektiv und besitzt also eine
Umkehrfunktion v: f(D) — D. Der Graph von u geht durch Spiegelung an
der Geraden y = = aus dem Graphen von f hervor.

Ist f streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend), so ist auch
die Umkehrfunktion w streng monoton wachsend (bzw. streng monoton
fallend). Ist zudem f stetig, so ist auch u stetig.
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48 4 Stetige Funktionen

Beispiel 1. Die Funktion f: R>g — Rx1, 2 — 22 + 1 ist streng monoton
wachsend und hat die Umkehrfunktion u: R>; = Ryo, o — vz — 1.

Ya

i >

1

Die Standardbezeichnung fiir die Umkehrfunktion von f ist f~!. Wegen
der Verwechslungsgefahr mit der Funktion % verwenden wir lieber die Be-
zeichnung v oder uy fiir die Umkehrfunktion von f.

Beispiel 2. Sei n € IN»,. Die Funktion f: Ry — R>o, x +— =™ ist streng
monoton wachsend und hat die n-te Wurzel

UZR>0—>R>0, T W

als Umkehrfunktion. Ist n ungerade, so ist die Funktion f: R — R, = — 2™
streng monoton wachsend mit einer auf ganz R definierten Umkehrfunktion
u:R =R, z— Yz.

4.3 Lineare Funktionen
Eine Funktion der Form
f:R—=>R, z+— ax+b,

mit vorgegebenen Zahlen a,b € R nennt man eine lineare Funktion. Lineare
Funktionen sind stetig. Der Graph von f

Graph(f) = {(x, f(z)) € R* | z € R}

beschreibt eine Gerade. Diese Gerade geht durch die Punkte (0, f(0)) =
(0,b) und (1, f(1)) = (1,a + b):
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4.4 Quadratische Funktionen 49

Yy Falla £0 ©

Falla =0

0,0)]  (1,b) (0,b)

v

Ist a = 0, dann ist f die konstante Funktion mit f(x) = b fiir alle x € R. Fiir
a > 0 ist f streng monoton wachsend, fiir a < 0 streng monoton fallend.
Ist a # 0, dann erhilt man die Nullstelle x = 7% von f durch Losen der
Gleichung f(z) = 0.

Wenn a # 0 ist, dann ist f : R = R, x — ax + b, bijektiv und besitzt
also eine Umkehrfunktion. Um sie zu bestimmen, 16st man die Gleichung
f(x) =y nach z auf: Aus ax + b=y folgt v = Ly — g Also ist

1 b
(%) wR—-R, y— —y— =
a’ a

die Umkehrfunktion von f, denn es ist u(f(z))) = u(y) = x und f(u(y)) =
fEy—2)y=a(ly—L)+b=y—b+b=y. In (x) kann man dann den
Buchstaben y durch z ersetzen. Die Funktion u ist ebenfalls linear. Thr
Graph beschreibt eine Gerade durch die Punkte (0,u(0)) = (0,—2) und

(b, u(b)) = (b,0). ¢

4.4 Quadratische Funktionen

Funktionen von der Form’ f R—=R, 2+ az? +bx+c ‘ mit vorgegebenen
Zahlen a,b,c € R und a # 0 bezeichnet man als quadratische Funktionen.
Quadratische Funktionen sind stetig.

Ein Beispiel ist die Funktion f, die durch f(z) = 22 + 1 fiir alle 2 € R
gegeben ist.

Ya
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50 4 Stetige Funktionen

Diese Funktion hat keine Nullstelle in R. Auflerdem gilt f(z) = f(—=x)
fiir alle x € R. In welchem Bereich ist f umkehrbar? Schréankt man f auf
diejenigen x € R mit = > 0 ein, dann ist die Funktion

f:R>0—>R>1, x*—>a:2—|—1,

streng monoton wachsend und besitzt, wie in Beispiel 1 in [1.2] dargestellt,
die Umkehrfunktion

u:Ry1 = Ryo, = vVa—1.

4.5 Gerade und ungerade Funktionen

Sei D C R und gelte fiir x € D auch —x € D. Eine Funktion f: D — R,
x> f(x), heifdt

e gerade, wenn f(—x) = f(x) fiir alle z € D gilt,

o ungerade, wenn f(—z) = —f(x) fiir alle x € D gilt.
Beispiele. 1. Die Funktion f: R — R, x — z2 + 1, ist gerade.

2. Die Funktion f: Rz — R, z — i ist ungerade.

3. Die Funktion f : R — R,  + 2? + 2 + 1 ist weder gerade noch
ungerade, denn z.B. gilt f(—1) = (1> +(-1)+1=1-1+1=1
und f(1) = 12+ 1+ 1 = 3, also f(—1) # f(1). Daher ist f nicht
gerade. Ferner gilt f(—1) = 1 # —3 = —f(1). Also ist f auch nicht
ungerade.

4. Die Betragsfunktion R — Rx¢, © — |z, ist eine stetige Funktion. Sie
ist definiert durch

2] x , falls > 0,
x| =
—x , falls x < 0.

A

A

T

-3 -2 -1 1 2 3

Fiir alle z € R gilt |z| = | — z|. Also ist die Betragsfunktion eine
gerade Funktion.
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4.6 Sinus und Cosinus 51

Bemerkung. Wenn f eine gerade Funktion ist, so ist der Graph von f
symmetrisch zur y-Achse wie bei der Betragsfunktion. Wenn f ungerade
ist, dann ist der Graph symmetrisch zum Nullpunkt.

4.6 Sinus und Cosinus

Wir betrachten einen Kreis mit Radius 1 und einen Punkt P = (z,y) auf
dem Kreis.

lA
//”' Tl P—(ll?,y)
-
-
7
/
/ t
/
/ Y
/
I
1
! & >
I x I -
| i1
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
N /7
\\ //
S~ -

Dann hingen die Koordinaten z und y von P von der Grofle des Winkels «
ab. In der Mathematik ist es allerdings gebréuchlicher, diese Abhéngigkeit
als Abhéngigkeit von der Bogenlinge t anzugeben. Wir schreiben deswegen
x =z(t) und y = y(t).

Wiéhrend der Winkel o in Grad gemessen wird (von 0° bis 360°), ist die
Bogenlénge eine reelle Zahl. Sie kann alle Werte von 0 bis 27 (der Lénge
des Kreisumfangs) annehmen. Wir definieren

cos(t) := x(t) und sin(t) := y(t)
und erhalten Funktionen
cos: [0,2n] = R, t+— cos(t) und sin: [0,27] — R, ¢t — sin(t).

Hierbei ist [0, 27[ := {t € R | 0 < ¢ < 27} das halboffene Intervall zwischen
0 (eingeschlossen) und 27 (ausgeschlossen). Man dehnt nun den Definitions-
bereich von sin und cos auf ganz R aus und erhilt die stetigen Funktionen
sin : R — R und cos : R — R. Datfiir definiert man:

cos(t + 2mn) = cos(t)

) ) fiir alle ¢t € [0, 27[ und fiir alle n € Z.
sin(t 4+ 27n) = sin(t)
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52 4 Stetige Funktionen

In der Anschauung entspricht das der Bogenléinge bei mehrmaligem Durch-
laufen des Kreisumfangs. Da sich die Werte von sin und cos regelmifig
wiederholen, nennt man diese Funktionen periodisch mit der Periode 2.

Die periodischen Funktionen sin und cos eignen sich zum Beispiel dafiir,
Schwingungsvorgiéinge oder die Ausbreitung von Wellen zu beschreiben.

Weitere Eigenschaften

(1) Fiir alle t € R gilt —1 <sin(t) < 1 und —1 < cos(t) < 1.

(2) Es ist cos?(t) + sin®(¢) = 1 nach dem Satz von Pythargoras.

(3) Fiir alle t € R gilt sin(t) = —sin(—t) und cos(t) = cos(—t). Das heifit

sin ist eine ungerade Funktion und cos ist eine gerade Funktion.

Die Umkehrfunktionen arcsin und arccos

Im Intervall [-3,5] = {z € R | —§ < o < §} ist die Funktion sin
streng monoton wachsend, und die Funktion sin: [-7%, 7] — [~1, 1] hat die

Umkehrfunktion arcsin: [—1,1] — [—g, g] , genannt Arcus-Sinus.

Die Funktion cos ist im Intervall [0, 7] = {z € R | 0 < « < 7} streng mono-
ton fallend, und die Funktion cos: [0, 7] — [—1,1] hat die Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7], genannt Arcus-Cosinus.

A

|
arcsin T arccos T+

v
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Additionstheoreme Fiir alle z,y € R gelten die Additionstheoreme:
sin(z £ y) = sin(x) cos(y) £ cos(z) sin(y)
cos(x £+ y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)
Tangens und Arcus-Tangens
272

ungleich Null. In diesem Intervall ist demnach der Quotient tan(z) :=
definiert. Die Funktion

Die Funktion cos ist im offenen Intervall | Z,2[={z€R| <z <%}
)

T
tan: } —, = [ - R
272
ist stetig und streng monoton wachsend. Thre Umkehrfunktion
T
arctan: R — } =, 7[
272
wird Arcus-Tangens genannt.
oY
| | tan(z)
i i arctan(zx)
””””””””””” e —————
2 )
o E 5
fffffffffffffffffffff R
i :
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4.7 Die Exponentialfunktion

x n
Fiir jedes « € R konvergiert die Reihe exp(z) := Z w—' Man beweist das
n!
n=0

mit dem sogenannten ,, Quotientenkriterium®. Es ist

oo

e:=exp(l) = Z !

n=0 n!
die berithmte EULERsche Zahl e =~ 2,718281828. Die Ezponentialfunktion
exp: R — Rsg, > exp(x),
ist stetig und streng monoton wachsend. Thre Umkehrfunktion
In:Rso =R, z—In(z),

heiflt natirlicher Logarithmus.

Iy s
exp(z)
In(x
/’/1 1 | ( )
1 v 1 v
Es gilt exp(0) = 1 = €°, also In(1) = 0, und |exp(—z) = ! fiir alle
exp(z)
1
z € R sowie 1n<7> = —In(z) | fiir alle x € Rso.
x
Allgemeiner gelten die ,,Funktionalgleichungen*
(1) exp(z +vy) = exp(x)-exp(y) firallexz,yeR

(2) In(z - )

Man sieht hieran, dass die Exponentialfunktion Addition in Multiplikation
iiberfiihrt, und dementsprechend fiihrt ihre Umkehrfunktion Multiplikation

In (%) =In(y) + ln(%) =In(y) — In(z)

In(z) + In(y) fir alle z,y € Rso

in Addition iiber. Dabei gilt
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Aus (1)) folgt
- 14 a1) = 1)... 1
exp(n) =exp(l+---+1)=-exp(l)---exp(l)

n mal n mal

= (exp(1))" = e™ fiir alle n € IN,

sowie

1
exp(—n) = P () =e " fiir allen € IN.

Allgemeiner gilt:

en = (em)% = {/em fiir alle m € Z, n € IN.

Daher schreibt man gewohnlich e® statt exp(x) fiir alle z € R. Es ist dann
1) etV =¢e" . e¥ fiiralle 7,y € R

Da In die Umkehrfunktion von exp ist, gelten die Umkehrbeziehungen:
(3) @ =z fiir alle 2 € Rsg

(4) In(e”) =z fiir alle z € R,

vergleiche Abschnitt Im folgenden Beispiel sei y € Rsy.

Beispiel. Man lése die Gleichung In(2y) = €®* nach y auf:

In(2y) = 5z = €Y =5 RGN 2y =" = y = L%

4.8 Gauflsche Glockenkurve

A

1

Il Il >
T T

-1 1

Fiir die Funktion R — R, z — 6_352, gilt lim e = 0, und da sie eine ge-
xr—r o0
rade Funktion ist auch lim e~ = 0. Sie wird vor allem in der Stochastik
r——00
leicht modifiziert als ,,Normalverteilung® benutzt:

e 2.
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4.9 Allgemeine Potenz

Sei a € R~ vorgegeben. Setze

(5) a® =@ fijr alle z € R.
Fiir x = n € IN ist dies die {ibliche Potenz a™, denn

enn(@) = eln(a)+-+ln(a) (n Summanden)

— en(a) | Jln(a) nach aus
—a---a wegen ™) = ¢
=a".

Fiir a,b € Ry und z,y € R gelten die Potenzregeln:

©) (@) =0
(7) a®b® = (ab)®
s
9) In(a®) = zln(a)

Die Funktion R — R~ ¢,  — a”, ist stetig. Sie ist fiir a > 1 streng monoton
wachsend und fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend.

a(L‘

4+

Thre Umkehrfunktion log, : R~¢o — R, = — log,(x), heiit Logarithmus zur
Basis a. Es gilt In = log,.

Die allgemeine Potenz tritt bei Wachstums- und Zerfallsphinomenen auf.
Sei By der Anfangsbestand, und sei B, der Bestand nach x Zeiteinheiten.
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Nimmt der Bestand in jeder Zeiteinheit um p % zu, so ist

p x
B, =B (1 —) .
oM 100
Im Gegensatz zur Zinseszinsberechnung (Beispiel 5 in ist hier x € R~
zugelassen. Nimmt der Bestand in jeder Zeiteinheit um p % ab, so ist

=Bye ™M@ mit a=1- % (vel. (B))

= Boe ?*  mit f=—In(a).

Hierbei ist 0 < p < 100 und also die Zerfallskonstante 5 > 0.

Die Halbwertszeit beim radioaktiven Zerfall ist die Zeit ¢, nach der die
Anfangsmasse By einer radioaktiven Substanz zur Hélfte zerfallen ist. Es
gilt also By = By - 3. Und da nach Obigem B, = Bye~?" ist, folgt

1 1
Bye Pt =B, = und also e Pt =2
2 2
Um die Halbwertszeit ¢ zu ermitteln, hat man also die rechte Gleichung

nach t aufzulésen: Anwenden des Logarithmus’ auf beiden Seiten ergibt
—Bt = In(3) = —In(2) nach Umkehrregel und da In(%) = —In(a) fiir

a > 0 gilt. Es folgt ¢t = # . Ist die Halbwertszeit ¢ bekannt, so erhélt man
die Zerfallskonstante 8 durch g = @ . Dies wenden wir nun an.

Beispiel. Das Isotop Plutonium-239 hat eine Halbwertszeit von ¢ = 24.110
Jahren. Wieviel Prozent davon sind nach 100 Jahren zerfallen?

Esist g = 212521)0 ~ 0,00002875. Nach obigem Zerfallsgesetz gibt es nach
100 Jahren noch den Bestand Bigy = Boe #190 ~ 0,997 - By, das sind

99,7 %. Also sind etwa 0,3 % zerfallen.

4.10 Aufgaben 2947
Blatt 1 mit vier Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 29. Sei f: D —» R, z — f(z), eine Funktion. Bestimmen Sie in
den folgenden Fillen den grofitmoglichen Definitionsbereich D C R:

a) flz) =, b) fla)= 23,

o) fl@)y=vz—2, d) flz)= 2.
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Aufgabe 30. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte. Dabei sind im
zweiten Fall zunéchst Zdhler und Nenner auf die Form (z — a)(x — b) mit
a,b € R zu bringen:

2442 —12 22+ 8z -1
lim ztér—12 und lim —.3~ ~
z——6 2 — 36 T3 72 — %

Aufgabe 31. (Anwendung)

Es gibt Organismen, die sich schwer an verdnderte Umweltbedingungen
anpassen konnen, sog. strikte Konformer K. Beispielsweise kann die See-
spinne (Osmokonformer) sich nicht aktiv osmoregulieren, d.h. sie ist auf
einen stabilen Salzgehalt im Wasser angewiesen. Bei steigendem Salzge-
halt in der Umgebung gibt sie mehr Wasser an diese ab, so dass sie im
Korperinneren einen hoheren Salzgehalt erzeugt (extrem schwankende Salz-
gehaltdnderungen im Wasser konnen tédlich fiir sie sein). Im Gegensatz
dazu konnen die sog. strikten Regulierer R ein konstantes inneres Milieu
unabhéingig vom &ufleren Milieu aufrecht erhalten. Ein Beispiel stellt der
Lachs dar, der im salzhaltigen Meer lebt und zum Laichen in Siilgewé#sser
wechselt (Osmoregulierer).

a) Skizzieren Sie fiir beide Organismen einen moglichen Graphen, der
den Zusammenhang zwischen dem Salzgehalt im Korper (y-Achse)
und dem Salzgehalt im umgebenden Wasser (z-Achse) darstellt.

b) Finden Sie eine Abbildungsvorschrift fiir Thre beiden Graphen aus
Aufgabenteil a).

¢) Begriinden Sie, unter welchen Lebensbedingungen welche der Lebens-
formen die giinstigere ist.

Aufgabe 32. (Zur Wiederholung)
Bringen Sie die folgenden komplexen Zahlen auf die Form r+si mit r, s € R.

(a) 3 +4° (b) 3 44°
© @ ()
Blatt 2 mit vier Aufgaben zu Kapitel 4
Aufgabe 33. Gegeben sei die Funktion f: Rsg = R, x — In (%) .
a) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion u: R — Rxo, y — u(y), von f.

b) Uberpriifen Sie Thr Ergebnis aus a), indem Sie nachrechnen, dass
tatsichlich u(f(x)) = «z fiir alle x € Ry und f(u(y)) = y fir al-
le y € R gilt.
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Aufgabe 34. Sei D C R. Fiir jedes « € D sei auch —x € D . Entscheiden
Sie jeweils, ob die folgenden Funktionen f gerade oder ungerade oder keines
von beidem sind, indem Sie stets zunéichst f(—z) berechnen:

3

a) f(r) =75 fir D=R, b) f(x)==xe® fir D=R,

4

c) fla)=1fz firD=R, d) f(z)=tan(z) fir D=]-3,

1+x2

[

ol3

Aufgabe 35. (Anwendung)

Die Zellmembran besteht aus einer Lipid-Doppelschicht. Sie ist durchzo-
gen von lonenkanélen und Transportproteinen, wie z.B. Aquaporinen. Die
Tonen erzeugen aufgrund ihrer Ladung einen elektrochemischen Konzen-
trationsgradienten. Die am héufigsten transportierten Ionen sind Nat und
KT. Die intrazellulire KT-Konzentration ist um das 20-fache héher als die
extrazellulére.

Bei Nat ist die Konzentration aufierhalb der Zelle um das 15-fache héher
als innerhalb der Zelle.

Das Gleichgewichtspotential Ex eines Ions X ist definiert durch die
Nernst’sche Gleichung

Ex = 2526 mV - (In[X], — In[X],).

Hierbei bezeichnet [X]. die extrazelluldre (aulerhalb der Zelle) Konzentra-
tion des Ions X und [X]; die intrazelluldre (innerhalb der Zelle).

a) Wie oben angegeben, sind die extra- und die intrazellulire Konzen-
trationen [X]. und [X]; proportional zueinander. Stellen Sie jeweils
die entsprechende Gleichung fiir X = K und X = Na™ auf.

b) Berechnen Sie jeweils das Gleichgewichtspotential Ey fiir X = Na™
und X = KT,

Aufgabe 36. (Zur Wiederholung)

(a) Priifen Sie folgenden Folgen auf Konvergenz und geben Sie gegebe-

nenfalls den Grenzwert an:

2
: . n e _ n“+2n+1
1) Gn = n+1 11) bn - n+1

(b) Uberpriifen Sie Folgendes durch Berechnung beider Seiten:
20s) 220 26)
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Aufgaben aus dem Kurs 2004/05
. . .. 20 — 2
Aufgabe 37. Zeichnen Sie den Graph fiir f(z) = ———.
22 —2x—3

Aufgabe 38. Bestimmen Sie den gréfitmoglichen Definitionsbereich der
Funktion z — f(z), wenn

a) fl@)=2%H, b)) fl@)=255,

o) f@)=Va®—4, d) f(z)= iy

Aufgabe 39. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

i 22=9 iy 3z 4br—2
a) Jim Ty b) lim et
c) lim ﬁ;;’, d) lim ¥+z=1
z—25 T~ z—0 v
si 2 . . . . .
e) lim $in (#)  Hierbei bedeutet sin?(z) := sin(x) - sin(z).
r—

Aufgabe 40. Bestimmen Sie den grofitmoglichen Definitionsbereich der
Funktion f : z — 1/1 4 sin®(x) und ermitteln Sie, in welchen Punkten f
stetig ist.

Aufgabe 41. Untersuchen Sie, ob die Funktion f (streng) monoton wach-
send oder fallend ist.

a) f(x)=2%  b) flz)=2"+22,
c) fle)=+vVa—-1firz>1, d) f(x) =|2? — 22+ 1] fiir 2 > 1.

Aufgabe 42. Untersuchen Sie, ob die Funktion f in ihrem gré8tmoglichen
Definitionsbereich gerade oder ungerade ist, in den Féllen:

3

8) f@)=£5,  b) fla)=sinx)- cos(a),

0 fl@)=%=b ) flz) =4 sin’(a).

Aufgabe 43. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion von f : R~g — Rxo,
z +— f(z), in den Féllen:

a) fl@)=3, b)) flz)=3w.
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Aufgabe 44. Die hyperbolischen Funktionen sind definiert durch

cosh: R — R, cosh(z):= 3 (e*+e ) (Cosinus hyperbolicus)

und sinh: R — R, sinh(z):= 3 (e" —e™*) (Sinus hyperbolicus).

Verifizieren Sie die folgenden Additionstheoreme fiir die hyperbolischen
Funktionen durch Einsetzen obiger Definitionen und Anwendung der Funk-
tionalgleichung €Y = e® . e¥ :

a) cosh(xz + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y) ,
b) sinh(z + y) = cosh(z) sinh(y) + sinh(z) cosh(y) ,

Aufgabe 45. a) Zeichnen Sie den Graph von cosh und von sinh .

b) Nach 4.7|ist e¥ = kzg .
=0
Ermitteln Sie daraus die Reihendarstellung fiir cosh und fiir sinh .

Aufgabe 46. Verifizieren Sie die Gleichung
cosh?(x) — sinh®(z) = 1.

Hierbei bedeutet sinh?(x) := sinh(z) - sinh(z) und cosh?(x) := cosh(z) -
cosh(z).

Aufgabe 47. a) Eine Bakterienkultur vermehrt sich in jeder Stunde um
60 %. Am Anfang sind 1000 Bakterien vorhanden. Wieviele sind es nach
8,4 Stunden?

b) Eine radioaktive Substanz nimmt pro Minute um 3 % ab. Nach wieviel
Minuten ist sie zur Hélfte zerfallen?

¢) Welche Halbwertzeit hat eine radioaktive Substanz, die nach 20 Tagen
zu 70 % zerfallen ist?
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5 Differentialrechnung

5.1 Differenzierbarkeit

Wir benutzen den Grenzwertbegriff aus Abschnitt Sei zg € D1 C R
und f: D; — R eine Funktion. Dann ist der Differenzenquotient

o) o 1) = ()

r — X
fiir alle z € D definiert, wobei D aus D; durch Herausnahme des Punktes
xo entsteht. Dadurch erhalten wir eine Funktion ¢: D — R, =z — ¢(x).

Definition. Die Funktion f: D; — R heifit differenzierbar im Punkt xg,

wenn der Grenzwert
lim (z) = lim f(@) = f(ao) =: f'(z0)
Tr—xo T—xTo T — I’O

existiert. In diesem Fall heifit die Zahl f'(xg) der Differentialquotient oder
die Ableitung von f an der Stelle xqy. Ist f in jedem Punkt xg € D; diffe-
renzierbar, so wird f eine differenzierbare Funktion genannt.

Geometrische Interpretation

Wir betrachten zwei Punkte Py = (zo, f(20)) und P = (x, f(x)) mit zg # x
in Graph(f). Dann wird durch Py und P eine Gerade festgelegt, die man
Sekante von Graph(f) durch die Punkte Py und P nennt.

A

Il Il »
T T -

Zo €T R

Der Differenzenquotient, der auch bezeichnet wird als

Af _ fl@) = flxo)
Az’ T — T
beschreibt die Steigung der Sekante durch die Punkte Py und P. Er gibt
die mittlere Anderungsrate der Funktion im Intervall [z¢, 2| an.
Fiir x — x¢ geht die Sekante in die Tangente im Punkt Py {iber, und der

Differentialquotient beschreibt die Steigung der Tangente im Punkt P.

)
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S Beispiel. Ein Teilchen bewege sich entlang ei-
ner Geraden. Sei s(t) die Linge der zur Zeit
t zuriickgelegten Strecke, gemessen von einem
festen Bezugspunkt s(tg) zum Zeitpunkt ¢ty = 0.
Dann ist As = s(t2) — s(t1) die Lénge der im
Zeitintervall [tq, to] zuriickgelegten Strecke, und
der Differenzenquotient i—i = % ist die
mittlere Geschwindigkeit des Teilchens im Inter-
‘ vall [t1,t5]. Der Differentialquotient % (t;) =

s(t)+ s ” Tangente §'(t1) = lim stt2)=st) it dann die Geschwin-

} } to—tq t2—11

ty to t  digkeit des Teilchens zum Zeitpunkt ¢;.
Die ,,h-Regel“

Setzt man im Differenzenquotienten h := x — xg, so folgt x = xo + h und

f(x) — f(z0) :f($0+h)—f(330)

x — xo h '

Sekante !

Ist f in x( differenzierbar, so folgt

Hierin ersetzt man dann den Buchstaben zg durch x und spricht von Dif-
ferenzierbarkeit in x.

Bemerkung 1. Jede differenzierbare Funktion ist stetig. Aber nicht jede
stetige Funktion ist differenzierbar, wie beispielsweise die Betragsfunktion

T, falls z > 0,

[ R—=R, z—|z|=
—z, fallsz <0,

zeigt. Sie ist stetig, jedoch nicht differenzierbar im Punkt zy = 0.

Man zeigt dies mit der Nullfolge (hy,)nen,
h, = (—1)"1, die abwechselnd positive
und negative Werte annimmt. Es gilt

0+h,|—[0]  +-0
B C(-1nnd

— (—1)".

\

Da die Folge ((—1)")nen divergiert, exis-
tiert der Differentialquotient nicht. -1 1
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5.2 Beispiele differenzierbarer Funktionen

1) Die konstante Funktion f : R — R, x +— ¢, ist differenzierbar mit
f'(z) =0 fiir alle x € R, denn fiir A #£ 0 ist

f(a:+h)—f(x)_c—c_9_0
h " h A7

feth=f@) _

und damit lim
h—0

2) Die Exponentialfunktion exp : R — R, x — €%, ist differenzierbar
mit exp’ (z) = exp (z) fiir alle z € R, denn mit der Reihendarstellung

exp (z) = > ’”k—]: folgt

k=0
e?th —e?  eteh —e” _eweh—l_el(1+h+%?+%?+...)—1
h B h B ho h
_ (] h h* K
Also ist
) em+h_ex ) h h2 h3
fi S = e g )
0 02 03 . "
=0+ttt )=e-1=e"

3) Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir sin : R — R und cos : R — R zeigt
man, dass beide Funktionen differenzierbar sind mit

sin’ () = cos (z) und  cos’ (x) = —sin ().

4) Die Funktion f : R — R,  — ax, mit a € R ist differenzierbar mit
f'(x) = a fiir alle x € R. Denn fiir h # 0 ist

a-(x+h)—azx _ah

h h

=a

und lim a = a.
h—0

5) Die quadratische Funktion f : R — R, x + 22, ist differenzierbar mit
f'(x) = 2z fiir alle x € R, denn fiir h # 0 ist

(z+h])jfx2 :x2+29:hf:rh27z2 ot h

und lim (22 4+ h) = 2.
h—0
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6) Allgemeiner ist f : R — R, x — 2", fiir beliebiges n € IN differenzierbar
mit f/(x) = na" 1.

5.3 Differentiationsregeln

Differenzieren ist additiv, aber nicht multiplikativ. An die Stelle der Mul-
tiplikativitédt tritt die unten stehende Produktregel. Sei D1 C R, und seien
u,v : D1 — R differenzierbare Funktionen. Dann gelten:

1) Linearitét: Die Funktionen v + v : D1 — R, = — u(x) + v(z), und
a-u:D; =R, z— a-u(z) fiir festes a € R, sind differenzierbar mit

(u+v)(z) =v'(x)+v'(z) uwnd (a-u)(z)=a- u'(z).
D. h. Additivitdt und ,einen konstanten Faktor kann man vorziehen®.
2) Produktregel: Die Funktion u - v : D; — R, 2 — u(z)v(x), ist diffe-
renzierbar mit Ableitung

(u-v)'(2) = o (2)o(x) + u(2) (2).

3) Quotientenregel Ist v(x) # 0 fiir alle x € Dy, so ist auch die Funktion
D1 =R,z »—) ;, differenzierbar mit

(E)l (2) = u'(z)v(z) — u(m)v'(m)

v v(x)?

4) Kettenregel: Sei w : E — R eine weitere differenzierbare Funktion
mit w(E) C D;. Dann ist auch das Kompositum vow : E — R,
x +— v(w(z)), differenzierbar mit

(vow)'(z) = v'(w(x)) - w'(z) = ,iuBere Ableitung - innere Ableitung®.
Beispiel. Die Funktion f : R — R, 2 — sin (2z), ist differenzierbar. Es
ist f(z) = sin(2z) = v(w(z)) mit v(y) = sin(y) und w(z) = 2z. Es folgt

f(z) & sin’(2x) - w'(z) = cos(2x) - 2 = 2 cos(2x) .

5) Umkehrregel: Sei D; ein Intervall und f: D; — R eine streng mono-
ton wachsende oder streng monoton fallende differenzierbare Funktion
mit Umkehrfunktion w : f(D;1) — Dj. Ist fiir € D; die Ableitung
f(x) #0, so0ist win f(z) differenzierbar mit

W (f(2) = -

()
Da u die Umkehrfunktion von f ist, gilt u(f(z)) = =. eldseltlges Dif-
) —

u(
ferenzieren ergibt mit der Kettenregel u'(f(z))f'(z)
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5.4 Anwenden der Regeln

1) Sei f(x) =2sin(x)+e3® . Dann ist f'(x) = 2cos(x) + 3e3* nach Linea-
ritdt und Kettenregel.

2) Sei f(x) = x?cos(z). Dann ist f'(x) = 2w cos(z) — x? sin(z) nach der
Produktregel.

3) Es ist tan (z) := 32 @) figy g € |=%,%[. Nach der Quotientenregel gilt

cos (z)

o’ () — cos?(z) + sin?(x) _ cos?(z)  sin®(z) _ an?(z
tan’ () cos?(x) cos?(z) * cos?(z) L+ tan'(z).

4) Fiir die Umkehrfunktion arctan von tan gilt nach der Umkehrregel

arctan’ (tan (z)) = tan,l(x) = 1+ta1n2(w) . Mit y := tan (z) folgt
arctan’ (y) = ! fir alle y € R
V=12 v

5) Fiir die Umkehrfunktion arcsin von sin gilt nach der Umkehrregel

axcsind (sin (7)) = 5555 = ey = iy 08 €08°(@) +sin®(@) = 1

und also cos?(x) = 1 — sin?(z) gilt. Mit y := sin(x) folgt
1
arcsin’ (y) = ————= fiir alley € |—1,1[.
1—9y2

6) Fiir die Umkehrfunktion arccos von cos gilt nach der Umkehrregel

_ 1 _ 1 _ —1 o
arccos’ (cos (1)) = O TYe Ry T Mit y := cos (x) folgt

-1
arccos’ (y) = ——— fiir alley € |—1,1].
1—y?

7) Fiir die Umkehrfunktion In der Exponentialfunktion exp gilt nach der
Umkehrregel In (exp (7)) = . Mit y := exp (x) folgt

1 _ 1
exp’ () ~ exp(x)

1
In’ (y) = " fiir alle y € Rso.

8) Sei r € R beliebig, und sei f(z) = 2" := " ®) fiir € R+(. Nach der
Kettenregel gilt f/(z) = Ze"m(®) = Lz daln(z) = 1 gilt. Es ist also

fl(x)=ra"""  fiir alle 2 € Ryo.
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Ist insbesondere f(z) = /T = 22, so folgt

1
f(z) = ix_% =5 fiir alle € Rso.

Bei den Ableitungen fiir die Umkehrfunktionen schreibt man dann auch
wieder = statt y.

Bemerkung. Aus folgt auch tan’(z) = cos®(a)fsin(x) _ 1 , da

cos?(z) cos?(z)
cos?(x) + sin®(x) = 1 ist.

5.5 Mittelwertsatz

Seien a,b € R, a < b, und f : [a,b] — R stetig. Ist [ differenzierbar in
allen x € ]a, b, so gibt es ein & € |a, b mit

1oy 1(0) = f(a)
Die mittlere Anderungsrate wird mindestens einmal angenommen.
Y
fla) 1

a 13 b T

Anwendungen. Sei [ ein Intervall in R, und f : I — R differenzierbar.

1. Ist f'(z) = 0 fiir alle x € I, so ist f eine konstante Funktion. (Denn
fiir alle a,b € I mit a < b folgt aus dem Mittelwertsatz f(a) = f(b).)

2. Ist f'(x) > 0 fiir alle x € I, dann ist f streng monoton wachsend.
Denn mit a,b € I, a < b, folgt aus dem Mittelwertsatz

f)=fla)+ f(€)(b—a) > f(a) fiiralle a,be I,a<b.
%

Analog folgt aus f'(x) < 0 fiir alle x € I, dass f streng monoton fillt.
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68

5.6 Ableitungstest

Bestimmen Sie nachfolgende Ableitungen.

f'(@) =

8 88 8|1 88| 8| 8|8 8|8 888 S| 8 8|8 |8
S~— | N~ | ~ S~ | |~ | ~ | ~ | ~ S~— | ~— S~— | ~— | ~ S~— |~ | ~~ | ~~ | ~
= | = | = S S| S| e U= | = | = S S| S| |*

—~

S

=

o LR 222
ﬂWo))\TJ%I/ZZTW\}Mﬂ /WW\/WW\GT
\)(\x?lﬂx\)\)xl g% | F ~
k| g | & L7/\WW£3W(D\ ol = = 3
— | @ | = | = |« —~ |~ ||| .2 g | 8 /.‘W\tt RS 2I
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S| 8|Sl S| Sl 8 V| mmm RN I Yo R Y S B SR Y S
{1 A I I | O A
~—~ |l !l | | | | | |~ | — | ~~~ |~ | ~~~ | | | |
EIE|IE|EIE|IE|IE|EE|E BIEIZ|E|EEIZ|IEIE|IE|IE|EE
SIS S S | S| S|S|S|%Y ~ | = S N S| S| S|
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Regel von de I'Hospital Diese Regel folgt aus dem Mittelwertsatz. Sei
I C R ein Intervall, und sei a € I. Fiir differenzierbare Funktionen f,g :
I — R gelte f(a) =0=g(a) und ¢'(z) # 0 fir alle x € I mit = # a.

’

Wenn der Grenzwert lim ch ,g; existiert, so existiert auch der Grenzwert
r—a

im £&®) QT Lm L@ — 1 L)
Jim oGy - und es gilt i gy = lim gy
Beispiel.
— Q] 1 _ 3 1
lim & sin(z) — lim cos(x) — lim sin(z) — lim cos(x) _1
z—0 (ES z—0 3;172 z—0 6x x—0 6 6

Ableitungsfunktion f’

Ist f: Dy — R eine differenzierbare Funktion, so erhédlt man eine neue
Funktion f’: D; — R,z — f’(z), genannt Ableitung von f. Diese ist nicht

d
immer stetig. Man schreibt auch d—f := f'| fiir die Ableitungsfunktion.
x
Ist f/ differenzierbar, so ist f” := (f')" die zweite Ableitung von f. Man
d*f

schreibt dann auch = f"| fiir die zweite Ableitungsfunktion.

dr?

5.7 Lokale Extrema (ergéinzend)

Sei I ein Intervall, und sei f : I — R eine Funktion. Dann hat f in zg € T
ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum), falls es ein e € R~¢ gibt so,
dass gilt:

f(z) < f(zo) (bzw. f(z) = f(z0)) fir alle z € I mit |z — zo| < &.

Man nennt z( eine Eztremalstelle von f, wenn f in x( eine lokales Maximum
oder lokales Minimum besitzt. Es gelten

e Sei f:]a,b] — R differenzierbar in g € ]a, b[, und sei o eine Extre-
malstelle von f, dann gilt f'(xzq) = 0.

Tangente liegt waagrecht
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70 5 Differentialrechnung
Die umgekehrte Richtung ,, f'(z¢) = 0 = x¢ ist Extremalstelle” ist
im Allgemeinen nicht richtig, wie das Beispiel f(x) = 23 zeigt.
A
Hier ist f'(0) = 0, aber zg = 0 ist LT
keine Extremalstelle.
—
Kurvendiskussion

Mit dem Begriff Kurvendiskussion bezeichnet man das Zusammentragen
von priagnanten Eigenschaften einer Funktion f. In der Regel bestimmt
man dafiir

den Definitionsbereich von f.

Falls f nicht {iberall definiert ist (wie etwa f: z Sinagx), vgl. Bei-
spiel 3 in Abschnitt , untersuche man die Definitionsliicken auf
stetige Ergédnzbarkeit.

Besitzt f Nullstellen?

Gibt es Extremalstellen? Wenn f: ]a,b] — R differenzierbar ist, be-
stimmt man die Ableitung f’ und ihre Nullstellen. Falls auch f’ dif-
ferenzierbar ist, bestimmt man noch die zweite Ableitung f" := (f')’.
Es gilt: Ist f'(xo) = 0 und f”(z¢) > 0, so hat f ein lokales Minimum
in xg. Ist hingegen f'(z9) = 0 und f”(x¢) < 0, so hat f in z( ein
lokales Maximum.

Gibt es Wendepunkte? Wenn die zweite Ableitung [ existiert und
differenzierbar ist, bestimmt man die dritte Ableitung "' = (f")'.
Es gilt: Ist f"(z9) = 0 und f"'(x9) # 0, dann hat f in z( einen
Wendepunkt.

Wenn f auf ganz R definiert ist, untersuche man das asymptotische
Verhalten fiir £ — oo und * — —o0.

Weist f ein Symmetrieverhalten auf? Ist f zum Beispiel gerade oder
ungerade (siehe [.5))?
Zeichne den Graph von f.
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5.8 Aufgaben 48 -58

Aufgabe 48. a) Bestimmen Sie die Ableitung f/(z) in den folgenden
Fillen: f(x) = (sin(x) —cos(z))e* und f(z) = 1?;%’2 mit x € R .

b) Sei f(x) = e Tarctan(z) fiir 2 € R. Bestimmen Sie die Ableitung
f/(z) mit Hilfe der Ketten- und Produktregel.

c) Sei f(x)= %j’(z) fir z € R. Bestimmen Sie die Ableitung f’(z)
mit Hilfe der Quotientenregel.

Aufgabe 49. Bestimmen Sie mit Hilfe der Kettenregel die Ableitung
f(x) fir:

a) f(z)=In(32*) mit z € Ry, b) f(z) =eU) mitz e R,
¢) f(z)=arctan(e**) mit z € R, d) f(z)=sin(2) mit z € Ry.

Aufgabe 50. (Anwendung Bio)

Im Rahmen der biologischen Ringvorlesungen und der Vorlesung Chemie
fiir Biologen wird Ihnen der Begriff Michaelis-Menten-Funktion begegnen.
Diese gibt bei einer enzymatischen Reaktion die Umwandlungsgeschwindig-
keit M (z) von der Konzentration x € R des Substrats in folgender Weise

an: M(z) = % mit Konstanten a,b > 0.
x

a) Bilden Sie die Ableitung M’(x) und zeigen Sie, dass die Michaelis-
Menten-Funktion die folgende Differentialgleichung erfiillt:

_ bM (z)?

!
M'(x) -
b) Wie kann man begriinden, dass M (z) € 0, o fiir alle z € R~ ¢ gilt?
c) Zeigen Sie, dass die Funktion M (z) streng monoton wachsend ist.
d) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion wps: ]0,a] — Rso von M
und verifizieren Sie, dass up (M (x)) = z fiir alle z € Ry sowie
M (up(y)) = y fiir alle y € ]0, af gelten.

Aufgabe 51. (Anwendung Geo)

Nach einem Chemie-Unfall in einem Gelénde ist ein angrenzender See durch
einen Gefahrenstoff verunreinigt worden. Durch die zustéindigen Behorden
sind unverziiglich Messungen der Menge des Gefahrenstoffes k& (gemessen
in pl) im See eingeleitet worden. In Abhiingigkeit von der Zeit z > 0 in
Tagen seit dem Unfall ldsst sich die Gefahrenstoffmenge im See angeben
durch die Gleichung k(x) = e~%(50z + 4).
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72 5 Differentialrechnung

a) Berechnen Sie fiir > 0 die Schnittpunkte der Funktion k(z) mit der
x-Achse und mit der y-Achse.

b) Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung und bestimmen Sie
die Nullstelle z¢ von k’(z). Entscheiden Sie anschlieend, ob und an
welcher Stelle k(x) ein Maximum besitzt.

c¢) Skizzieren Sie den Graph der Funktion k(x) iiber den Zeitraum von
10 Tagen.
d) Was geben die Werte £(0,5) und £(0,5) an?

Aufgabe 52. (Zur Wiederholung)

a) Sei f: D — R, = — f(x), eine Funktion. Bestimmen Sie in den folgen-
den Fallen den grofftmoglichen Definitionsbereich D C R.

i) fla)=Ve+V1-2 ii) f(z) =In(z) —In(2 —x)

b) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte, indem Sie zuniichst Zihler
und Nenner als Linearfaktoren schreiben:
x5 — 42?2 + 3z 23 — 4a? + 3z

lim ————  und lim 5

x—0 q,‘2 — X x—1 €4 —x

Aufgaben aus dem Kurs 2004/05

Aufgabe 53. a) Sei f(z) = 2% + w fiir  # 0 in R. Bestimmen Sie
f'().

b) Bestimmen Sie Definitionsbereich und Ableitung der Kotangensfunk-

tion, definiert durch cot(z) = S22,

Aufgabe 54. Die hyperbolischen Funktionen

1 1
cosh:IR—>]R,x»—>§(ex—|—e_”) und sinh:]R—)IR,x»—)i(ex—e_”’)

erfiillen die Gleichung cosh?(x) — sinh?(z) = 1, vergleiche die Aufgaben
und [46] Die Funktion sinh ist bijektiv, und die Funktion cosh ist, einge-
schrankt auf cosh : R>g — Ry1, bijektiv. Als Umkehrfunktionen erhélt
man die Area-Funktionen

arcosh : Ry — Ryg bzw. arsinh: R — R.

a) Bestimmen Sie die Ableitung von cosh und von sinh.

b) Bestimmen Sie die Ableitungen arcosh’(y) fiir y € R~ und arsinh’(y)
fiir y € R mit Hilfe der Umkehrregel.
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Aufgabe 55. Sei u(y) = In(y + v/y2 —1) und v(y) = In(y + V1 +9y?) .
Bestimmen Sie die Ableitungen «/(y) fiir y € R~1 und v'(y) fiir y € R mit
Hilfe der Kettenregel.

Bemerkung. Die Losungen von Aufgabe[54]und Aufgabe |55 miissen iiber-
einstimmen, denn es gelten:

arcosh(y) =In(y + v/y?> —1) und arsinh(y) =In(y + /1 + y?) .
Aufgabe 56. Bestimmen Sie die Grenzwerte

In(1 — i 1 1
lim n(l + ) — sin(z) und lim [ —— — ——
x—0 ,1‘2 z—=1\x—1 ln(m)

mit Hilfe der Regel von DE 1’HOSPITAL.

Aufgabe 57. Diskutieren Sie die Kurve

—_
|

8
&

Aufgabe 58. Wie folgt die Regel von DE L’HOSPITAL aus dem Mittelwert-
satz?
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6 Integralrechnung

Im letzten Kapitel haben wir die Ableitung f” einer differenzierbaren Funk-
tion f kennengelernt. Nun interessieren wir uns fiir das Integral

/f(:c) dr := F(x), wobei F'(z)= f(z) gilt,

einer stetigen Funktion f. Das ist nichts anderes als eine differenzierbare
Funktion F, fiir die F' = f gilt. Zum Beispiel ist [ cos(z)dx = sin(x),
denn es ist sin’(z) = cos(x). Es handelt sich hierbei um ein unbestimmtes
Integral, denn mit F' = f ist auch (F +c¢)’ = F’'+¢ = f fiir jede konstante
Funktion ¢, da ¢’ = 0 gilt, vgl. Beispiel [1] in

Das bestimmite Integral f: f(z)dx ist eine Zahl und kann als ein Flichen-
inhalt aufgefasst werden, wie wir nun herleiten werden. Danach kommen
wir in 6.2 auf das unbestimmte Integral zuriick.

6.1 Das Riemann-Integral

Wir fithren nun das von BERNHARD RIEMANN (1826-1866) entdeckte In-
tegral ein, und zwar anschaulich als Fldcheninhalt.

Den Fliacheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenldngen s; und s; be-
stimmt man durch das Produkt F' = s7 - s5.

Aber wie bestimmt man den Flicheninhalt F', der vom Graph irgendeiner
stetigen Funktion f: [a,b] = Rso begrenzt wird?

f(x)

F S2 / 7

S1 b X

a
b
F=351-89 F:/f(m)dx

Als Ergebnis erhilt man das Integral von f(z)dx von a bis b, geschrie-

ben als F = fab f(z) dx. Dies wird folgendermafen konstruiert. Wihle
Oy L1y, Ty € [a,b] mit @ = g < 1 < -+ < @, = b und erhalte so
eine Unterteilung Uy, von [a,b], die aus den Intervallen [z, x1], [z1, z2] bis
[€n—1,2n] besteht. Wihle ¢; € [x;_1,2;] fir i = 1,...,n und bilde die

RIEMANNSsche Summe R(U,) := f(c1)(x1 —x0) + -+ + flcn)(Tn — Tn_1) .
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(Cl7f(01))

RN )

<

4

(ca f(ca))

In der Abbildung ist n = 4, und die RIEMANNsche Summe ist die Summe
der Flidcheninhalte der dargestellten Rechtecke.

Die RIEMANNsche Summe ist also die Summe der Flidcheninhalte von Recht-
ecken mit der Grundseite x; — z;—1 und der Hohe f(¢;). Der Fldcheninhalt
von Rechtecken unterhalb der x-Achse wird dabei negativ gezéhlt. Je kiirzer
die Grundseiten x; —x;_1 werden, desto besser wird der Fldcheninhalt unter
dem Graph von f approximiert. Sei

L(U,) = max (z; — x;—1)

1<isn

die Lénge des grofiten Teilintervalls von U,,. Da f: [a,b] — R nach Voraus-

setzung stetig ist, gibt es eine reelle Zahl F =: J(f) derart, dass fiir jede

Folge (Up)nen mit lim ¢(U,) = 0 der Grenzwert lim R(U,) existiert und
n— oo

n—oo
gleich J(f) ist. Man schreibt dazu

b
mﬂ:/ﬂ@m

und nennt J(f) das bestimmte Integral von f iber [a,b]. Hiufig wird J(f)
auch RIEMANNsches Integral genannt.

Anstelle von z kann in J(f) auch ein anderer Buchstabe verwendet werden
und zum Beispiel fab f(t)dt geschrieben werden.

Um den Flidcheninhalt unterhalb von Graph(f) zu gewinnen, haben wir
hier wieder die Erscheinungen ins ,,Unendlichkleine“ verfolgt, vgl. das Zitat
von RIEMANN vor Kapitel

Wie in der Differentialrechnung, so gibt es auch in der Integralrechnung
einen Mittelwertsatz.
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76 6 Integralrechnung

Mittelwertsatz der Integralrechnung. Sei f: [a,b] — R eine stetige
b
Funktion. Dann gibt es ein & € [a,b] mit / f(z)dx = f(&) (b—a).

Wenn f(z) > 0 fiir alle € [a, ] ist, so ist also J(f) der Flidcheninhalt eines
gewissen Rechtecks mit Grundseite b — a .

Konventionen. Man setzt

a a b
/ f(x)de =0 und / f(x)da:z—/ f(x)dz fir a <b.
a b a

6.2 Integrieren und Differenzieren

Sei I ein Intervall in R, und sei f: I — R eine stetige Funktion. Dann
nennt man eine differenzierbare Funktion F': I — R, die

(1) F'(z) = f(z) fiirallex el
erfiillt, eine Stammfunktion von f.
Eigenschaften von Stammfunktionen von f

(i) Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ist auch F'+c eine Stammfunk-

tion von f, wobei ¢ eine konstante Funktion ist. (Denn die konstante
Funktion 2 + ¢ hat die Ableitung 0 nach [1) aus [5.2})

(ii) Sind F und G Stammfunktionen von f, dann ist F'— G eine konstante
Funktion. Denn es ist (F—G) = F' —G' = f—f =0und also F -G
konstant nach [l aus 5.5

Man nennt daher eine Stammfunktion F' von f auch ein unbestimmtes Inte-

gral und schreibt / f(z)dx = F(z) + ¢| mit einer Konstanten ¢ € R oder

auch [ f(z)dx = F(x), wenn man nur eine Stammfunktion braucht.

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014/15



6.2 Integrieren und Differenzieren 77

Beispiele. [ cos’(z)dx = cos(z) und allgemein [ F'(z)dz = F(z) + c.

Wie kommt man von dem in eingefiihrten Integral fa f(x)dz, das eine
Zahl ist, zu einer Stammfunktion von f 7 Man hélt a fest und variiert die
obere Grenze. Das fiihrt zu der Funktion F(z f f(t) dt, und tatsichlich
ist diese Funktion eine Stammfunktion von f , wie man mit dem Mittelwert-
satz zeigen kann, vgl. z. B. [0 §19 Satz 1]. Es gilt der folgende Hauptsatz.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Seien I ein In-
tervall, a,b € I und f : I — R eine stetige Funktion.

1) Dann ist F: I - R, x +— / f(t)dt, eine Stammfunktion von f.

2) Fir jede Stammfunktion F : I — R von f ist

/ F@)dz = F(b) — F(a) = F(z)

Wir stellen nun eine Tabelle von unbestimmten Integrale zusammen. Die
Ableitungen in der rechten Spalte sind alle in [5.2) und [5.4] zu ﬁnden

[ f(x)de = F(x) Bemerkung Probe: F'(x) = f(:c)
Jlde =: [dz ==z Fl(z)=1= f(2)

[zdx = 3 a? F'(z) =32z = f(x)
[arde = =5 2"t neN F'(z) = 245 2™ = f(x)
fﬁ dr = 2\/x x>0 F’(z)-%ﬁxéflzﬁ
[ 1dz=In(z) x>0 F'(z)=In'(z) = L = f(x)
[ e dx = e* F'(z) =e* = f(x)

[ cos(z) dx = sin(z) F'(z) = sin'(z) = f(x)

[ sin(z) dz = — cos(z) F'(z) = —cos'(z) = f(x)
fcos2(1) dx = tan(z) ve]-2,%] F'(x) = tan’(z) = f(x)

[ 1557 do = arctan(z) F'(x) = arctan’(z) = f(x)
[ dn = % e’ Fl(z)=14%-3¢e3 = f(x)
Ik 11_ dx = arcsin(z) | x € ]—1,1] F'(x) = arcsin’(z) = f(x)
f dx = arccos(z) | ¢ € ]-1,1] F'(z) = arccos/(z) = f(x)
[ dxzixrﬂ reRy1,2>0 | F(z)= 22" = f(x)
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6.3 Integrationsregeln

Integrieren ist additiv, aber nicht multiplikativ. An die Stelle der Multipli-
kativitédt tritt die unten stehende Regel der partiellen Integration.

Linearitéit: Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen, und sei A € R.

Dann gilt /ab(f(a:) + g(m)) dx = /ab f(z)dx + /abg(x) dx

b b
und / )\~f(x)dx:)\-/ f(z)dz mit XA € R.

,Additivitdt“ und ,einen konstanten Faktor kann man vorziehen®.

5
Beispiel. /(f — 4x3)dx =5In(z) —2* + ¢ fiir x> 0.
x

Partielle Integration: Seien f, g: [a,b] — R differenzierbar mit stetigen
Ableitungen. Dann gilt

b
(2) /1ﬂm¢qu=ﬂ@mw

Bei der partiellen Integration sind also f ( ) und g ( ) vorgegeben,
und man berechnet zunéchst f/(z) und g(z) = [ ¢'(

(Die Regel folgt aus der Produktregel in [5.3] E' ) und dem Hauptsatz in
6.2, denn danach gilt (fg)’(z ) f(x)g ( )+f( )9 () und Integrieren

auf belden Selten hefert f g =[f(z dx—i— [ f(z)¢'(x) dz und
also [ f(z)g'(z)dx = — [ f(z x.)

Belsplel 1. Berechne f In(x) dx fiir x > 0.

Esist [In(xz dx—fln lda:—ff x)dx mit f(z) = In(z),

also f'(z) = 1, und ¢'(x) =1, also g(z fldx—x Es folgt

[m@nds =g /f
zln(:z:)xf/xxdxfln( )z /1das

=In(z)xr —x+c.
Beispiel 2. Berechne [z cos( ) dx .

Es ist [z cos(x d:z:—ff x)dx mlt f(z) = x also f'(z) =1,
und ¢'(z) = cos( ) also g fcos dx = sin(x) . Es folgt
J xcos(x)dx = ff dx = zsin(z) — [sin(z)dz =

xsin(x) + cos(z )+c
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Substitutionsregel: Sei g : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit
stetiger Ableitung ¢’. Und sei f : g([a,b]) — R stetig. Dann folgt

b g(b)
3) / F9(@)) ¢ (@) do = / ., Jwa

Dazu verwendet man die Substitution u := g(x), also

du
r_ _

woraus die formale Beziehung | ¢’(x) dz = du | folgt. Dies setzt man

in die linke Seite von ein und erhélt die rechte Seite, aber diese
mit gednderten Grenzen: Wenn auf der linken Seite # von a nach b
lauft, so lduft auf der rechten Seite u = g(x) von g(a) nach g(b).

Beispiel 1. Berechne / cos(z?) - 3z% du .
0

Setze u = g(z) = 2. Dann ist % = ¢/(z) = 322 und also formal

du = 3z% dz . Ferner ist f(u) = f(g(x)) = cos(u) . Es folgt

™ g(m)
/ cos(x?) - 2% dx = / f(u) du
0 9(0)

3

:/OTr cos(u) du

7‘—‘5

= sin(u) .

sin(7®) — sin(0)

= sin(7?).

z

Beispiel 2. Berechne / sin®(x) cos(z) dzx. Setze u = g(x) = sin(z).
0

Dann ist 2 = ¢/(z) = cos(z) und also formal du = cos(z) dz . Ferner

ist f(u) = ut. Es folgt

%sin4xcosm x = : z)) - ¢ (x)dz
| st @ eost@yas = [ fta(e)) - @)

sin(Z)=1 1 5
:/ i f(u)du:/ wtdu = =
sin(0)=0 0 5
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6.4 Aufgaben 59—-67
Aufgabe 59. Berechnen Sie nachfolgende Integrale mit Hilfe der Regel der

b b b
partiellen Integration/ f(x)g' (z)dx = f(:r)g(ac)’a 7/ f(x)g(z)dx :

z 10
a) / xsin(z) dx b) / ze'% dg
0 0

Aufgabe 60. Berechnen Sie nachfolgende Integrale mit Hilfe der Substi-
b g(b)
tutionsregel / flg(2) g (z)dx = / flw)du:
a g(a)

™ e™ 1
a) /2 sin?®(x) cos(z) dz b) / sin(In(z)) = dz
0 1 €z
Aufgabe 61. (Anwendung)
Die Anderung der Korpertemperatur einer Person mit fieberhaftem Infekt

ist gegeben durch die folgende Ableitung

y@):(l—ﬁﬁ>el

Hierbei beschreibt ¢ > 0 die Zeit in Stunden nach Ausbruch des Infektes
und y(t) die Kérpertemperatur in Grad Celsius. Die Koérpertemperatur der
Person betrage normalerweise 36,8 Grad Celsius, so dass die Anfangsbe-
dingung y(0) = 36,8 gegeben ist.

=

t

ol

a) Ermitteln Sie den Temperaturverlauf y(¢) .

b) Nach wie vielen Stunden war die Korpertemperatur am hochsten,
und wie hoch war sie dann? (Bei t = ¢ liegt ein Maximum, wenn
Y (to) = 0 und 3" (¢p) < O gilt.)

Aufgabe 62. (Zur Wiederholung)
Beantworten Sie folgende Fragen fiir die unten stehenden Funktionen
f: R — R. Ist die Funktion gerade? Ist die Funktion ungerade?

(@) flz)=0 () fla)=1 () fl@)=2 (d) fla)=z+1
Aufgaben aus dem Kurs 2004/05

Aufgabe 63. Berechnen Sie die Integrale

2 1
/(m2—3x—|—2)dx und /3\/56133
21

1
1
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Aufgabe 64. Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der partiellen
Integration:

1
/x e’ dx, sowie /:c sin(z) dx und /x2 cos(z) dx.
0

Aufgabe 65. Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Substi-
tutionsregel:

\o

1
sin?(z) cos(x) dx und /111(433 +2)dx.
0

[NE]

Aufgabe 66. a) Zeichnen Sie die beiden Kurven
f:00,1] — R, 2~ +x, und ¢:[0,1] — R, z+ 22,

und bestimmen Sie den Flacheninhalt F der von diesen beiden Kurven
eingeschlossenen Fldche.

b) Bei konstanter Flichendichte hat der Schwerpunkt S der Fliche die Ko-
ordinaten
1

1

v =z [l -g@de  wmdys = g (@7 —gle))
0 0

Berechnen Sie die Koordinaten g und yg und markieren Sie den Schwer-
punkt S in Threr Zeichnung.

Aufgabe 67. Sei —-1<zxz<1.

—2x
dx mit der Substitutionsregel.

a) Berechnen Sie das Integral / 1

— 22

b) Berechnen Sie das Integral dx mit der Substitutionsregel.

=
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7 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten eine Differentialgleichung der Form y' = f(z) mit einer
stetigen Funktion f(z). Gesucht ist eine Funktion y(x) genannt Ldsung,
deren Ableitung die Funktion f(x) ist. Diese ist schnell gefunden, denn fiir
y(z) == [ f(z)dz gilt y'(z) = f(z) nach Kapitel@

Zum Beispiel hat die Differentialgleichung 3’ = ¢’* die allgemeine Lésung
y(z) = [ €™ dx = $€™ + ¢ mit einer Konstanten ¢ € R. Wir iiberpriifen
dies Ergebnis durch eine Probe, indem wir die gefundene Losung ableiten.

Probe. y = %e” +c= 9y = %767“’ +0=¢€™" v
Die Probe zeigt, dass unsere Losung die vorgegebene Differentialgleichung
y' = €7 tatsichlich erfiillt.

Eine (gewdhnliche) Differentialgleichung 1. Ordnung ist eine Gleichung, in
der eine unbekannte Funktion y = y(z) und deren Ableitung y’ vorkommt.
Wir benutzen dafiir die Abkiirzung DGL.

Gesucht ist eine Ldsung der DGL, d.h. eine auf einem Intervall I C R
differenzierbare Funktion y: I — R, die die DGL erfiillt.

Beispiel. Man 16se die DGL ¢y’ = y. Es ist y(z) = e eine Losung und
allgemeiner y(x) = ce® mit einer Konstanten ¢ € R.
Probe. y=ce® =y =ce* =y V

Ist eine Anfangsbedingung y(xo) = yo vorgegeben, so spricht man von einer
Anfangswertaufgabe.

Beispiel. Man 1sse die DGL 3’ = y mit y(0) = 2.

Fiir die Losung y(z) = ce® gilt y(0) = ce® = ¢ < 2. Die Losung der
Anfangswertaufgabe ist daher y(z) = 2e®.

Wir betrachten nun verschiedene hiufig vorkommende DGL-Typen. Dabei
seien a, b, f: I — R stetige Funktionen auf einem Interval I C R. Mit dem
Buchstaben c sei stets eine Konstante ¢ € R bezeichnet.

7.1 Homogene lineare DGL y’ = a(z)y

Eine DGL der Form ¢’ = a(x)y wird eine homogene lineare DGL genannt.
Sie hat die allgemeine Losung

(1) y(a) = cett®

mit einer Stammfunktion A(x) von a(z). Denn aus y = ceA(*) folgt nach
der Kettenregel y' = A'(z) ce*®) = a(x)y, da A'(z) = a(x) gilt.
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Beispiel 1. Man lose die DGL 3/ = 2zy. Es ist ¥y = 22y = a(z)y mit
a(x) = 2z. Es folgt A(z) = [2zdz = 22
Die allgemeine Losung ist also y(x) = ceA(®) = ce®”.

Probe. y = ce® =y =c-2ze” =2z -ce® =2zy v
Beispiel 2. Man I6se fiir z > 0 die DGL ¢/ = %y mit festem k € R.
Es ist y' = £y = a(z)y mit a(z) = £. Es folgt A(z) = [ £dz = kn(z).

Die allgemeine Losung ist also y(z) = ceA®) = ceFIn(®) = czh,
Probe. y = cx¥ = ¢/ = cka* ' = ck% = %czk = %y v

Beispiel 3. Allometrische DGL

Bei der Allometrie geht es um die Verdnderung von Groflenverhéltnissen
Z im Laufe eines Wachstumsprozesses, z.B. wenn x die Kérpergrofie und y
die Kopthohe eines Menschen ist: Vor der Geburt positiv allometrisch und
danach negativ allometrisch.

Die allometrische DGL lautet: y' = k£ mit einer Konstanten k € R~ und

x>0.Esisty = gy, und diese DGL hat nach Beispiel 2 die Losung

y(x) = ca®.
Die Konstante k& wird allometrischer Fxponent genannt und die Losung
Allometrieformel. Fiir k > 1 liegt positive Allometrie vor wie z.B. beim
Wachstum des Gesichtsschidels eines Mantelpavians. Der Gesichtsschidel
wichst schneller als der Gesamtschédel.

iy |n(y) y(x) = cx®, k>1

In(x)

Beispiel 4. Das exponentielle Wachstum einer Population (z. B. Bakterien
in einer Nahrlosung) wird durch die DGL ‘Z—f = «P(t) mit einer Konstanten
a € Ry beschrieben. Dabei ist P(t) die Groie der Population zum Zeit-
punkt ¢. Nach (1) ist P(t) = ce* die allgemeine Losung der DGL. Es ist
P(0) = ce = c. Hat also die Population zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Groe Py ,
so gilt das exponentielle Wachstumsgesetz fir ¢ > 0. Hierbei
wird angenommen, dass keine dufleren Einfliisse das Wachstum behindern.
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7.2 Lineare DGL vy’ = a(x)y + b(x)

Eine DGL der Form 3’ = a(z)y + b(x) heifit lineare DGL. Eine lineare
DGL wird inhomogen genannt, wenn b(x) # 0 fiir mindestens ein = € I ist.
In diesem Fall nennt man b(x) auch eine Stérfunktion. Man bestimmt nun
wieder eine Stammfunktion A(z) von a(z) und erhélt dann als Losung

(2) y(z) = eA® /e*A(I)b(x) dz.

Probe. Da A(z) eine Stammfunktion von a(z) ist, gilt A’'(z) = a(z), und
nach Definition des unbestimmten Integrals gilt ([ f(z) d:r)/ = f(x). Aus
Ketten- und Produktregel ergibt sich daher: y = eA@). [ e~ A@p(z) dz =
Y = a(x)et® . [e=A@b(z) dx + eA®) . e~ A@p(2) = a(z)y + b(x).
Hier wurde auch noch die Funktionalgleichung der e-Funktion ausgenutzt:
eA@) | o= Ax) — pA(X)—A(z) — o0 — 1.

Auf die Losung (2) kommt man nach einer Idee
von LAGRANGE durch Variation der Konstanten.
Es wird der Ansatz y = eA(®)¢(x) gemacht und
damit sozusagen die Konstante in der Losung (1)
der homogenen DGL variiert. Da A'(z) = a(x)
ist, folgt aus Ketten- und Produktregel

Y = a(z) e*@e(z) + eA@ (2)
a(z)y + AP ().

Ein Vergleich mit ¥’ = a(z)y + b(x) ergibt also

JosepH  LoOulS LAGRANGE,
/ )
A (z) = b(x). 1736-1813

Daraus folgt ¢(x) = e~4@)p(z). Durch Integrieren auf beiden Seiten folgt
c(z) = [ e A@p(z) dz. Dies in den Ansatz y = eA®).c(x) eingesetzt, ergibt
die in (2) angegebene Losung.

Beispiel 1. Man lose die DGL ¢/ = 22y + ¢* . Es ist ¢/ = a(x)y + b(x)
mit a(x) = 2z und b(z) = ¢*’. Eine Stammfunktion von a(z) ist A(z) =
J 2z dx = 2%. Nach (2) folgt

y(z) = eA®) [ e A@p(g) do = e [e e dz = e [1dz = ™ (z+c).

Probe. y = ¢*’ (z4¢) =y = 2ze®” (x+¢)+ e’ 1=2zy+er v
Beispiel 2. Man l6se die Anfangswertaufgabe 3’ = sin(z)y + 3z2e~ <)

mit y(m) = 0.
Es ist 3/ = a(x)y + b(x) mit a(x) = sin(z) und b(x) = 3a%e~ (o).
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Eine Stammfunktion von a(z) = sin(z) ist A(z) = [ sin(x) dz = — cos(x).
Nach (2) folgt

y(z) = eA(”)/ e~ A®) . p(x) da
— e cos(x) /ecos(w) . 31‘26_ cos(x) dr
— e~ cos(z) /3372 dr da ecos(:c)e— cos(z) _ ecos(w)—cos(x) — 60 -1

— e~ cos(x) (1‘3 + C)

Anfangsbedingung: Es ist y(r) = e~ 5(7) (7r3 +c) =e (=D (7r3 +c) ~o.
Es folgt 73 + ¢ =0 und also ¢ = —73.
Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) = e~ (@) (23 — 73).

Probe. y = e @) (xS — 71'3) -
y = sin(x)e™ s (:r3 — 7r3) + e 08(®) . 322 = sin(z)y + 3x2e” @)

7.3 DGL mit getrennten Variablen y’ = f(x)g(y)

Sei g: J — R eine auf einem Intervall J C R stetige Funktion mit g(y) # 0
fiir alle y € J. Eine DGL der Form ¢’ = f(x) g(y) nennt man eine DGL mit
getrennten Variablen.

Schreibt man die DGL als 4% = f(x) g(y), so folgt s 94 = f(x), und man

kann dies formal umformen zu ﬁ dy = f(x)dz. Man integriert nun auf

beiden Seiten und erhilt eine Losung der DGL ¢’ = f(z) g(y), indem man
die Gleichung

®) [ = [ s@yda

nach y auflost. Die Losung y schreibt man dann auch als y(z).

Beispiel 1. Man 16se die Anfangswertaufgabe 3’ = fm%e’y mit y(2) = 0.
1

Es ist ¢ = f(2)g(y) mit f(x) = —z% und g(y) = e~¥. Es folgt g(y) =
und also ﬁ = €Y. Man hat nun die folgende Implikationskette:

[ - [ = [ ]S

1 1
:>€y=*+c:>y:1n(f—|—c>.
x x
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Anfangsbedingung: Es ist y(z) = In(L +¢) und also (2) = In(3 +c¢) 0.
Anwenden der Exponentialfunktion ergibt % +c=e’=1und also ¢ = % .
Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) =In(2 + 1) fiir 2 > 0.
Probe. y=In(i+c¢) =

V=1 (@)oo ) =a ()= —me v
Beispiel 2. Seien a,b € R~ konstant und x,y € R~ . Man lose die DGL
y' =25 Bsisty' = gby -y = f(0)g(y) mit f(2) = s und g(y) = 2.

Lose also die Gleichung [ y% dy = [ -2 dz nach y auf. Integrieren auf

beiden Seiten ergibt —% = —% +c= —b_a% und also durch Multiplikation
mit —1 und Kehrwertbildung die Losung y(z) = ;% .
Fiir ¢ := —1 erhélt man die Michaelis-Menten-Funktion M (z) = -5 - Die

Probe hierfiir wurde bereits in Aufgabe [50| gemacht.

Als eine Dosis- Wirkungsfunktion zeigt die Michaelis-Menten-Funktion, dass

sich die Wirkung M (x) eines Medikaments mit wachsender Dosis x einer

Séttigung a néhert, denn es ist M () = —% und also lim M(z) =a.
r—00

142

M(z),
5 4
41 M(z) = 11’2
37 M(z) = 2%
2 | ‘[(I) = ;1?2
14 M@ =k
I T B

7.4 DGL vom Typ vy’ = g(y)

Dieser Typ ist ein Spezialfall des Typs in mit f(z) = 1 und also mit
[ f(z)de = [dz =z + c. Es sei wieder g(y) # 0 fiir alle y € J.
Man erhilt dann eine Losung der DGL 3 = ¢(y), indem man die Gleichung

1
/ ——dy = x + ¢ nach y auflost.
9(y)
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Beispiel. Man lose fiir y > 0 die Anfangswertaufgabe y/ = y + y? mit
y(0) = 1. (Dabei wird Partialbruchzerlegung geiibt.)

Um die DGL zu 16sen, ist die Gleichung |

y+1y2 dy = x+c nach y aufzulosen.

Zunéchst berechnen wir [ ﬁ dy . Ein Ansatz mit Partialbruchzerleqgung
; 1 LA, B _ AQ+y)+By _ A+Ay+By _ A+(A+B)y

ergibt v T )y T TR T () y(iy) y(1+y)

und nach Koeffizientenvergleich folgt A =1 und A+ B =0, also B = —1.

Es folgt y_&yz, = % - J_—y und daher

fﬁdyzf%dy—fﬁdy:ln(y)—1n(1—|—y)zln(ﬁ).

Also ist die Gleichung ln(%) = x + ¢ nach y aufzulésen. Anwenden der

Exponentialfunktion auf beiden Seiten ergibt:

1%} =eT¢ also y = e*T¢(1 +y) = e*T¢ + ye®+¢. Es folgt y — ye®T¢ = e¥1¢

1

und daher y - (1 — e*7¢) = e*T¢. Dies ergibt y(z) = 1:% =L
Probe. Benutze die Quotientenregel: y = % ==

N N L
Anfangsbedingung: Es ist y(0) = licec = 1, also e =1—¢° und e® = 3.
Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) = 1_%% = % fiir x < In(2).

7.5 Ubersichtstabelle

Die in der folgenden Tabelle aufgefiihrten DGL-Typen sind der Reihe nach
in den Abschnitten 6.2, und behandelt worden.

Typ | DGL Losung oder Losungsweg
I |y =f() y=[f(z)dx
II |y =a(x)y y = ce® wobei A'(z) = a(x),
homogene lineare DGL | also A(z) = [ a(x)dz
I | v = a(z)y + b(z) y = eA®) . [emA@ b(z) do
lineare DGL wobei A'(z) = a(z)

IV | v = f(x)g(y), DGL Lose folgende Gleichung nach y auf:
mit getrennten Variablen| [ ﬁ dy = [ f(z)dz

V oy =9y Lose folgende Gleichung nach y auf:

(Spezialfall von Typ IV) | [ ﬁdy =z+c
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Beispiel. Fiir den Dampfdruck p = p(T') einer Fliissigkeit bei absoluter
Temperatur 7' gilt ndherungsweise die DGL
dp _ qo+ (Cp — O)T

() ar ~  Rrre U
wobei C' die Molekiilwarme der Fliissigkeit, C), die Molwérme des Dampfes,
qo die Verdampfungswérme bei T' = Ty und R die Gaskonstante ist. Die
DGL ist vom Typ II, denn es ist 3—51 =a(T)p mit
_ w0+ (G -OT _ q Jrcp*C

RT? RT? RT
Es sei die Anfangsbedingung p(Tp) = po vorgegeben. Wihle als Stamm-
funktion von a(T") geméf Hauptsatz in 6.2 die Funktion

T J—
A(T) = / a(t)dt = (_j;t L G . ¢ m(w)
qo qo Cp -C T
=0 ;20 In(—).
RT "R, TR (TO

Nach (1) in[7.1]wird die DGL () durch p(T) = ceAT) gelsst. Da A(Tp) = 0
gilt, ist ¢ = ce® = ceAT0) = p(Tp)) = py Wir erhalten die Losung

a(T)

T

To

cp-C

i "
T) = A(T) _ 7Py — 7T ( )
p(T) = poe po e 1o T ,

da e™(15) = (Tlo)c nach Definition der allgemeinen Potenz in [4.9| gilt.

o

7.6 Losen mit Substitution (erginzend)

Die DGL-Typen in der folgenden Tabelle kann man jeweils durch eine ge-
eignete Substitution auf einen schon bekannten Typ zuriickfithren.

VI |y =f(@)y+g(z)y” | Substitution z=y'~" ergibt Typ III:
r # 1, BERNOULLI-DGL | 2/ = (1 = 7) f(z) z + (1 — )g(x)

VII | o = f(¥) Substitution z = £ ergibt Typ IV:
homogene DGL 7 =1(f(2)—2)

VIIL| ¢ = f(ax + by + d) Substitution z = axz + by + d ergibt
a,b,d € R Typ V: 2/ =a+bf(2)

IX |y =ay*+ %, a,b€R| Substitution u= 1 ergibt Typ VILI:

spezielle RICCATI-DGL | v/ = —a — b (%)2
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Wir begriinden nun, wie man jeweils auf die durch Substitution entstandene
DGL kommt. Hat man diese DGL gelost, so muss man danach riicksub-
stituieren. Bei Typ IX hat man zweimal zu substituieren und daher auch
zweimal zu riicksubstituieren.

VI: Es sei 2z := y! " definiert (z.B. fiir y > 0, wenn r = % ist). Ist dann
y =f (;U) y+ g(x)y", so folgt nach Kettenregel und durch Einsetzen

==y "y =0 -y (f(@)y+g@)y")
= (L=r)(f(2)y"" +g(x)) = (1 = r)(f(2)z + g(x)).
VIL Ist z = £ und ¢ = f(¥) fiir 2 # 0, so folgt

/
SR N (VS AN YE AR AN Y
T x2_m<y x>_x(f<x) x)_x(f(z) 2).
VIIL: Ist z = ax + by + d und ¢ = f(az + by + d), so folgt
2 =a+by =a+bf(z).

IX: Ist u = % und 3’ = ay? + r% fiir ¢,y # 0, so folgt

1 1 b u\ 2
I / 2
Im Folgenden rechnen wir zu den Typen VI bis IX je ein Belsplel

Beispiel 1. Man lose die Anfangswertaufgabe
y' =y +y? mit y(0) = 1.
Wende Typ VI fiir y # 0 an. Es ist

Y =y+y°=f@)y+g(x)y

mit f(z) = 1 und g(x) = 1 sowie r = 2 und
alsol—r=1-2=-1.

I T— , - Es folgt

=

Setze z =y

JacoB BERNOULLI 1654-1705

=(1-rf@)z+(1-r)glx)=—2-1
=a(x)z+b(z) mit a(z)=-1 und b(z) =-1.

Es ist A(z) = [a(z)dr = —z, und es folgt 2z = eA®) . [e=A@)Y(z) dr =
e [e (—1)dz =e " (—e"+¢)=—1+ce ™. Rucksubstltutlon y = %

ergibt y(z) = —1+1ce*“" =5

Anfangsbedingung: Es ist y(0) = ﬁ =1l,alsol=—-1+cund c=2.
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Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) = 2f; (2).

In[7-4 haben wir dieselbe Anfangswertaufgabe mit Hilfe von Typ V gerech-
net und dasselbe Ergebnis erhalten, denn die Losung ist durch die Anfangs-
bedingung eindeutig bestimmt.

Wie ermittelt man das (maximale) Intervall auf dem die Losung definiert
ist? Da der Nenner der Lésung y(z) = 5% genau fiir 2 = In(2) Null ist,
stehen die Intervalle R ,(2) und Rojy(2) zur Auswahl. Wegen der Anfangs-
bedingung y(0) = 1 kommt nur das zweite Intervall in Frage.

Es sei noch angemerkt, dass das logistische Wachstumsmodell in Aufgabe
[ZQ durch eine Bernoulli-DGL beschrieben wird.

Beispiel 2. Man l6se die Anfangswertaufgabe 3’ = COS( ) +Z mit y(1) = 0.

Die DGL ist vom Typ VII. Die Substitution z = £ erglbt dann die DGL
2= %(COS(Z) +z2—2) = i.cosl(z) vom Typ IV. Es folgt [ cos(z)dz = [ 1 du

und also sin(z) = In(z) +c. Es folgt z = arcsin(In(z) +¢). Rucksubstltutlon
ergibt y = xz = xarcsin(In(z) + ¢).

Anfangsbedingung: Da In(1) = 0 ist, folgt y(1) = arcsin(c) < 0 und also
¢ =sin(0) = 0.
Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) = zarcsin(In(z)) firz € [1,¢].

Das Losungsintervall ist hier im Hinblick auf Definitions- und Wertebereich
von arcsin: [—1,1] — [~ %] relativ klein.
Probe. Benutze sin’(t) + cos?(t) = 1 und also cos(t) = /1 — sin?(t) fiir
t € R. Nach [5.415 und [5.4}7 sowie Produkt- und Kettenregel gilt dann:

o . 7 . T 1
y = zarcsin(In(x)) = ¢y’ = arcsin(In(z)) + JmGE ®
— Y _|_ 1 = Y L gl \/

z \/l—sinz(arcsin(ln(m))) z + cos(3)

Beispiel 3. Man lose die Anfangswertaufgabe y' = (x + )2 mit y(0) = 1.
Die DGL ist vom Typ VIII mit ¢ = 1 = b und d = 0. Die Substitution
2z =z +y ergibt dann 2/ = 1 + 22 vom Typ V. Danach ist die DGL

1
/1+ 2d2*x—|—c

nach z aufzulésen. Es folgt arctan(z) = x+ ¢ und also z = tan(x 4 ¢) . Nach
Riicksubstitution y = z — « erhélt man y(x) =tan(zx +c¢) —z.

Anfangsbedingung: Es ist y(0) = tan(c) < 1 und also ¢ = arctan(l) = 7.

Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) = tan(x + g) —x fir alle
vel-2.1].
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Probe. y=tan(z+c¢)—r =y =1+tan’(z +¢) - 1= (y+2)* v

Beispiel 4. Man l('jse die Anfangswert-

aufgabe y' = —1y? — L mit y(1) = 4.
Wende Typ IX an.

Es ist ¥ = ay®’ + % mit a = —% und
b= —1.

Die Substitution u = é ergibt die DGL
=14 (%)% vom Typ VIL

Die Substitution z = 2 ergibt die DGL

d o= 1d 422 -2 = Lz - L)

vom Typ IV. Also ist die Gleichung

1 1
/—de = /—d:c nach z auf-
(2= 3) z

JACcOPO FRANCESCO RICCATI 1676-1754 zulosen.

Wir erhalten die Implikationskette:

Jempde=[zdr=-Zr =@ +c=z2- 3= g =
1 1 _ _ =z xT _ ln( )+ —2
P T e O U TS T RGe = 2(aGte)
_ 1 2In(z)+2c
Es folgt y(x) —u mln(zg—i-)zc—Qx ’

Anfangsbedingung: Es ist y(1) = 25 = 4 also 2¢ = 4¢ — 8 und ¢ = 4.

Lésung der Anfangswertaufgabe: y(z) = % fir x > 5

Probe. Aus y = 2ln(@)+8 folgt

z(In(z)+2)
_l,2 1 1 Ch@48)? 1 1 4ln*(2)+32In(2)+464 1 _

4 z2 = 4 z22(In(x)+2)2 2 T 4 22 (In(z)+2)2 z2
—In?(x)—81In(z)—16 1 —In?(z)—81In(z)—16— (ln(ac)+2)2 —21n?(z)—121In(x)—20
z2(In(z)+ )2 z2 T z2(In(z)+2)2 22 (In(z)+2))?

2z(In(z)+2)—(2In(x)+8)(In(z)+3) 2ln(m)+4—2an(m)—6ln(z)—81n(z)—24
und ¥’ = P 2)7 P +2))?
_ —2In*(z)—12In(z)—20 _ 1.2 1
22(In(2)12))2 =—-—z= Vv

Bemerkung. Die allgemeine Riccati-DGL hat die Form

y' = f(x)y® + g(x)y + h().

Sind f und g konstant und beide > 0, so stellt die DGL 3 = — fy*>+gy+h(x)
ein Modell fir natirliches Wachstum dar, das durch eine Steuerungsfunk-
tion h(x) von aufen beeinflusst wird, vel. [13, Kap.9, §2].
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7.7 Aufgaben 68 —76

Aufgabe 68. Lisen Sie die Anfangswertaufgabe 3 = 22y + e© sin(x)
mit y(0) =1 und bestétigen Sie Ihr Ergebnis durch eine Probe.

/

Aufgabe 69. Losen Sie die Anfangswertaufgabe 3y’ = sin(z)eY mit
y(m) =0 und bestiitigen Sie IThr Ergebnis durch eine Probe.

Aufgabe 70. (Anwendung Bio)

Sei N = N(t) die Anzahl der Individuen in einer Population zum Zeitpunkt
t > 0. Dann wird die Zuwachsrate im logistischen Wachstumsmodell durch
die DGL % =rN(1l-— %) beschrieben, wobei > 0 eine Populationskon-
stante ist, K € R die Umweltkapazitit bezeichnet und stets 0 < N < K

vorausgesetzt ist.

a) Nennen Sie alle DGL-Typen aus der Vorlesung, mit deren Losungs-
wegen Sie die DGL ‘% = rN(l - %) l6sen konnten. Losen Sie
anschlieffend die DGL nach einem dieser Verfahren.

K

Hinweis: Es ist ge—5y = L+

b) Bestimmen Sie tlim N(t) fiir Thre Losung N aus a) und interpretie-
— 00

ren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 71. (Anwendung Geo)

Wir betrachten den radioaktiven Zerfall von Radium in Radon und von
Radon in Polonium in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ > 0. Es gelten folgende
Bezeichnungen:

e N;(t) beschreibt die Anzahl der Radiumatome zur Zeit ¢ so, dass fiir
t =0 gilt N1(0) = Ny > 0 mit einer Zerfallskonstanten A; .

e Ny (t) beschreibt die Anzahl an Radonatomen zur Zeit ¢ so, dass fiir
t =0 gilt No(0) = 0 mit einer Zerfallskonstanten Ao # A;.

Der Zerfall von Radium wird beschrieben durch die Differentialgleichung

dNy
— = =\ Ny
at 14V1
Diese DGL vom Typ II hat die Losung N; = Nge~*%. Das aus dem Radium
entstandene Radon zerfiillt weiter zu Polonium, so dass sich die folgende
DGL ergibt (fiir Ay # A2):

dN:
d—tQ = XNy + M Ny = —AoNa + Ay Noe M.
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a) Losen Sie diese DGL mit obiger Anfangsbedingung N2(0) = 0.
b) Berechnen Sie die Losung unter der Annahme A; = Ay mit obigen
Anfangsbedingungen.

Aufgabe 72. (Zur Wiederholung)
Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen f: R — R.

(a) f(z) = sin(sin(z)) (b) f(z)=e"
(€ f@) =1z (@) fl@)= e (1+a?)
Aufgaben aus dem Kurs 2004/05
Aufgabe 73. Ermitteln Sie eine Funktion F': R — R mit der Ableitung
F'(z) = 4 (3 sin®(z) + 4sin(z) + 2) cos(z) fiir alle z € R.

Aufgabe 74. Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen und bestéti-
gen Sie jeweils IThr Ergebnis durch Differenzieren der ermittelten Losung.

a) y = cos(x)y+ e,
b) 3 —y?sin(x) =0.
Aufgabe 75. Sei —1 < x < 1. Losen Sie die Differentialgleichung

x
/ _
Vi ay=TVvy

Aufgabe 76. a) Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form
y' +a1y +agy =0 mit a;,a0 € R.

Die dazu gehorige charakteristische Gleichung A\*> +ay A+ ag besitze zwei
verschiedene reelle Losungen A; und \s . Bilden Sie die erste und zweite
Ableitung von

y=creMT 4 e (mit Konstanten c1,co € R)

und zeigen Sie, dass y die Differentialgleichung 4" +a; ¢y’ +ag = 0 erfiillt
und somit eine Losung ist. (Man nennt y die allgemeine Lisung.)

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y”—y'—2y:0.

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014/15



94 8 Funktionen mehrerer Veridnderlicher

8 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Die meisten Vorgénge in der Natur hédngen von mehreren Ursachen ab. Bei
ihrer Modellierung hat man also mehrere Verénderliche zu beriicksichtigen.

Beispiele. 1. OHMsches Gesetz: [ = % wobei I die Stromstérke, U die

Spannung und R der Widerstand ist. Man kann U und R unabhéngig
voneinander verdndern und erhélt I als Funktion der beiden Verédnder-
lichen U und R. Man schreibt dann auch I = f(U, R).

2. Untersucht man den Erdboden und darunterliegende Gesteinsschichten
néher, so kann man z.B. deren Dichte oder Wirmeleitfahigkeit p als
Funktion der drei Ortskoordinaten x,y, z modellieren.

8.1 Reellwertige Funktionen

Sei D eine Teilmenge des n-dimensionalen Raums R™. Eine reellwertige
Funktion von n Verdnderlichen ist eine Abbildung f: D — R. Sie ordnet
jedem Punkt (z1,...,z,) € D genau eine reelle Zahl f(z1,...,2,) € R zu.
Ist n = 2 oder n = 3, so schreibt man auch f(z,y) oder f(z,y,2).

Beispiele. 1. f:R? = R, (z,y) — 2 + y*.

2?2 4+y% -1
rT—y

2. f(z,y) = fir D = {(z,y) € R* | 2 # y}.
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8.2 Der Graph einer Funktion 95

8.2 Der Graph einer Funktion

Sei D C R. Dann lisst sich Graph(f) := {(z, f(z)) € R? | * € D} einer
Funktion f: D — R durch eine Kurve im R? veranschaulichen, (vgl. Anfang
von Kapitel .

Sei nun D C R? und f: D — R eine Funktion. Dann lisst sich

Graph(f) := {(z,y, f(x)) € R* | (z,y) € D}

durch eine Fliche im R? veranschaulichen:

z

Es ist D eine Teilmenge der (x,y)-Ebene. Uber dem Punkt (a,b) € D liegt
der Punkt (a, b, ¢) € Graph(f) mit ¢ = f(a,b). Um zu einem Schaubild von
Graph(f) zu gelangen, benutzt man als Hilfsmittel:

e Die Niveaulinie zu konstantem Niveau ¢ € R. Dabei handelt es sich
um die Menge N, := {(z,y) € D | f(z,y) = ¢} in D. Sie wird auch
als Héhenlinie bezeichnet.

e Den Schnitt H, von Graph(f) mit der Ebene {(z,y,2) € R? | z = c}.
(Fiir ¢ = 0 entspricht das der Niveaulinie Np.)

flx,y) = 2 + 4>
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96 8 Funktionen mehrerer Veridnderlicher

e Zu passendem a € R den Graph der partiellen Funktion y — f(a,y),
dabei handelt es sich um den Schnitt von Graph(f) mit der Ebene
{(z,y,2) € R®| x = a}, d.h. mit der Ebene parallel zur (y,z)-Ebene
im Abstand a.

z

e Zu passendem b € R den Graph der partiellen Funktion x — f(z,b),
dabei handelt es sich um den Schnitt von Graph(f) mit der Ebene
{(z,y,2) € R3 | y = b}, d.h. mit der Ebene parallel zur (x,2)-Ebene
im Abstand b.

y=">

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014/15
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Beispiel. Sei D = {(z,y) € R? | x > 0,y > Ound z +y < 1}, und sei
f:D—=Rmit f(z,y) =1 —a —y =: z. Man zeichne D und Graph(f).
Es ist D die Dreiecksfliche mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1),
(denn fiir y=0ist 0 <z < 1lund fir e =0ist 0 <y < 1.)

e Die Elemente der Niveaumenge zum Niveau 0 erfiillen die Geraden-
gleichung 1 —z —y =01in D.

e Der Graph der Funktion y — f(0,y) = 1 — y ist eine Gerade in der
(y, z)-Ebene, gegeben durch z =1 —y.

e Der Graph der Funktion z — f(x,0) = 1 — x ist eine Gerade in der
(z, z)-Ebene, gegeben durch z =1 — z.

Der Graph von f ist dann die Dreiecksfliche mit den Eckpunkten (1,0, 0),
(0,1,0) und (0,0,1).

Bemerkung. Fiir D C R” und f: D — R ist Graph(f) C R™*!, niimlich

Gra'ph(f) = {(x17"'u$n7xn+l) € ]R‘n+1 |
(x1,...,2n) € Dund xpq1 = f(21,...,2,)}.

8.3 Stetigkeit

Sei D C R. Dann heifit eine Funktion f: D — R stetig im Punkt a € D,
wenn fiir jede Folge (zx)ren in D mit klim T = a gilt: klim flzr) = f(a),
— 00 — 00

vgl.
Fiir Funktionen von 2 Verénderlichen ldsst sich die Definition wie folgt
verallgemeinern:

Sei D C R?. Eine Funktion f: D — R heifit stetig im Punkt (a,b) € D,
wenn fiir je zwei Folgen (xg)ren und (yg)ren mit (xg,yx) € D fiir alle

k€ Nund lim z; = a sowie lim yi = b gilt: lim f(xzk,yx) = f(a,b).
k— o0 k— o0 k—o00

Ist f: D — R in allen Punkten aus D stetig, so heifit f stetig.
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98 8 Funktionen mehrerer Veridnderlicher

Beispiel. Man ermittle, ob die folgende Funktion f : R? — R im Punkt
(0,0) stetig ist:

x2+3: + 2
Fla,y) = Wyyzy falls (z,y) 7_5 (0,0)
0 falls (z,y) = (0,0)

Fiir die Folgen (z)ren und (yi)renw mit xp = % =y, gilt klim xp = 0 und
—00

lim y, = 0. Andererseits ist
k— o0

Also ist klim f(@k,yx) = 2 # 0= f(0,0). Die Funktion ist daher im Punkt
—00
(0,0) nicht stetig,.

Bemerkung. Fiir Funktionen von n Verdnderlichen verallgemeinert sich
die Definition der Stetigkeit wie folgt: Sei D C R™.
Eine Funktion f: D — R heift stetig im Punkt (ai,...,a,) € D, wenn fiir

je n Folgen (xl,k)ke]N, ey (l'n,k)ke]N mit (xl,k, .. ,xmk) € D fir alle k € IN
und lim (z1%) = a1,..., im (z, ) = a, gilt:
k—o00 k—o0 ’
Im f(z1ks.-sTnk) = flar,...,an).
k—o00

Ist f: D — R in allen Punkten aus D stetig, so heifit f stetig.

8.4 Offene Mengen im R"

Stimmt die folgende Aussage? Wenn eine Funktion f im Punkt zg ein Ma-
ximum hat, so ist f/(zp) = 0. Nein, im Allgemeinen nicht.

Beispiel. f:[0,1] - R, z— .

1

|
|
|
|
|
0l 1

Dann hat f in 2o = 1 ein Maximum. Aber es ist f'(z) = 1 fiir alle z € [0, 1].
Insbesondere ist f'(xg) =1 # 0.

Das Maximum am Rand des abgeschlossenen Intervalls [0, 1] macht Pro-
bleme. Betrachten wir eine differenzierbare Funktion f: I — R auf einem
offenen Intervall I in R, so ist die obige Aussage fiir xg € I richtig.
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8.5 Partielle Differenzierbarkeit 99

Ein Beispiel fiir eine offene Menge im R™ ist das Innere eines ,Balls* mit
Mittelpunkt (aq,...,a,) und Radius r € Rsq, definiert durch

BT((al,...,an)) ={(z1,...,2,) € R" |
Vi —a)2 4+ (2 —an)? <7}

Firn = 1ist By(a) ={z € R|a—7r <z < a+ r} das offene Intervall
la—7r,a+r[in R.

1 | N >
7 * T >
a—r a a+r

Fir n = 2 ist B.((a,b)) = {(z,y) € R? | /(z —a)?+ (y —b)> < r} das
Innere eines Kreises mit Mittelpunkt (a,d) und Radius r.

A

Definition. Eine Teilmenge D C R™ heifit offen, wenn es zu jedem Punkt
(a1,...,a,) € D ein r € Rsg gibt, fir das gilt: Br((al7 . ,an)) cD.

8.5 Partielle Differenzierbarkeit
Beispiel 1. Betrachte die Funktion f: R? — R mit drei Veriinderlichen:

f(z,y,2) = 32%y + cos(y) + 42>,

Die partiellen Ableitungen von f erhélt man, indem man jeweils zwei Veréin-
derliche als konstant ansieht und nach der dritten differenziert:

1. Betrachte y und z als konstant und differenziere nach z. Erhalte die

partielle Ableitung %(x, Yy, 2) = 6y + 422,

2. Betrachte x und z als konstant und differenziere nach y. Erhalte die
partielle Ableitung g—i(x, y,2) = 3x? — sin(y).
3. Betrachte x und y als konstant und differenziere nach z. Erhalte die

partielle Ableitung g—’;(x, y,z) = 8zz.
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100 8 Funktionen mehrerer Veridnderlicher

Héaufig ist auch nach den partiellen Ableitungen in einem bestimmten Punkt
gefragt. Zum Beispiel besitzt die Funktion f(z,vy, 2) = 322y + cos(y) + 4222
im Punkt (1,0, 1) die partiellen Ableitungen

of of of

—(1,0,1) =14 —(1,0,1) =3 —(1,0,1) = 8.

L 1,01) S (101 L0,
Wir haben hier ein Beispiel einer Funktion, die in jedem Punkt ihres De-
finitionsbereichs nach allen Richtungen ,partiell differenzierbar® ist. Das
braucht im Allgemeinen nicht so zu sein.

Definition. Sei n > 2 und D C R” offen. Sei f : D — R eine Funktion
in n Verdnderlichen x1,...,2,. Dann heifit f im Punkt (ai,...,a,) € D
partiell differenzierbar nach x;, falls die i-te partielle Funktion

fi e d f(al, ey A1, Ly A1y e - ,an)
in a, differenzierbar ist. Hierbei ist ¢ € {1,...,n}. Man nennt dann

: i(a; +h) — fi(a;
axfi(al,...,an)::f{(ai):}}l&)f(a—|—})L f(a)

die partielle Ableitung von f nach z; im Punkt (aq,...,ay).

fi(fi)A

fila; +h)

filai)

Wenn f in jedem Punkt aus D partiell nach x; differenzierbar ist, so heifit
f partiell differenzierbar nach xz;, und die Funktion

of
axi
heifit die partielle Ableitung von f nach z;. Man schreibt auch f,, dafiir.

Existieren die partiellen Ableitungen f,, fiir alle ¢ = 1,...,n, so heifit f
partiell differenzierbar.

D =R, (z1,...,20) > fl(z;)

Es sei noch angemerkt: Da D offen ist, kann man sich bei der Limesbildung
h — 0 auf solche h € R beschranken, fiir die f;(a;+h) definiert ist. Anders
als fiir n = 1 folgt aus partieller Differenzierbarkeit nicht Stetigkeit.
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8.6 Hohere partielle Ableitungen 101

Man erhilt die partielle Ableitung nach z;, indem man alle Verénderlichen
aufler z; als konstant ansieht und nach z; differenziert.

Beispiel 2. Die Funktion f: R? — R mit
f(z,y) = 52y + 3* sin(2y) + cos(z).
hat die folgenden partiellen Ableitungen:

1. Betrachte y als konstant und differenziere nach . Erhalte die partielle
Ableitung %(w, y) = 10zy + 337 sin(2y) — sin(z).

2. Betrachte z konstant und differenziere nach y. Erhalte die partielle
Ableitung %J;(% y) = 5x? + 2¢3 cos(2y).

Wenn y als konstant angesehen wird, ist auch sin(2y) konstant. Und wenn x
als konstant betrachtet wird, sind auch 522 und 3% sowie cos(z) konstant.

8.6 Hohere partielle Ableitungen

Sei D C R? offen und f: D — R eine partiell differenzierbare Funktion.
Wenn die partiellen Ableitungen

g
ox

of

(z,y) =: fa und 9

( ,y) fy

auch noch partiell differenzierbar sind, so kann man die zweiten partiellen
Ableztungen bilden:

2
2L (w.y) = Y (r,y) wnd Ph(r,y) = Yo(r,y) sowie

82 Ofe Jé) 6 s
o (,y) = Y= (2,y) und Mfy(o: y) = A (a,y).

Man nennt dann f zweimal partiell diﬁerenzzerbar.

Beispiel 1. Esist f(x,y) = x*sin(2y) ist partiell differenzierbar mit

of

%(aﬂ,y) = 423sin(2y) =: f, und 8—f(a:,y) = 22" cos(2y) =: £, .

dy

Dies sind wiederum partiell differenzierbare Funktionen. Die zweiten parti-
ellen Ableitungen von f sind

92 Ofs
87;;(33731) . 8]; (z,y) = 1227 sin(2y) ,
0% f Ofz

8y(‘3x (x,y) = aiy(may) = 81’3 COS(2y)7
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102 8 Funktionen mehrerer Veridnderlicher

0? 0

afy‘g(ay) = ai;(:v,y) = —4a’sin(2y) ,
82

S ) = ) = 80 cos(2y).

Man kann nun auch noch die dritten partiellen Ableitungen %(m y) und

so weiter bilden. Es fillt auf, dass die gemischien partiellen Ableitungen

2
dtz;afx (z,y) und fofy (z,y) iibereinstimmen. Das ist nicht immer so.

Beispiel 2. Betrachte die Funktion f: R? — R, definiert durch

R izi;yz falls (z,y) # (0,0)
fz:9) { 0 ’ falls (z,y) = (0,0).

Die partiellen Funktionen z +— f(z,0) und y — f(0,y) sind beide die
Nullfunktion. Daher folgt §£(0,0) = 0 und $£(0,0) = 0.

Fir (z,y) # (0, 0) gilt nach Produkt- und Quotientenregel
2z(2” +y°) (2% ~y*)2¢ z®—y?

e

3£ (.’E y) = y$2+y2 +zy (@2 1y2)2 =Y 2+y2 +xy (12+y2)2 und
P oy 402 — (2 —u?)2 _

f( Y) = 2+y2 +zy u(z J(erj_yz()zz vy = 2+y2 +zy (xzi_ly2)2 .

Es folgt f,(0,y) := 3£(0,y) = —y und f,(2,0) := §L(2,0) = x.

Aus Obigem folgt 5 —82f ~(0,0) = lim —(0 0+h)=£2(0.0) _ iy f;l 0 — 1
h—0 h—0
und 4 f 5(0,0) = hm —fy(OJrhO) 5400 _ iy 220 — 1,
hso P

Die gemischten partiellen Ableitungen stimmen also im Nullpunkt nicht
iiberein. Der folgende Satz von Schwarz sagt aus, dass so etwas nicht pas-
sieren kann, wenn alle partiellen Ableitungen stetig sind.

Satz von Schwarz zur Reihenfolge partiellen
Differenzierens

Sei D C R? offen und sei f: D — R eine zweimal
partiell differenzierbare Funktion. Wenn alle partiel-
len Ableitungen stetig sind, dann gilt

O] (o) = 2L @)
Ox0y »Y) = Oydzx Y-

H. A. SCHWARZ 1843-1921
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8.7 Extremalstellen 103

Das im Foto von Sven Wiese abgebildete Gipsmodell stellt die Funktion aus
Beispiel 2 dar. Es ist das Modell Nr. 215 in der Gdéttinger Sammlung ma-
thematischer Modelle und Instrumente. Schwarz hat in den Jahren 1875 bis
1892, in denen er in Gottingen wirkte, wesentlich zum Aufbau der Samm-
lung beigetragen.

Allgemeiner lautet der Satz von Schwarz fiir n > 2:

Sei D C R™ offen und sei f: D — R eine Funktion. Wenn alle partiellen
Ableitungen f;, und alle zweiten partiellen Ableitungen

0% f _ Ofa,

8‘%]'3:171' o 8xj

(xla"‘vmn) <x17""x")

2 2
ezistieren und stetig sind, dann gilt %@%(xlv cey X)) = %ia%(a:l, cey )

fir allei,j € {1,...,n}.

8.7 Extremalstellen

Beispiel. Die Funktion f(z,y) = 22 + ? + 1 hat im Punkt (0,0) ein
Minimum, denn es ist f(0,0) = 1 < 22 +y? + 1 fiir alle (2,7y) € R

Sei D C R”™ offen, und f : D — R eine partiell differenzierbare Funktion.

Definition. Die Funktion f hat im Punkt (ai,...,a,) € D ein lokales
Mazimum, wenn es einen Ball B = B,.((aq,...,a,)) C D gibt, fiir den

flx1,..,20) < fla,...,a,) furalle (zq,...,2,) € B
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104 8 Funktionen mehrerer Veridnderlicher

gilt. Sie hat in (ai,...,a,) € D ein lokales Minimum, wenn es einen Ball
B = B,((a1,...,an)) C D gibt, fir den

flxy, .. xn) = flar,...,a,) fiir alle (xq1,...,2,) € B

gilt. Punkte, an denen f ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum
annimmt, nennt man Eztremalstellen.

Im Beispiel f(z,y) = 2% +y? + 1 ist %(m,y) = 2z und %(m,y) = 2y, also
9(0,0) = 0 = 2£(0,0). Dies gilt allgemein:

dy
Wenn (a1, ...,a,) € D eine Extremalstelle von f ist, dann folgt
0
axfi(ala---7an):0 f?i?“allei:L...,n.

Die umgekehrte Folgerung ist dagegen im Allgemeinen nicht richtig.

8.8 Extremalbedingungen bei zwei Verdnderlichen

Sei D C R? offen und f : D — R, (z,9) ~ f(x,y) eine Funktion, die die
Voraussetzungen des Satzes von Schwarz erfiillt.

Fiir (a,b) € D sei folgende Bedingung erfiillt:

of _,_9f
%(a,b) =0= a—y(a,b).

Dann ist der Punkt (a,b) ein Kandidat fiir eine Extremalstelle von f,

braucht aber keine solche zu sein. Um zu weiteren Bedingungen zu ge-
langen, definieren wir eine Gréfie A € R durch

o 0 0” ?
A= A(a,b) := 8—;;((1,1)) . éTyJ;(a’b) - (5‘y5‘fx (a,b)) .

Dann gelten:

e Ist A >0, soist (a,b) eine Extremalstelle von f.
. O f . : .
o Ist A > 0 und gilt @(a, b) < 0, so hat f in (a,b) ein lokales Maxi-
mum.

2
e Ist A > 0 und gilt %(a, b) > 0, so hat f in (a,b) ein lokales Mini-
x
mum.
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8.8 Extremalbedingungen bei zwei Verénderlichen 105

o Ist A <0, so ist (a,b) keine Extremalstelle von f, (sondern es liegt
iiber (a,b) ein Sattelpunkt auf der Fliche).

Ist A = 0, dann lisst sich keine so allgemein giiltige Aussage treffen. Ei-
ne Herleitung der obigen Resultate und etliche Beispiele finden sich zum
Beispiel in [9], §173].

Bemerkung. Im Fall A > 0 kann man auch nachpriifen, ob gisz”(a’ b) >0
oder < 0 gilt, da dann %(a, b) dasselbe Vorzeichen wie %(a, b) hat.

2
(Dies folgt aus A > 0, weil stets (a{fgx (a, b)) >0 gilt.)

Beispiel. Untersuche die Funktion f(z,y) = 22 + 4oy — 2y> + 5 auf
Extremalstellen.

1. Schritt: Bilde die ersten und zweiten partiellen Ableitungen:

of of

- = 2 = . —_— = — 2 =
5y (& Y) =627 +dy=:f;  und By (z,y) =4z —6y" = f,,
0% f 0% f
@(axy) =12z und 8—y2($7y) =—12y
sowie o2 f of
= = 4.
9507 (z,y) 9y (z,9)

2. Schritt: Lose in R? das Gleichungssystem f, =0, f, =0.

1. Gleichung;: 622 +4y =0

2. Gleichung: 4z —63%> =0
Die 2. Gleichung nach x aufgelost, ergibt z = %yz. Setze 2% = %y‘* in die
1. Gleichung ein und erhalte %y‘l + 4y = 0, also (2—27y3 + 4)y = 0. Es folgt
y = 0 oder %y?’ +4=0, was y> = —% ergibt und damit y = —% in R.
Fiir y = 0 ergibt sich x = 0 und fiir y = —% ergibt sich z = %yQ = %-g = %
Das Gleichungssystem hat demnach die Losungen (0,0) und (3, —2).

3
3. Schritt: Priife, ob die Losungen Extremalstellen sind: Es ist
9% f 0% f 9% f ? )
—=(0,0) - =—(0,0) — 0,0 =0-0—-4"=-16<0.
e20.0-5200- (5L 00) <

Also ist (0,0) keine Extremalstelle von f. Es ist

2 2 2 2
G G- (G ) v

Also ist (2, —2) eine Extremalstelle von f.

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014/15



106 8 Funktionen mehrerer Veridnderlicher

4. Schritt: Entscheide iiber
lokale Maxima oder Minima:
Es ist
0%f (2 2
— | =z,—= | =8>0.
Oz <3’ 3)
Also hat f in (%,f
kales Minimum.

Wir stellen nun die Félle n =1 (also D C R) und n = 2 (also D C R?) in
einer Tabelle gegeniiber. Dabei benutzen wir die Abkiirzungen fz, fy, und
fay fiir die zweiten partiellen Ableitungen, und es seien die Voraussetzungen
des Satzes von Schwarz erfiillt.

F:D S Rmit DCR F:D > Rmit DC R?
Bestimme die Ableitungen Bestimme die partiellen Ableitungen
f'und f” Joy fys faxy fyy und foy
Bestimme die Losungen a € D | Bestimme die Losungen (a,b) € D
der Gleichung f'(x) =0 des Gleichungssystems f, =0, f, =0
Priife, ob f”(a) < 0 oder Priife, ob A(a,b) > 0 gilt. Falls ja,
f"(a) > 0 gilt. priife, ob f,.(a,b) > 0 oder

Jax(a,b) <0 gilt.
Entscheide, ob f in a ein lok. | Entscheide, ob f in (a,b) ein lokales
Minimum oder Maximum hat. | Minimum oder Maximum hat.

8.9 Nebenbedingungen (erginzend)

Sei D C R"™ offen, und seien f,¢g : D — R Funktionen, deren erste und
zweite partielle Ableitungen alle vorhanden und stetig sind. Gefragt ist
nach Extremalstellen von f in der Teilmenge

{(z1,...,z,) € D| g(x1,...,2,) = 0}.
Man bezeichnet die Eigenschaft g(z1, ..., z,) = 0 dann als Nebenbedingung.

Lagrangesche Multiplikatorregel

Bilde eine Hilfsfunktion L(z1,...,2n,A) = f(21,...,2n) + Ag(z1,. .., 2y)
mit einem Parameter A € R und 16se das Gleichungssystem

Lyy=0 ... L, =0 Ly=0,

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014 /15



8.9 Nebenbedingungen (erginzend) 107

das sich aus den partiellen Ableitungen von L nach z1,...,2, und A zu-
sammensetzt. Uberlege dann, welche der Losungen des Gleichungssystems
die gestellte Aufgabe l6sen.

Erstes Beispiel

Es sind die Scheitelpunkte einer Ellipse zu bestimmen, das sind die Punkte
mit dem groBten oder kleinsten Abstand zum Nullpunkt. Die Ellipse sei
durch die Gleichung x? + zy + y* — 5 = 0 gegeben.

Der Abstand eines Punktes (z,y) zum Nullpunkt ist r = /22 + 2. Um
die Punkte mit dem grofiten oder kleinsten Abstand zu ermitteln, geniigt
es, das Quadrat 72 = 22 4 32 zu betrachten. Es sind also Extremalstellen
der Funktion f(z,y) = 22 + y? unter der Nebenbedingung

P +ary+9y>2-5=0

zu bestimmen.

Setze L = 22 + 3% + X\(2? + 2y + 3% — 5) und 16se das Gleichungssystem
L,=2x+X2zx+y)=0
Ly=2y+A2y+2z)=0
Ly=2>4+zy+y*—5=0.

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt

0=yL, —xL, = \(y* — 2?).

Wenn \ = 0 wére, miisste auch z = 0 und y = 0 gelten, wie ebenfalls aus
den ersten beiden Gleichungen folgt. Damit wire die Nebenbedingung nicht
erfiillt. Also muss X # 0 sein. Es folgt y? — 2% = 0 und weiter z = +y.

Aus z = y folgt mit der Nebenbedingung 3z = 5, also = = :l:\/g. Und

aus ¢ = —y folgt mit der Nebenbedingung 22 = 5, also # = £+/5. Die vier
Scheitelpunkte der Ellipse sind demnach

(—V5,v5) 4 (\/g’ \/§>

v

<_ﬁ’ _@ (5, ~v5)
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Zweites Beispiel

Man bestimme drei reelle Zahlen a, b, ¢, deren Summe gleich 90 und deren
Quadratsumme minimal ist. Es ist also eine Minimalstelle der Funktion
flx,y,2) = 22 + y? + 22 unter der Nebenbedingung x 4+ y + z — 90 = 0 zu
bestimmen.

Setze L = 2% +y? + 22 + A(x + y + z — 90) und l6se das Gleichungssystem

L,=2x+X=0

L,=2y4+X=0

L,=2z4+X=0

Ly=2+y+2—-90=0.
Aus den ersten drei Gleichungen folgt * = y = z. Setze dies in Ly = 0 ein.
Dann folgt 3x —90 =0 und z = y = z = 30.
Der Punkt (30, 30,30) ist Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung
z+1y+2z—90 = 0. Denn jeder Punkt aus R3 ldsst sich schreiben als

(30 + h1,30 + ho, 30 + hg) mit reellen Zahlen hy, ho, hs. Ein Punkt erfiillt
die Nebenbedingung genau dann, wenn h; + ho + hg = 0 gilt. Damit ist

£(30 + hy,30 4 hy, 30 + hs)
= (304 h1)? + (30 + h2)? + (30 + h3)?
= £(30,30,30) + 60(hy + hg + hs) + h2 + h2 + h2
£(30,30,30) + hT + h3 + hj
£(30,30,30)

fiir alle Punkte, die die Nebenbedingung erfiillen.

8.10 Aufgaben 77—-98

Blatt 1 mit vier Aufgaben zu Kapitel 8

Aufgabe 77. Sei D = {(z,y) e R* | >0, y >0 und jz+2y <2}
der Definitionsbereich der durch

1
fz,y) = —5%— 2y + 2

definierten Funktion f: D — R. Zeichnen Sie D und den Graph von f.
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Aufgabe 78. Zwei harmonische Funktlonen
Bilden Sie die partiellen Ableitungen f, := ax (:r y) und f, = 8y (x y)

sowie gi’; (xz,y) := 8fr = (z,y) und g:f (x,y) := fy( ,y) ferner
9 Ofe o
2L (wy) =Y (w y) und 2L (z,y) = He(x,y)

fur die folgenden Funktionen:

(a) flz,y) = e”cos(y) +e”sin(y),
(b) f(z,y) =e*®cos(ay) mit a € R.

Die Funktionen sind harmonisch, d. h. sie erfiillen die Gleichung
Shy) + @y =0,

Aufgabe 79. (Anwendung Bio)

Im Rahmen der Ermittlung der Demographie (Entwicklung der Bevilke-
rung im zeitlichen Verlauf) ist die Betrachtung von Gréflen- und Gewichts-
verdnderung von Bedeutung. In der Erndhrungsmedizin spielt bei der Er-
mittlung des Verhéltnisses von Korpergewicht zur Korpergrofie der Body-
Mass-Index (BMI) eine wichtige Rolle. Der BMI berechnet sich durch den
Quotienten aus Korpergewicht x > 0 in kg und dem Quadrat der Koérper-
gréfle y > 0 in m zum Quadrat. Er wird also beschrieben durch die Funktion

b(z,y) = -

a) Der optimale BMI liegt bei Ménnern und Frauen im Durchschnitt bei
22 kg/m? . Skizzieren Sie die Menge

{(z,y) €eR? |2 >0, y>0 und b(zx,y) = 22}

in einem kartesischen Koordinatensystem.

b) Bilden Sie die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von b(z,y),
analog wie in Aufgabe[78] und vergleichen Sie diese miteinander. Was
fallt auf?

Aufgabe 80. (Anwendung Geo)

Fiir ein ideales Gas mit Druck P, Volumen V und Temperatur 7' gilt die
Zustandsgleichung PV = ¢T' mit einer Konstanten ¢, bei der jede Variable
eine Funktion der anderen beiden ist. Zeigen Sie fiir ein solches Gas die

Beziehung

ov.or or _
or opP ov

(Das Produkt hat also nicht den Wert 1, auf den man durch , Kiirzen“
kommen wiirde.)
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110 8 Funktionen mehrerer Veridnderlicher

Aufgabe 81. (Zur Wiederholung)

(a) Berechnen Sie folgende Integrale mittels partieller Integration.
i) /2 x cos(3z) dx ii) / In(x) dx
0 1
(b) Berechnen Sie folgende Integrale mittels Substitutionsregel.

i) /01 e 2z dx ii) /OZ sin(sin(z)) cos(z) dz

Zusatzaufgabe

Aufgabe 82. (Nach einer Aufgabe von A. Pack) Sie haben eine Analyse
eines Gesteins. Es enthiilt 0,23 Gew.% MgO und 5,4 Gew.% SiO5. Der
lo-Messfehler in MgO ist u; := 0,032 Gew.% und der 1o-Messfehler in
Si0g ist ug := +0,31 Gew.%. Bestimmen Sie den Fehler des MgO/SiOs-
Verhiltnisses (Gew.%/Gew.%) nach der Gauss’schen Fehlerfortpflanzung

e = (L w) + (Lenw))

wobei also f(z,y) = % sei.

Blatt 2 mit vier Aufgaben zu Kapitel 8
Aufgabe 83. Untersuchen Sie die durch

fla,y) =2 + 22y +y° —4
definierte Funktion f: R? — R auf lokale Maxima und lokale Minima.

Aufgabe 84. Sei D = {(z,y) € R* | =% < 2 < 5} . Untersuchen Sie die
durch
f(z,y) = cos(x) + Sarctan(y) —y + 5

definierte Funktion f: D — R auf lokale Maxima und lokale Minima.

Aufgabe 85. (Anwendung)
Sie interessieren sich fiir den Hohenverlauf einer Landschaft, der etwa durch
die Funktion 1 1

fley) =32’ +ay+29° +1
gegeben ist. Die Variable = beschreibt die Distanz in Ostrichtung und
die Variable y die Distanz in Nordrichtung von Threm Standpunkt P =
(0,0, f(0,0)) in einem (z,y, z)-Koordinatensystem, wobei z,y, z Lingen-
angaben in km sind.
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a) Gibt es in dieser Umgebung ein Tal oder einen Berg?

b) Wie grof ist der Hohenunterschied vom ermittelten Extrempunkt aus
a)zu P?

Aufgabe 86. (Zur Wiederholung)

(a) Losen Sie die Anfangswertaufgabe y' = y + 1 mit y(0) = 0 nach den
Verfahren fiir Typ III und V aus der Vorlesung.

(b) Bestétigen Sie Ihr Ergebnis aus (a) durch eine Probe.

(¢) Nennen Sie alle DGL-Typen aus der Vorlesung, deren Losungsver-
fahren auf die modifizierte DGL 3’ = y + z angewendet werden
konnten.

Die obigen Aufgaben [77| und [80] sind aus dem Kurs 2004/05.
Weitere Aufgaben aus dem Kurs 2004/05
Aufgabe 87. Sei D = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} der Definitionsbereich

der durch
f(@,y) =1 —a? —y?

definierten Funktion. Man zeichne D und den Graph von f.

Aufgabe 88. Man ermittle, ob die folgenden auf R? definierten Funktionen
im Punkt (0,0) stetig sind:

zfifyz falls (z,y) # (0,0)

3 fy)= { 0 falls (z,y) = (0,0)

XY falls @ #£ y

b) f<x,y>{x0y e

Aufgabe 89. Man zeige die Gleichung = f, + yf, = 0 fiir die Funktionen

T 2

f(x,y)zg und f(xvy):ezﬁ

Aufgabe 90. Man bestimme die 1. und 2. partiellen Ableitungen der Funk-
tion f(z,y) = 2 + 223y? + 2¢°.

Aufgabe 91. Man bestimme die 1. und 2. partiellen Ableitungen der Funk-

tion
14wy

Cl—ay

f(z,y)
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Aufgabe 92. Man untersuche die Funktion f(x,y) = 2® — 32y +y> auf
lokale Maxima und lokale Minima.

Aufgabe 93. Man untersuche die Funktion
flz,y) =22 +3zy +2y> — 52 — 2y + 5
auf lokale Maxima und lokale Minima.

Aufgabe 94. Man bestimme die Scheitelpunkte der Ellipse, die durch
522 —8xy + 542 —9=0
beschrieben wird, und fertige eine Skizze an.

Aufgabe 95. Sei D = {(z,y) € R* |0 <z und y < 5 }. Man untersuche
die Funktion

f:D—=R, z— sin(z)+sin(y) +sin(z + ),
auf lokale Maxima und lokale Minima.

Aufgabe 96. Man bestimme drei positive reelle Zahlen, deren Summe

gleich 60 und deren Produkt maximal ist.
Aufgabe 97. Man bestimme den Fliacheninhalt des grofiten Rechtecks mit
achsenparallelen Kanten innerhalb der Ellipse

22 g2

(Es ist also der Maximalwert der Funktion f(x,y) = 2z -2y unter der
Nebenbedingung i—z + Zé—z —1=0 zu ermitteln.)

Aufgabe 98. Man untersuche die Funktion f(x,y) = 2% +y? — 2vy + 1
auf lokale Maxima und lokale Minima.

Bemerkung. Aufgabe 9.8 aus dem Kurs 2004/05 zum Satz von Schwarz
ist in diesem Kurs in Abschnitt 8.6 behandelt worden.
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Lineare Algebra

9 Matrizenrechnung

Eine Matriz ist eine Anordnung von Zahlen in einem rechteckigen Schema,
wie zum Beispiel die Tafel

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12 |’
4 15 14 1

die rechts oben im Kupferstich ,,Melencolia“ von DURER zu sehen ist. Der
Kupferstich stammt aus dem Jahr 1514, was auch in der Mitte der letzten
Zeile zu erkennen ist.
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Die Besonderheit in der Matrix von Diirer ist, dass die Summe der Zahlen
in jeder Zeile und in jeder Spalte, sowie in den Diagonalen immer 34 ergibt.
Es gibt sogar noch weitere Konstellationen von Zahlen mit Summe 34.

9.1 Wie sieht eine Matrix aus?

Seien m und n natiirliche Zahlen. Eine m x n-Matrixz iber R ist eine An-
ordnung von m - n Elementen aus R nach folgendem Schema

a1 ai2 . A1n
a21 a2z ... Q2n
aml1 Am2 .. Qmn

waagrecht geschriebenen n-Tupel (a1, .. ., a;,) die Zeilen und die senkrecht
geschriebenen m-Tupel

aij

amj

die Spalten der Matrix.
Es ist dann m die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spalten. Mit
M xn(R) bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen iiber R.

Beispiel.

sty = { (2 2 )

ii €R,1€{1,2}, 5 €{1,2,3
a21 G22 @23 i ! { }] { }}

und
ail a2
M3zyx2(R) = ¢ |a21 a2 ||ai; € R,ie€{1,2,3}, j€{1,2}
asy as2

9.2 Addition von Matrizen und Skalarmultiplikation

Man kann Matrizen gleicher Grofle addieren, und man kann jede Matrix
mit einer Zahl A € R, genannt Skalar, multiplizieren. Die Operationen sind
komponentenweise definiert:
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9.3 Produkt von Matrizen 115

Seien (aij;), (bij) € Mpmxn(R) und A € R. Dann gilt

(aij) + (bij) := (aij + biz)
A (a5) = (Aagj).

Beispiele. Sei m =2 und n = 3. Dann ist

123\ (2 -2 2)_(305
45 6 0 3 -5/ \4 81

und
1 (2 4 6\ (-1 -2 -3\ (1 2 3
2'(8 10 12)(-4 -5 —6)(4 5 6)'
1 2 2 =2 3 0
Firm=3undn=2ist |3 4]+ (|5 —-1| =18 3
5 6 3 2 8 8

9.3 Produkt von Matrizen

Das Produkt A - B zweier Matrizen A und B ist nur definiert, wenn die

Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist. Sei A =

(@ig) i=1,....m eine m x n-Matrix und B = (bg;)#=1,....n eine n x {-Matrix.
k=1 1 4

o J=1,...,

Dann heiBt die m x (-Matrix C = (€ij) i=tom mit den Eintrédgen
j=1,....t

n
(*) Cij = @inb1j + aiobaj + -+ + Ginbnj = Zaikbkj
k=1

das Produkt von A € My, xn(R) und B = M, x¢(R). Es ist C € M, x¢(R).
Wir schreiben dafiir C' = A - B oder einfach C = AB.

Die Zahl ¢;; aus () nennen wir das Produkt der i-ten Zeile von A mit der
j-ten Spalte von B und schreiben dafiir auch

Qa1j

az; j- 1
cij = (a1, iz, . ., Qi) - :j = (i-te Zeile von A) - (‘7 tjoipg te)

amj
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Beispiele
1.
3 4 . .
1 11 5 6 = 1. Zeile - 1. Spalte 1. Zeile - 2. Spalte
2 2 2 _ ~ \2. Zeile - 1. Spalte 2. Zeile - 2. Spalte
(34547 44648
- \6+10+14 8+12+16
(15 18
—\30 36
2.
3 4 111 1.72.-1.Sp. 1.7Z.-2.Sp. 1.7Z.-3.Sp.
5 6 (2 9 2): 2.72.-1.Sp. 2.7Z.-2.Sp. 2.7Z.-3.Sp.
7 8 3.2.-1.Sp. 3.7Z.-2.Sp. 3.7Z.-3.Sp.
3+8 348 3+8
=|(5+4+12 5+12 5412
7T+16 7+16 T7+16
1 11 11
=17 17 17
23 23 23
3.
1 2
3 5 7 1 92| = 3+5+7 6410414\ (15 30
4 6 8 1 9 T \4+6+8 8412416/ \18 36
4.
aj; a1 1 o a11-1+a12-0 _ (an .
<a21 a22> (0> B (a21 -1+ as- 0> N (am) (die 1. Spalte)
aj; a1 0 o a11-0+a12-1 (a2 .
<a21 a22> (1> B <a21 -0+ ass - 1> B (@2) (die 2. Spaltc)
5.

RIPRE

w326 Y

(6 8
18 26

Matrizenmultiplikation ist also auch fiir n x n-Matrizen nicht kom-
mutativ, wie man an diesem Beispiel mit n = 2 sieht.
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9.4 Diagonalmatrizen

Eine Matrix der Form

ag 0 O -+ O
0 a 0 --- 0
0 0 as 0 c Man(]R)
0 0 0 an,

heiit Diagonalmatriz. Eintrage, die # 0 sind, konnen hierbei héchstens in
der Diagonalen vorkommen.
Die Multiplikation von n xn-Diagonalmatrizen geschieht komponentenweise

ag 0 - 0\ (/b1 O -~ 0 aby 0 - 0
0 a9 0 0 bQ 0 0 a2b2 0
0 0 - apn 0 0 - by 0 0 - apby

9.5 Transponierte Matrix
Ist A= (a;j) € Mpxn(R), so heifit
tA = (aji) S Mnxm(R)

die zu A transponierte Matriz. Wir erhalten A, indem wir die Zeilen von
A als Spalten schreiben.

Ist speziell m = n, so entsteht ‘A aus A durch Spiegelung an der Diagonalen,
zum Beispiel

1 2 3 1 4 7
A=14 5 6 = =[2 5 8
78 9 3 6 9

Regeln
1. A+ B) ='"A+'B fiir alle A, B € M, xn(R).
2. Y(AA) = \(*A) fiir alle A € R, A € My, 50 (R).
3. 1(*A) = A fiir alle A € My, 50 (R).
4. Y(AB) ='B-'A fiir alle A € M, x,(R) und B € M,,«,(R) (vergleiche
Beispiel 1] und |3] in .
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9.6 Determinante

Quadratische Matrizen, so bezeichnet man Matrizen mit n Zeilen und n
Spalten, besitzen eine Determinante. Fiir A € M,,x,(R) ist die Determi-
nante det(A) € R eine reelle Zahl. Man kann sie rekursiv einfiihren.
n=1:Sei a € R und A = (a) eine 1 x 1-Matrix. Setze det(A) = a.

n > 1: Sei A = (a;j) € Myxn(R). Berechne det(A) mit Hilfe der Determi-
nanten von (n—1) x (n—1)-Matrizen A;;, wobei A;; aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

ail T G151 alj+1 A1n
A — Aj—11 - Gi—1,5-1 Q-1 4541 °°° GQi—1n
1) -
Ai4+1,1 0 Qi415—-1 0 Qi1 541 0 Gi4ln
Gn1 T Qp,j—1 n,j+1 T Qpn

Fiir festes j € {1,...,n} erhilt man dann det(A4) durch ,,Entwicklung nach
der j-ten Spalte:

n

det(A) := Z(—l)i+jaij det(A;;)

i=1
= (—1)1+ja1j det(Alj) +-- 4+ (—1)n+janj det(Anj)
Dabei ergibt sich fiir jedes j € {1,...,n} derselbe Wert.

a21 A22
Aoy = (a12). Entwicklung nach der 1. Spalte ergibt

det(A) = ail det(All) — a1 det(Azl) = aj11Q022 — A21012 .

b
d

Beispiel. Sein = 2 und A = (an 1112). Dann ist A;; = (ag2) und

Man erhélt folgende Formel: det (ZL ) =ad — bc fir a,b,c,d € R.

Sei D C R? offen und f: D — R eine Funktion,
die die Voraussetzungen des Satzes von Schwarz
aus erfiillt. Dann ist der Ausdruck A(z,y)
aus [8.8 nach obiger Formel gerade die Determi-
nante der HESSE-Matrix

i 5%
( Tw{(fl%y) 8y8fw (.’IJ,y))

9 92
ayafm (.’E, y) Ty;g(x, y)

O.L.HEsSE 1811-1874
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Die Entwicklung der Determinante einer n x n-
Matrix geschieht nach dem FEntwicklungssatz von
LAPLACE.

Man kann die Determinante auch durch ,, Entwick-
lung nach der i-ten Zeile* berechnen. Die Formel
dafiir ist

det(A) = Z?:l( 1)° +]az] det(A;;)
= (—1)”‘1ai1 det(AZ ) + -+ ( 1)1+"ain det(Am)

P.S. LAPLACE 1749-1827

9.7 Determinante einer 3 x 3-Matrix

Sei
a11 Q12 a13
A= lax a2 ax
a31 as2 ass
Dann ist

A = <(122 023> . Ay = (alz (113) und  Asy = <(112 a13> )
az2 ass agz2 ass Ga22 A23
Entwicklung nach der 1. Spalte ergibt

det(A) = a1 det(All) — G921 det(A21) + asq det(Agl)
= a11(<122a33 - 61236132) - a21(a12a33 - C1136132)

+ az1(a12a23 — aizaz2).
Ausmultiplizieren und Umstellen ergibt

det(A) = ai1a22a33 + a12a23a31 + 413021032

— a13G22031 — 411023032 — 12021G33.

Das ist die SARRUSsche Regel:

\/\/\/
—//\/\\

a31
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Beispiele
-3 2 3
l.det| 2 -2 1| =(-3)-(-2)-4+2-1-34+3-2-1
3 1 4
-3-(-2):3—-(-3)-1-1-2-2-4=244+6+6+18+3 — 16 =41.
-3 2 3 0
2 -1 3 4 oL
2. Betrachte A = 2 —2 1 ol Da a4 = a3q4 = aqq = 0 gilt, ist
3 1 4 0
die Entwicklung nach der 4. Spalte besonders giinstig:
-3 2 3
det(A) =0+ (~1)2F4 . 4.det | 2 —2 1| +0+0=4-41 =164
3 1 4
3. Betrachte
2 1 -2 3
1 0 0 4
A= 2 1 1 1
2 1 -2 0
Erste Moglichkeit: Entwicklung nach der 3. Spalte:
0
1
1

+ (=1)2T3.0 - det

1
det(A) = (=1)"*3 . (=2) - det [ 2
2
2
2
2
2
+(=1)%3 1. det | 1
2

N~ ~—— O~

+(=1)%3 . (=2) - det

N = N = O =
— Ok, Ok WwWw O~ Ww

o W

=(-2)-(8—8-1)40
+1-8+3—-8)+(-1)-(-2)-(8+3-8-1)
=2+3+4=09.

Diese Rechnung ist etwas ungiinstig, da drei Determinanten von 3 x 3-
Matrizen berechnet werden miissen.
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9.8 Regeln fiir die Determinante 121

Giinstiger ist hier die Entwicklung nach der 2. Zeile, da dort zwei
Eintrage gleich 0 sind. Es sind daher nur noch zwei Determinanten
von 3 x 3-Matrizen zu berechnen:

1 -2 3
det(A) = (=1)**1.1.-det {1 1 1
1 -2 0
2 -2 3

+(-1)*2.0-det |2 1 1
2 -2 0

2 1 3

+ (=12 .0-det [2 1 1

2 1 0

2 1 -2

+ (1) 4.det (2 1 1

2 1 -2

= (1) (-2-6-3+2)+0
FO0+4-(—4+2—4+4—2+4)
=94+4.0=09.

9.8 Regeln fiir die Determinante

Seien A, B € M,,«,(R), und sei ‘A die geméﬁzu A transponierte Matrix.

1. det(A) = det(*A). Das ergibt sich daraus, dass man auch nach der
i-ten Zeile entwickeln kann (fiir i € {1,...,n}).

2. det(A- B) =det(A) - det(B) (, Multiplikationssatz*)

3. Addiert man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile, so
dndert sich der Wert der Determinante nicht. Betrachte zum Beispiel

A= (M1 (12 und B— [ + Aag1 a1z + Aaza .
as1 Qa29 a1 22

Dann ist det(B) = (a11 + )\(121)@22 — (0,12 + )\agg)agl = ay11a22 +
A@21a22 — G12G21 — A021022 = G11022 — G12021 = det(A).

4. Wird eine Zeile mit einem Faktor A € R multipliziert, so &ndert sich
die Determinante um diesen Faktor. Betrachte zum Beispiel

A= (011 (112) und B = <)\a11 )\012> )
a1 Qa9 a21 22
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Dann ist det(B) = ()\au)agz — ()\@12)@21 = )\ . (a11a22 — alzagl) =
A - det(A).

5. Eine (obere) Dreiecksmatriz ist eine Matrix der Form

a1 a2z a3z -+ Qip

0 ae as3 -+ az,

A= 0 0 azx - a3y
0 o .- 0 apn

Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Eintrage
auf der Diagonalen, also det(A) = a11 - a22 - Gnp.

6. Sei
1 00 0
0 1 0 0
o 00 --- 1

die Einheitsmatriz. Dann gilt nach |5 det(E,) = 1.

7. Eine Zahl a € R heiit invertierbar, falls es eine Zahl a=! € R gibt
mita-a”!' =1, z.B. 5% = 1. Es gilt: ’ a ist invertierbar <= a # 0 ‘

Eine Matrix A € M, «n(R) heilit invertierbar, falls es eine Matrix
A7 € Myyn(R) gibt mit A- A7 = E,.

(Es ist dann auch A='- A = E,, und A~! ist eindeutig durch A
bestimmt.) Es gilt: ’A ist invertierbar <= det(A) # 0 ‘

9.9 Formel fiir die inverse Matrix

Sei A € My, xn(R) eine invertierbare Matrix, also det(A) # 0.
a b .

Istn=2und A= (c d),sogllt

1 d —b
Al = .
det(A) (‘C a )
Begriindung:

(0 a) (5 )= (0" ) maaen (g ).
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Fir A = (ai;) € Mpxn(R) mit det(A) # 0 gilt
1

-1 . B

det(A)

wobei B = (b;;) die n x n-Matrix mit den Eintrégen

bij = (=1)"" det(A;:)

ist. Die Matrix Aj; entsteht wieder aus A durch Streichen der j-ten Zeile
und der i-ten Spalte (vergleiche .

Beispiel. Sei

I

Il
O~ =
=
O = O

Es ist det(A) = —1 und
det(Au) — det(Agl) det(Agl)

= detl(A) —det(Aj2) det(Azp) —det(Asz)
det(Alg) — det(Agg) det(A33)
-1 0 1 1 0 -1
=—10 0O -1|=10 0 1
1 -1 -1 -1 1 1

9.10 Aufgaben 99-111

Aufgabe 99. Nach dem Multiplikationssatz fiir n x n-Matrizen A, B gilt
det(AB) = det(A) - det(B). Verifizieren Sie dies fiir die Matrizen

1 2 3 1 1 1
A=(2 -1 2| uwd B=1|-3 2 2], indem Sie det(AB) sowie
3 1 1 0 -2 2

det(A) - det(B) ausrechnen und die Ergebnisse vergleichen.
Aufgabe 100. Berechnen Sie mit Hilfe der Formel
det(An) — det(Agl) det(A31)

1
-1 = ) A — det(A12) det(AQQ) — det(A32)
et( ) det(A13) 7det(A23) det(A33)
3 -2 2
die zu der Matrix A = [5 2 5| inverse Matrix A~!. Zur Probe be-
3 0 2

rechnen Sie dann das Produkt A - A~1.
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Aufgabe 101. (Anwendung und Ubung)

Sie entnehmen auf einer Exkursion Bodenproben aus den Regionen A und
B. In beiden Regionen iiberpriifen Sie jeweils eine Probe an zwei verschie-
denen Stellen, den sogenannten Quadranten. Hierbei messen Sie einmal pro
Quadrant in einer Tiefe von 10 cm und einmal in 1 Meter Tiefe, d. h. pro
Region erhalten Sie vier Proben. Der pH-Wert einer Probe gibt an, wie
sauer (pH < 7), neutral (pH = 7) oder basisch (pH > 7) der Boden ist.
Im ersten Quadranten von A herrscht in 10 cm Tiefe ein pH-Wert von 8
und in 1 Meter Tiefe ein ph-Wert von 5,2. Im zweiten Quadranten dieser
Region betréigt der pH-Wert in 10 cm Tiefe 8,1 und in 1 Meter Tiefe 4,8.
Die Region B liefert Thnen im ersten Quadranten in 10 cm Tiefe einen pH-
Wert von 7 und in 1 Meter Tiefe von 3,8. Im zweiten Quadranten dieser
Region betrigt der pH-Wert in 10 cm Tiefe 8,1 und in 1 Meter Tiefe liegt
er im neutralen Bereich.

a) Erstellen Sie aus den oben stehenden Angaben zwei sinnvolle Matrizen
A und B. Tragen Sie bei einem sauren pH-Wert eine —1, bei einem
neutralen pH-Wert eine 0 und bei einem basischen pH-Wert eine +1
in die Matrizen ein.
Zur weiteren Ubung bearbeiten Sie die nachfolgenden Teilaufgaben.

b) Berechnen Sie AB und BA und vergleichen Sie die Ergebnisse mit-
einander.

c¢) Berechnen Sie det(A) und det(B). Welche Aussagen liefern diese Er-
gebnisse?

d) Zeigen Sie durch Berechnung, dass det(A + B) # det(A) + det(B)
gilt.

Aufgabe 102. (Zur Wiederholung)
Bestimmen Sie folgende partielle Ableitungen der Funktion

f(x)sin(l_Hﬂ).
(@) 2(zy) ) By (© LL@y @) Lz

Aufgaben aus dem Kurs 2004/05
Aufgabe 103. Man berechne fiir die Matrizen

1 2 -2 0 3 4 2 -1
A_<3 1 0 —2) und B_<2 0 1 7)
die beiden Summen —4-A+2-B und —4-*A+2-'B.
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Aufgabe 104. Man berechne das Produkt AB der Matrizen A und B in
den beiden Fillen

b A= <cos(x) sin(m)) wd B — (Cos(x) sin(:c)) it

sin(z)  cos(z) —sin(z) cos(x)
z € R.
Aufgabe 105. Man berechne fiir die Matrizen
0 2 -1 4 -2 5
=3 2= 5 (V)
die Produkte AB, AC, A- (B —C)und (B —C) - A.

Aufgabe 106. Man priife, ob AB = BA fiir die Matrizen

09 —15 12 1 -3 —1 22
00 -6 6 0 1 2 -2
A=100 0 10 ud B=1y o 1
00 0 0 0 0 0 1

gilt, und berechne ‘A - ‘B, !B - A, *(AB), A%, A3 B? und B3.

Aufgabe 107. Seien

1 0 0 X
e1=1|0), e=11], ée=10 und #= |22 | € R
0 0 1 T3
Man berechne fiir die Matrizen
0 9 -15 1 -3 -1
A=|0 0 -6 und B=[(0 1 2
0 0 O 0 0 1

die Produkte Ae;, Be; fir i = 1,2, 3, sowie die Produkte AZ und BZ.
Dann vergleiche man fiir die beiden Abbildungen o : R?* — R?, Z — AZ,
und 3 : R? — R?, & + BZ, die Komposition a0 : R?* — R?, ¥ — a(3(7)),
mit der Abbildung v : R?® = R3, & — CZ, wobei C = AB sei.
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Aufgabe 108. Fiir Matrizen A, B € M,,x,(R) gilt der Multiplikationssatz:
det(AB) = det(A) - det(B) , siehe 2] in[0.§

Man verifiziere dies fiir die Matrizen

1 -3 0 1 2 3
A=|1 2 -1 und B=(2 -1 1],
1 2 1 3 2 1

indem man det(AB), sowie det(A) - det(B) ausrechnet und die Ergebnisse
vergleicht.

Aufgabe 109. Man berechne die Determinante der Matrix

1 2 0 3
-1 0 2 1
A= 3 2 0 2
0 1 7 1

durch Entwicklung nach der dritten Spalte und durch Entwicklung nach
zweiten Zeile.
(Wenn richtig gerechnet wird, kommt beide Male dasselbe Ergebnis heraus.)

Aufgabe 110. Man zeige, dass fiir z,y € R gilt:

z y 0 1

-y x -1 22 2
det 0 1 = —y = (" +y +1)°.

-1 0 y T

Aufgabe 111. Man berechne mit Hilfe der Formel

det(An) — det(Agl) det(Agl)
— det(A12) det(AQQ) — det(A32)
det(A13) — det(Agg) det(ASJ)

1
~ det(A)

die zu der Matrix

3 -1 1
A=1-15 6 =5
5 =2 2

inverse Matrix A~!. Zur Probe berechne man dann A - A=,
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10 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem besteht aus m Gleichungen der Form

a11x1 + a12Z2 + ... + A1y = b1
a21T1 + a92%2 + ... + aspxT, = b

Am1Z1 + G2 + ... + QnZn = bim

mit n gemeinsamen Unbekannten z1,...,x, und Koeffizienten a;j, b; € R
firi=1,...,mund j=1,...,n.

Die n Unbekannten sind so zu bestimmen, dass sie alle m Gleichungen
erfiilllen. Man spricht dann auch von einer Lésung des Systems.

Y,

37 Beispiel 1.

} Das lineare Gleichungssystem
de—y=3

1 rH+y=2

hat die Losung x = 1 und y = 1, wie man
geometrisch ermitteln kann.

14
Die beiden Gleichungen beschreiben je-
21 weils eine Gerade, und die Losung des
Systems ist der Schnittpunkt der beiden
- / Geraden.
Beispiel 2. Das lineare Gleichungssystem
2z +y=0
dr+2y=1

hat gar keine Losung, denn aus der ersten Gleichung folgt y = —2z . Setzt
man dies fiir y in die zweite Gleichung ein, so folgt 4x+2y = 4dx—4z = 0 # 1.

Beispiel 3. Das lineare Gleichungssystem

1

2 ==
r+y 5

Az +2y =1

hat unendlich viele Losungen, denn nach Multiplikation der zweiten Glei-
chung mit % sieht man, dass sich nur um eine Gerade y = —2x+% handelt.
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Mehr Moglichkeiten gibt es nicht, denn zwei Geraden L; und Ly im R?
schneiden sich entweder in genau einem Punkt oder sind parallel oder sind

gleich:
L, L, Ly Ly

Ly =Ly

Bemerkung. Dieses Phénomen gilt fiir ein beliebiges lineares Gleichungs-
system mit m Gleichungen und n Unbekannten: Es hat entweder genau eine
Losung im R™ oder gar keine Losung oder unendlich viele Lésungen im R™.
Weitere Moglichkeiten gibt es nicht.

10.1 Matrizenschreibweise AZ = b

Ein lineares Gleichungssystem

11271 + 1222 + - + a1pTn = by
(2121 + A22%2 + -+ + A2pTy = b

(%)
Am1%1 + AmaTe + -+ + ATy = by
kann man auch in der Form von Matrizen (siehe schreiben
ail s QA1n T bl

(s5) : =1 )

Gml *°  Gmn Tn b
denn beziiglich der in [9.3] definierten Matrizenmultiplikation gilt

ailp o Qln T 1121+ + A1n Ty by
*

—
~

Qm1  °  Qmn Ln Am1T1 + -+ Gy bm

Besteht eine Matrix aus genau einer Spalte, so nennt man sie auch einen

T bl

Vektor und setzt ©:= | : | € R” und b= : | € R™. Das System (x)
Tn bm

schreibt sich dann kurz als mit A = (a;;)i=1,...m.

j=1,...,n
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Bemerkung. Ist speziell n = m und A invertierbar, so ist (%) eindeutig

l6sbar durch .

Beispiel. Das oben betrachtete lineare Gleichungssystem

dor —y =3
r+y=2
schreibt sich als A7 = b mit A = 4 -1 , T= ) und b= 3.
1 1 y 2

Wir 16sen dieses nun, indem wir A~ und dann # = A~'b berechnen.

Es ist det(A) =4-1—(=1)-1=5undalso A" =3 <—11 411>

. T\ _ o3y _ (1 1\ [(3)_ (1
Dies ergibt die Losung (y)—A <2>—5(_1 4) (2 =11/

10.2 Cramersche Regel

Ist A € M,,xn(R) eine invertierbare Matrix, so ist das lineare Gleichungs-
system AZ =b fiir jeden Vektor b € R™ eindeutig l8sbar. Man findet die
Losung ¥ = A~'b dann auch nach der CRAMERSschen Regel.

ai; -+ aip by Ty
Fir A = : : und b = : berechnet man ¥ =
an1 Ann bn In
durch:
1 b1 aip ... A1n
r1 = — det
det A ’
b, apa ... Gnn
1 ain b a3 ... aiy
Ty = —— det
det A ’
an1 bn an3 e Gnn
) air ... Ain-1 b
T, = —— det
GABRIEL CRAMER 1704-1752 n det A
ap1 .- Anp,n—1 bn

Die Regel wurde 1750 von Cramer in seinem Buch [] versffentlicht:
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Aus dem Gottinger Digitalisierungszentrum. Bearbeitet von M. Liebetruth.

APPENDICE 657

No, I
Voyez pag. 59 & Go.

Soient plufieurs inconnuesz, y, x, v, &*. &autant d’équations

A =Z'"5 Ty 4+ X5k Vv &
A =27 Ty 4 X o Vv o %
A =27 Ty+Xxrk Vv O
At =2z« Ty 4 X+ Vo + G
o.
ou les lettres A%, A*, A*, A*, &e. ne  mar-
quent pas, comme & lordinaire, les puiffances d’4, mais
le prémier membre, fuppofé connu, de la prémlfrc, .ﬁ?:-
conde, troifiéme, quatriéme &c. équation. Deméme Z%,
Z*, & font les coéfficients de z; T'*, T'*, &% ceux de
93 X', X*, &e ceux de x; V', V*, &e ceux dev;
&ec. dans la premiére, feconde, &c. €quation. .
Cette Notation fuppofée , s'il n’y a quune équation &
4
qu’une inconnue %3 on aura z = FT S'il y a deux équa-
tions & deux inconnues z & y ; on trouvera 7 ====
AIT:_A:TI z[A:,__HZ?.AL ; .
A A &ym-z,‘” ';-'-:_—z-,:-r.—, . S‘!ll_,y a trois
équations & trois inconnues %, y, & x3 on trouvéra
AVX e AV X AV X = AV X+ Y X— AT X
s== "
ZVX— VX —Z X - ZY X +- 2V X —2Z3 T X
Z AN A —Z A2 AKX VDA DX

S = ZYX —— ZrXE . Z:}"I)(‘-‘ + 23X + Z"Y'X‘—Z’Y‘X'
DY M e M ZY A = 2V A -2 A2V A"
%=
ZYVe —FZrx-—ZYVX 42X -2V X—-— 27 X!
Introd. d P Analyfe des Lignes Courbes. QOooo L%
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10.3 Gauflscher Algorithmus

Der Gausssche Algorithmus ist ein allgemeines Losungsverfahren fiir linea-
re Gleichungssysteme.
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

aip A1n x1 b1

m1 - Amn Tn bm

Alle Informationen iiber das Gleichungssystem sind in den Werten a;; fiir
t=1,...,mund j = 1,...,n, sowie in den Werten by, ...,b,, enthalten.
Man fasst diese daher zur erweiterten Koeffizientenmatriz

aill N A1n b1
as1 . agn bQ
Am1 NN Amn, bm

zusammen. Ziel ist es, diese erweiterte Koeffizientenmatrix durch ,,elemen-
tare Zeilenumformungen“, die die Losungsmenge nicht verdndern, in eine
Matrix der folgenden Form zu bringen.

0
0
*
0*
. 0
0 0 . 0 .00
0 0 . 0 .00

Unterhalb der horizontalen Stufenlinie diirfen nur Nullen stehen. Beispiele
fiir solche Matrizen in Zeilenstufenform sind

0 0 1 9 01 2 0
L 0 1) 0 0 01
0 0 00
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01 01 2 0

Hingegen sind und [0 O O O | nicht in Zeilenstufenform. Jede
1o 0 0 01

beliebige Matrix ldsst sich durch folgende elementare Zeilenumformungen

auf Zeilenstufenform bringen.

I) Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile,
(d. h. multipliziere eine Zeile mit einer Zahl A € R und addiere diese
dann zu einer anderen Zeile).

IT) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl aus A € R .
III) Vertauschen zweier Zeilen.

Diese Umformungen veréindern die Losungsmenge des Gleichungssystems
nicht.

Beispiele. 1) Gegeben sei das Gleichungssystem

$1—2$2—J]3=2
3%1—8.%2—2%3:4
X1 +4SC3:72

Die zugehorige erweiterte Koeflizientenmatrix lautet

1 -2 -1 2
3 -8 2| 4
1 0 4 | -2

Schreibe Z. fiir ,,Zeile“. Dann bedeutet zum Beispiel die Schreibweise
»2.2. — 2 x 1.Z.“: Subtrahiere das 2-fache der ersten Zeile von der zwei-
ten Zeile. Wir kénnen nun umformen

1 —2 —1] 2 1 —2 —1] 2
3 -8 —2| 4 | 2Z2XE g 9 1 | 2
1 0 4 |-2f 371 \og 2 5|4

1 -2 1] 2
0 -2 1 |-=-2

————
sz+22” \o o 6 | _g

und erhalten eine Matrix in Zeilenstufenform. Die dritte Zeile dieser
Matrix entspricht der Gleichung 6x3 = —6 und also z3 = —1. Die zweite
Zeile entspricht der Gleichung —2x9 +x3 = —2. Es folgt —229—1 = -2,
also o = % Aus der ersten Zeile erhalten wir nun x7 — 2x9 — 23 = 2
und also x1 —1+1=2.
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X1 2
Die einzige Losung des Gleichungssystems ist somit | xo | = %
I3 -1

2) Gegeben sei das Gleichungssystem

Ty —To —2x3 + x4 = —2
—r1+6x3+2r4 =1

21 — 4xg + 2x3 + Ty = —2

—x1 + 20 + 43 = -2

Wir bringen die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix auf Zeilen-

stufenform:
1 -1 -2 1] -2 1 -1 -2 1
-1 0 6 2|1 2.7.+1.7. 0 -1 4 3
2 -4 2 T7|-2) 3z-2x17z.,4z4+17Z |0 =2 6 5
-1 1 4 0] -2 0 0 2 1
1 -1 -2 1 |-2 1 -1 -2 1
3.z-2x2z. |0 —1 4 3 | —-1|4z432z |0 -1 4 3
0O 0 -2 -—-1| 4 0 0 -2 -1
0 O 2 1 | -4 0 O 0 0

-2

-1
2

—4

-2
-1
4
0

Die dritte Zeile entspricht der Gleichung —2x3 — z4 = 4. Wir haben
Wahlmoglichkeiten fiir x,. Wihle z4 =: A € R beliebig und erhalte

damit —2z3 — A =4, also x3 = —2 — %)\. Setze dies in die zweite
—T9 + 4x3 + 3x4 = —1 ein und 16se nach x5 auf:

1
1‘2:1+4I3+3I4:1+4(*2*§)\>+3>\:*7+>\.

Zeile

Die erste Zeile entspricht der linearen Gleichung x1 —xs —2x3+14 = —2,
also x1 = —2 + x9 + 2x3 — x4. Setzt man die vorher gefundenen Werte

fiir xo, x3 und x4 ein, so erhélt man
1
T = —2+(—7+)\)+2(—2—§/\)—>\= —13 — A,

Somit erhélt man unendlich viele Losungen

1 13— A -13 -1

x| | -T+HXN B | -7 1 .

x3 | _2_%)\ = _9 +A _% mit A € R.
T4 A 0 1

Alle Losungen liegen auf einer Geraden im R*.
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134 10 Lineare Gleichungssysteme

3) Wir betrachten noch einmal das (nicht-16sbare) zweite Beispiel

20 +y=0
dr+2y =1

vom Anfang dieses Kapitels und bringen die erweiterte Koeffizienten-
matrix in Zeilenstufenform

2 1|0\ 2z-2x1z. (2 110
4 2|1 0 01

Die zweite Zeile steht fiir 0 -2 + 0 -y = 1 und ergibt den Widerspruch
0 = 1, woran man sieht, dass das System nicht 16sbar ist.

10.4 Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

Sei ein lineares Gleichungssystem AZ = b durch eine Matrix A € M xn(R)
und einen Vektor b € R™ gegeben. Die Menge der Losungen nennt man
auch Losungsmenge.

Fall 1: Ist b = 0, so nennt man das System homogen.

e Ein homogenes System AZ = 0 besitzt stets eine Losung, némlich die
triviale Losung # = 0. Wenn ein homogenes System auch noch eine
Losung & # 0 besitzt, so gibt es ein k € IN und Lésungen 7, .. ., 2,
derart, so dass jede Losung & sich eindeutig in der Form

= M2+ -+ AgZp mit A, ..., A € R.

schreiben lésst. Die Zahl k ist eindeutig bestimmt und heifit Dimen-
sion des Ldsungsraums.

e Ist m = n, so gilt fiir das System AZ = 0:

0 ist die einzige Losung <= det(A) # 0 <= A ist invertierbar

e Ist m < n (es glbt also weniger Glelchungen als Unbekannte), so hat
das System AZ = 0 stets eine Losung @ # 0.

Fall 2: Ist b # 0, so nennt man das System inhomogen.

e Fin inhomogenes System braucht keine Losung zu besitzen, wie wir
oben gesehen haben. Die Losungsmenge ist dann die leere Menge.
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e Gilt m = n und det(A) # 0, dann ist A invertierbar und Z = A~'b
ist die einzige Losung von AZ = b.

e Wenn das System AZ = b eine Losung besitzt, so geniigt es, irgendeine
Losung 2 (zum Beispiel durch Probieren) zu finden. Jede Losung von
AZ = b hat dann folgende Form:

T = Zp + Mz MA@ mit Aq, .. A €R,
~—
spezielle Lsg. allgemeine Lsg.
von AZ =0 von AZ =0
wobei k die Dimension des Losungsraumes und 27, ..., Z; Losungen

des homogenen Systems wie im Fall 1 sind. Besitzt A7 = 0 nur die
triviale Losung, so ist Z( die einzige Losung von AZ = b.

Fazit. Das System AZ = b besitzt entweder keine, genau eine oder unend-
lich viele Losungen. Andere Varianten sind nicht moglich.

10.5 Aufgaben 112-124
Aufgabe 112. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

2%1 + 39’52 + 51‘3 = -5
—I1 — 2%2 - 4{E3 = 6
2017 + 229 4+ 3x3 = 3

indem Sie es in die Form AZ = b bringen und & = A~} b berechnen.

Aufgabe 113. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

—x1 — 3x2 + 23 = —4
41‘1 + 2I2 + 3:173 = 71
2%1 + 3$2 — xrs3 = 2

mit Hilfe der Cramerschen Regel.

Aufgabe 114. (Anwendung)

Aus dem Biologieunterricht in der Schule ist Thnen bereits der Abbau der
Glucose durch eine Redoxreaktion bekannt. Es wird Glucose CgH120¢g 0xi-
diert zu Kohlenstoffdioxid (C'O3) und Sauerstoff (O3z) reduziert zu Wasser
(H20). Zusétzlich entsteht bei dieser Reaktion noch Energie. Dieser Prozess
wird durch die Reaktionsgleichung

(1) a-CgH1206+b-09 —c-COg+d-HyO

mit den Unbekannten a, b, ¢, d beschrieben:
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136 10 Lineare Gleichungssysteme

a) Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten a, b,
¢, d auf, in dem Sie jeweils fiir C, O und H die Anzahl der auftretenden
Atome auf beiden Seiten der Reaktionsgleichung vergleichen.

b) Losen Sie das System im R* mit Hilfe des GaufB-Algorithmus und
geben Sie die Losungsmenge an.

¢) Vervollsténdigen Sie mit Hilfe von b) die Reaktionsgleichung ({)), in-
dem Sie geeignete Werte fiir a,b, c,d € IN angeben.

Aufgabe 115. (Zur Wiederholung)
Untersuchen Sie die durch f(z,y) = 23 —3x—133+6y+1 definierte Funktion
f: R? = R auf lokale Maxima und lolale Minima.

Aufgabe 116. (Von A. Pack) Wir haben eine LKW-Ladung mit einer Mi-
schung aus verschiedenen Bodensorten (Ton, Lehm, Sand), 8 Gew.% Was-
ser und Kies. Wir kennen die Trockenmassenverhiltnisse von Ton/Lehm,
Ton/Sand und Ton/Kies. Nun mochten Sie den Kies rauswaschen und ver-
kaufen. Der LKW ist mit 18t beladen, wieviel Kies bekommen Sie raus?
Setzen Sie selbst Zahlen fiir die Verhéltnisse ein.

Aufgaben aus dem Kurs 2004/05

Aufgabe 117. Man untersuche das Schnittverhalten der beiden Geraden
L1 und Lo , falls

a) le{@)ew 6x+3y=10},L2:{(§>6R2
b) le{@ew 4x+6y:8},L2:{(;>eRQ
c) le{@ew \/§x—3y=0},L2:{(;>eRz

Aufgabe 118. Gegeben seien die Matrix A und der Vektor b durch

7x—2y:—1}

o + %y = 10}

x—\/§y:1}.

1 2 3 = 1
A=12 -1 1 und b=1{0
3 2 4 1

Zur Losung des linearen Gleichungssystems AZ = b benutze man

a) die CRAMERsche Regel, b) den Gaussschen Algorithmus.
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Aufgabe 119. Man bestimme fiir die Matrix 4 aus Aufgabe[I1§]die inverse
Matrix A~! und verifiziere die Gleichung A= b = & fiir die in Aufgabe
gewonnene Losung Z.

Aufgabe 120. Man bestimme die Losungsmenge des linearen Gleichungs-
systems

Ty 4+ 29 + x3 — x4 = 1
2:E1 + 3562 - 21’3 + 31‘4 = 2
31’1 — ) — 2(E3 + 31’4 = 4
200 — 229 + 3 — x4 = 1

Aufgabe 121. Man ermittle den Schnittpunkt der beiden Geraden

(e smarrs) () 02 e}

Aufgabe 122. Zur Losung der folgenden Aufgabe, die Anwirtern auf einen
hoheren Beamtenposten im alten China gestellt wurde, ist ein passendes
Gleichungssystem mit drei Gleichungen in drei Unbekannten aufzustellen
und zu losen:

Verkauft man auf dem Markt 2 Biiffel, 5 Hammel und kauft dafiir 13 Schwei-
ne, so bleiben 1000 Miinzen {ibrig.

Verkauft man 3 Biiffel und 3 Schweine, so kann man dafiir genau 9 Hammel
kaufen.

Um 5 Biiffel zu kaufen, muss man 6 Hammel und 8 Schweine verkaufen und
noch 600 Miinzen darauflegen.

Wieviel kosten die Tiere jeweils?

Aufgabe 123. Man bestimme mit Hilfe des GAUSSschen Algorithmus die
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

1 — 2m9 + 3 — Ty = 2
2261 - 31‘2 + T3 - 31‘4 = -1
I — i) - 21’4 = -3.

Aufgabe 124. Man bestimme fiir jedes t € R die Menge

1 1 ¢
TeR3 gL 1) ,0L|¢t] und 7L (1
t 1 1
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Fortsetzung Analysis

11 DGL-Systeme

Ein explizites System von n DGLen 1. Ordnung hat die Form

yll = fl(xaylvu'ayn)
y/2 = f2($a3117~-- ;yn)

y:z = fn(xvylv"'ayn)

wobei fr: D — R fiir £ = 1,...,n stetige Funktionen auf einer Menge
D c R™*! sind. Eine Lésung des Systems ist ein n-tupel von Funktionen
yr: I — R fir k = 1,...,n, die auf einem Intervall I C R definiert sind
und die jeweils alle n Gleichungen des Systems erfiillen.

Gesucht sind nun also wieder Funktionen!

Interessant sind dabei auch lineare DGL-Systeme, da sie einige Analogien
zu den linearen Gleichungssystemen, die wir in Kapitel [I0]betrachtet haben,
aufweisen. Zum Beispiel hat fiir n = 2 ein lineares DGL-System die Gestalt

Yy = an(z)y1 + arz2(x)y2 + by ()

Yo = az1(x)y1 + az(z)y2 + ba(x)
mit stetigen Funktionen a,;(z) und b;(x) fiir 4,5 = 1, 2, Bnd man hat dafiir
auch eine Matrizenschreibweise, ndmlich ¢/ = A(x)y + b(x).
Beispiel 1. Man lose fiir x € R~ das lineare DGL-System

, 1
Yp=—-Yy1+e
x

— sin(x)

Y2
Yz = cos(z) Yo .

Dieses System wird homogen genannt, da by (z) und be(x) beide Null sind.
Wie lautet das System in Matrizenschreibweise?
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11 DGL-Systeme 139

' — . ' B " 1 efsin(ac) .

X € ]R>O.

Das System ldsst sich durch , Riickwértseinsetzen® 16sen:

Die zweite DGL y5 = cos(x)yz ist vom Typ I in Tabelle [7.5] denn es
ist y5 = a(x)ye mit a(x) = cos(z). Eine Stammfunktion von a(z) ist die
Funktion A(xz) := [ cos(z) dz = sin(x). Gemis Typ II folgt

A(x)

sin(x) )

ya2(z) = coe = coe

Setze nun yo = c2e*®) in die erste DGL ein. Dann folgt

— sin(z) sin( sin(x)

1
=—-Y1 t+C2

%) eoe .
T

.1 1 _
y1=—y1+e y2=—y1+e
X X

da e~ sin(@)esin(z) — g=sin(@)+sin(@) — 0 — 1 pach in Kapitelgilt.
Die DGL g} = 2y + ¢z ist vom Typ III, denn es ist y{ = a(z)y1 + b(z)
mit a(z) = L und b(z) = ¢z . Es folgt A(z) := [a(z)de = [Lde =In(z).
Geméifl Typ III in Tabelle folgt

y1(z) = eA@ /e_A(“J) b(x) dx

— eln(a;) /e—ln(a:)c2 dr

1
_ 6ln(ac) /02 eln(%) dx = x/CQ g dr ==z (C2 ln(l‘) + 01)

=corln(z) + 1z

Benutzt wurde hier die Umkehrregel e™®) = y fiir alle y € R und die
Regel —In(z) =In(L) fiir alle 2 € R~o. Wir erhalten die Lésung

o) = (40) = (7 - i)

mit Konstanten c1,cs € R.

12 4 coxIn(x)

Probe. Aus 3 := ( o esin(@) ) folgt mit Produkt- und Kettenregel
2

7= <01 +coln(x) + 2

3 cos(z)esin@) ), denn es ist In(z) = L.
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140 11 DGL-Systeme

Ferner folgt nach Matrizenmultiplikation

S L e=sin@)\ (erx + cozln(z)
A(f) Yy = (O cos(x) Czesin(x)
_(catceln(x)+e” sin(z) o) esin(z)
n 0 + cos(x)cpes™(®)

_ (01 + coIn(x) + CQ>

¢y cos(x)es (@)
=q v
Beispiel 2. Riuber-Beute-Modell

Dieses Modell der Populationsdynamik ist von A.J. Lotka (1880-1949) und
V. Volterra (1860-1940) unabhéngig gefunden worden und heifit auch Lotka-
Volterra-Modell, vgl. [10], Abschnitte 59 und 64.

Eine Beutepopulation B verfiige iiber einen sténdigen Nahrungsvorrat, und
eine Rauberpopulation R lebe ausschliellich von der Beute B.

Wire keine Beute da, wiirde sich R nach dem Gesetz

, dR

R'(t) := o
mit der Zeit ¢t vermindern, wobei a; > 0 eine Konstante ist. Waren keine
Réuber da, wiirde B geméfl B'(t) = ag B(t) mit einer Konstanten ag > 0
wachsen.
Durch Begegnungen von B mit R kommt es aber zu einer Zunahme von R
und einer Abnahme von B mit Anderungsraten, die jeweils als proportional
zu RB angenommen werden konnen. Es ergibt sich also das (nicht-lineare)
DGL-System

= —Q1 R(t)

R =—a; R+ B RB
B/:OQB*62RB

mit Konstanten aq, as, 81, B2 > 0. Man kann zeigen, dass das System stets
16sbar ist, aber nicht in geschlossener Form. Man ist daher auf numerische
Losungsverfahren angewiesen, bei denen Losungen ndherungsweise berech-
net werden, sowie auf qualitative Aussagen zum Verlauf von Losungskurven.

Im Fall des Rauber-Beute-Modells erhélt man folgende Vorstellung vom
Verlauf von Losungskurven. Da die Réuberpopulation R eine Verminde-
rung der Beutepopulation B erzeugt, wird mit der Zeit nicht mehr genug
Beutevorrat da sein, und es vermindert sich dann R, was wiederum zum
Wachsen von B beitrégt. So ergeben sich periodische Schwankungen in der
Réauber- und Beutepopulation. Dies wird durch das folgende Bild bestétigt.
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Wenige Rauber Viele Rauber Sehr viele Rauber  Weniger Rauber  Wenige Riuber
Beute vermehrt sich Beutepopulation Beutepopulation Beutepopulation Beute vermehrt sich
nahezu ungestort geht wieder zurlick  nimmt stark ab kann sich wieder  nahezu ungestort

Genug Beute fiir die Noch genug Beute Beute reicht nicht erholen Genug Beute fiir die

Réuber fiir die Rauber mehr fiir alle Rduber Beute reicht noch Ré&uber
Rauber kénnen sich Rauber kénnen sich Rauberpopulation  immer nicht fiir alle Rauber kénnen sich
vermehren weiter vermehren nimmt wieder ab Réuber auch vermehren

Rauberpopulation

nimmt weiter ab

y
v
v

v
v
A

1)

' p e e o [,
R e e,

— T .

Population

Beute

Réiuber

Das Phénomen, dass man die Existenz einer Losung zeigen kann, aber diese
dennoch nicht in geschlossener Form (wie etwa y; (z) = €2”) angeben kann,
tritt bei einer DGL oder einem DGL-System oft auf. Daher gibt es auch
ein eigenes Gebiet der Mathematik zu numerischen Losungsverfahren fiir
Differentialgleichungen.

In geschlossener Form stets 16sbar sind lineare Systeme, bei denen alle Ko-
effizienten konstant sind.
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12 Nochmals der Grenzwertbegriff

Sei I; ein Intervall in R, und sei a € I;. Die Menge I entstehe aus I; durch
Herausnahme des Punktes a. Dann gibt es stets eine Folge (2, )nen in I
mit lim z, = a, d.h. die Bedingung (x) aus Abschnitt |4.1|ist stets erfiillt,

n—roo

vgl. Aufgabe (Vgl. auch den Divergenzbegriff am Ende von )
Schreibweisen und Definitionen. Sei ¢: I — R eine Funktion, und sei
¢ € R oder +o0. Dann bedeutet
(1) :ll—rﬂz p(x) = c: Fiir jede Folge (z,, € I)pen gilt nh_}rr;@ p(rn) =c.
Ist c € R, so ist ¢ der Grenzwert von ¢ an der Stelle a.
(2) il\r‘r}l p(x) = c : Fir jede Folge (z,, € I)nen, die x,, > a fiir alle
n € IN erfiillt, gilt nlgr;o o(zn) = ¢ Ist ¢ € R, so ist ¢ der rechtsseitige

Grenzwert von ¢ an der Stelle a.

(3) wll}l; p(x) = c: Fiir jede Folge (x, € I)pen, die x, < a fir allen € N
erfillt, gilt lim ¢(z,) = c. Ist ¢ € R, so cist der linksseitige Grenzwert
VoM an d::g’otelle a.

Bemerkung. Es gilt 9113}1 () = ¢ genau dann, wenn il}r}l o(z) = ¢ und

lim p(x) = ¢ gilt.
x\aw( )=cg

(4) Sei I ein nach rechts unbeschrinktes Intervall, z. B. I = [0, oo[.
Dann bedeutet 1i_>m o(x) = ¢, dass fiir jede Folge (z,, € I)pen gilt:
x o0

lim @(x,) = c¢. Ist I ein nach links unbeschrinktes Intervall, so ist
n—oo

analog lim ¢(z) = c definiert.
r—r—00

Beispiel 1. Betrachte die Funktion f: Rz — R, @ ﬁ (vel. [4.5] fiir
X
die Definition von |z|).

Es gilt li{% f(z) =1 und li}% f(z) = —1. Also existiert lim L nicht.

x—0 |I|
1“ f(x)

S\
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12 Nochmals der Grenzwertbegriff 143

Beispiel 2. Die verschiedenen Aste der Funktion tan(z) = EZE:;))
‘ )
| 1
On—3T fp—T =/ qx Bz
T 7T T2 il 2 2
—1 I I

|

T

w T
;3” s

Betrachtet man das Intervall I := | Z, 2% [ und die Funktion tan: I — R, so

sieht man, dass lim tan(z) = oo und lim tan(z) = oo gilt. Auch sieht
NE o 3z

man, dass tan periodisch mit der Periode 7 ist.

Beispiel 3. Besitzt die Funktion f : Rz — R, z — w, fir x — 0

einen Grenzwert? Fiir 0 < z < § gilt: cos(z)-sin(z) <1-2 < (s):)r;%i)) und
S——
<1 <z
also cos (z) < Sinz(m) < Co%(z) Hieraus folgt ﬁ(z) > bmmﬂ > cos (x).
. _ sin (z)
Da 311—>H10 cos(z)=1= ilin S( 7 gilt, folgt hrr}) =1.
Da f(x) = w eine gerade Funktion ist, also f(z) = f( z) fir z # 0
gilt, folgt insgesamt lim M =1.
z—0 x
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1l
sin(x)
cos(z) 1
sin(x) £l 0
Damit ist die Funktion fo: R — R, =z +— v ir a7 , stetig.
1 firx =0

Beispiel 4. Sei f: Ro = R, z +— % . Der Grenzwert fiir z — 0 existiert
nicht, denn es ist lim f(z) = oco.
z\0

f@)

0 1 x

Im néchsten Abschnitt untersuchen wir, ob die Fléiche unterhalb der Kurve
einen Flacheninhalt < oo besitzt.

12.1 Aufgabe 125

Aufgabe 125. Sei I; ein Intervall in R, und sei a € I;. Die Menge [
entstehe aus I; durch Herausnahme des Punktes a. Zeigen Sie, dass es stets
eine Folge (z,, € I)pen mit lim x,, = a gibt.

n—roo

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014/15



13 Uneigentliche Integrale 145

13 Uneigentliche Integrale

Mit dem bestimmten Integral erhélt man den Inhalt einer Flache, die von
einer stetigen Funktion iiber einem Intervall [a,b] mit a,b € R begrenzt
wird. Nun kann es aber passieren, dass eine Funktion, deren Integral gebil-
det werden soll, an einer Stelle des Intervalls nicht definiert ist oder dass der
Integrationsbereich bis co oder oo ausgedehnt werden soll. Man spricht
in diesen Fallen von einem uneigentlichen Integral.

13.1 Der Integrand ist an einer Stelle nicht definiert

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass der Integrand an einer Integrati-
onsgrenze nicht definiert ist.

Seien a,b € R mit a < b, und sei f: ]a,b] — R eine stetige Funktion.
Dann existiert fiir jedes ¢ € R mit 0 < ¢ < b a das Riemann-Integral

b b
/ f(z) dx. Wenn der rechtsseitige Grenzwert li{n f(z) dx existiert,
a+te

50a+£

b
so heifit das uneigentliche Integral / f(z)dz konvergent, und man setzt
a

b b
/ f(x)dz = lim f(x)dz.

ENO Jgpe
Analog: Ist f: [a,b[— R stetig, dann existiert fiir e mit 0 < e <b a das
b e b e
Integral (z) dx. Wenn li\r‘% f(x) dz existiert, heifit das Integral
a € a

b b b e
/ f(z) dx konvergent, und man setzt / f(z)dx = li\rjf(lJ f(z)dx.
a a €

a

2
1
Beispiele. 1) Zu bestimmen ist das Integral / —— dx. Der Integrand ist
0

Jz

an der Integrationsgrenze 0 nicht definiert.
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1

2
Fir0<e<2ist /
- VT

2
dr = 2\/5’ =2v2 2y/z. Daraus folgt
g

| 2 1
— dz := lim —dz = lim 2v2 22)=2V2.
/0 \/5 eNO Jote \/E e\0 \/>)

Das Integral ist also konvergent.

2
1 2
Fiir 0 <e < 2ist / —dxr=In(x)| =In(2) In(e)
e X €
21
Da limIn(e) = oo ist, ist das uneigentliche Integral / — dx nicht
N0 0o
konvergent.
f(@) f()
1 0f ‘ 2 x
2 z -1
14
0 1 2 x
Fir0<e<lundn >1ist
L x ! 1 I 1 1
2 ode = _ : - 1 .
. " n+l|., 1 n a2t 1 n en 1

1
1

Da lim =15 = oo fiir n > 1 gilt, ist / — dz nicht konvergent.
eN\0 € 0 xn

Fir0<e <1 gilt

1 e
1 1 e
‘ val. 6.2.

—— dx = arcsin(x
0 V122 (@) 0

Es ist arcsin(0) = 0 und arcsin(1) = 7. Daraus folgt

1 €
1
dz := lim

/1 1 go T
. — AL — —.
o V1 x2 eNo Jo V1oox? 2
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5) Hier ist der Integrand innerhalb des Intervalls nicht definiert. Es ist

1

0 ¢
1
= 1 -
/\fdx 51{% 1 fdx+a% %dm

. 5 . 5 4 5 5
‘%(4(5 1)>+3{%(4<1 ’5”))— 1t170

f(z)

il

13.2 Integrale mit unendlichen Grenzen

Manchmal méchte man auch uneigentliche Integrale betrachten, bei denen
eine Integrationsgrenze unendlich ist.

o0
Zum Beispiel ist / F(s)ds die Arbeit, die nétig ist, damit eine Rakete

das Schwerefeld der Erde verlassen kann, wobei F'(s) die notwendige Kraft
an der Stelle s bedeutet.
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Seia € R, und sei f : R>, — R stetig. Dann existiert fiir jedes R € R, das
R ) R
Integral / f(x)dz. Man setzt / f(z)dz := Rlim / f(x) dzx, falls der
a a —00 a
Grenzwert existiert, und nennt dann das Integral / f(z)dx konvergent.

Analog ist / f(z) dz fiir eine stetige Funktion f: ] —o00,a] — R definiert.

oo
1
Beispiele. 1) Betrachte / —dx fiirn > 1. Fiir R € R>; ist
1

x
/Rdx_ac"+1 R_ 1 ) 1
Loz —n+l|, n-1 Rn-1 )

Da lim gy = 0 fir n > 1 ist, folg
— 00

0o R
/ —dz = lim d—x: 11 fir n > 1.
1

zn R—oo J; ™ n—

(o)
1
2) Fiir n < 1 konvergiert / — dx nicht.
1 xr

3) Fiir die Fléche unter der GAussschen Glockenkurve (vgl. gilt

o0 2
/ e " dr = /7.

— 00

Dies zeigt man mit Hilfe der T-Funktion T'(z) := / t*“letdt und
0
Substitution, vgl. [6] (20.11)].
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14 Kurven im R"

Sei I C R ein Intervall. Eine Kurve im R ist eine Abbildung
(p:I—)Rn, t'—)(@l(t),,gon(t)),
mit stetigen Funktionen ¢; : I - R, t — p;(t), firi=1,...,n.

Beispiele. 1. Die Bewegung eines Massenpunktes im R3 wird durch eine
Kurve beschrieben. Man setzt n = 3 und fasst ¢ als Zeit auf. Dann ist

e(t) = (p1(t), p2(t), ¢3(t)) € R?

der Ort im dreidimensionalen Raum, an dem sich der Massenpunkt zum
Zeitpunkt ¢ aufhalt.

2. Kreis im R?*: Sei n = 2 und r > 0. Ein Kreis mit Mittelpunkt (a,b)
und Radius r wird zum Beispiel durch die Kurve

@ :[0,27] = R?,  tw (a+7rcos(t),b+rsin(t))
umrandet. In Vektorschreibweise wird diese Kurve durch
R (a> N T<cos(t))
b sin(t)

beschrieben (vergleiche und .

3. Sei f: I — R eine stetige Funktion. Dann ist die Graph-Abbildung
e: I —=R> tes (¢, f(t)

eine Kurve im R2.

4. Schraubenlinie im R?: Seien r > 0 und ¢ # 0 reelle Zahlen. Die Kurve
w: T =R ts (r-cos(t),r-sin(t),ct)

wird auch als ,,Schraubenlinie“ bezeichnet.

N,

—

‘—\
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150 14 Kurven im R™

5. Logarithmische Spirale: Sei n = 2. Die Kurve
, 1N
f:00,127] - R, ¢t (5) (sin(t), cos(t))

macht 6 Umdrehungen um den Punkt (0, 0), wobei sie sich immer stéirker
an diesen Punkt anndhert. Nach jeder Umdrehung hat sich der Abstand
zu (0,0) halbiert.

X

In Vektorschreibweise wird die Kurve durch

- (% ()

beschrieben. Sie inspirierte zum Titelbild des Kurses 2004/05:
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Fortsetzung Lineare
Algebra (erginzend)

15 Vektorrechnung

Man unterscheidet zwischen so genannten skalaren Groflen und so genann-
ten vektoriellen Groflen. Skalare Groflen sind bei fester Mafleinheit durch
einen Zahlenwert A\ eindeutig bestimmt, wie zum Beispiel:

Lange | Temperatur Zeit Masse
3m 5° 1,4 sec 13,7891 g
A=3 A=5 A=14 | A=13,7891

Die reelle Grofle A heifit Skalar (man kann sie auf einer Skala ablesen). Vek-
torielle Groflen nennt man auch Vektoren. Sie sind durch einen Zahlenwert,
genannt Betrag, und eine Richtung gegeben. Vektorielle Groflen sind zum
Beispiel Kraft, Geschwindigkeit, Drehmoment, elektrische und magnetische
Feldstéarke. Solche Groflen lassen sich als Pfeile im Raum veranschaulichen.
Ein Pfeil ist dann eindeutig durch seine Linge und seine Richtung festge-

e o

e

verschiedene Vektoren gleiche Vektoren
s L
verschiedene Vektoren verschiedene Vektoren
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152 15 Vektorrechnung

Wir schreiben fiir Vektoren in der Regel kleine lateinische Buchstaben mit
einem dariiber gesetzten Pfeil:

a, b,c ... gelesen ,Vektor a“, ,Vektor b“, usw.

15.1 Vektoren im R"

Wir koénnen die Punkte in R™ als Vektoren auffassen. Dabei wird jedem
Punkt P = (z1,...,2,) € R"™ der Pfeil von (0,...,0) nach P zugeordnet.
Man schreibt dafiir auch
z1

e R"”

8
Il

Tn

und nennt ¥ einen Ortsvektor. Sein Betrag ist der ,Abstand* von P zum
Nullpunkt, also die ,,Lange* des Vektors Z. Wir bezeichnen den Betrag eines
Vektors & mit ||Z].

T
T2
Abstand von P = (z1,z3) zum Nullpunkt gleich /% + x2.

Firn =2sel ¥ = € R2. Nach dem Satz von PYTHAGORAS ist der

Y

)

0 T x
Also ist
1] = /= + a3
L1
FirZ=| : | € R" mit n € N vereinbaren wir ||| := /2% + -+ + 22 .
Tn
Es gilt dann ||Z]| > 0, und ||#]| = 0 genau dann, wenn z; = --- =z, = 0.

AuBlerdem gilt im Fall n = 1:

1] = /21 = |z,

wobei | | der in definierte reelle Betrag ist.
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15.2 Addition von Vektoren

Wir addieren zwei Vektoren im R"™ komponentenweise:
1 (1 1+ Y1

'rTL yn x n + y?’L

Fiir n = 2 erhélt man das so genannte , Krifteparallelogramm®.

Beispiel. Sei ¥ = <?) und i = <;> Dann ist

L (241) (3
Ty = (1+2) = (3)

A
3+ 4 T+Y
-7/
/// /
- - /
y - /
2+ ,
/
/
/
1+ T
| | 5
T T —
1 2 3

Krifte, die in einem Punkt ansetzen, addieren sich.

Den Vektor 0= [ : | € R" nennt man Nullvektor. Es gilt dann &+ 0 = &

fir alle Z € R™.

15.3 Multiplikation mit einem Skalar

Fiir einen Vektor ¥ € R™ und einen Skalar A € R erkliaren wir die skalare
Multiplikation durch
X )\33‘1

T, ATp,
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154 15 Vektorrechnung

Der Betrag von AZ ist dann das |A|-fache des Betrags von Z, denn

INZ = v/ (@1)? + -+ Qan)? = VA2 (2F + - +a2) = [A] ]| ].

Beispiele. 1) Der physikalische Impuls p'ist die skalare Multiplikation von
Masse und Geschwindigkeit:

pP=mv
Die Masse m ist der Skalar, mit dem multipliziert wird.
2) Sei A =3 und & € R™. Es gilt dann
X =r+r+ 72
3z
27
z

3) SeiA=—-1und ¥ = <x1> € R?. Dann ist \T = (—951) und

—29
o () (2)- (1)
To —xT2 To — T2

z

0. Wir schreiben auch —Z

Fiir beliebige Vektoren # € R™ gilt 4 (—1) % =
R™.

) &
fir (-1)Z und & — § fiir Z+ (—1) ¥ mit Z,7 €

Geraden in Parameterform

Eine Gerade in der Ebene lisst sich durch eine Abbildung R — R? mit
t +— @+ t b beschreiben. Dabei heifit @ der Aufpunkt, b der Richtungsvektor
und t der Parameter der Geraden.

Die aus der Schule bekannte Geradengleichung y = mz + k£ mit m,k € R
lasst sich zum Beispiel in eine solche Parameterform umrechnen zu

R — R? z+— <0>—|-x(1)7
k m
. AN x _ (0 1
denn es ist (y) = <mx+k‘) = <k> +x (m>
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15.4 Skalarprodukt

Bisher haben wir fiir Vektoren zwei Operationen definiert: Addition und
skalare Multiplikation. In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Ver-
kniipfung einfithren, die bei Abstands- und Winkelbestimmung niitzlich
ist.
T Y
Fiir zwei Vektoren & = und ¥ = | ¢ | in R™ definieren wir ihr
Ln Yn
Skalarprodukt durch
Ty :=2x1y1 + x2y2 + -+ Tpyn € R (dies ist ein Skalar).

Das Quadrat des Betrags von & ist also

—

Td=ai+etan =7

Der Winkel a = <((&,7) ist fiir zwei Vektoren Z, 7 # 0 definiert durch

8
<y

und 0< o<

cos(a) =

Hierdurch ist a im Intervall [0, 7] eindeutig bestimmt, denn cos definiert
eine bijektive Abbildung cos : [0, 7] — [—1,1]

8L
<y

T Tt
2 |
_J \

und es gilt die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung —

z-y
NENFN

H. A. ScHWARZ 1843-1921 A.L. CAUuCHY 1789-1857
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—\

Folgerung. Seien zwei Vektoren &, 7 # 0 und ihr Winkel a = <(&, %)
vorgegeben. Dann berechnet sich ihr Skalarprodukt zu

—

- = [|Z]| 11| cos(a),

8

und es ist -/ = 0 genau dann, wenn cos(a) = 0, wenn also a = 7.

Ist -3 = 0, so sagen wir & steht senkrecht zu ¢ oder & und ¥/ sind orthogonal.
Wir schreiben dann auch & L .

15.5 Orthonormalbasis
Definition.
1) Ein Vektor ¢ € R™ mit Betrag ||7|| = 1 heifit Einheitsvektor.

2) Man sagt, dass n Einheitsvektoren v1,. .., v;, eine Orthonormalbasis von
R" bilden, wenn v; L vj fiir ¢ # j.

Fiir eine Orthonormalbasis {v1,...,v,} gilt dann
L IR =1, fwi=
Vi U5 = . .
0, flir i # j.

Beispiele. 1) Die Koordinateneinheitsvektoren

1 0 0
0 1 0
=10, a=|", ..., a=|:
: : 0
0 0 1
bilden eine Orthonormalbasis von RR™.
Yy z
€s €3
51 Tx 51 T €2 'y
n=1 n=2 o n=3
€1
T
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15.5 Orthonormalbasis 157

2) Die Vektoren v; = % 1 , U3 = % (11) bilden eine Orthonormalba-
sis von R?. Denn nach ist
1 1 1
vl = —= =—V12+12=1
b= 75| ()] - 72

und

ot = o | (1) |- veEr e -

Sie stehen senkrecht zueinander, denn

1
vicvz==(1-1+1-(-1))=0.

2
3) Welche der folgenden Vektoren bilden eine Orthonormalbasis des R3?

() ) e
V1 = —= ) Vg = ) U3 = y

V2 1 4 V2 1

1 (1 0 0
nw=—11], vs=11], v = | —1

V2 0 0 0

Gesucht sind also drei Vektoren, die jeweils Betrag 1 haben, und die
paarweise senkrecht aufeinander stehen. Damit kommt ¢35 schon einmal
nicht in Frage, denn v hat Betrag 5:

53] = /32 + 0 + 42 = /25 = 5.

Die anderen Vektoren v1, v3, v3, v5 und vg haben alle Betrag 1.

Es ist v§ = —v5. Daher stehen v5 und vg nicht senkrecht aufeinander.
Die Vektoren v7, 13 und v bilden eine Orthonormalbasis von R?3, denn
sie sind paarweise orthogonal:

1 1
V2 V2 1
v-os=1| 0 0 | ==-4+0-=-=0,
1 -1 2
V2 V2
daher gilt v L v3.
1 1
vz\ (9 vz\ (9
AuBlerdem ist v1-vs = | 0O 1] =0undwvz-vs=1|( 0 |-{1] =0.
1 -1
72/ \0 v/ \
Unabhiingig davon bilden auch die Vektoren v1, v3 und vg eine Ortho-

normalbasis.
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158 15 Vektorrechnung

15.6 Normierung auf Linge 1

AuBler dem Nullvektor ldsst sich jeder Vektor durch Multiplikation mit ei-
nem Skalar zu einem Einheitsvektor ,normieren®.
Sei 7 # 0. Dann ist ||Z]| > 0, und € := L& hat nach den Betrag

[El
1
1]

= 2] = =7 121 = 1.

H H L z \ !
el = (|77 -
2]l 2]

1
I1Z] = V/(=3)2 + 12 = V10,

=3
und & := <_3) = (@) ist ein Einheitsvektor.

Beispiele. 1) Sei & = ( > Dann hat & den Betrag

oAl )

1
2) Sei & = :))2 . Dann hat & den Betrag
—4
| = I+ (2 + 3+ (2 = VD,
1
1 @
und € := \/% _32 = @ ist ein Einheitsvektor.
5\

g

15.7 Lineare Unabhéingigkeit und Basis

x
Beobachtung. Fir 2= | : | gilt
Tn
1 0 0
0 1 0
F=a |0 42 [0+ +a, | :
: : 0
0 0 1
Man sagt & ist eine ,Linearkombination von €1,...,€n“.
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15.7 Lineare Unabhingigkeit und Basis 159

Vektoren o1, ...,v, € R™ heiflen linear unabhdngig, wenn fiir jede Linear-
kombination des Nullvektors

ML+ o+ Aty =0
mit A1,..., A € R folgt, dass alle \; gleich 0 sind. Andernfalls heiflen
V1, ..., Um linear abhdngig.

Beispiele. 1) Seien Z,§ € R"™ mit £ = Ay, A € R. Dann sind Z und ¥

linear abhéngig, denn
Z4+ (=N y=0.

2) Seien &,y € R™ ungleich dem Nullvektor. Gilt & L ¢, so sind & und ¢
linear unabhéingig. Die Umkehrung dieser Aussage ist im Allgemeinen
falsch. Betrachte zum Beispiel die Vektoren & = (f), y= (;) € R?
aus dem Beispiel in

<y

\

Sie stehen offensichtlich nicht senkrecht aufeinander. Aber Z und % sind
linear unabhéngig. Denn sei

af +By=0 mita,[eR,

o)) - C)+ () - 0):

24+ =0 und a+28=0.

so folgt

also

Zieht man nun die zweite Gleichung von der ersten Gleichung ab
20—a+p4—-26=0-0=0,

so erhélt man a = . Dies wiederum eingesetzt in die erste Gleichung
fithrt uns zu 0 = 2a + 8 = 3a, also f = a = 0.
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Man nennt eine Menge von Vektoren {v1,...,v,,} eine Basis des R™, wenn
n = m gilt und die Vektoren v1, ..., v, in R™ linear unabhéngig sind. Jeder
Vektor v € R™ ldsst sich dann als Linearkombination

—

T = Mo+ 4 At

mit eindeutig bestimmten Aq, ..., A, € R™ schreiben.

15.8 Vektorprodukt

Das in[15.4 diskutierte Produkt von zwei Vektoren ordnet diesem einen Ska-
lar zu. Im dreidimensionalen Raum R? gibt es noch eine weitere Moglichkeit
der Produktbildung, die je zwei Vektoren im R? jeweils einen dritten Vektor
zuordnet.

I Y1
Fir Z= [ 22 | und iy = | y2 | definieren wir das Vektorprodukt
z3 Y3
T2Y3 — T3Y2
EXY:=|2z3y1 —x1y3 | € R3.

T1Y2 — T2Y1

1
Beispiel. Fiir die ersten beiden Koordinateneinheitsvektoren ¢; = | 0
0 0
und e3 = [ 1| gilt
0
0-0-0-1
e1xéa=10-0—-1-0] =63
1-1-0-0
und
1-0-0-0
€3 xe1=10-1—-0-0] =—¢€3
0-0—1-1

Eigenschaften des Vektorprodukts
1) Ist & x ¢ # 0, so steht T x § senkrecht auf & und senkrecht auf .

2) Der Betrag ||Z x ¢]| ist der Flicheninhalt F, des von & und ¢ aufge-
spannten Parallelogramms, also ||Z X g|| = Fs = ||Z|| ||7]| - sin(«), wobei
0<a=<79) <.
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XY

Fy = ||Z|| h mit h = sin(a) ||7|

w

distributiv: Zx (§+2) =7

X
@
_|_
&
X
N
=
=
8.
e
_|_
<

e

antikommutativ: ¥ x § = —(§ X &)

(4

bilinear: A(Z X §) = AZ X § =2 x Ay

—  ~— ~— =

=)

Anwendung der Determinante: Nach 2) ist der Flicheninhalt F' des
von den Vektoren

T = <m1) und Y= <y1> aus R?
L2 Y2

aufgespannten Parallelogramms der Betrag einer Determinante, da

T Y1 0
F = ) X | Y2 = 0
0 0 T1Y2 — TaY1

= \/O2 + 02 + (z1y2 — Y122)? = |T1Y2 — Y122]
:daGlmNgm
D)

15.9 Spatprodukt

Mit drei Vektoren &, 7, Z € R3 lisst sich das gemischte Produkt

7. (@xy) eR

bilden. Dabei bezeichnet .,-“ das Skalarprodukt und ,, x* das Vektorpro-
dukt. Wenn &, ¢ und Z linear unabhiingig sind, dann heifit 2’ - (& x %)
Spatprodukt. Es stimmt bis auf Vorzeichen mit dem Volumen Vgpay des von
den drei Vektoren Z, ¥, 2 aufgespannten Spats iiberein.
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162 15 Vektorrechnung

K
X
<y
N

I
I
I
I
1
1
1
1
I
1
1
I
I
N

Es ist Vgpat = h - F,, wobei fiir die Hohe h gilt:

) Zllcos(a), fir0<a<y
~ | =112l cos(av), fiir g<a<m
mit o = (& x ¢, Z). Also ist h = ||Z]| | cos(c)|, und es folgt
- I3 /| > oo o
Vspar = ([IZ]l | cos(@)]) - Fo "= ([|Z]| | cos()]) - [|Z x 7|

SN2 o O5d ), o = =
= [ 12|17 x gl cos(e) =" 2+ (T x 9} |

15.10 Aufgaben 126 —-133
Aufgabe 126. Man zeichne die Geraden L; : R — R?, t — a@; + tgi, (mit

i=1,2,3), fir @, = (3) und by = (::2))), fiir dy = (g) und by = (_11>7

-2 - 2
0 und b3 = 3
Wie driickt sich Parallelitat fiir Geraden in Parameterform aus?

sowie fir ds =

Aufgabe 127. Fiir Vektoren Z,y € R™ zeige man die Parallelogrammglei-
chung
17+ g% + 117 — g1I* = 2/|]* + 2[171°.

Aufgabe 128. Die Atome des CHy-Molekiils befinden sich im R? in den
folgenden Punkten:

C-Atom: C' = (0,0,0)

H-Atome:

H,=(,1,1), H, = (-1,-1,1), H3 = (1,—-1,-1), Hy = (—1,1,-1)

a) Man zeichne das CHy-Molekiils mit allen Atomen in einem Koordina-
tensystem.
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b) Man bestimme die Absténde ||C' — H;|| fiir i = 1,...,4 des C-Atoms zu
jedem H-Atom, sowie die Absténde ||H; — Hj|| mit ¢ # j zwischen je
zwei H-Atomen.

Aufgabe 129. Im R? seien die Punkte

1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1
(505 2~ PG 7 o)
und Py :(0,0, 2?’%) gegeben.

Man berechne den Abstand | P; — P;|| fir i, € {1,2,3,4}, i < j, sowie
die Winkel, die die zu Py, P», P53, P, gehorigen Ortsvektoren miteinander
bilden.

Aufgabe 130. Man ermittle, welche der drei Vektoren

2 -1 -1
tp=(1],7=1] 2 ] unddz=| 2
0 1 )

senkrecht aufeinander stehen, und normiere v, vo und v jeweils auf die
Léange 1.

Aufgabe 131. Man zeige, dass die Vektoren

-1 V3 1
2 1 2
_‘1 = 7\/> \/§ 5 _’2 = —= 1 und 173 = 7f —\/3
4 9 2 0 4

eine Orthonormalbasis von R? bilden und dass 7 - (7, x @3) = 1 gilt.

Aufgabe 132. Man berechne fiir die Vektoren €1 = und €5 = | 1

0

(e R

die beiden Vektorprodukte €] x (€1 X €3) und (€ x €1) X és.
Aufgabe 133. Man zeichne den von den Vektoren

2 -2 1
1 1 1
3 1 ,v_ﬁzg -2 undv’é:g 2
-2 1 2

—

U1

aufgespannten Spat und berechne sein Volumen.
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16 Lineare Abbildungen

Eine Abbildung f : R™ — R™ heifit linear, falls f(Z+ ¢) = f(Z) + f(¥)
und f(AZ) = Af(Z) fir alle Z, ¥ € R" und X € R gilt. Das bedeutet, eine
lineare Abbildung ist mit Addition und Skalarmultiplikation vertréglich.

Bemerkung. Ist f: R™ — R™ linear, so gilt
f(0) =0.

Begriindung. Es ist f(0) = f(0+ 0) = f(0) +
Subtrahiere auf beiden Seiten f(0), dann folgt 0 =

—,

f(0), da f linear ist.
F(0).

16.1 Beispiele fiir lineare Abbildungen
1. Spiegelung an der x-Achse

sp:]R2—>]R2, (x) — (x)
Y -y

Ya

sV

Benutzt man Matrizenmultiplikation, so ist

() -6 2)-6)-()
y 0 1) \y -y’
2. Drehung um 0 mit Drehwinkel ¢
B2 gz (7)o (7o) — ysin()
' T\ zsin(p) +ycos(p) )
Speziell beschreibt dr fiir ¢ = % eine positive Drehung (gegen den
Uhrzeigersinn) um 60°.

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014 /15
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Ya d (x)
\y

AS)

Il
Wl
/

/

.

Mit Matrizenmultiplikation gilt

(a:) (cos(ga) - sin(cp)) (x)

dr =1 . . .

y sin(p)  cos(p) y

3. Drehspiegelung. Auch das Kompositum von Drehung und Spiege-
lung ist eine lineare Abbildung;:

e (5) = (0 () = (%) = G i)
“( un) ()

Man erhélt die Drehspiegelungsmatrix durch Matrizenmultiplikation
der Drehmatrix mit der Spiegelungsmatrix:

cos(p) —sin(yp) 1 0\ [cos(p) sin(p)
sin(p)  cos(p) ) \0 —1)  \sin(p) —cos(p)/"
16.2 Darstellung durch Matrizen
Fiir jede Matrix A € M,,,x»(R) ist

fa:R*"—=R™ Z— A7,

eine lineare Abbildung.

Umgekehrt gibt es zu jeder linearen Abbildung f : R® — R™ genau eine
Matrix A € My, xn(R), fir die f = f4 gilt. Als Spalten von A nimmt man
einfach die Bilder der Koordinateneinheitsvektoren

1 0 0
0 1 0
€ = 0 , 63 = 0 S aus R™ :
; 0
0 0 1
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Schreibe
a1 a2 A1in
. az1 . a2 . Aop
f(el): : 9 f(e2): : ) vy f(en):
Am1 Am2 Amn
und setze
(255 R A1n
A= =: A(f).
am1 e Amn

Sind f: R’ - R™ und g : R® — R’ lineare Abbildungen, so gilt

A(fog) = A(f) - Alg)-

Dem Kompositum von linearen Abbildungen entspricht das Produkt der
zugehorigen Matrizen (vergleiche Aufgabe [107)).

Beispiele

1. Betrachte

T
2r —
.3 2 Yy
f:R°— R4 Z ’_}(x 3y 32).

Dann gilt

1 0 0
2 -1 0
o) =0G) 7)) =(5) 7o) =(%):
0 ! 0 3 1 3

und man erhélt als zugehorige Matrix
2 -1 0
Mit dieser Matrix kann man fiir Z € R3 bequem durch Matrizenmul-
tiplikation den Funktionswert f(Z) berechnen. Zum Beispiel:
1

1
F=|-2] liefert f(f)ZG ?31 —03) . :<—45)'
. 0
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2. Zur Identitdt id : R™ — R", & — Z, gehort die Einheitsmatrix

10 0 0
010 0
B,—=|0 01 0
000 1

16.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei f: R™ — R™ eine lineare Abbildung. Ein Element A € R heifit Figen-
wert von f, wenn es einen Vektor Z # 0 aus R™ gibt mit

F(@) = A\Z.

Jeder solche Vektor @ # 0 heiBt Eigenvektor zum Eigenwert \.

Wie ermittelt man Eigenwerte und Eigenvektoren?

Betrachte die gemif zu f gehorige Matrix A = (a;5) € Myxn(R). Fiir
A € R gilt dann
\ ist Eigenwert von f <= es gibt Z # 0 mit A7 = A%
<= das System (A — \E,)-£=0

hat eine Losung & # 0
<= det(A—AE,) =0

vergleiche [16.2] sowie den homogenen Fall in [10.4}

Fazit

e Die Eigenwerte von f sind die Nullstellen des , charakteristischen Po-
lynoms“ von A:

p(A\) = det(A — \E,).

e Die Eigenvektoren zu einem Eigenwert A sind die Losungen & # 0 des
Gleichungssystems

(A—\E,) - =0.
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Landkartenprojektion

Vernachldssigt man die Erdkriimmung, so kann man die Erstellung einer
Landkarte durch eine lineare Abbildung vom R? auf die 2y-Ebene im R? be-
schreiben. Ein Punkt (z,y, z) in der Landschaft ist durch seinen Léngengrad
x, seinen Breitengrad y und seine Hohe z iiber dem Meeresspiegel eindeutig
gegeben.

Der Punkt (x,y, z) wird durch die Landkartenprojektion f auf den Punkt
(pz, py,0) auf der Landkarte abgebildet, wobei u € R der Mafistab der
Karte ist. Die darstellende Matrix entsteht aus den Bildern der Koordina-
teneinheitsvektoren:

oox

0 0

w0

0 0

Man berechnet leicht, dass die Eigenwerte 0 und p sind. Die Eigenvektoren
zum Eigenwert 0 sind von der Form

F=t-{0] mitt#£0.

Und die Eigenvektoren zum Eigenwert p haben die Form

1 0
Z=s-[0|+¢t-[1 mit (s,t) # (0,0).
0 0

A\

16.4 Aufgaben 134—-138

Aufgabe 134. Bei welchen der folgenden Abbildungen handelt es sich um
lineare Abbildungen?
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a) f:R? = R, (;)eiﬁx—i—y

T I’Q
b) f:R? — R?, (y) — <y2>

c) f:IR—>IR2,x»—><8)

. R2 2 (% r+1
d) f:R*— R? (y)»—> <y+1)
Aufgabe 135. Seien €7, €3, €3, €3 die Koordinateneinheitsvektoren im R*
(siehe [15.5). Dann wird durch f(é1) = 1, f(€2) := 0, f(€3) = 7 und
f(€1) := V2 eine lineare Abbildung f : R* — R definiert. Bestimmen Sie
die zugehorige Matrix A(f).

Aufgabe 136. Sei ¥ ein fester Vektor in R3. Zeigen Sie:

a) die durch das Skalarprodukt gegebene Abbildung f : R3 — R, @ — 70
ist linear,
b) die durch das Vektorprodukt gegebene Abbildung f : R3 — R3, w —
U X 0 ist linear.
Aufgabe 137. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom
p(A) = det(A — AE»)

fiir die Drehmatrix )
A— cos(p) —sin(p)
sin(p)  cos(p) /-
Fiir welche Drehwinkel ¢ besitzt p Nullstellen in R? Wie sehen dann die
Eigenwerte der Drehung aus?

Aufgabe 138. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der linea-
ren Abbildung f4 : R® — R3, ¥ — AZ mit

1

1 0
A=11 3 2
-1 -1 0
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Diskrete Mathematik
(ergédnzend)

17 Kombinatorik

Die Kombinatorik beschéftigt sich mit Abzéahlproblemen in endlichen Men-
gen, also in Mengen mit endlich vielen Elementen wie zum Beispiel {1, 2, 3}.
Gezihlt werden ,, Ereignisse®, die sich aus den Elementen der Menge zusam-
mensetzen, etwa

(%) 3,1,1,1,2  oder  1,3,1,1,2.

Legt man Wert auf die Reihenfolge der Elemente, so kann man die Ereig-
nisse dhnlich wie in durch Tupel beschreiben. Zu den Ereignissen aus
() gehoren dann die 5-Tupel (3,1,1,1,2) # (1,3,1,1,2). Kommt es hin-
gegen nicht auf die Reihenfolge an, so stehen 3,1,1,1,2 und 1,3,1,1,2 fiir
dasselbe Ereignis.

Weitere interessante Probleme erhélt man, wenn man voraussetzt, dass je-
des Element der Menge h6chstens einmal in dem Ereignis auftreten darf.
Man spricht dann von Ereignissen ohne Wiederholung.

Diese kombinatorischen Grundprobleme wollen wir in den folgenden Ab-
schnitten untersuchen. Ein Ereignis, das sich aus k Eintrdgen zusammen-
setzt, nennen wir dabei geordnetes Tupel oder k-Tupel, wenn es auf die
Reihenfolge der Eintrige ankommt. Spielt die Reihenfolge keine Rolle, so
sprechen wir von einer Kombination oder k-Kombination.

17.1 Anzahl geordneter k-Tupel ohne Wiederholung

Sei M eine Menge mit n Elementen, zum Beispiel M = {1,2,...,n}, und
sei k € IN. Wir betrachten k-Tupel (z1,zo,...,zr) mit x1,...,2, € M
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17.1 Anzahl geordneter k-Tupel ohne Wiederholung 171

ohne Wiederholung. Also gilt
x; #x; fird#j.

Es muss dann notwendig k < n gelten. Wie viele solcher k-Tupel gibt es?
Fiir z; gibt es n Moglichkeiten, ein Element aus M zu wéhlen. Hat man
x1 bereits gewihlt, bleiben fiir 25 noch (n — 1) Moglichkeiten. Sind 1, x5
festgelegt, so kann man x3 auf (n —2) Weisen wihlen. Fiithrt man dies fort,
so hat man bei x, angelangt, (n—k-+1) Moglichkeiten zy, festzulegen. Zihlt
man nun alle Moglichkeiten zusammen, so ergeben sich

(1) n-n—=1)-n—=2)---(n—k+1)

geordnete k-Tupel ohne Wiederholung.
Ist beispielsweise k = n, dann ist die Anzahl der geordneten k-Tupel ohne
Wiederholung gleich

n-(n—1-(n—2)---2-1=:n!,
gesprochen ,n Fakultdt”.

Beispiele. 1) Ein runder Tisch sei fiir 10 Personen gedeckt. Wie viele
Moglichkeiten gibt es fiir die Sitzordnung?
Es gibt 10! =10-9---2-1 = 3.628.800 Moglichkeiten.

Die moglichen Sitzordnungen fiir drei Personen sind hier aufgezeichnet:

A C B
A B C

(e oD s

2) Wie viele Worter mit & Buchstaben kann man aus einem Alphabet mit n
Buchstaben bilden, wenn jedes Wort jeden Buchstaben héchstens einmal
enthalten darf?

Genauso viele wie in (1) angegeben.

Nun kann es sein, dass in einem Wort Buchstaben mehrfach auftreten. Wie
verdndert sich die Anzahl der Moglichkeiten unter dieser Voraussetzung?
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172 17 Kombinatorik

17.2 Anzahl geordneter k-Tupel mit Wiederholung

Auch hier wird nach Reihenfolge der Buchstaben in einem Wort unterschie-
den. Da nun Buchstaben in einem Wort wiederholt auftreten diirfen, muss
nicht zwingend k < n sein. Sei also k € IN beliebig. Aus den n Elementen
in M lassen sich nun genau n* geordnete k-Tupel bilden.

Beispiele. 1) Sei M = {a,b}, also n = 2. Fiir k = 3 gibt es 2% = 8
mogliche 3-Tupel:

(a,a,a) (a,a,b) (a,b,a) (b,a,a)
(a,b,b) (b,a,b) (b,,a) (b,,b)

2) Sei M = {a,b,c}, also n = 3. Fiir k = 2 gibt es 3% = 9 Méglichkeiten:

)
~

(a,a) (a,b) (a,

(b,a) (b,0) (b, c)

(c,a) (c,b) (¢, ¢)

3) Unser Alphabet besteht aus 26 Buchstaben. Man kann damit 26% ver-
schiedene Passworter der Léange 8 bilden.

17.3 Anzahl von k-Kombinationen mit Wiederholung

Wir betrachten nun Kombinationen von k Elementen aus M, wobei nicht
nach der Reihenfolge unterschieden wird. Zusétzlich diirfen Elemente mehr-
fach vorkommen. Sei wieder n die Anzahl der Elemente von M.

Schreibe fiir eine Kombination abc... oder a,b,c.... Sei k € IN beliebig.

Beispiele. 1) Sei M = {aq,...,a,}. Fir k =1 gibt es n Kombinationen
der Lange 1, ndmlich

[25] as N Ap—1 Q-

2) Sei M = {a,b,c}, also n = 3. Fiir k£ = 2 reduziert sich Beispiel 2) in
[I7.2) auf 6 Moglichkeiten

aa ab ac bb be cc.
Esist 6 = 34 — (D
2 I
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17.4 Anzahl von k-Kombinationen ohne Wiederholung 173

3) Sei M = {a,b}, also n = 2. Fiir k = 3 reduziert sich Beispiel 1) in
auf 4 Moglichkeiten

aaa aab abb bbb.
. _ 234 _ n-(n+l)(n+2
E51st4—%—7( k!( ).

4) Sei M = {a,b,c}, also n = 3. Fiir k = 4 gibt es die 15 Moglichkeiten

aaaa aaab aaac aabb aabe
aacc abbb abbe abce acce
bbbb bbbe bbcc bece cccc.

Es ist 15 = 3'44'!5'6 — "'("+1)‘(z!+2)'(n+3).

Als Ergebnis halten wir fest: Es lassen sich aus den n Elementen von M
genau
n-(n+1)---(n+k—-1)
k!

Kombinationen der Lange k bilden.

17.4 Anzahl von k-Kombinationen ohne Wiederholung

Es sollen wieder k Elemente aus M kombiniert werden, wobei nicht nach
der Reihenfolge unterschieden wird. Diesmal ist aber die Wiederholung von
Elementen nicht zugelassen. Es muss also £ < n gelten. Wir fragen uns nach
der Anzahl der Teilmengen von M mit k& Elementen, wobei M wie oben
eine Menge mit n Elementen sei.

Sei a(k) die gesuchte Anzahl. Da man jede Teilmenge mit k& Elementen auf
k! verschiedene Weisen anordnen kann, vgl. folgt

Keoa®)ZEn (n—1) (n—k+1),

und also

n-(n—1)---(n—k+1)

alk) = k!

()

Man nennt (Z) Binomialkoeffizient und sagt ,,n iiber k”.

Eine Menge mit n Elementen besitzt demnach genau (Z) Teilmengen mit
k Elementen.
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174 17 Kombinatorik

Beispiel. Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49“ gibt es

49
(6) = 13.983.816 Moglichkeiten.

17.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Folgende Tabelle fasst die vorangegangenen Abschnitte zusammen: Wie
viele Ereignisse mit k Eintrégen konnen aus einer Menge mit n Elementen
gebildet werden?

\ | mit Reihenfolge \ ohne Reihenfolge \
ohne Wdh., k <nln-(n—1)---(n—k+1) (Z)
mit Wdh., k € N nk ”'(”H)'}C"(”Jrk_l)

17.6 Urnenmodell

Gegeben sei eine Urne mit n unterscheidbaren Kugeln. Wie viele verschie-
dene Moglichkeiten gibt es & Kugeln zu ziehen? Es sei Q) jeweils die Ergeb-
nismenge und || die Anzahl der Elemente von 2.

[ Reihenfolge | Beliebig

]
- S k+n-1
@Weo® |-+ %9 'Q‘”'=( ¢ Jl

.
(n=k) | _""‘GO Q| = [:]

Zurlicklegen
|
|

z

[

Se) |Q||| =

ohne Zuriicklegen
[
W |
1/
Rl
Ve
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17.7 Binomialkoeffizienten 175

Modell ohne Zuriicklegen Lege bei der Ziehung von k Kugeln keine
der Kugeln wieder zuriick in die Urne. Betrachte dann die folgenden Fille.

i.) Es kommt nicht auf die Reihenfolge des Ziehens an. Wie in gibt
es () Moglichkeiten Kugeln zu ziehen. Es ist also [ = (7 )

ii.) Es kommt auf die Reihenfolge des Ziehens an. Wie in [17.1] gibt es
n-(n—-1)-(n— 2) - (n — k + 1) Moglichkeiten Kugeln zu ziehen. Es
ist also | =

(n k)'

Modell mit Zuriicklegen Lege bei der Ziehung von k Kugeln jede gezo-
gene Kugel wieder zuriick in die Urne. Betrachte dann die folgenden Fille:

i.) Die Reihenfolge des Ziehens sei nicht relevant. Wie in[17.3|gibt es dann
% Moglichkeiten fiir die Ziehung.
Es ist also |Q] = ("+£_1).

ii.) Nach Reihenfolge des Ziehens wird unterschieden. Nach gibt es
n® Méglichkeiten. Es ist also |Q] = n*.
17.7 Binomialkoeffizienten

Fiir n,k € N und k < n ist der Binomialkoeffizient wie in[17.4] definiert als

(Z) ._n-(n—l)-é-!(n—k—i—l)?

wobei k! =k-(k—1)---2-1 fiir ,k Fakultéit® steht. Er hat folgende Eigen-
schaften:

n'

(1) Es ist (Z) = =

(2) Fiir m,n € IN mit m < n folgt (;) = (n " ) aus (1)
6

54 _— 8.7 = 56 und

21

Zum Beispiel: Fiir n =8 m =5 1st (5) =
n—m f3,also("):(8) 876 _g.

n—m 3 321

\]

(3) Man setzt 0! := 1. Damit gilt (3) =1 fiir alle n € IN, sowie fiir n = 0.
Das sogenannte PASCALsche Dreieck ist dann so definiert, dass der
(k+1)-te Eintrag in der (n+ 1)-te Zeile gerade (}) fiir k =0,...,n ist:
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176 17 Kombinatorik

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

BLAISE PAscAL,
1623-1662

Man sieht, dass jede Zahl Summe der beiden oberen Nachbarn ist, d.h.

. n n n+1 . _
es gilt folgende Formel <k1>+<k> —( i ) firk=1,...,n.

(4) Die Summe der Eintrége der n + 1-ten Zeile im PAscALschen Dreieck

ist gleich ki_o (Z) — (g‘) + (’f) PR (nL) N (Z) _on

(5) Fiir n,k € N und k£ < n gilt
n
e IN.
(+)

Es ist (Z) die Anzahl der Teilmengen mit & Elementen einer Menge mit
n Elementen, vergleiche [I7.4]

17.8 Anzahl der Teilmengen einer endlichen Menge

Eine Menge M mit n Elementen hat genau 2" Teilmengen, wie folgende
Tabelle zeigt.

’ k H Anzahl der Teilmengen von M mit k& Elementen
0 (5) =1 Teilmenge mit 0 Elementen,

nédmlich die leere Menge

n (Z) = 1 Teilmenge mit n Elementen,
namlich M selbst

1<k<n—1| (}) nach|17.4

n
Nach (4) in [17.7| ergibt ein Aufsummieren Y- (}) = 2" Teilmengen.
k=0
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17.9 Binomialsatz

Fiir a,b € C gelten

(a+b)?*=1-a>4+2-ab+1-b°
L2\, (2 2\ ,
= (O>a +<1)ab+<2)b,

(a+b)>*=1-a>+3-a*b+3-ab*+1-b°

(O Qe Qo Q)

Allgemein gilt fiir beliebige Zahlen a,b € C und n € IN der Binomialsatz

(a+b)" = i (Z) a"k bk

k=0

17.10 Ein weiteres kombinatorisches Problem

Sei M = {aq,...,a,} eine Menge mit n Elementen.

Wie viele geordnete k-Tupel kann man mit den Elementen von M bilden,
wenn a; genau k1 mal, as genau ko mal,. .., a, genau k, mal auftreten soll.
Die Zahlen k1, ..., k, seien dabei so vorgegeben, dass k1 +-- -+ k, = k gilt.
Wird nach Reihenfolge unterschieden, so gibt es genau

!
Terl - Kool k1!~ o

Moglichkeiten.

Beispiel. Wie viele verschiedene Passworter mit sechs Buchstaben kann
man aus dem Wort RIFIFI bilden?
Wende die Formel mit folgenden Zahlen an:

e n =3, da die Menge {R,I,F} 3 Elemente hat,

e k =6, da nach Wortern mit 6 Buchstaben gefragt ist,
e k1 =1, da R im Wort RIFIFI einmal vorkommt,

e ks =3, da I im Wort RIFIFI dreimal vorkommt,

e k3 =2, daF im Wort RIFIFI zweimal vorkommt.
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Es gibt also folgende Moglichkeiten:
k! 6! _6-5-4-3-2-1

kil kol ksl 11.31.20 1-6-2
= 60.

=3-20

17.11 Awufgaben 139-146

Aufgabe 139. An einem Pferderennen nehmen 10 Pferde teil. Wie viele
verschiedene Moglichkeiten gibt es fiir die ersten drei Plitze? Das Ergebnis
ist zu begriinden.

Aufgabe 140. Wie viele verschiedene Wiirfe sind beim Wiirfeln mit 4
gleichen sechsseitigen Wiirfeln moglich?

Aufgabe 141. Ein Gewichtssatz besteht aus den Gewichten

lg, 2g, 5g, 10g, 20g, 50g, 100g, 250g, 500 g.
Wie viele verschiedene Zusammenstellungen mit jeweils 3 Gewichten sind
moglich?

Aufgabe 142. Wie viele verschiedene fiinfstellige natiirliche Zahlen kann
man mit den beiden Zahlen 1 und 2 bilden?

Aufgabe 143. Fiir Zahlen aq,...,a, gilt > ap:=a1+ -+ an, vel.
k=1

Berechnen Sie
4 3

D (2) 2 wd 3 (788—i1- k:)

k=1 k=1

Aufgabe 144. Wieviele verschiedene fiinfstellige natiirliche Zahlen kann
man mit den beiden Zahlen 1 und 2 bilden, wenn dabei stets 1 zweimal und
2 dreimal vorkommen soll?

Aufgabe 145. Wieviele Moglichkeiten gibt es, die 11 Buchstaben des Wor-
tes MISSISSIPPI anzuordnen?

Aufgabe 146. Wieviele Moglichkeiten gibt es, lauter verschiedene Biicher
an die Personen Ahrens, Miiller und Schmidt zu verteilen, wenn

a) 4 Biicher zur Verfiigung stehen und davon Ahrens 2 Biicher, Miiller 1
Buch und Schmidt 1 Buch erhalten soll,

b) 15 Biicher zur Verfiigung stehen und davon Ahrens 4 Biicher, Miiller 7
Biicher und Schmidt 4 Biicher erhalten soll?
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18 Rekursionsprobleme

Mit der Formel an42 = an+1 + a, kann man rekursiv die Fibonacci-
Zahlen a.,, fir alle m € IN bestimmen, indem man ag = 0 und a; = 1 als
Anfangswerte nimmt und dann sukzessive

ay=a1+ay=1, az=as+a; =2, a4=a3+ay; =3 und so weiter

ausrechnet, (vgl. Abschnitt [3.4) Um zum Beispiel aqpp auszurechnen, ist
diese Methode aber etwas miihselig. Deshalb lernen wir nun noch eine an-
dere Methode kennen.

18.1 Fibonacci-Rekursion

Die Formel a,42 = apy1 +ay, mit ag = 0 und a3 = 1 schreiben wir um zu
nt2 — Upt1 —ap =0 fiir alle n € INg.

Hierbei bezeichnet Ny := {0,1,2,3,...} die Menge, die aus der Null und
allen natiirlichen Zahlen besteht.
Man mochte nun eine Abbildungsvorschrift

f:Nog—=C, mr— f(m),
ermitteln, die folgende zwei Eigenschaften hat:

(1) f(0O)=0 und f(1)=1 »Anfangsbedingung*
(2) fn+2)—f(n+1)—f(n)=0 firallen e Ny

»Rekursionsbedingung'

<

Wenn dies gelingt, kann man f(m) sofort fiir jedes m € IN ausrechnen, ohne
die Werte von f(m — 1) und f(m — 2) kennen zu miissen.

Als ersten Ansatz nimmt man dafiir f(m) = z™, wobei z eine Losung
der Gleichung 22 — x — 1 = 0 ist. (Diese Gleichung ist uns schon beim
Goldenen Schnitt in Abschnitt begegnet.) Es gilt dann fiir alle n € Ng
die Rekursionsbedingung (2))

fn+2) = f(n+1) = f(n) =" — 2" —a"

=22 —x—1)=0.

Aber die Anfangsbedingung muss nicht erfiillt sein.
Fiir die allgemeine Losung setzt man daher

flm) = cia + coxy.
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Dabei sind x1 = 1+2\/5 und x9 =

1*2\/5 die beiden Losungen der Gleichung
22 —2—1=0, und c;,cy € C sind Konstanten, deren genauer Wert noch
bestimmt werden muss.

Dieser Ansatz erfiillt ebenfalls die Rekursionsbedingung :

fn+2) = f(n+1) = f(n) = 127 + couh T — eyttt — coah ™t
— 1z} — caxy
=2l (23 — 1 — 1) fcoxly (x2 — x5 — 1)
0 5
=0

fir alle n € INg. Die Werte der Konstanten ¢; und ¢y bestimmt man nun
aus der Anfangsbedingung ([I)):

0=f0)=c12%4+coad=ci1+co = c2=—c1
und
1= f(1) = c1x1 + coma = 121 — 129
=c(r1—22) =01 <;+\gg (;?))
= 01\/5.
Also ist ¢; = % und ¢y = —%. Die FiBoNAccCI-Rekursion wird demnach

durch die Abbildung

f:INg—C mn—>1<1+\/5>m—1<1_\/5>m

NAUE NAUE

gelost.

18.2 Weitere Rekursionen

Wir beginnen mit einem Beispiel. Gesucht ist eine Abbildung f : INg — C,
m— f(m), die f(0) =3, f(1) =7 und

f(n+2)—f(n+1)—30f(n) =0 fiirallenelN

erfiillt.
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18.2 Weitere Rekursionen 181

Die charakteristische Gleichunglautet 22 —2—30 = 0 und hat die Losungen
T1p=32+/1+30=4+ /12 =1+ U also2; =6und 2o = —5. Die
allgemeine Ldsung lautet demnach

f(m) =c16™ 4 co(—5)™.

!

Es ist f(0) = ¢1 + c2 = 3 und also o = 3 — ¢;. Hieraus folgt f(1) =

6c1 — bcg = 6¢1 — 154+ bep = 1leg — 15 L 7. Dies ergibt 11c; = 22 und

damit ¢; = 2 sowie co = 3 — 2 = 1. Die gesuchte Abbildung ist also
fNog—=C, m—2-6"+(-5)".

Diese Methode lasst sich auf dhnliche Probleme verallgemeinern. Man erhélt

so die folgende Liste mit allgemeinen Losungen zu Rekursionsaufgaben:

Rekursionsbedingung ‘ Charakter. Gleichung ‘ Allgemeine Losung

f(n+2)+pf(n+1) 2? +pr+q=0 f(m) = cia* + 22,
+qf(n)=0 falls x1 # xo,
mit p,q € C Lésungen: und
1o =544/ % —q | f(m)=(c1 + cam)a?’,
(infl81 p=qg=-1) falls 21 = x9 = -5,
fn+2)+pf(n+1) Fm) = exat + car
+qf(n)="b a? +pr+q=0 JFW?H,
falls x1 # 2, und
mit p,q,b € C f(m) = (c1 + cam)z
und p+q 7& -1 +Wli+q’
falls 2y = x5 = =%
fn+3)+pf(n+2) f(m) = c1af" + coxy!
+qf(n+1) 2 4+pr2+qgr+r=0 +c3zht,
+rf(n)=0 falls x1, 2o, T3
mit p,q,r € C Losungen: vgl. [18.3 alle verschieden
fn+1)—qf(n)=0 z—q=0 fm) = s +cq™,
mit ¢,b € C falls ¢ # 1, und
Losung: x = ¢ f(m) =bm+ e,
(in [3.145 b = 0) falls ¢ =1

Die Konstanten ¢, ¢1, 2, c3 € C werden dabei analog wie in [18.1] aus einer
entsprechenden Anfangsbedingung bestimmt.
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182 18 Rekursionsprobleme

18.3 Kubische Gleichungen

Wie aus der Tabelle in hervorgeht, sind bei manchen Rekursionsauf-
gaben auch kubische Gleichungen der Form

(*) 22+ asr?® + ayx + ap =0

mit ag, a1,a9 € C zu losen (siehe zum Beispiel Aufgabe [148)).
Sind x1, 2, z3 € C Lisungen von (x), so gilt

23+ apx® + a1z 4+ ag = (x — x1)(x — 22)(x — x3)

fiir alle # € C. Hat man eine Losung 7 von (x) ermittelt, zum Beispiel
durch Raten oder Probieren, dann erhélt man durch Polynomdivision

(23 + agx® + a1 + ag) : (x — x1)

eine quadratische Gleichung, deren Losungen x5 und z3 ebenfalls Losungen
von (*) sind.

Beispiel. Betrachte 22 + 22 4+ 4z — 6 = 0. Man sieht, dass 21 = 1 eine
Losung ist. Bilde

(3 +2?+42—-6): (x—1)=2>+22+6

—(z® —2?)
222 + 4z
—(22% — 2z)
6z — 6
—(6z —6)
0

Die Gleichung 22 + 2z + 6 = 0 hat nun die Losungen x93 = —1 £ /=5 =
—14+/5i € C. Also sind x1, x5, z3 die Losungen von 2% + 22 + 42 —6 =0
und es gilt

4?4 —6=(x—1)(z+1—V5i)(z+ 1+ V5i).

18.4 Awufgaben 147150

Aufgabe 147. Gesucht ist eine Abbildung f : Ng — C, m — f(m), die
f(0) =10, f(1) = -8 und

fn+2)+4f(n+1)=5f(n)=0 firalle n € Ny
erfiillt.
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Aufgabe 148. Gesucht ist eine Abbildung f : Ng — C, m — f(m), die
f(0) =1, f(1) =0, f(2) =1 und

f(n+3)—|—f(n+2)—if(n—l—l)—if(n):O fiir alle n € IN

erfiillt.

Aufgabe 149. Vorgegeben seien Zahlen p,q,b € C und die Rekursionsbe-
dingung

fn+2)+pfn+1)+qf(n)=> fiir alle n € Wy.
Es gelte p + g = —1. Zeigen Sie durch Einsetzen:

a) Ist ¢ # 1, so erfilllt f:INg — C, m — b%q, die Rekursionsbedingung.

b) Ist ¢ =1, so erfiillt f: Ng — C, m — bw, die Rekursionsbedin-
gung.

Aufgabe 150. In einem Wald befinden sich 117.000 m?® Nutzholz. Nun
werden in jedem Winter 4.500 m® Nutzholz geschlagen. Der verbleibende
Bestand vermehrt sich bis zum nichsten Winter um 4 %. Bestimmen Sie
eine Funktion f : Ny — C, m — f(m), die den Bestand an Nutzholz f(n)
unmittelbar vor dem (n + 1)-ten Einschlag beschreibt.

Hinweis: Ermitteln Sie die passende Rekursionsbedingung und beriicksich-
tigen Sie die Anfangsbedingung f(0) = 117.000.
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Resultate der Aufgaben

Zur vollstindigen Bearbeitung einer Ubungsaufgabe gehort ein korrekter
Losungsweg mit nachvollziehbarer Begriindung. Hier werden zur Kontrolle
nur Endergebnisse aufgelistet, die Losungswege sind selbst zu entwickeln.

Aufgabe(a) B und 5 (b) -2 und 4

Aufgabe[2 (a) 0,37<0,39 (b) 1,05>1,005 (c) >+
(d) -7< -6

Aufgabe} (a) y=-2 und y=2 -2

(b) y==+ -1 und y=+/F5-1

_1
242

Aufgabe ~ 1.101 atm

Aufgabe [ Ri, o
9i | Z1 =, + 2
/L' L
Z4 =0 )
-2 -1 1 2 R
) : -2- %Z 71 L
2t

Aufgabe@ Z—f—i—%i und i sowie —%—&—?i und —1¢

Aufgabe (a) m12=14+/5i (b) Probe machen
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Resultate der Aufgaben 185

AufgabeB] (a) Salinitét des SiiBwassers < 685.000 km?, Salinitéit des Salz-
wassers 47.950.000 km? bis 54.800.000 km?®, Salinitéit des Brackwassers
822.000 km? bis 46.580.000 km?

(b) 2% C1~ und 1,5% Na*t
(¢) Clp,, =6,9gund Naf,  =4,05g
(d) ~ 1,04.

Aufgabe[0}  Die Konzentration kann mit dem Geriit zuverlissig bestimmt
werden.

5'80probe A + 1000
A f b — robe
ufgabe QA B 580prope s + 1000

Aufgabe bfa und 3202
Aufgabe[12 a)2=075 b) -5<3 ) V2Z<142 d)-5<-1
Aufgabe 12 =1=£21

Aufgabe ry =1, @ = %

Aufgabe Ri ,
21 T
1 %4

ST ol I 2R
Zo  —it

—2it

Aufgabe[I6}  Vgl. Abschnitt [T-4]

Aufgabe[17}  a) Abbildung b) keine Abbildung ¢) Abbildung
d) keine Abbildung

Aufgabe[I8  a) injektiv, nicht surjektiv b) nicht injektiv, nicht surjektiv

AUfgabe a)UR%vaH%x‘F% b)U:R¢1—>R¢1,.’IJO—>%
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186 Resultate der Aufgaben

Aufgabe fog:Ra_ 1 — R0, 2+ @02 +1)2 und

gof IP‘_>IR>0737'_> 2+1

3 2n’—3n+3 _ 2 _nP-Tn’44 2
Aufgabe a) lim 3nZ—n 3 und 'nh~>nolo $n5+v3n2+n 3

n—oo
b) (an)nen ist unbeschrénkt, divergiert also. (by,)nen ist eine Nullfolge.
6 4
Aufgabe a) 24+4+6+8+10+12= Y 2kund 1+2+2+ 24186 = S~ (2)k
k=t k=0

b) Die Reihen konvergieren, da Z q" fir —1 < q < 1 konvergiert. Es ist

n=0
53— wma ar ()=
Aufgabe a) a, = Z—_T_i b) ILm "% =lund M =1

Aufgabed]  (a) z1o=+44 (b) 212 =42 (c) w12 = +4i
(d) xr1 = —4 = To

Aufgabe [25]  Norbert: &~ 12.216,71 Euro. Bank: &~ 4.740,67 Euro.
Aufgabe a)4 b): oo djoo €0 )0 g0 h)2
Aufgabe Verwende m +- 4 2,1% > %

n4n 72 2
b) >0 | I konvergiert fiir jedes k € N>o.

Aufgabe a) R b) {zeR|z#0undz# -1} c¢) Rxo
d) {xeR|z#=£1}

. 2 _ 2,8 1
Aufgabe lim % = % und hm % =5

r——6 1;47 9

Aufgabe a) Salzgehalt im Korper y

Strikter Regulierer

y(x) =const.

y(@) =ax+b

Strikter Konformer

Salzgehalt im Wasser x
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Resultate der Aufgaben 187

b) fr(z) = k mit einer Konstanten & > 0 und fx(z) = az + b mit
Konstanten a,b > 0

Aufgabe a) 0 b) —1—i «¢) 3—3i d)i

Aufgabe w:R—=Rso, ¥y =5

5eY

Aufgabe a) ungerade b) weder gerade noch ungerade c¢) gerade
d) ungerade

Aufgabe[35] a) [Kt]; = 20[K*]. und [Na®], = 15[Na™];
b) _}25,26 mV -In(55) = —75,67 mV  fiir X = K*
X7 125,26 mV - In(15) ~ 68,41 mV  fiir X = Na©
Gleichgewichtspotential in mV
80 +

68,41+
60 1+

40 1+

'

10 15

o

—204+

—40

—60

—75,674
—80+

Aufgabe (a) i) lim a, =1 ii) Dab, =n+1 gilt, ist die Folge

n—oo

unbeschréinkt und konvergiert also nicht.

2
(b) Linke Seite = 1_1% = % und rechte Seite = (é) =4
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Aufgabe | R

Aufgabe[38 a) f:R—>R b) f:{zeR|z#0undz#+1} >R
c) f{zeR||z| 22} >R d) f:Rexs— R

Aufgabe a)—6 b))l ¢ i d) 3 €0
Aufgabe [0}  f ist iiberall stetig

Aufgabe[d1}  a) nicht monoton  b) streng monoton wachsend ~ c¢) streng
monoton wachsend d) streng monoton wachsend

Aufgabe[d2}  a) ungerade b) ungerade c) gerade d) gerade
Aufgabe a) u:Rsg— Rso, z— % b)u:Rsg— Rso, z— %xQ
Aufgabe[f4}  geht so wie angegeben

Aufgabe a)

A
cosh

A

sinh

Jo%e) 2k N o0 2k+1
b) cosh(z) = >",_, ﬁ und  sinh(z) = 37,7, (§k+1)!

Aufgabe [I6}  Einsetzen
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Resultate der Aufgaben 189

Aufgabe[IT}  (a) ~51.833 (b) ~ 23 Min. und 27 Sek.  (c) ~ 11 Tage,
12 Std. und 20 Min.

Aufgabe a) 2sin(z)e” und —2% b)undc) e‘x(ﬁ—arctan(x))

Aufgabe a) % b) —4sin(4z) ecos(da)
2x d) 72cos(%)

C) #8

Aufgabe a) M'(z) = (bii)g b) Es ist M (z) > 0, da a, b,z > 0 nach

Voraussetzung. Hieraus folgt -2 < 1, also 2% < a. c¢) nachrechnen

) z+b z+b
d) un(y) = 2

Aufgabe[p1}  a) Mit y-Achse (0,4), kein Schnittpunkt mit der -Achse, da
x>=20ist  b) k'(z) = e *(—50x + 46) und k" (z) = e~ *(50x — 96) und
Maximum bei (zg, yo) mit ¢ = 0,92 und yo = 20.

C) Gefahrenstof f kin pl
201

16

12
k(z) = e *(50x + 4)

4 6 8 10
Zeit x in Tagen

d) Man berechne z.B. k(0) und k(0,5) sowie k'(0,5) und interpretiere
die Ergebnisse.

Aufgabe (a) i) D=10,1] i) D=10,2
: z®—42% 43z : z®—42°% 43z
b) lim #=3E% = =3 und lim =5t = =2

Aufgabe a) 322 + %};Sm(?m)

€T

b) Definitionsbereich: {x € R | x # nr fiir n € Z}. Ableitung: —%

Aufgabe a) cosh’(z) = sinh(z) und sinh’(z) = cosh(x).
b) arcosh’(y) = —= und  arsinh’(y) = —=

—
=
+
<
N

y27

Aufgabe u(y) = 12 und  v(y) = —
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Aufgabe —% und —%

Aufgabe 57t Definitionsbereich: R. Keine Nullstellen.
Maximum in zg = 0. Wendestellen in z = +1. Es gilt lim, 4+ f(x) = 0.
f ist gerade Funktion.

Aufgabe Fir b € I mit a < b wende man den Mittelwertsatz an

auf die Funktion A : [a,b] = R, z — f(z) — %g(m). Fiir ¢ € I mit

¢ < a wende man den Mittelwertsatz an auf die Funktion hs : [c,a] — R,
v f(z) - L g(x).

Aufgabe a) 1 b) 2el004 -
Aufgabe[60] a) 5 b) 2

Aufgabe a) y(t) = te" ' 4+ 36,8 b) Nach 10 Stunden war die
Temperatur am hochsten und betrug y(10) = 40,48 Grad Celsius.

Aufgabe (a) gerade und ungerade (b) gerade und nicht ungerade
(c) nicht gerade und ungerade (d) nicht gerade und nicht ungerade

Aufgabe[63} 4,5 und 1,75

Aufgabe 1, —zcos(z)+sin(z)+C und
22 sin(x) + 22 cos(z) — 2sin(z) + C

Aufgabe : und  $In(108) —1
Aufgabe[66f a) Z

und]-"zé

b) z; =0,45 und ys =045
Aufgabe a)In(l-2%)+C b)-2y/(1—-a?)3+C

Aufgabe y(z) = e* (—cos(z) +2)
Aufgabe 69  y(z) = —In(cos(z) + 2) fiir alle z € R, da —1 < cos(z) < 1
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Resultate der Aufgaben 191

Aufgabe a) N(t) = o

PopulationsgroBe N

N(t)

T Zeit t
b) tlim N(t) = K. Die Populationsgréie nihert sich der Umweltkapa-
—00

zitdtsgrenze an.

Aufgabe a) Na(t) = %(e*&t —e M) b) Na(t) = A\ Note !

Aufgabe (a) cos(sin(z))-cos(z) (b) —2z-e~
z)?2 =z
©) iy (@) s o

Aufgabe F(x) = 4sin®(z) + 8sin®(z) + 8sin(x) + ¢

Aufgabe a)y =@z 4c) b)y= Wi)ﬂ

Aufgabe y=(—3(1-22) +cV1—2a?)?

Aufgabe a) Yy = c A e cpdge’t .y = 1A 2eMT 4 o hg et

b) y = c1€®® + coe™®

Aufgabe

Aufgabe (a) %(m, y) = e® cos(y) + e” sin(y),

. 2 .
SL(w,y) = —e”sin(y) + e” cos(y), 5 (x,y) = " cos(y) + €” sin(y),
2 . 2 .
S (@ y) = —ecos(y) — e"sin(y), FA=(x,y) = —e” sin(y) + € cos(y),
8%f

L (@, y) = —e”sin(y) + e* cos(y)
(b) % (z,y) = e cos(ay), 4L(z,y) = —ae™® sin(ay),
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192 Resultate der Aufgaben
%(m y) = a”e* cos(ay), any (2,9) = —a’e® cos(ay),
9 5
D1 (2,y) = —a%e“sin(ay),  Aok(z,y) = —a%e* sin(ay)

Aufgabe a) Korpergrofie y in m

3
2.51

2
1.5
1.04
0.51

20 40 60 80 100 120 140 160 180 Gewicht 2 in kg

by = a_z(x7y = %7 = %(1‘ y) G_wv
2 _ _ .
byq = —azé’y (x,y) = yT2a bwy = _aay;z (x,y) = yTQ Es ist byg = by

OV _ ¢ OT _V 9P _ _ T
Aufgabe 9T =P aP = ¢ oV = V2
1

Aufgabe a) (b) i) e—1

2 2
C C
Aufgabe lo (%) = \/(W 10Mg0) + (_F% . 1USi02) .

Einsetzen der Konzentrationen ergibt % =4,26-107246,41-103.
iOg

ii) 1 —cos(1)

Aufgabe Lokales Minimum in (%, —%)

Aufgabe Lokales Maximum in (0, 2)
Aufgabe Lokales Maximum in (—1,—1).

Der Hohenunterschied ist =~ 0,33 km. (Der Graph wandert oben rechts

ins Unendliche.)
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Resultate der Aufgaben 193

Aufgabe[86} (a) y(z) =€ — 1
(b) Probe bestéitigt das Ergebnis aus (a).  (¢) Nur Typ III

Aufgabe

Aufgabe (a) nicht stetig  (b) nicht stetig
x x 2, -2 m2 —
Aufgabe fz= i, fy= -2 und f, = z—Qe’” Yo fy = —Qy—ae“’ v
Aufgabe(90k  f, = bt +62%y?,  f, = 4x3y+10y*,  fro = 2023 +122y2,
Jyy =42° + 40937 Joy = fya = 12552:9

2
Aufgabe 1} fo = 2 Sy = i S = e =

4z? _ _ 2(1+ay)
T Jov=foe = oaype

Aufgabe f hat lokales Minimum in (1, 1)

Aufgabe f hat lokales Minimum in (2, —1)

Aufgabe Die Scheitelpunkte sind:

Ya %(3,3)
%(71, 1/)/7
//;5(1,—1)
7i(3,3)

V2
Aufgabe [ hat lokales Maximum in (%, §)
Aufgabe 06} 20 - 20 - 20 ist maximal
Aufgabe 2 - |ab|
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194 Resultate der Aufgaben

Aufgabe f hat in (x,z) fiir alle x € R ein lokales Minimum

-5 -1 11
Aufgabe99) AB=| 5 -4 4 |, det(AB) = 400 sowie det(A4) = 20
0 3 7
und det(B) = 20
] AR
Aufgabe [100] det(A) = —10 und A™'= —ol3 0 5
] -6 —6 16
[ 1 -1 0 -1
Aufgabe|101] a) A= <1 _1> und B= (1 0 )

(auch die transponierten Matrizen sind méglich)

b) AB = <j j) und  BA = <_11 _11) also AB # BA
c¢) det(A) =0, also A nicht invertierbar,

und det(B) = 1, also B invertierbar.

d) A+B= G _?) also det(A + B) = 3 und det(A) + det(B) = 1
Aufgabe[107 () con() - il (0) con() - e

inf 2 ). 22y _ z L2y
() sin 1+y2 +y2? ~ O\ 13y2 (1+y?)?

. T 2z €z 2
(d) Sln(1+y2) R COS(1+y2> T

2 -8

2 0 12 -2 0 -4

Aufgabe [103 (—8 4 9 22) und 2 9
-2 22

Aufgabe|104 a) (8 8) b) <(1) ?)

6 —10 6 —10 0 0 0 -1
Aufgabe [105 <9 15), <9 15), <0 0) und <0 0)

0 0 0 O
9 0 0 O
tA.tD
Aufgabe[106f AB# BA 'A-'B 3 6 0 0
—-16 26 10 O
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0O 0 0 0 0 0 —54 —-96
9 0 0 0 00 0 —60
tp tg _t _ 2 _
B-'A=4AB) = 3 -6 0 0 A% = 00 0 0
-6 6 10 O 0 0 0 0
0 0 0 —5b40 1 -6 -8 50
0 0 O 0 0 1 4 —4
3 _ 2 _
A% = 0 0 0 0 B 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 O 1
1 -9 -21 &4
0 1 6 —6
3 _
B = 0 O 1 0
0 O 0 1
0 9 —15
Aufgabe (10 A= (0], Aea=10]|, Aéez=| —6 |,
0 0 0
93?2 — 15.133 1 -3 —1
Af = 76563 , Be_i = 0 s Be_é = 1 s Be_é — 2 R
0 0 0 1
xr1 — 3LE2 — I3
BZ = Zo + 2x3 und (a0 B)(F) = y(Z) fiir alle ¥ € R?
T3

Aufgabe[108}  det(AB) =200, det(4) =10 wund det(B) =20
Aufgabe[109}  det(A) = —20

Aufgabe Geht zum Beispiel durch Entwickeln nach der ersten Spalte.

2 0 -1
Aufgabe[111f A='=1[5 1 0
01 3
[ ] 2 1 -2 10
Aufgabe|l12] —-A'=[-5 —4 3 |undZ=|-10
2 2 -1 1

Aufgabe det(A)=-3, zy=-5, zo=5und 23 =3

C: 6:a + 0:b — 1-¢ — 0-d = 0
Aufgabe|l14 a) O: 6-a + 20 — 2:¢ — 1-d = 0

H: 120 4+ 0:b — 0-¢c — 2-d =0
Fiir jedes)\E]Ristb:c:d:)\unda:%)\ eine Losung des Systems.
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196 Resultate der Aufgaben

= ol

b) Die Losungsmenge ist L = ¢ A AeR

1

¢) Fiir A = 6 sind a, b, ¢,d € IN. Die Reaktionsgleichung lautet
CsHi1906 +609 — 6COs5 + 6H50.

Aufgabe Lokales Minimum in (1, —+/2), lokales Maximum in (—1,v/2).
(Die Punkte (1,v/2) und (-1, —/2) sind keine Extremalstellen.)

Aufgabe Zu 16sen ist das Gleichungssystem

Ton — ky - Lehm = 0¢
Ton — ky - Sand = 0t
Ton — k3 - Kies=0¢

18
Ton + Lehm + Sand + Kies = 103 t

Aufgabe a) Mit der CRAMERschen Regel findet man: L; und Lo
schneiden sich im Punkt (37, 28).

b) Da det(A) = 0 ist, kann man hier nicht die CRAMERschen Regel
anwenden. Durch eine geschickte Zeilenumformung findet man: L; = Lo
c¢) Das System hat keine Losung (warum?), die Geraden L; und Ly sind

also parallel.

1
Aufgabe|118t  Ina) und b) ist £ =% | 0| die Losung.
2
] -6 -2 5
Aufgabe[l19f A'=11-5 —5 5
] 7 4 -5

Aufgabe Das Gleichungssystem besitzt keine Losung. Die Losungs-
menge ist also gleich der leeren Menge.

Aufgabe Der Schnittpunkt ist (z,y) = (6, 15).

Aufgabe Ein Biiffel kostet 1200 Miinzen, ein Hammel kostet 500
Miinzen und ein Schwein kostet 300 Miinzen.
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Aufgabe Jede Losung hat die Form

T -8 1 3

- To o ) 1 1 .

T = s = 0 + X\ 1 + Ao 0 mit A1, Ao € R
Ty 0 0 1

Aufgabe Fiir t # 1, —2 liegt nur @ = 0 in der Menge. Im Fall t = 1
besteht die Menge aus Elementen der Form
-1 -1
g=M|1]1+X]| 0 mit A1, Ao € R. Im Fall ¢ = —2 besteht die
0 1

Menge aus Elementen der Form ¢ = A mit A € R.

)

Aufgabe Fiir geniigend grofles £ € IN hat mindestens eine der beiden
Folgen (2,,)neny mit =, := a + nik oder z,, = a — n—lk die gewiinschten
Eigenschaften. Man iiberlege sich also dafiir, dass alle Folgenglieder in

liegen und dass lim z, = a gilt.
n—oo

Aufgabe Parallele Geraden kénnen mit dem gleichen Richtungsvek-
tor geschrieben werden.

y, /L3 L,

3 ay

Aufgabe Einfach ausrechen.
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Aufgabe a) Tetraeder

b) Jedes H-Atom hat den Abstand V3 zu C. Der Abstand zwischen je zwei
H-Atomen ist 24/2.

Aufgabe Es glh’, ||Pz — PJ” = 1 fiir 4 7& ] Die zu Pl,PQ,P37P4
gehorenden Ortsvektoren bilden alle den gleichen Winkel ¢ miteinander,
der durch cos(y) = f% gegeben ist, also ¢ &~ 1,9106 (Bogenmaf).

Aufgabe Die Vektoren stehen paarweise senkrecht aufeinander und
01, U, 03 sind mit ||07]| = v/5, ||v3]| = V6, ||3]| = v/30 zu normieren.

Aufgabe[I31}  Einfach die orthonormale Eigenschaft aus[I5.5 iiberpriifen.
Fir 07 - (v3 x v3) berechne v3 X v3 = 1

Aufgabe €1 x (61 x6)=—6, (E1x&)xe&=0
Aufgabe m Das Volumen des Spats ist %.

A
o
e e SRR -
’ \’» N Yy
7 - 1o~
Y N
, < | <
/ ~_ ) ~
/ s AT T T ==
RN
- 7/ | /
-
Vg @ | fF - -~
(P I 7 VJ;
<
AN / I /
/
< I
/
S| 1,
R
U1

Aufgabe[134] a) linear  b) nicht linear c¢) linear  d) nicht linear
Aufgabe (1,0,7,v/2)
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w1 . w'1
Aufgabe [136] Seien ¢ = , W= [wy |, w = | wh
w3 wy
a) Berechne /- w') = vy (wy + W)+ va(wg + w2) +vg(ws +wh) =
und 7 - (M) = vl()\w )+ ()\wg) + v3(Aws) =

. vz (w3 + wy) — ”Us(w2 + wy)
b) Berechne ¢ x (0 + w') = | vs(wy +w}) —vi(ws +wh) | =--- und
v1(wz + wh) — va(wy + wh)
’l)g()\wg —’U3<>\UJQ)
X ()\U_;) = 1}3(/\’11)1) - 1)1()\’(1}3) =
1(/\7.1)2) — vg()\wl)

Aufgabe p(A) = A2 — 2cos(p)A + 1  fiir ¢ € {2k | k € Z} ist
A = 1 Nullstelle/Eigenwert und fiir ¢ € {(2k+ 1)7 | k € Z} ist A = —1
Nullstelle/Eigenwert

1
Aufgabe 138 Eigenwerte 0 und 2  Eigenvektoren ¢ - [ —1 | zum Eigen-
1
-1
wert 0 und ¢ - | —1 | zum Eigenwert 2 (fiir alle ¢ # 0)
1

Aufgabe 720

Aufgabe [[40F 126

Aufgabe 84

Aufgabe 32

Aufgabe 80 und 3322

Aufgabe 10

Aufgabe 34.650

Aufgabe[146f a) 12 Db) 450.450

Aufgabe[147t  f:INg— C, m— 7+3-(=5)™
Aufgabe f Nog—=C,m— (—1)"+ (%)m — (f%)m
Aufgabe geht tatséichlich durch Einsetzen
Aufgabe[[50  f: Nog — C, m — 117.000

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN IN BIOLOGIE UND GEOWISSENSCHAFTEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2014/15



Symbolverzeichnis

= folgt
<= genau dann, wenn
m € M m ist Element der Menge M
M CN M ist Teilmenge von N (d.h. me M = m € N)
0 Zeichen fiir ,unendlich®
a<b aistkleiner oder gleich b
a<b aist kleiner als b
A:=B A ist nach Definition gleich B

IN:={1,2,3,...} natiirliche Zahlen, ¢ natiirliche Zahlen und 0
Z :={0,£1,4+2,43, ...} ganze Zahlen
Q rationalen Zahlen

R Reelle Zahlen

Rsq :={z € R |z > a} fiir festes a € R, analog Ry, R>q, Rg, und R,
[a,b] := {z € R | a < & < b} halboffenes Intervall mit a,b € R (oder
b= 00)

la,b[:={z € R | a < x < b} offenes Intervall mit a,b € R (oder Foo)

[a,b] := {z € R | a <z < b} abgeschlossenes Intervall mit a,b € R, a <b
I Intervall in R

|a| Betrag einer Zahl a € R

7w Kreiszahl ~ 3,141592653

e Eulersche Zahl ~ 2,718281828

C komplexe Zahlen

i imaginire Einheit mit i = —1

R(z) und F(z) Real- und Imaginirteil einer komplexen Zahl z

Z:=r —si die zu z = r + si mit 7, s € R konjugiert komplexe Zahl

— Abbildungszeichen oder Reaktionspfeil

— wird abgebildet auf

%, f' Ableitung, % partielle Ableitung, & = Cfi—f Ableitung nach der Zeit ¢
F(z)|" := F(b) - F(a)

@ Vektor a, 0 Nullvektor
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Griechisches Alphabet erstellt von Silke und Anke Pohl
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Abbildung, Ball,
lineare, [164] Basis, [160]
Abbildungsvorschrift, beschrinkt, [33] [40]
Ableitung, [4] [62] [69] bestimmt divergent,
dritte, [70] bestimmtes Integral, [74]
partielle, [09] [I00] Betrag eines Vektors,
zweite, [69} [70] Betragsfunktion,
Ableitungsfunktion, [69] bijektiv, 26} [47]
Abstand, Bildmenge, [26] [A7]
Addition Binomialkoeffizient, [I73]
von Matrizen, 114 Binomialsatz,
von Vektoren, [153 binomische Formel (dritte),
Additionstheoreme, 53, Bogenlinge, [51]
allgemeine Losung,
allgemeine Potenz, cartesisches Koordinatensystem, [2]]
allometrische DGL, 83 CAUCHY-SCHWARZsche
Anderungsrate, Ungleichung, [[55]
Anfangsbedingung, CH4-Molekiil,
Anfangswertaufgabe, charakteristisches Polynom,
angeordnet, cos (Cosinus),
arccos (Arcus-Cosinus), cosh (Cosinus hyperbolicus),
arcosh (Area Cosinus cot (Kotangens),
hyperbolicus), CRAMERsche Regel,
arcsin (Arcus-Sinus),
arctan (Arcus-Tangens), 53 Dampfdruck,

arsinh (Area Sinus hyperbolicus), Definitionsbereich, [26] [£3]

77 Determinante, [T18] [I61]

Assoziativgesetz, DGL
homogene lineare, [82]
Bakterienpopulation, lineare,
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mit getrennten Variablen,
DGL-System, [T138]
Diagonalmatrix,
Differentialgleichung 1. Ordnung,
Differentialquotient,
Differenzenquotient,
differenzierbar, [62]

partiell,
differenzierbare Funktion, [62]
Dimension des Losungsraums,
Distributivgesetz,
divergent,

bestimmt gegen o0,
Drehspiegelung, [165]

Drehung,
Dreiecksmatrix, [[22]

Eigenvektor,
Eigenwert,
Einheitsmatrix,
Einheitsvektor, [T56]
Element,
elementare Zeilenumformungen, [I32]
Entwicklung

nach einer Spalte,

nach einer Zeile,
e-Umgebung,
erweiterte Koeflizientenmatrix, [I3]]
EULERsche Zahl e,
Exponentialfunktion,
exponentielles Wachstum, 83

Extremalstelle,
Fakultt,

Fibonacci
Folge,
Zahlen, [39] [I79]
Fléche,
Fliacheninhalt,
Folge, 30} 1]

Fundamentalsatz der Algebra,

Funktion,
stetige, 5]
Funktionalgleichung,

Gamma-Funktion T,
Gausssche Glockenkurve, [55] [148]
GAusssche Zahlenebene,
Gaussscher Algorithmus, [13]]
Gerade,
gerade Funktion,
Geschwindigkeit,
mittlere,
Goldener Schnitt,
Graph einer Funktion, [o7
Grenzwert
einer Folge,
einer Funktion, [{4] [T42]
linksseitiger, (142
rechtsseitiger, [[42]

Halbwertszeit,

harmonische Reihe, [0}

Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung,

Hohenlinie,

homogen, |134

homogene lineare DGL,

hyperbolische Funktionen,

imaginire Einheit 4,
inhomogen,
inhomogene lineare DGL,
injektiv,

Integral,
bestimmtes,
unbestimmtes, 76
uneigentliches, 145

Intervall, [200]
abgeschlossenes, [A7]
halboffenes, [51]
offenes,
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Index

Unterteilung,
invertierbar, [122]

Kettenregel, [65]
Kombination,
mit Wiederholung, [172]
ohne Wiederholung,
Kommutativgesetz, [I7]
komplexe Konjugation, [20]
Kompositum, 29} [46]
konjugiert komplexe Zahl, 20]
konstant, 9]
konstante Folge,
konvergent, [36]
Koordinaten,
Koordinateneinheitsvektoren, [T56]
Krifteparallelogramm, [153
Kreis, [T49]
Kreisumfang,
kubische Gleichung, [182]

Kurve, [T49]

Kurvendiskussion, [70]

LAGRANGE-Multiplikator,
Landkarte, [I6§
Limes (Grenzwert),
linear abhéngig, [159
linear unabhéingig,
lineare Abbildung,
lineare DGL, [§4]
lineare Funktion,
lineares DGL-System, (138
lineares Gleichungssystem,
Matrizenschreibweise, (128
Linearkombination, [I58]
Logarithmus
natiirlicher, [54]
zur Basis a,
logistisches Wachstumsmodell,
lokales Maximum, [69]
lokales Minimum,

Losung
einer DGL,
eines DGL-Systems,
eines Gleichungssystems, [127]
Losungsmenge, [134]

Majorantenkriterium,
Marianengraben, 23]

Matrix, [I14]

inverse, [122] [123]

quadratische,
Matrizenmultiplikation, [115
Menge, [14]

endliche, [170]
Michaelis-Menten-Funktion,
Mittelwertsatz, [67}, 76
mittlere Anderungsrate, I@
monoton, [33]
Monotoniegesetze, [I7]
Multiplikationssatz fiir

Determinanten, [T2]]

natiirlicher Logarithmus,
natiirliches Wachstum,
Nautilus-Geh#use, [40]
Nebenbedingung, [106]
Nernst’sche Gleichung, [59]
Niveaulinie,
Normalverteilung,
Nullfolge,

Nullstelle,
Nullvektor,

offen,

Onwmsches Gesetz, [04]
orthogonal (senkrecht),
Orthonormalbasis,
Ortsvektor, [I52]

Parallelogramm, [I60]
Parallelogrammgleichung, [162
Parameterform einer Geraden, [I54]
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Partialbruchzerlegung,
Partialsummen, [36]

partiell differenzierbar, [100]
partielle Ableitung,

zweite, [I01] [I03]
partielle Funktion,
partielle Integration,

PascALsches Dreieck,
periodisch,
physikalischer Impuls,
Potenz (allgemeine),
Potenzregeln,

Probe, [82]

Produkt von Matrizen, [115
Produktregel, [65]

Punkt,

PYTHAGORAS, [16] [152]

quadratische Funktion,
quadratische Gleichung,
quadratische Matrix, [118
Quadratwurzel,
Quotientenregel,

R™, 22|

radioaktiver Zerfall, [57]
Ratenzahlung,

rationale Funktion, [45]
Raum (n-dimensional),
Rechnen mit Briichen,
Regel von DE L'HOSPITAL,
Reihe,

Rekursion,
RIEMANNsche Summe, [74]
RIEMANNsches Integral,

SARRUSsche Regel,
Sattelpunkt, [L05]

Satz von SCHWARZ, [102]
Schachtelungssatz, [32]
Scheitelpunkte einer Ellipse,

Schraubenlinie, [149
Schwerpunkt, [87]
Sekante,
senkrecht,
sin (Sinus),
sinh (Sinus hyperbolicus),
Skalar, 153
Skalarmultiplikation
fiir Matrizen, [114]
von Vektoren, [153]
Skalarprodukt,
Spalte,
Spat, [I61]
Spiegelung, [20] [164]
Spirale,
Stammfunktion, 76
stetig, [45} [07] O8]
Steuerungsfunktion,
Storfunktion, [34]
streng monoton, 7]
fallend, [A7]
wachsend, [47]
Substitution,
Substitutionsregel, [79]
Summenschreibweise,
surjektiv, [26]

tan (Tangens), 53, [66] [67 143
Tangente, [62]

Term, [T]
transponierte Matrix,
Tupel,
mit Wiederholung, [I72]
ohne Wiederholung,
Typ einer DGL, [87]

Umgebung, [3]]
Umkehrabbildung,

Umbkehrbarkeit,
Umkehrbeziehungen,
Umkehrfunktion, [47]
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Umkehrregel, Wertetabelle, @
unbeschriinkt, Winkel,
unbstimmtes Integral, [74] Wurzel, [17] (48]

uneigentliches Integral, 145
unendliche geometrische Reihe, Zahl

ungerade Funktion, ganze, [[5]
Urnenmodell, komplexe,
Variation der Konstanten, nat.urhche,
Vektor. rationale,
Vektor im R, . reclle, [T
Vektorprodukt, [160] Ze}le’
Zeilenstufenform, [131
Wendepunkt, [70] Zerfallskonstante,
Wertemenge, [26] Zinseszins, [34]

Die vierte Dimension Ein Ball wird von einem bestimmten Punkt im
Raum aus geworfen und bewegt sich z.B. in die Richtung eines Korbes.
Seine Bahnkurve kann dann durch die Angabe von vier Variablen
beschrieben werden: Den drei Raumrichtungen z,y und z und der Zeit ¢,
zu der er sich an der Stelle (z,y, z) befindet.

z
(X" y‘l zll t‘)
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