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Vorwort

Der 1931 und 1935 in zwei Auflagen erschienene ,,Abrif3 der Strémungslehre ist
der Vortldufer von Ludwig Prandtls weltbekanntem Lehrbuch ,,Fihrer durch die
Strémungslehre®, das in zahlreiche Sprachen tUbersetzt wurde und bis heute per-
manent aktualisiert und neu aufgelegt wird (13. Auflage 2012). Warum also der
Nachdruck des nunmehr 85 Jahre alten Vorldufers dieses Klassikers, wo doch der
Stoffumfang viel geringer ist und die Lehrinhalte nicht an allen Stellen neuesten
Standards entsprechen?

Die Antwort auf diese Frage liegt in der einzigartigen Fihigkeit Ludwig
Prandtls, komplizierte physikalische Sachverhalte knapp und prizise in einer kla-
ren, schnorkellosen Sprache darzustellen, ohne sich dabei komplizierter mathema-
tischer Ableitungen zu bedienen. Der Leser wird so systematisch dazu angeleitet,
sich zuerst die wesentlichen physikalischen Mechanismen eines strtdmungsmecha-
nischen Problems anschaulich klarzumachen, bevor er an dessen mathematische
Behandlung geht. Der ,,Abril3 der Strémungslehre, der die bis heute giiltigen
Grundlagen der Strémungsmechanik in untbertroffen kompakter Form darstellt,
ist die geradezu perfekte Umsetzung dieses didaktischen Prinzips.

Der ,Fihrer durch die Strémungslehre® ist hingegen das Resultat zahlreicher
Erweiterungen und Uberarbeitungen, bedingt durch die Notwendigkeit, das Lehr-
buch stets auf dem aktuellen Stand der Wissenschaft zu halten. Prandtl selbst hat
diese Aufgabe noch fiir die ersten vier Auflagen zwischen 1942 und 1956 durchge-



tithrt, wobei es auf nahezu den doppelten Umfang angewachsen ist. Nach seinem
Tod haben seine ehemaligen Mitarbeiter Klaus Oswatitsch und Karl Wieghardt bis
zur 9. Auflage 1990 diese Aufgabe tibernommen®, wobei sie die grundlegenden
Teile des Lehrbuchs im Wesentlichen unverdndert lieBen und bei den neu hinzu-
gekommenen Inhalten strikt darauf geachtet haben, Prandtls didaktischem Stil und
seiner klaren Diktion so nahe wie méglich zu kommen.

Leider ist dieses erfolgreiche Prinzip in den nachfolgenden Auflagen durch-
brochen worden, woflir es gute Grinde geben mag. Schligt man jedenfalls die
aktuelle Auflage des ,,Fithrers durch Strémungslehre® auf, so ist darin nur noch
wenig zu finden, was aus Ludwig Prandtls Feder stammt oder wenigstens stam-
men konnte.

Von dem beriihmten Mathematiker Niels Hentrik Abel stammt das Zitat ,,Ich
habe die vorderste Linie rasch erreicht, weil ich die Meister und nicht ihre Schuler
studiert habe®. Hierzu méchte der vorliegende Band der ,,Goéttinger Klassiker™
Gelegenheit geben.

Géttingen, im Dezember 2016 Andteas Dillmann

“unter Mitarbeit von Wilhelm Dettmering, Dietrich Kiichemann, Hubert Ludwieg, Wilhelm Schnei-
der, Jirgen Siindermann, Julius Rotta und Friedrich Wippermann
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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende kleine Buch hatte einen Vorliufer in dem ,,Abrif§
der Lehre von der Fliissigkeits- und Gasbewegung®, der 1913 bei Gustav
Fischer in Jena als Sonderausgabe von zwei Artikeln aus dem Handworter-
buch der Naturwissenschaften erschien (Artikel , Fliissigkeitsbewegung*
und ,,Gasbewegung’ in Band IV dieses Werkes). Als dieses Biichlein, das
mehr und mehr Anklang gefunden hatte, vergriffen war, und ich mit der
Neubearbeitung des Textes beschiftigt war, wurde ich ersucht, fiir die neue
Auflage des Mechanikbandes des Physiklehrbuchs von Miiller-Pouillet
die Kapitel iitber Gleichgewicht und Bewegung der Fliissigkeiten und Gase
zu bearbeiten. Die Verlagsbuchhandlung Gustav Fischer, die auch die
zweite Auflage des Abrisses als abseits von ihrer sonstigen Arbeitsrichtung
liegend abzugeben geneigt war, genehmigte ausdriicklich die Verwendung
des friiheren Textes fir den Beitrag zum , Miiller-Pouillet*. Allerdings
war die Tendenz nun eine ganz andere: frither knappste Zusammenfassung
des Stoffes auf engem Raum, hier moglichst leicht verstéindliche Darlegung
ohne wesentliche Raumbeschrinkung. So ergab es sich, daB doch weitaus
das Meiste neu hat geschrieben werden miissen. Die ,,Gasbewegung mit
wesentlicher Volumeninderung' trat dabei stark zuriick, da sie im Wirme-
band des Miiller-Pouillet von einem anderen Verfasser ausfithrlich behandelt
worden war.

Trotzdem in der Zwischenzeit eine recht reichhaltige Literatur auf
dem Gebiet erwachsen war, wihrend 1913 der alte AbriB noch allein auf
weiter Flur stand, habe ich doch an dem Gedanken einer Neuherausgabe
des Abrisses festgehalten, da ich denke, daf eine bequem lesbare und in
ihrer Kiirze iibersichtliche Darstellung unter Zuriickdringung der formel-
miBigen Darstellung auch weiterhin erwiinscht sein mag. Der Text ist
zu einem groBen Teil aus dem Beitrag zum ,,Miiller-Pouillet* ibernommen,
ist aber fiir den AbriB noch einmal von neuem bearbeitet und ergiinzt
worden; vor allem sind die in der Zwischenzeit neu hinzugekommenen
Ergebnisse, s0 gut es ging, noch eingearbeitet. Die Gasbewegungen mit
wesentlicher Volumenéinderung sind wieder entsprechend dem friiheren
Umfang beriicksichtigt worden.

Mathematische Ausdrucksweise liBt sich, will man bei dem vor-
liegenden Gegenstand sich einigermafen klar ausdriicken, nicht ganz
vermeiden. Zur Erleichterung der Leser ist im Text zwischen gew6hnlichem
Druck und Kleindruck unterschieden. Die schwierigeren mathematischen



1v Yorwort.

Formulierungen und andererseits auch kritische Bemerkungen sind in den
Kleindruck verwiesen und kénnen beim ersten Lesen des Buches auch ruhig
iiberschlagen werden.

Aus Ersparnisgriinden sind Figuren aus verschiedenen Quellen, so
aus dem Handwoérterbuch und aus den fritheren Auflagen des , Miiller-
Pouillet”, verwendet. Ich hoffe, daB die Leser sich nicht allzuviel durch
die Uneinheitlichkeit der Abbildungen stéren lassen. Vielleicht wird es
einmal in wirtschaftlich giinstigeren Zeiten moglich werden, bei einer
Neuauflage das ganze Bildmaterial einheitlich zu gestalten.

Der Weg iiber das Physiklehrbuch hat auch sonst gewisse Spuren
hinterlassen, so z. B., dal bei der Behandlung der Aufgaben iiber Stromung
durch Rohre der Rohrradius r statt des bei den Ingenieuren iiblichen
Rohrdurchmessers d auftritt. Auch die Art der Zitate ist meist die bei den
Physikern iibliche — z. B. 29, 367, 1925 —, wihrend mir selbst die bei den
Ingenieuren iibliche — Bd. 29 (1925), S. 367 — sympathischer ist.

Dem Buch ist ein alphabetisches Namens- und Sachverzeichnis und
ein Literaturfithrer beigegeben. Zu dem ersteren bemerke ich, dal be-
ziiglich der Eigennamen keine Vollsténdigkeit angestrebt ist, im besonderen
sind nur Eigennamen aus dem Text, nicht aus den FuBnoten, aufgenommen.
Der Literaturfithrer, der sich auf Erscheinungen der letzten zehn Jahre
beschrinkt, beansprucht ebenfalls keine Vollstindigkeit, sondern soll nur
Hinweise vermitteln, welche Biicher der einzelne Leser je nach seinen
Sonderwiinschen nach Studium des Abrisses weiter zu Rate ziehen soll.

Gottingen, im Oktober 1931.
L. Prandtl.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die freundliche Aufnahme, die der Abril der Stromungslehre bei der
Fachwelt gefunden hat, machte eine Neuauflage notig. Da ein Bediirfnis
tiir groBere Anderungen des Textes zur Zeit noch nicht vorzuliegen scheint,
haben Verfasser und Verlag sich darauf geeinigt, einen im wesentlichen
unverédnderten Nachdruck der ersten Auflage zu veranstalten. Dabei ist
jedoch eine Reihe von Druckiehlern ausgemerzt worden. Eine groBere
Berichtigung, die durch neuere Versuchsergebnisse erforderlich wurde,
befindet sich auf 8.134. Das Literaturverzeichnis ist durch Angabe von
in der Zwischenzeit neu erschienenen Biichern ergénzt worden.

Gottingen, im Mai 1935.
L. Prandtl
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Erster Abschnitt,

Eigenschaften der Fliissigkeiten und Gase. Gleichgewichislehre.

§ 1. Eigenschaften der Fliissigkeiten. Die Fliissigkeiten unter-
scheiden sich von den festen Kérpern durch die leichte Verschieblichkeit
ihrer Teilchen. Wihrend bei den festen Korpern endliche, zum Teil sehr er-
hebliche Krifte notig sind, um ihre Form zu dndern, verschwinden die zur
Forménderung von Flissigkeiten erforderlichen Krifte vollstindig, wenn nur
fiir die Forménderung hinreichend viel Zeit zur Verfiigung ist. Bei raschen
Forménderungen zeigen auch die Flissigkeiten einen Widerstand, der aber
nach Aufhéren der Bewegung sehr schnell verschwindet. Man nennt die
Eigenschaft der Flissigkeiten, gegen Forminderung Widerstand zu leisten,
nZiahigkeit’. Von der Zihigkeit wird im IIL Abschnitt, § 1 ausfiihrlich die
Rede sein. Neben den gewohnlichen, leicht beweglichen Fliissigkeiten gibt es
auch sehr zihe Flissigkeiten, deren Widerstand gegen Forminderung sehr
betrichtlich ist (im Rubhezustand aber auch wieder verschwindet), und es gibt
von hier aus alle Uberginge zum (amorphen) festen Korper. Erhitztes Glas
z. B. macht diese Ubergiinge simtlich durch, Asphalt und &hnliche Stoffe
zeigen sie bei gewohnlichen Temperaturen.

Versuch: Eine umgestiirzte Tonne mit Asphalt liuft je nach der Temperatur
in einigen Tagen oder Wochen aus; das Ausgelaufene bildet einen flachen Kuchen.
Obwohl dieser in dauerndem Weiterfliefen ist, kann man darauf herumtreten, obne
merkliche Eindriicke hervorzurufen. Eindriicke zeigen sich aber bei lingerem
Stehenbleiben. Bei Bearbeitung mit einem Hammer splittert die Masse wie Glas.

In der Lehre vom Gleichgewicht der Flissigkeiten interessieren wir
uns nur fir Ruhezustinde bzw. hinreichend langsame Bewegungen, hier
darfen wir dabher den Widerstand gegen Forminderung genau gleich Null
setzen, wir erhalten geradezu eine Definition des fliissigen Zustandes,
wenn wir sagen: In einer im Gleichgewicht befindlichen Flussig-
keit ist jeder Widerstand gegen Formanderung gleich Null,

Nach der Auffassung der kinetischen Theorie der Materie sind die kleinsten
Teile aller Kérper (die Atome) in bestandiger-Unruhe; die kinetische Energie dieser
Bewegung ist das, was sich als Wirme éuflert. Von diesem Standpunkt aus unter-
scheiden sich die Flissigkeiten von den festen Korpern dadurch, daf die Teilchen
nicht wie bei diesen feste Plitze haben, um die sie schwingen. sondern sich dauernd
ungeordnet durcheinander bewegen, oder wenigstens sehr hiufig ihre Plitze wechseln.
Das alimahliche Erweichen von amorphen Kérpern bei steigender Temperatur kann
man sich so vorstellen: Erhitzt man einen festen Korper, d. h. vermehrt man die.
Energie der Molekelbewegung, 8o treten zunichst einige Platzwechsel ein, wo
erade zufillig besonders groBe Schwingungsamplituden auftreten; bei weiterer
srhitzung werden die Platzwechsel immer haufiger, schlieBlich allgemein. Durch-
solches freiwilliges Platzwechseln ist aber die Moglichkeit der Forménderung obne

Prandtl, Strdmungslehre. 1



2 Eigenschaften der Fliissigkeiten. Lehre vom Spannungszustand. I, § 2

Widerstand gegeben. Bei kristallinischen festen Korpern, in denen bekanntlich
die Teilchen vollig regelmaBig angeordnet sind, sind die Verhiltnisse etwas anders;
hier gibt es bei geniigend hoher Temperatur Platzwechsel ohne Anderung der
Gesamtanordnang, d. h. ohne Verschwinden des festen Zustandes, und der Uber-
ﬁang vom festen zum flissigen Zustand pflegt unstetig durch Schmelzen, d. h.
urch Einstiirzen des regelmabBigen Gebiaudes zu erfolgen. Doch gehoren diese
Dinge nicht mehr hierher.

Eine weitere Eigenschaft der Flissigkeiten ist ihr grofer Widerstand
gegen Volumenverdinderung. Es ist auf keine Weise méglich, 1 Liter Wasser
in ein GefiB von 1/, Liter Inhalt hineinzupressen, und wenn man dieselbe
Menge in ein Gefa von 2 Liter Inhalt bringt, so filllt es dieses nur zur
Halfte aus, auch wenn man die Luft dariitber wegpumpt. Dabei ist das Wasser
nicht etwa ganz unzusammendriickbar, bei hohen Drucken kann es um
immerhin merkbare Betrige zusammengedriickt werden [5 v. H. Volumen-
verminderung bei rund 1000 Atmosphéren Druck]?). Bei anderen Fliissigkeiten
liegen die Verhiltnisse dhnlich.

§ 2. Lehre vom Spannungszustand. Wir wollen uns nun mit dem
Spannungszustand in einer im Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit niher
beschiftigen. Es ist vielleicht nicht uberfliissig, zu bemerken, da8 man die
allgemeinen Sitze uber das Gleichgewicht der Krifte an einem Korper auch
auf fliissige Korper anwenden darf. Man findet gelegentlich, um dies zu
rechtfertigen, ein besonderes , Erstarrungsprinzip“ herangezogen, dem folgende
Uberlegung zugrunde liegt: ,Das Gleichgewicht irgendeines beweglichen
Systems kann dadurch, dall nachtriglich irgendwelche beweglichen Teile
festgemacht werden, nicht gestort werden; also kann man auch in einer im
Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit irgendeinen Teilbezirk erstarrt denken,
ohne das Gleichgewicht dadurch zu stéren, und man kann auf den erstarrten
Teil die Sitze itber das Gleichgewicht starrer Korper anwenden®“f). Der
Umweg tiber den starren Korper ist aber nicht unbedingt notwendig. Die
(Gleichgewichtssitze der allgemeinen Mechanik werden zwar vielfach unter
Zuhilfenahme des ,starren Korpers“ abgeleitet. Ein ,ruhendes Massensystem*
mit inneren Bewegungsmoglichkeiten, die aber des Gleichgewichts wegen nicht
ausgenutzt werden, 146t jedoch die Anwendung dieser Sitze ebenso zu. So-
lange es sich um den Fall wirklicher Ruhe handelt, sind beide Betrachtungs-
weisen ganz gleichberechtigt; handelt es sich aber um einen Fall von Be-
wegung, so kommt man mit dem Erstarrungsprinzip leicht in Schwierigkeiten,
da hier nichts Erstarrtes vorhanden ist. Wegen der spiteren Anwendung
auf die Dynamik mogen die wesentlichen Uberlegungen dieser Betrachtungs-
weise, die auch in der Festigkeitslehre iiblich ist, hier kurz aufgefithrt werden-

Man stellt zunichst fest, daf irgendwelche Krifte immer Wechsel-
wirkungen zwischen Massen sind. Zieht z. B. die Masse m, eine andere Masse m;
mit einer Kraft P zu sich hin, so findet sich die Kraft P gleichzeitig

1) Uber DrackmaBe vgl. § 3.

3) Es ist hier natiirlich nicht an ein physisches Erstarren gedacht, das mit
Volumeninderung und mit Auskristallisieren usw. verbunden ist, sondern an ein
ideelles Kirstarren ohne jede Verschiebung und Volumeninderung.



I, §2 Lehre vom Spannungszustand. 3

auch an m, als Wirkung von my, und zwar als eine Anziehung nach m, hin,
Beide Krifte sind also entgegengesetat gerichtet (Newtons Prinzip von Aktion
und Reaktion). An einem System von Massen, das irgendwie gegen andere
Massen abgegrenzt werden moge, unterscheidet man zweierlei Arten von
Kriften, innere Krafte, die zwischen zwei zum System gehérigen Massen
wirken und daher immer paarweise entgegengesetzt vorkommen, und
auBere Krafte, die zwischen je einer Systemmasse und einer aullerhalb be-
findlichen Masse wirken, und die daher am System nur einmal vorkommen.
Summiert man alle an den Massgn des Systems vorkommenden Krifte
(vektoriell oder komponentenweise), so heben sich die inneren Krifte immer
paarweise aus der Summe heraus, nnd nur die duferen Krifte bleiben stehen.

Zum Gleichgewicht des Systems ist erforderlich, daB an jeder einzelnen
Masse die Summe der an ihr angreifenden Krifte verschwindet (Vektor-
summe oder drei Komponentensummen!). Summiert man diese Summen iiber
alle Massen des Systems, so verbleibt nach obigem nur die Summe aller
dulleren Kriifte, und da jede Einzelsumme des Gleichgewichts wegen ver-
schwindet, verschwindet somit auch die Summe der #ufleren Krifte
an dem System. Dieser Satz, der iiber das Massensystem weiter nichts
voraussetzt, als dafl es im Gleichgewicht ist, erweist sich fiir die verschiedensten
Anwendungen als hochst wertvoll. Rechnet man nach der Koordinaten-
methode, dann enthilt er in sich die drei Aussagen

SIX=0 >Y=0 >Z=0,
wo X, Y, Z Komponenten der duferen Kriifte nach der 2-, y- und z-Richtung sind.

Zu dem vorstehenden Satz gibt es einen vollig analogen fiir die Dreh-
momente der dufleren Krifte. Auch diese milssen im Gleichgewicht ver-
schwinden.

Sowohl bei elastisch festen wie bei fliissigen Kérpern interessiert man
sich fiir den Spannungszustand im Innern des Korpers. Dieser besteht
offenbar aus den inneren Kriften, die zwischen den kleinsten Teilen des
Kborpers iibertragen werden. Im allgemeinen begniigt man sich dabei mit
Angaben iiber den mittleren Zustand in einem Bereich, der schon eine sehr
grofe Anzahl von Teilchen enthilt; demn das Bild der Einzelkrifte zwischen
den noch dazu in lebhafter Wirmebewegung befindlichen Teilchen wiirde
viel zu verwirrend sein. Wie aber soll man die inneren Krifte zu fassen
bekommen, da unsere Sitze nur Aussagen iiber duBere Krifte liefern? Die
Antwort ist: Man muf sie zu #uberen machen! Das ist mdglich, und
zwar 80: Denken wir uns einen Koérper durchgeschnitten und erkliren das
eine der beiden Stiicke (I in Fig.1) als unser Massensystem, dann sind alle
Krifte, die von einem Teilchen des Gebietes II auf eines des Gebietes I iiber-
tragen werden, und die bisher innere Krifte waren, fiir nns zu &uferen ge-
worden. Stand der ganze Korper unter einem #uBeren Zwangszustand (in
Fig. 1 ist dieser durch zwei Pfeile angedeutet), se bestehen auch innere
Spannungen, und wir werden dann, wenn wir in Gedanken den Schnitt aus-
fithren, finden, daB durch die Schnittfliche hindurch von den Teilchen rechts

1*
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vom Schnitt auf diejenigen links vom Schnitt Krifte ubertragen werden.
Summieren wir alle diese Krifte, d. h. setzen wir sie zu einer resultierenden
Kraft zusammen, so hilt diese den an dem Teil I angreifenden Kriften gerade

Fig. 1. Fig. 2.

—C(0— —C6

das Gleichgewicht (vgl. Fig.2). Dies liefert eine eindeutige Aussage iiber
die Resultierende der Krafte im Schnitt?).

Unter Spannungen versteht man nun solche Krifte in einem
2Schnitt“, bezogen auf die Flacheneinheit., Man erhilt in obigem
Beispiel offenbar die mittlere Spannung in dem Schnitt, wenn man die aus
dem Gleichgewicht folgende Kraft im Schnitt durch den Flacheninhalt des
Schnittes dividiert. Wir ersehen hieraus auch, daB die ,Spannung auf einer
Fliache® ebenso wie die Kraft ein Vektor ist.

Unser Prinzip, durch einen gedachten Schnitt aus inneren Kriften duBere
zu machen, im folgenden kurz ,Schnittprinzip“® genannt, liBt erweiterte
Anwendungen zu, indem wir durch eine Anzahl von Schnittflichen aus dem
Innern des Korpers, dessen Spannungszustand wir untersuchen wollen, ein
kleines Korperchen (Parallelepiped, Prisma, Tetraeder usw.) herauspriparieren
und sein Gleichgewicht untersuchen. Im einfachsten Falle sind dann alle

Fig. . Krifte, die an dem Korperchen ins Gleichgewicht zu
setzen sind, Spannungskrifte. Aus dem Gleich-
gewicht solcher Kérperchen lassen sich verschiedene
wichtige Sitze iilber Spannungszustinde herleiten,
von denen einer hier als Beispiel mit Beweis an-
gefithrt werden mag: ,Sind die Spannungsvektoren
fiir drei Schnittrichtungen gegeben, die miteinander
eine korperliche Ecke bilden, so ist damit auch fir
alle ibrigen Schnittrichtungen der Spannungsvektor
\ bekannt.“ Beweis: Wir schneiden die kérperliche
Ecke mit der vierten Fliche, deren Spannung ermittelt werden soll, so, daB
ein Tetraeder wie in Fig. 3 entsteht. Die Krifte 1, 2 und 3 werden erhalten,
indem man die gegebenen Spannungsvektoren mit den Flicheninhalten der
zugehorigen Dreiecke multipliziert. Es gibt nur eine Richtung und GroBe der
Kraft 4, die den Kriften 1 4 2 4 3 das Gleichgewicht hilt; diese Kraft,
dividiert durch die zugeharige Dreiecksfliche, ist die gesuchte Spannung. Fiir
die Berechnung wiihlt man zu den Flichen 1, 2 und 3 zweckmafig die Koordi-
natenebenen, vgl. Fig. 3.

1) Man hitte die ganze Uberlegung natiirlich ebenso gut an die Zustinde
am Teil II ankntipfen kénnen und hatte dabei eine gleich %roﬁe, aber entgegen-
gesetzte Kraft erhalten (eben die Kraft, die von dem Teil I auf den Teil Il aue-
geitbt wird).
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Von der Lehre von den Spannungzustinden sei nur noch erwiihnt, daf
der ,Spannungszustand“, der die Gesamtheit der Spannungsvektoren zu
allen méglichen Schnittrichtungen durch einen Punkt darstellt, mit einem
Ellipsoid in Verbindung gebracht werden kann; er ist demnach ein ,Tensor“.
Nach dem vorerwihnten Satz ist der Spannungszustand in einem Punkte (und
auch sein Ellipsoid) gegeben, wenn die Spannungsvektoren zu 3 eine korper-
liche Ecke bildenden Schnittflichen gegeben sind. Entsprechend den drei
‘Hauptachsen, die jedes Ellipsoid besitzt, sind bei jedem Spannungszustand
drei aufeinander senkrechte Schnittflichen angebbar, auf demen der Span-
nungsvektor senkrecht steht. Die drei auf diese Weise ausgezeichneten
Spannungen heifien Hauptspannungen, die zugehérigen Richtungen Haupt-
richtungen.

§ 3. Der Fliissigkeitsdruck. Der Spannungszustand in einer im
Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit ist besonders einfach. Ein Widerstand
gegen Forminderung, also gegen Verschieben der Teile aneinander, ist etwas
mit einer Reibung Verwandtes. Wenn bei zwei sich berithrenden festen
Kérpern Reibungslosigkeit herrschen soll, so muf die Druckkraft an der Be-
rithrungsfliche der beiden Kérper jederzeit senkrecht auf dieser stehen (so
dafl also bei einer Gleitbewegung lings der Berithrungsfliche keine Arbeit
geleistet wird). Ganz entsprechend driickt sich die Abwesenheit eines Wider-
standes gegen Forméanderung dadurch aus, daf imInnern der Flissigkeit die
Spannung, die man hier Druck zu nennen pflegt, iiberall senkrecht
auf der Schnittfliche steht, auf der sie wirkt. Man kann geradezu das
Senkrechtstehen des Druckes auf der zugehdrigen Flache als eine Definition
des flussigen Zustandes ansehen; sie ist der in § 1 angegebenen Definition
vollig gleichwertig.

Aus dieser Eigenschaft des Fliissigkeitsdruckes 1aBt sich sofort eine
andere durch eine einfache Gleichgewichtsbetrachtung herleiten. Wir denken
uns dazu aus der Fliissigkeit ein kleines dreiseitiges Prisma herausgeschnitten;
die Stirnflichen des Prismas mogen dabei senkrecht zu den Prismakanten
stehen (wir kénnen uns natiirlich das Prisma auch innerhalb der Fliissigkeit
erstarrt denken und das Gleichgewicht der Krifte studieren, die von der
tibrigen Fliissigkeit auf das Prisma ausgeiibt werden). Die Druckkrifte auf
den Stirnseiten sind gleich gro8 und entgegengesetzt gerichtet und halten
sich daher von selbst Gleichgewicht, so daB wir sie nicht weiter zu beachten
brauchen, Die Krifte auf den Seitenflichen sind, da sie senkrecht auf ihren
Flichen stehen, in einer zu den Prismakanten senkrechten Ebene enthalten,
Fig. 4 zeigt eine Stirnansicht des Prismas mit den Kriften, Fig.5 das Dreieck,
das die Krifte bilden miissen, damit Gleichgewicht vorhanden ist. Da die
Dreieckseiten von Fig.5 je auf denen von Fig.4 senkrecht stehen, haben
beide Dreiecke dieselben Winkel und sind daher einander dhnlich. Hieraus folgt,
dall die drei Druckkrifte sich verhalten wie die zugehdrigen Prismenseiten.
Wenn wir nun die auf die Flicheneinheit bezogenen Drucke ermitteln wollen,
so miissen die Druckkriifte durch die jeweilige Prismenfliche dividiert werden.
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Die Prismenflichen haben alle dieselbe Hohe und verbalten sich daher wie
ihre Grundlinien, die Prismenseiten, also ebenso wie die Krifte. Hieraus
folgt, dal der Druck pro Fliacheneinheit, den wir schlechthin Druck
nennen, auf allen drei Prismenflichen gleich grob ist. Da das Prisma im iibrigen

Fig. 4. ganz beliebig gewihlt war, schlieBen wir, daB der
Druck an ein und derselben Stelle der Flissig-
keit in allen Richtungen (noch genauer gesagt:
fiir alle moglichen Lagen einer gedachten Schnitt-
fliche) gleich grofl ist. Das Spannungsellipsoid ist
in diesem Falle eine Kugel. Fiir einen Spannungs-
zustand dieser Art, den man auch hydrostatischen
Spannungszustand nennt, geniigt also eine einzige
Zahlenangabe, die des Druckes p. Nach dem Fritheren
bedeutet diese Zahl offenbar die Kraft, die auf einer
7 Flicheneinheit i#ibertragen wird. Je nach der ge-
wahlten Krafteinheit und Flicheneinheit sind sehr
verschiedene Druckmafe moglich. Techniseh ist
sehr gebriuchlich das kg/em3; aber auch das kg/m? wird viel verwendet.
kg bedeutet dabei Kilogramm-Gewicht. Uber einige andere DruckmaBe
vgl. § 8 und 9.

§ 4. Druckverteilung in einer Fliissigkeit bei Nichtberiicksichti-
gung der Sehwere. Jede Flissigkeit ist schwer. In vielen Fallen, besonders
wenn es sich um hohe Drucke handelt, ist es aber unnétig, auf die Wirkungen
der Schwere Riicksicht zu nehmen; die Uberlegungen werden dadurch sehr
vereinfacht. Wir kniipfen wieder an das Kriftegleichgewicht an einem Prisma
an, das wir jetzt aber von linglicher Form annehmen wollen, und betrachten
das Gleichgewicht gegen Verschieben lings der Prismenachse. Wir nehmen

Fig. 6.
[F ] 5

zunidchst eine Verinderlichkeit des Druckes von Ort zu Ort an; der Quer-
schnitt des Prismas, gleich dem Inhalt der auch hier senkrecht zur Prismen-
achse angenommenen Stirnfliche, sei F' (Fig. 6). Wir nehmen diesen Querschnitt
#0 klein, daB die Verinderlichkeit des Druckes innerhalb desselben unbeachtet
bleiben darf. Wenn an dem einen Prismenende der Druck p;, an dem anderen
pg herrscht, so greifen hier die Krifte F'p, und F'p, in entgegengesetzter
Richtung parallel der Prismenachse an. Alle Druckkrifte auf den Seiten-
flichen des Prismas stehen aber nach umserer Grundannahme senkrecht auf
diesen Flachen und damit auch senkrecht auf der Prismenachse und tragen
daher zu den Kraftkomponenten parallel der Prismenachse nichts bei, gleich-
viel wie der Druck auf ihnen verteilt ist. Das Gleichgewicht verlangt also,
daB die einzigen Krafte in der betrachteten Richtung, F'p, und Fp,, unter-
einander Gleichgewicht halten, also mufl sein
Fp, = Fp, oder p = py,
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d. h., da die Lage des Prismas ja ganz willkiirlich war: Bei Abwesenheit
der Schwere (und anderer etwaiger eingepragter Krifte) ist der Druck
an allen Stellen der Fliissigkeit gleich groB.

Erfillt die Flissigkeit etwa enge und gewundene Raume, so daB es nicht
moglich ist, zwischen zwei beliebigen Punkten ein Prisma in die Flissigkeit zu
legen, so steht es immer frei, den Schlub beliebig oft zu wiederholen, von einem
Punkt 1 zu einem Punkt 2, von diesem in anderer Richtung zu einem Punkt 3 usw.,
bis der verlangte Endpunkt # erreicht wird. Aus p, = p,y, ps = pg usw.
folgt dann auch p, = pn. Kine andere noch elegantere Uberlegung ist die folgende:
Man denke sich ein geriumiges Gefil, in dem das wirklich vorliegende Gefi8
Platz hat, vollkommen mit Flassigkeit erfiillt, und hinterher, nachdem das Gleich-
gewicht eingetreten ist, so viel von der Flassigkeit erstarrt, daf nur der wirklich
vorhandene Flissigkeitsraum ibrigbleibt. Nach unserem Erstarrungsprinzip von
§ 2 wird hierdurch an dem Kriftezustand nichts gedndert; wir haben also auch
in beliebig engen Riumen im Gleichgewicht iberall gleichen Druck.

Anmerkung: Bei #uBerst engen Riumen kann nach einer Anderung des
Fliissigkeitsdruckes, etwa durch auflere Belastung, sehr betrichtliche Zeit ver-
gehen, bis das Gleichgewicht eingetreten ist. Bei plastischem Topferton z. B.
(bestehend aus sehr feinen festen Teilchen, deren Zwischenriume mit Wasser
angefiillt sind) kann diese Zeit nach Tagen oder, wenn es sich um ganze Ton-
schichten im Erdboden handelt, nach Jahren zi#hlenl); wéihrend dieser Zeit
strémt das Wasser von den Stellen hoheren zu denen niedrigeren Druckes, vgl.

Abschnitt IIL, § 8.

Wir fassen also zusammen: Der Druck in einer im Gleichgewicht
befindlichen Flissigkeit steht iiberall senkrecht auf der Flichoe,
auf der er wirkt, und ist — bei Abwesenheit von Schwerkraften und
anderen Massenkriften — allerorts und in jeder Richtung gleich gro8.

Was von dem Druck im Innern der Flussigkeit gilt, gilt auch fiir den
Druck auf die Winde des Gefilles, das die Flissigkeit einschliefit. Man kann,
um sich das klarzumachen, dicht vor der Wand — oder
auch in einigem Abstand davor — einen ebemen Schnitt
durch die Flissigkeit fithren und diesen durch eine Zylinder-
fliche ergiinzen, die senkrecht zu dem Schnitt steht, vgl
Fig. 7. Das Gleichgewicht des auf diese Weise einge-
schlossenen Wasserkorpers liefert die Kraft P, genauer die
Kraftkomponente, die das Wandstiick in der Richtung
senkrecht zur Schnittfliche erfihrt, und zwar ist
diese Kraft gleich F'p?). Diese Betrachtungsweise hat den Vorteil, daf man
gofort erkennt, daB Unebenheiten des Wandstiicks, selbst grobe, an dem Er-
gebnis nichts #ndern.

§ 5. Eigenschaften der Gase. Die Gase unterscheiden sich von den
Flussigkeiten dadurch, dal sie sich unter Anwendung entsprechender Drucke
auf sehr kleinem Raum zusammendriicken lassen, und andererseits, wenn
ihnen mehr Raum als im gewohnlichen Zusta:nd dargeboten wird, diesen immer
gleichformig ausfiillen, wobei ithr Druck entsprechend unter den Druck der

1) Vgl. etwa Terzaghi, Erdbaumechanik. Wien 1924.

%) In Fig.7 ist die Kraft P in der Weise angegeben, wie sie von der Wand
suf den betrachteten Fliissigkeitskorper ausgeiibt wird. Die Druckkraft der
Flassigkeit auf die Wand hat die entgegengesetzte Richtung.
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umgebenden Luft sinkt. Im itbrigen ist ihr Verbalten dem der Flissigkeiten
sehr dhnlich, da auch bei ihnen im Ruhezustand jeder Widerstand gegen Form-
iAnderung verschwindet, und sich im abrigen bei inneren Verschiebungen auch
hier eine gewisse Zahigkeit geltend macht. Solange also keine Volumen-
dnderungen vorkommen, unterscheidet sich das Verhalten eines Gases qualitativ
in nichts von dem einer Fliissigkeit, die denselben Raum, ohne eine freie
Oberfliche zu haben, austiillt.

Das technisch wichtigste Gas ist die atmosphirische Luft. Die anderen
Gajse zeigen im wesentlichen dasselbe Verhalten. Wie spiter noch ausfithr-
licher besprochen werden wird, steht die atmosphirische Luft am Erdboden
unter einem in der Hauptsache komstanten Druck, der rund 1kg/cm? be-
tragt. Der Druck von 1 kg/em? heilt deshalb eine (technische) Atmosphire.
(Die davon etwas verschiedene ,physikalische Atmosphire“ entspricht
dem mittleren Luftdruck in Meereshéhe und ist zu 760 mm Quecksilber
== 1,0833 kg/cm? festgesetzt worden. In hoheren Lagen ist der Luftdruck
geringer, vgl. § 7.)

Zur Messung des Luftdrucks (Gasdrucks) dienen verschiedene Gerite, die,
soweit sie Druckunterschiede anzeigen, Manometer, soweit sie absolate
Drucke des sie umgebenden Gases anzeigen, Barometer heiflen. Zu beiden
Arten von Geriiten lassen sich Flissigkeitssiulen verwenden, vgl. § 8
und. 9; aber auch solche, bei denen der zu messende Druck auf eine Feder
wirkt, werden viel angewandt. Um den absoluten Druck der Luft zu messen,
kann man z. B. eine metallene Dose mit einem nachgiebigen Deckel, die luft-
leer gepumpt ist, so mit einer starken Feder verbinden, daf diese durch ihre
Spannung den Deckel gegen das Kindriicken durch den #uleren Luftdruck
stitzt. Wird dieses Gerdt, das noch ein Zeigerwerk zur stark vergroSerten
Wiedergabe der Deckelbewegungen enthilt, an einen Ort anderen Luftdrucks
gebracht, oder andert sich der Luftdruck von selbst, so ist durch den Zeiger
die Druckénderung erkennbar (sogenanntes Aneroidbarometer).

Das Gesetz, nach dem sich bei gegebenen Anderungen des Volumens der
Druck des Gases andert, ist zuerst von R. Boyle 1662 und dann noch einmal
‘unabhiingig von Mariotte 1679 entdeckt worden. Man nennt es daher
sBoyle-Mariottesches Gesetz“. Nach ihm verhalten sich (bei ein und
derselben Temperatur) die Drucke umgekehrt wie die Volumina. Wird also
eine Gasmenge auf die Hilfte ihres Volumens zusammengepreft, so verdoppelt
sich ihr Druck, und umgekehrt, wird ihr das doppelte Volumen dargeboten, so
sinkt der Druck auf die Hilfte. Man kann dieses Gesetz durch die Formel

pV:plI’l .............. (1)

ausdriicken, in der p, den anfanglichen Druck, V, das anfingliche Volumen
und p und ¥ zwei beliebige, aber zusammengehorige Werte dieser Grofen sind.

Das Volumen eines Gases ist auch mit der Temperatur sehr stark ver-
anderlich. Gay-Lussac fand 1816, da8 die Ausdehnung firr 1°C, falls der
Pruck konstant gehalten wird, immer 1/273° des Volumens bei 0°C ist, und
zwar fir alle Gase und Temperaturen — wenn man von Feinheiten absieht,
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die gleich noch erwihnt werden sollen. Man kann dieses Verhalten durch
die Formel ausdriicken:

V= Vo (tl + a’&) ............. (2)
wo ¥V, das Volumen bei 0°C, & die Temperatur nach Celsius und &t = ‘);—30

der ,Ausdehnungskoeffizient® ist.

Da die Formel (2) sich als unabbingig von dem jeweiligen Druck er-
wiesen hat, sofern dieser nur bei den in der Formel verglichenen Zustinden
jeweils konstant war, laBt sich die Formel (2) mit der Formel (1) verbinden.
Man erhilt damit die fiir alle Drucke und Temperaturen gleich verwendbare
Formel

pV=pVo(14a®) .. ... ....... (3)

In dieser bedeutet p, einen im iibrigen beliebigen, aber festgehaltenen Aus-
gangsdruck und ¥, das Volumen beim Ausgangsdruck p, und bei 0°C. Fir
die Gl (3) findet man vielfach den Namen Mariotte-Gay-Lussacsche
Gleichung. Man bezeichnet sie auch als ,Zustandsgleichung, da sie die
drei Zustandsgrofen Druck, Volumen und Temperatur miteinander verknipft.
Man nennt sie speziell ,Zustandsgleichung der idealen Gase“, weil die wirk-
lichen Gase gewisse Abweichungen von ihr zeigen. Diese Abweichungen sind
bei Gasen gewdhnlicher Dichte ziemlich unbedeutend, machen sich aber sehr
bemerklich, wenn die Gase stark verdichtet werden, und besonders, wenn
die Temperatur so stark erniedrigt wird, daB die Verfliissigung des Gases
einsetzt.

Diese Abweichungen werden in der zur Thermodynamik gehérenden Lehre
von den Zustandsgleichungen ausfithrlich behandelt. Hier mag nur eine der Ab-
weichungen kurz besprochen werden. Gl (1) wiirde ergeben, daBl bei ungeheuer
groBen Drucken das Gasvolumen uogeheuer klein wiirde, und mar kanu nach
der Formel ausrechnen, bei welehem Druck die Dichtigkeit des Wassers, bei
welchem die des Goldes usw. erreicht wiirde. Dies ist aber unrichtig. Es gibt
ein Grenzvolumen, iiber das hinaus das Gas durch keinen noch so hohen Druck
zusammengedriickt werden kann, bei dem also die Teilchen die dichtest mogliche

Lagerung haben. Man kann diesem Umstand durch eine Abénderung von Gl. (3)
Rechnung tragen, indem man schreibt:

PV — V) = po(Vo— V") (1 4 a9).
V' bedeutet dabei das kleine Grenzvolumen. V ergibt sich offenbdr fiir jedes
endliche p noch etwas grofler als V’; fir Volumina V, die groB gegen V' sind,
unterscheiden sich die Ergebnisse dieser Gleichung aber praktisch nicht von
denen der Gl. (1).

Bei der Verdichtung eines Gases wird Wirme erzeugt; das Boyle-
Mariottesche Gesetz, das nur fiir gleichbleibende Temperatur giiltig ist,
kann alsé nur dann wirklich beobachtet werden, wenn dem Gas wihrend oder
wenigstens nach der Verdichtung (Kompression) geniigend Zeit gelassen wird,
um die erzeugte Wirme abzugeben und wieder die Temperatur der Umgebung
anzunehmen. Das gleiche gilt fiir die bei der Ausdehnung (Expansion) auf-
tretende Abkithlung. La8t man dem Gase keine Zeit, seine Temperaturunter-
schiede auszugleichen, so muB offenbar bei der Verdichtung der Druck in
stirkerem Verhiltnis anwachsen, als das Volumen abnimmt. Die Thermo-
dynamik lebrt, daB in dem Falle, wo gar kein Austausch der erzeugten Wirme
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stattfindet, also bei extrem rascher Verdichtung und Verdiiunung, an Stelle
von Gl (1) die Formel

pV¥=p, V¥ - v o o v v e (4)
tritt, worin # == ¢p/cy, 4. h. gleich dem Verhiltnis der spezifischen Wirme bei
konstantem Druck zu der bei konstantem Volumen ist. Fiir trockene
atmospharische Luft ist * =— 1,405. Eine Kompression oder Expansion nach
dem Gesetz von Gl (4) nennt man im Gegensatz zu der nach Gl. (1), die man
isothermisch nennt, eine adiabatische Kompression oder Expansion.

Mit der adiabatischen Verdichtung ist eine Erwirmung verbunden, die
sich aus GL (3) und (4) berechnen liBt, mit der Ausdehnung natiirlich eine
entsprechende Abkithlung.

Anmerkung: Das in diesem Paragraphen geschilderte Verhalten eines Gases
findet eine sehr gute Erklirung durch die Annahme, daf die kleinsten Teile des Gases
mit groBer Geschwindigkeit durcheinanderschwirmen, uuter gegenseitigen StéBen
und Stollen gegen die Wand. Der Druck ist die Summenwirkung dieser Stofe,
die Temperatur ist gleichbedentend mit der kinetischen Energie der Teilchen.
Diese nimmt in der Tat bei der Verdichtung zu, da die Teilchen bei der elastischen
Reflexion an der ihnen entgegeunriickenden Wand ibre Geschwindigkeit steigern.

§ 6. Gleichgewichi einer sehweren Fliissigkeit. Die Wirkung des
Schwerefeldes auf irgendeine Masse m besteht darin, daf diese eine An-
ziehungskraft nach dem Erdmittelpunktl) von der Grole mg erfihrt; g ist
dabei die Beschieunigung des freien Falles und in unseren Gegenden gleich rund
9,81 m/s?. Die Kraft mg wird das Gewicht der Masse m genannt. Da Flissig-
keitsmengen vielfach nach dem Volumen gemessen werden, wird zweckmiBig
fir die Masse der Volumeneinheit ein besonderer Name eingefithrt. Man
nennt sie die Dichte und bezeichnet sie mit @. Irgendeine Flissigkeitsmenge
vom Volumen ¥V und der Dichte ¢ hat also eine Masse ¢V und ein Gewicht g V.
Das Produkt gg ist somit das Gewicht der Volumeneinheit. Es wird vielfach,
besonders in der technischen Literatur, mit einem besonderen Buchstaben
bezeichnet: go — ¥, und heifit Raumgewicht. Vielfach findet man dafiir
auch den Namen ,spezifisches Gewicht®. Dieses bedeutet aber Raumgewicht
bezogen auf Wasser als 1 oder, was dasselbe ist, Dichte bezogen auf Wasser
als 1. Das Raumgewicht stimmt damit nur bei besonderer Wahl der Einheiten
(cm und ggewicht; dm und kggewicht; m und t) iiberein. Fir m und kg z. B.
ist das Raumgewicht des Wassers y = 1000 kg/m? 2).

Da die Stirke der Erdanziehung ¢ nicht an allen Orten genau dieselbe
ist, ist die Griobe des Raumgewichts auch von Ort zu Ort etwas verdnderlich.
Die Physiker ziehen deshalb den Begriff der Dichte, der von der Stirke der
Erdanziehung unabhingig ist, vor. Fir hydrostatische Rechnungen ist jedoch
die Zusammenfassung des Produkts 9g zu dem Raumgewicht y bequem.

1) Dies ist nicht ganz genau, es trife nur dann zu, wenn die Erde nicht abge-
lattet wire und nicht rotierte. In Wirklichkeit schneidet die Lotrichtung fiir die
gewl:)hner der nordlichen Halbkugel die Erdachse etwas siidlich vom Erdmittel-
punkt,
?) Neuerdings wird fiir ,Raumgewicht® auch ,Wichte“ vorgeschlagen, als
Gleichklang zu ,Dichte“.
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Die Grundaufgabe der Hydrostatik, d. h. der Lehre vom Gleich-
gewicht schwerer Flussigkeiten, ist die Bestimmung der Druckver-
teilung (des ,Druckfeldes*)in einer homogenen schweren Flissigkeit.

Wir betrachten wieder das Gleichgewicht eines in der Flussigkeit ab-
gegrenzten Prismas gegen Verschieben in der Achsenrichtung und verwenden
zundchst eines nach Fig.6, dessen Achse wagrecht, also im rechten Winkel
zur Richtung der Erdschwere (zur ,Lotrichtung“) liegt. Das Gewicht des
Prismas hat also keine Komponente nach der Achsenrichtung, deshalb lassen
sich alle einschligigen Uberlegungen von § 4 wiederholen; sie liefern auch
hier p, = p,; durch Wiederholung der Schliisse fiir beliebige aneinander-
gereihte Prismen mit wagerechter' Achse findet man, dall an allen Punkten
einer wagerechten Ebene der Druck denselben Wert haben mu8.

Eine Beziehung zwischen verschiedenen wagerechten Ebenen erhilt man
nun durch Betrachtung des Gleichgewichts eines Prismas oder Zylinders mit
senkrechter Achse gegen Verschieben in senkrechter Richtung. Hier
finden wir das Gewicht des Prismas am Zustandekommen des
Gleichgewichts beteiligt. Abwarts wirkt das Gewicht G = ¢ V
= yFh, ferner — gema Fig. 8 — die Druckkraft auf die
obere Endfliche p, F, aufwiirts die Druckkraft auf die untere End-
fliche p, F. Das Gleichgewicht erfordert also, da

VFh+p F=p, ¥

ist, woraus

Po—pr=ph- .- - (]
folgt. (Druckunterschied zwischen den Stelien 1 und 2 gleich dem Gewicht
der dazwischenliegenden senkrechten Flissigkeitssiule vom Querschnitt 1.)
Wiederholte Anwendung dieser Uberlegung liefert das Ergebnis, daB der
Druck nach unten zu fortwahrend zunimmt, und zwar so, dafl er
fir jede Lingeneinheit um den Betrag y steigt. In jeder wage-
rechten Ebene ist er dabei konstant.

Fihrt man ein x y ¢- System ein, dessen #-Achse senkrecht nach oben
weist, und ist p, der Druck in der Horizontalebene ¢ — 0, so ist der Druck p
an irgendeiner anderen Stelle

p:po—-yg ............... (2)

Wie das mebrfach angewandte Erstarrungsprinzip lehrt (vgl. § 4), gilt diese
Beziehung ebenso in groflen, von der Flissigkeit erfiillten Réumen, wie auch
in beliebigen Réhrensystemen, in den Zwischenrdumen einer Kies- oder
Sandmasse usw. Voraussetzung ist nur eine homogene in sich zusammen-
hingende rubende Flissigkeit.

Handelt es sich um eine inhomogene Fliissigkeit (an verschiedenen
Stellen verschieden temperierte Flussigkeit, Salzlésung von an verschiedenen
Stellen verschiedenem Salzgebalt usw.), so 146t sich zunachst die Uberlegung
wit dem Prisma mit wagerechter Achse ohne jede Anderung ibertragen, es
orgibt sich also auch hier in jeder wagerechten Ebene derselbe Druck. Wir
greifen nun zwei solche wagerechten Ebenen mit dem (nicht zu grofSen) Ab-
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stand i heraus, Fig. 9, von denen die obere unter dem Druck p,, die untere
unter dem Druck p; steht, und betrachten zwei senkrechte Prismfén von
der Hohe 2 und dem mittleren Raumgewicht 9; beim linken und %, beim
rechten Prisma.

Das Gleichgewicht erfordert, dai p; — p, = p, b links und p, — p, =y, h
rechts sei. Das ist aber nur nebeneinander méglich, wenn p, — p, ist.
Anders kime kein Gleichgewicht zustande, die Fliissigkeit wiirde sich in Be-
wegung setzen. Wir konnen die Betrachtung verfeinern, indem wir die
Héhe h sehr klein nehmen und die Betrachtung fiir beliebig viele Paare
von benachbarten Horizontalebenen wiederholen, Wir erhalten also das Er-
gebnis: In einer inhomogenen schweren Flissigkeit ist Gleich-
gewicht nur so moéglich, daB in jeder wagerechten Schicht die
Dichte konstant ist. In diesem Resultat ist
gleich die Frage nach dem Gleichgewicht zweier
ubereinandergeschichteter, sich nicht mischender
1A 1R Flussigkeiten verschiedener Dichte mit entschieden.
A Deren Gleichgewicht erfordert gemifl unserem Satz,

daB die Trennungsfliche eine horizontale
Fliche sei. Man kann natiirlich die Betrachtung von Fig. 9 auch un-
mittelbar auf zwei iibereinandergeschichtete homogene Fliissigkeiten anwenden,
deren Trennungsfiiche in zunichst unbekannter Weise zwischen unseren
beiden Horizontalebenen verliuft und kommt so zum selben Ergebnis.

PFig. 9.

#

Beziiglich der Stabilitit einer solchen Fliissigkeitsschichtung ist noch
zu bemerken, daf sich immer die weniger dichte Flissigkeit iiber der
dichteren befinden muB. Die umgekehrte Schichtung ist labil; die geringste
Stérung bringt sie zum Umsturz,

Uber den Beweis bierfiir sei kurz bemerkt, dab man ihn_wieder an Fig. 9
ankniipfen kann; man nimmt dabei eine gestdrte, also z B. etwas geneigte
Trennungsschicht zwischen den beiden Horizontaleberen an und berechnet die
dabei auftretenden Druckunterschiede. Im stabilen Falle suchen diese die Neigung
der Trennungsschicht zu verkleinern, im labilen zu vergréBern.

Fir stetig veranderliche Dichte gilt genau Entsprechendes. Stabilitit
ergibt sich, wenn die Dichte nach oben zu tberall abnimmt. Im Gegensatz
zu der stabil geschichteten inhomogenen Flissigkeit stellt die homogene Fliissig-
keit den Fall des indifferenten Gleichgewichts dar. Bei ihr konnen beliebige
Teile willkiirlich verschoben werden, ohne daf dadurch irgendwelche das
Gleichgewicht storende Krifte entstiinden.

Was die Druckverteilung in der inhomogenen Flissigkeit betrifft, so gilt
fir jede Schicht, in der die Dichte noch geniigend homogen ist, die
Gl. (1) dieses Paragraphen in der differentiellen Form:

dp = —ydeg « « v oo (1a)

Ist ¢ als Funktion der Hohe 2z gegeben, so fiihrt eine Integration zu der
Beziehung
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§ 7. Gleichgewicht eines schweren Gases. Dio Bedingungen fiir
das Gleichgewicht einer schweren Gasmasse stimmen in allem Grundsitzlichen
mit denen fiir das Gleichgewicht einer Fliissigkeit tiberein; die Gleichungen
des vorigen Paragraphen kénnen daher ohne weiteres auch hier tibernommen
werden. In vielen Fillen, so bei méaBiger Héhenauedehnung einer Gasmasse,
kann das Raumgewicht der Gasmasse als raumlich konstant angesehen werden.
Dann lassen sich GL (1) und (2) des vorigen Paragraphen anwenden,
d. h. das Gas darf als eine homogene Fliissigkeit wie irgendeine andere an-
gesehen werden. Bei grofer, z. B. nach Kilometern zihlender Hohenaus-
dehnung ist dies aber nicht mehr zuléssig. Die Druckunterschiede sind hier
so groB, daf sich infolge der Zusammendriickbarkeit merklich verschiedene
Dichten oben und unten ergeben. Auch Temperaturverschiedenheiten
spielen vielfach eine Rolle. Hier muB also mit der Formel fiir inhomogene
Flissigkeiten gerechnet werden. Diese wird aber hier zweckmifig etwas
anders geschrieben, da y nicht von vornherein als Funktion der Héhe #
bekannt ist, sondern durch den Druck p bestimmt wird. Wir dividieren
Gl. (1a) durch % und integrieren. Das gibt

J'd_P=g ......... Ce e (4)

Dieses Integral gibt je nach dem Gesetz, nach dem die Temperatur verteilt
ist, noch verschiedenen Wert. Wir wollen uns hier darauf beschrinken, als
wichtigstes Beispiel den Fall konstanter Temperatur zu behandeln. Das
Raumgewicht p, das als Gewicht der Volumeneinheit dem Volumen einer be-
stimmten abgegrenzten Gasmenge umgekehrt proportional ist, ist gemafl dem
Boyle-Mariotteschen Gesetz dem Druck proportional, also

.
' . 7} - 7’0 poy
damit wird ?"d "k
J.l’=@[_£=221”1?° ...... (®)
7 Yol D Yo P
p P
Po

7—,— ist dabei, wie leicht aus Gl. (1) zu entnehmen ist, die Hohe einer
)

Flussigkeitssiule von dem konstanten Raumgewicht y,, an deren unterem
Ende der Druck p, und an deren oberem Ende der Druck Null herrscht.
Man nennt diese Hohe die ,Hohe der gleichférmigen Atmosphire®.
In bezug auf die wirkliche Atmosphire stellt sie nichts weiter als eine be-
queme Rechengrofe dar. Wir wollen sie hier als Beispiel zahlenmaSig
ermitteln. Dazu bendtigen wir eine Zahlenangabe iber y,. Man kann
solche Zahlenangaben gewinnen, indem man ein mit einem Hahn versehenes
Gefif, das vorher luftleer gepumpt ist, auf einer empfindlichen Waage wigt
und es dann, nachdem man den Hahn geéffnet und den Temperaturausgleich 1)

1) Die Luft im Gefa ist zundchst durch die Arbeitsleistung der #uBeren
Atmosphire beim Eindringen in das Gefal erwirmt.



14 Gleichgewicht eines schweren Gases. I, § 7.

abgewartet hat, zum zweitenmal wigt. Da es vorher leer war und jetzt mit
Luft gefillt ist, ist es notwendigerweise um das Gewicht G seines Luftinhalts
schwerer geworden. Ermittelt man noch den Volumeninhalt V des GefaBes,
otwa dadurch, daB man es noch einmal luftleer pumpt und den Hahn unter
Wasser o6ffnet, und das mit Wasser gefillte Gefd von neuem wigt, dann

ergibt sich daraus das zu dem Druck p, am Boden gehérige y, = g - Fur

jeden anderen Bodendruck p, wire p, proportional umzurechnen, Wir wollen
der einfacheren Rechnung wegen annebmen, dafl p, gerade — 1kg/cm? be-
trigt. Dann ist fir mittelfeuchte Luft von der Temperatur &

zu setzen. (Fir einen Druck p, gleich einer physikalischen Atmosphire
== 1,0333 kg/om? wire statt 1,245 die Zahl 1,286 fiir mittelfeuchte und
1,293 fir kinstlich getrocknete Luft einzusetzen.)

U nun 20 zu berechnen, muB man p, im gleichen MaBsystem wie y,
o

ausdriicken. Es ist 1kg/em$ = 10000kg/m?, also ist

po 10000
v = 1315 (14 «®) = 8030 (1 +ad)

kg kg

Die Dimension ist — : m. Die Hohe der gleichférmigen Atmosphire
m? m?

fiir mittelfeuchte Luft ist also (unabhingig vom Druck, aber abhingig von
der Temperatur) == 8030.(1 4+ ¢9¥)m. Wir setzen sie gleich Hy Die
Gl. (4) liefert dann zweimal angewandt:

2 _—_Holngf; .e,—_-Holn%:,
also

51—~52=Holn£3 ......... .- - (B)

1
Dies ist die sogenannte barometrische Hohenformel (sie heiflt so, weil die
Drucke mit dem Barometer gemessen werden, vgl. § 9). Durch Umkehrung
von GL (6) erhalten wir die Abbingigkeit des Druckes von der Hohe:

~t=a
p=mp.e H ... 0. 2
Durch eine Betrachtung analog derjenigen, die an Fig. 8 angekniipft wurde
ist leicht zu erkennen, daB das Gewicht einer Luftsiule von der Grundfliche F,
die von der Stelle # sich nach oben bis an die Grenze der Atmosphire er-
streckt, gleich F'p ist. p ist demnach unmittelbar gleich dem Gewicht der
iiber der Stelle # befindlichen Luftsaule vom Querschnitt 1. Fig.10 stellt den
Inbalt von Formel (7) graphisch dar. Der Druck nimmt mit wachsender
Hishe dauernd, aber immer schwicher ab, Er wird dabei fiir unendlich grofe
Hohe gleich Null. Die Druckabnahme mit der Hohe 1aBt sich in der freien
Atmosphire leicht messend verfolgen, wenn man mit einem DruckmeSgerit
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(Barometer) einen Turm oder Berg besteigt. Auch in einem mehrstockigen
Hause ist sie bereits bequem nachweisbar. Man kann die beobachteten Druck-
unterschiede, wenn die Lufttemperaturen mit festgestellt werden, zu einer
(recht zuverlissigen) Bestimmung der Hohenunterschiede verwenden. Fiir
Luftfahrzeuge ist dies die aligemein verwandte Methode Fig. 10.

der Hohenermittlung (bei bekannter Hohendifferenz laft

sich die Methode natiirlich auch zur Bestimmung des +
mittleren Raumgewichts der zwischenliegenden Luft- by
schicht verwenden).

Ist die Temperatur in der Luftmasse nicht kon- —~+—\—
stant, so kann die Hohenformel immer noch fiir Hohen- T
abschnitte angewendet werden, innerhalb denen die j‘:
Temperaturunterschiede nicht mehr grofi sind. Die zu —
jedem Hshenabschnitt gehdrige Atmosphirenhéhe Hy

i ),

' Druckverteilung in einer
wird dann fiir den Mittelwert der Temperatur in dem Atmosphire konstanter

Hohenabschnitt berechnet. Temperatur.

Es ist nun noch die Frage zu entscheiden, wann das Gleichgewicht einer
geschichteten Gasmasse stabil ist und wann nicht. DaB die oberen Schichten
leichter sind als die unteren, geniigt nicht, und zwar deshalb nicht, weil eine
Gasmasse bei einer Auf- oder Abwirtsbewegung unter anderen Druck kommt
und dabei ihre Dichte sndert. Die richtige Antwort auf unsere Frage ist die
folgende: Stabilitit herrscht, wenn ein Gasteil, der in die Héhe gehoben wird,
unter dem meuen Druck dichter ist als seine neue Umgebung, und wenn ein
Gasteil, der herabgedriickt wird, unter dem neuen Druck weniger dicht ist als
seine neue Umgebung. Denn in diesem Falle wird der Gasteil nach seiner
alten Lage zuriickstreben. Es gibt eine Schichtung (Temperaturverteilung)
in einer Gasmasse, die in diesem Sinne der homogenen Fliissigkeit entspricht,
die also indifferentes Gleichgewicht der Gasmasse bedeutet. Damit dies zu-
trifft, muB jeder Gasteil, der irgendwo weggenommen wird, nach der Verschie-
bung so in die neue Umgebung hineinpassen, als ob er ihr immer schon
angehort hitte. Nun verhdlt sich der (Gasteil bei der Druckénderung, so-
lange Gelegenheit zu Wirmeaustausch fehlt, adiabatisch. Ist die Schichtung
nun derart, daB Druck und Dichte sich nach der adiabatischen Zustands-
dnderung f[vgl. § 5, GL (4)] verhalten (also p proportional $%, da 9 sich
dem Volumen reziprok verhilt), so kommt tatsichlich jeder gehobene oder
gesenkte Gasteil immer wieder in eine Umgebung von der Temperatur, die er
durch seine eigene adiabatische Zustandsinderung selbst erhalten hat, und er
hat dadurch auch gar keine Gelegenheit, Wirme auszutauschen. Diese
nadiabatische Schichtung® hat, wie man zeigen kann, auch das mit
der homogenen Fliissigkeit gemein, da8 sie durch kriftige Durchmischung
aus einer urspriinglich anders gearteten Schichtung entsteht, ebenso, wie z. B.
eine urspriinglich inhomogene geschichtete Salzlésung durch Umrihren
homogen gemacht wird.

In atmospharischer Luft ist .die adiabatische Schichtung dadurch gekenn-
zeichnet, daB die Temperatur fiir rund 100 m Héhe um 1°C abnimmt. Eine
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geringere Temperaturabnahme als dieser Betrag bedeutet bereits Stabilitit,
Temperatursunahme nach oben also eine noch stirkere Stabilitit. Eine
stiirkere Temperaturabnahme als 1° auf 100 m Héhe wird in der freien Atmo-
sphire im allgemeinen nicht gefunden, da sie labilen Zustinden entspriche.
Man findet sie allerdings in der Nihe des Erdbodens, wenn dieser heiffer ist
als die Luft. Diese ist dann allerdings nicht im Gleichgewicht, sondern ist
von vertikalen auf- und absteigenden Stromen durchsetzt.

§ 8. Wechselwirkung von Luftdruck und Fliissigkeitsdruck;
Fliissigkeitsmanometer. Den Druckunterschied der Luft in einem GefdS
gegeniiber der duferen atmosphirischen Luft kann man, solange er nicht zu
groB ist, sehr gut durch ein teilweise mit einer Flissigkeit gefiilltes U-formiges
Rohr messen, vgl. Fig. 11. Sieht man von dem Eigengewicht der Luft ab, so
ergeben sich dabei folgende Beziehungen. An der Stelle A ist der Flassig-
keitsdruck gleich dem Luftdruck im GefiB, p,. In dem anderen Schenkel
des ,, U-Rohres” ist in gleicher Hohe, also bei B, derselbe Druck vorhanden
(kommunizierende GefiBe!); der freie Fliissigkeitaspiegel in diesem Gefif sei
bei C; dort ist der Flissigkeitsdruck gleich dem Druck der Atmosl;hii,re, Po-
Nach den Beziehungen von § 6 ist nun, wenn die Héhe BC = h gesetzt wird,

Py =Py +7h

Das mit Fliissigkeit gefiillte U-Rohr ist also zum Messen solcher Druckunter-
schiede sehr geeignet. Es wird in verschiedenen Abinderungen praktisch
Fig. 11. Fig. 14. angewandt. Um nicht an zwei
Stellen (4 und C in Fig. 11)

& Flussigkeitshohen ablesen zu
miissen, gestaltet man hiufig den
einen Schenkel zu einem weiten
Topf um, in dem dann die

2T : Spiegelb: hr klein wird
Hydrostatische Druck- Fliissigkeits- plege' ewegnng soht Tem wir
messung (U-Rohr). manometer. (vgl. Fig.12). Fir Ausfithrung

der ,Nullablesung* muf man hier
beide Offnungen mit der Atmosphire verbinden. Fir sehr kleine Druckunter-
schiede wendet man eine verfeinerte Hohenablesung (mit einer Art Katheto-
meter oder mit Beobachtung einer auf Berithrung der Flissigkeitsoberfliche
einzustellenden Spitze mit einer Lupe) an, oder man verwendet geneigte Glas-

Fig. 18. Fig. 14.
[ @ el e
& oA =Tl 1
o e P
T8plersche Drucklibelle. Mikromanometer.

rohren wie bei der Toplerschen Drucklibelle (Fig.13), oder bei dem Krell-
schen ,Mikromanometer* (Fig.14). Einer Verschiebung der Flissigkeits-
siule in dem Rohr um den Betrag z entspricht bei beiden Instrumenten eine
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Spiegelhohenéinderung von h == zxsine und daher ein Druckunterschied
Py — py = yxsine. Dabei ist es aber nicht leicht, die kleine Neigung «
geniigend genau zu bestimmen; man kann sich auch nicht ohne Priifung auf
die unbedingte Geradheit der Rohren verlassen. Deshalb empfiehlt sich fiir
genauere Messungen eine Eichung.

Beim Krellschen Mikromanometer kann diese so vorgenommen werden, da8
man zunichst den Durchmesser d des genau zylindrisch ausgedrehten Topfes miBt,
und dann, nachdem die auf dem Grundbrett des Instruments angebrachte Libelle
sorgfaltig eingestellt ist, mehrmals passende abgewogene Mengen der Flissigkeit
in den Topf nachgieBt und den jeweils zugehdrigen Stand der Flissigkeit im Rohr
an der Skala abliest. Die zugegossenen Mengen breiten sich in dem Topfe aus
und belasten so den urspriinglichen Flussigkeitsspiegel mit einem Druck gleich

dem abgewogenen Gewicht dividiert durch die Kreisfliche % d2. Das Gleich-

gewicht des urspriinglichen Flissigkeitssystems ist dabei dasselbe, als wenn ein
gleicher Druck von der Luft ausgeiibt worden wire. Dal in Wirklichkeit die zu-
gegossene Fliissigkeit sich mit der bereits im Topfe befindlichen mischt, ist fiir
unsere Uberlegung belanglos. Aus den zusammengehdrigen Drucken und Fliissig-
keitsstinden laBt sich dann eine ,Eichkurve“ oder Eichtabelle ableiten.

Die Téplersche Drucklibelle 138t sich als #uBerst empfindliches Gerat fir
kleinste Druckdifferenzen ausgestalten, wenn man die von Tépler selbstl) an-
gegebenen Keinheiten beachtet. Die Rohre r»’ in Fig. 15 enthalt einen etwa
25 em langen Faden einer nicht flichtigen, i
leicht beweglichen Flissigkeit (Xylol) und Fig. 15.
befindet sich in einem Wasserbade W mit
Glaswinden unmittelbar vor einer Millimeter-
teilung. Das Bad selbst ruht auf einer Me-
tallplatte p, deren Neigung mittels der
Schraube s verstellt werden kann; die Ver-
drehung der Schraube kann an einem Index
abgelesen werden. Da die Ganghohe der
Schraube bekannt ist, kann hiermit auch
die Neigung der Platte p ermittelt werden. Toéplersche Drucklibelle.
Ein an der Platte p befestigtes Mikroskop M
gestattet die rechtsseitige Kuppe der FYﬁssigkeit in ihren Bewegungen zu beob-
achten. Ist die Nullstellung der Drucklibelle abgelesen (gleicher Druck bei r
und r'), so liBt sich eine eintretende Druckdifferenz durch die Verschiebung .der
Flussigkeitskuppe oder durch die Schraubendrehung, die sie rickgingig macht,
messen. Die fiir die erstere Beobachtungsart erforderliche Eichung wird dadurch
erhalten, dal die bei Verdrehung der Schraube s ohne Druckdifferenz erfolgende
Kuppenverschicbung beobachtet und mit dem Neigungswinkel ¢, der durch die
Schraubenbewegung hervorgerufen wird, in Beziechung gebracht wird. Ist die
Kntfernung der beiden Enden des Flissigkeitsfadens — a, so ist die hydrostatisch
wirksame Hohendifferenz /. = asing. Topler konnte bei besonders empfindlicher
Einstellung (sehr kleinem Knickwinkel ) noch Druckdifferenzen von 10—8 kg/cm?
= 10—+tkg/m? nachweisen. (Der Knick ist in Fig.15 in der Gegend des Buch-
staben W zu denken; er ist nicht gezeichnet.)

Die Verwendung der Fliissigkeitsmanometer hat zu einer besonderen Art
von Druckeinheiten gefiihrt, die praktisch sehr viel verwendet werden. Es
liegt nahe, den Druck durch die Hohe der Fliissigkeitssiule selbst zu messen;
man spricht deshalb, da die verschiedenen Fliissigkeiten ihres verschiedenen
Raumgewichts wegen unterschieden werden miissen, von ,Millimeter Wasser-
sdule®, ,Millimeter Quecksilber“, abgekiirzt mm WS, mm QS usw. Es ist
1mm W8 = 1kg/m? = 10—*kg/ecm?, wie leicht durch Nachrechnen zu be-
stitigen ist (eine Wassermenge von 1m? Grundfliche und 1 mm Hoéhe hat
gerade 1 Liter Inhalt und wiegt 1kg). Die erstere Bezichung ist besonders
bequem zu merken; sie hat dem DruckmaB 1kg/m? zu einer weiten Ver-

!) Wiedem. Ann. 84, 790, 1888 und 56, 609, 1895.
Prandtl, Stromungslehre. 2
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breitung in der Technik (Liftungstechnik, Flugtechnik usw.) verholfen. Dabei
ist Wasser als MefSflissigkeit sebr weuig geeignet, sobald es sich um héhere
Ablesegenauigkeit handelt, da es leicht unregelmalig an den Winden des
Glasrohres hangt. Sehr viel besser sind alle fettlosenden Flassigkeiten (Al-
kohol, Toluol, Xylol usw.). Fir grofere Druckunterschiede empfiehlt sich
Quecksilber, das in reinem Zustand sebr saubere Einstellung in einem nicht
zu engen Glasrohre liefert. Wegen des spezifischen Gewichtes 13,6 (genauer
13,695 bei 0°) ist 1mm QS = 13,6 kg/m? = 0,001 36 kg/cm3. Umgekehrt
ist 1kg cm? = 735,5mm QS. Die Druckeinkeit 1 mm QS wird aus meB-
technischen Grinden von den Physikern stark bevorzugt. Neuerdings wurde
fir sie die Bezeichnung , 1 Tor“ vorgeschlagen (zu Ehren von Torice]llz,
siehe § 9).

§9. Unterdruck. Barometer. Pumpt man aus dem Gefal von Fig. 11
etwas Luft heraus, so daB der Druck dort kleiner wird als der auflere Atmo-
sphirendruck, so wird die Fliissigkeit in dem Schenkel A des U-Rohres hiher

Fig. 16. stehen als in dem Schenkel B, sie wird, wie man sagt,
»in die Hohe gesaugt®. FEine etwas abgeinderte
Anordnung fiir das gleiche Experiment zeigt
Fig. 16.

Man spricht in dem Fall der Fig. 11 von , (ber-
druck® in dem GefiB, in dem Fall der Fig.16 von
»,Unterdruck“, und zwar versteht man unter der
Zahlenangabe fir den Uberdruck oder Unterdruck
jeweils die Druckdifferenz gegen die dullere Atmo-
sphire, die durch die Hohe i der Flussigkeitssiule
in Fig.11 bzw. 16 gemessen wird,

Vom physikalischen Standpunkt erhebt sich nun die Frage, wie hoch
es gelingt, eine Fliissigkeit in die Hohe zu saugen. In alter Zeit machte man
sich fiir das Ansteigen einer Flissigkeit beim Saugen eine ,Erkliarung®, indem

i

man von einem ,horror vacui“, von einer ,Scheu vor dem Leeren“ sprach,
und man fiihlte sich mit diesem Wort, das schliefilich nur die Tatsache fest~
stellte, zufrieden. Ob der horror vacui beliebig stark war oder Grenzen
hatte, dariitber wurden keine Untersuchungen angestellt. Das Milgeschick
von Florentiner Pumpenmachern, die bei einer Wasserpumpe das Saugventil
mehr als 10 m iiber dem Wasserspiegel anbrachten und dann durch alle Miihe
das Wasser nicht so hoch bringen konnten, gab den AnstoB, daf Galilei
sich mit der Sache befalte. Indessen hat erst sein Schiiler Toricelli auf
Grund eines Experiments mit Quecksilber, das auf seine Anregung hin sein
Freund Viviani 1643 gemacht hatte, den richtigen Sachverhalt erkannt.
Von unserem Standpunkt ans ist die Antwort auf die oben gestellte
Frage nicht schwer. Saugen ist nichts anderes, als weniger stark driicken,
als die duBere Atmospbdre driickt. Den Druck in dem Gefd von Kig.16
kann man nicht kleiner machen, als er wird, wenn simtliche Luft aus dem
Gefal weggepumpt wird. Er ist dann gleich Null. Die Flissigkeitssiule
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kann also hochstens so hoch steigen, daB ihre Hohe k2 dem vollen Luft-

0

druck p, entspricht: k == 1; Das erwihnte Experiment Vivianis bestand

nun darin, daB er eine zwei Ellen (120 cm) lange Glasréhre mit an einem
Ende angeblasener Kugel von dem anderen, offenen Ende her ganz mit Queck-
silber fiillte und nun dieses Ende mit dem Finger verschloB, dann die Réhre
umkehrte und mit dem Ende in ein flaches Gefaf mit Quecksilber brachte.
Wurde nun der Finger weggezogen, so sank das Quecksilber, einen leeren
Raum zuricklassend, anf 11/, Elle (75 cm) iiber dem Quecksilberspiegel. Tori-
celli schloB daraus richtig, daB die so beobachtete Quecksilbersiule dem
duleren Luftdruck, oder wie man auch sagen kann, dem Gewicht einer Luft-
sdule vom gleichen Querschnitt, die bis an die Grenzen der Atmosphire reicht,
Gleichgewicht hilt. Toricelli beobachtete auch schon, daf die Quecksilber-
siule nicht immer dieselbe Héhe hatte, und schlof daraus, daf der Luftdruck
gewissen Schwankungen unterworfen sei. Diese Tatsache ist fiir die Meteoro-
logie von grofler Wichtigkeit geworden. Toricelli schloB auch bereits, dag
der Luftdruck auf einem Berge geringer sein miisse als im Tal und deshalb
die Quecksilbersiule dort niedriger stehen miisse als unten. Den Nachweis
hierfiir bat einige Jahre spiter Perrier auf Anregung von Pascal erbracht,
indem er die Hiohe der Quecksilbersiule auf dem Puy de Dome und am FuBe
diesos 975 m hohen Berges maB und einen Unterschied von 3 Zoll in dem
verlangten Sinne feststellte. Von Pascal stammt auch der Name Baro-
meter fir das Gerdt, der sich allgemein eingebiirgert hat. Dieser Name
(vom griechischen barys — schwer) deutet an, dal mit diesem Instrument
das Gewicht der iiber dem Ort lagernden Luftsiule gemessen wird.

Hier sei noch eine auf das Barometer begriindete Druckeinheit erwabnt,
die sogenannte ,physikalische Atmosphire“. Der mittlere Barometer-
stand in der Hohe des Meeresspiegels betrigt rund 760 mm QS. Man ist
iibereingekommen, diesen Barometerstand bei 0° Quecksilbertemperatur als
Normalzustand der Atmosphire anzusehen und nennt den zugehdrigen Luft-
druck auch ,eine Atmosphire“. Der Zusatz ,physikalisch wird gemacht,
weil, wie bereits frither erwihnt, die von den Ingenieuren verwendete tech-
nische Atmosphire — 1kg/cm? daneben steht. Da das spezifische Gewicht des
Quecksilbers bei 0°C ==138,595 ist, also 1cm3 13,595g wiegt, entspricht
einer Quecksilbersiule von 76 ¢cm ein Druck von

76.13,596 = 1033,2 g/cm? = 1,0332 kg/em?.

Diesem Druck entspricht, wie hier angemerkt werden mag, eine Wassersiule
von 10,332 m Hohe (, Wasserbarometer“). Die Saughdhe von Pumpen muB
also geringer sein als dieser Betrag (wegen schidlicher Réume und Undicht-
heiten zweckmiBig nicht iiber 6 bis 7 m).

Da in der vorstehenden Definition der physikalischen Atmosphire die
Erdanziehung eine Rolle spielt, und diese nicht an allen Stellen der Erde
denselben Wert hat, muB fiir hohere Genauigkeitsbediirfnisse bei der Definition
der Druckeinheiten ein bestimmter Wert der Erdbeschleunigung g zugrunde

9
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golegt werden. Man hat als Normalschwere den Wert 980,665 cm/s%, nim-
lich den Wert, der dem 45. Breitengrad im Meeresniveau entspricht, fest-
gesetzt. Unter einer anderen Schwere (= g) wird damit die Normalatmo-

1,0332 .980,6
sphire durch 1,0332 . 980,665 ortliche Kilogramm auf das Quadratzentimeter

gemessen. Um von diesen etwas willkiirlichen Festsetzungen frei zu
werden, hat man eine an das CGS-System angeschlossene Druckeinheit vor-
geschlagen, und zwar wird das Millionenfache der Druckeinheit 1 Dyn/cm?
als ,Bar“ bezeichnet. Dem Bar entspricht bei der Normalschwere eine Queck-
silbersdule von 750,06 mm Héhe.

§10. Fliissigkeitsgleichgewicht bei anderen Kraftfeldern. Bei
den Darlegungen von § 6 bis 9 ist ein homogenes Schwerefeld zugrunde
gelegt worden, also eine iiberall gleich starke und gleich gerichtete Erd-
beschleunigung vorausgesetzt worden. Dies trifft auf maBige Riume geniigend
genau zu und reicht daher fiir die meisten Anwendungen aus. Handelt es
sich aber z. B. um Anwendung auf ein Gebiet auf der Erde, das nicht mehr
klein gegen den Erdradius ist, dann muB davon Rechenschaft genommen
werden, daB die Erdbeschleunigung in Grofie wie Richtung verinderlich ist.
Bei einer relativ zu einem gleichformig rotierenden Gefil ruhenden Fliissigkeit
hat man zur Schwere die Zentrifugalbeschleunigung hinzuzunehmen, um mit
dem rotierenden Raume wie mit einem ruhenden rechnen zu koénnen. Wir
wollen deshalb ganz allgemein die Frage behandeln, wie es mit dem Gleich-
gewicht einer homogenen oder nicht homogenen Flissigkeit in einem Kraft-
fold allgemeiner Art steht, dessen Kraft auf die Masseneinbeit (d. h. dessen
Beschleunigung) von Ort zu Ort nach Stirke und Richtung verdnderlich ist.

Wir kniipfen an die Erorterungen von § 6 an und stellen leicht fest, daf
wie dort in jeder Richtung senkrecht auf der jeweiligen Kraftrichtung der
Druck sich nicht sndern kann (Gleichgewicht eines kleinen Prismas nach
Fig. 6 mit Achse senkrecht zur Kraftrichtung). Weiter stellen wir fest,
daB in der Kraftrichtung der Druck zunehmen muB, und zwar so, daB
ist (Gleichgewicht eines kleinen Prismas entsprechend Flg 8 mit der Hohe dh
parallel der Kraftrichtung, dp Druckanstieg, g Stirke des Kraftfeldes). Aus
der ersteren Beziehung folgt zunichst, wenn man die Gesamtheit der zur
Kraftrichtung senkrechten Richtungen in einem Punkt zusammenfalBt, dal
auf dem zur Kraftrichtung senkrechten Flichenelement der Druck konstant
sein muf. Fir den Fall, daB sich die aneinander angrenzenden Flichen-
elomente zu einer endlichen Fliche zusammenfassen lassen, wenn also, wie
man sagt, das Kraftfeld Normalflichen besitzt, dann folgt aus obigem, dal
lings jeder solchen Normalfiiche der Druck konstant ist. Wenn ein Kraft-
feld keine Normalfliche besitzt, dann ist auch kein Gleichgewicht einer Fliissig-
keit in diesem Kraftfeld méglich?).

1) In diesem Falle wiirde eine senkrecht zu den Kraftlinien fgezogene Schleifen-
linie, die zu derjenigen Kraftlinie, von der sie ausging, surickfiihrt, nicht wieder
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Wir nehmen nun an, daB das Kraftfeld Normalflichen besitzt, und be-
trachten zwei solche Normalflichen mit den Drucken p und p + dp. Wir
greifen, vgl. Fig. 17, zwei Stellen 1 und 2 heraus und stellen fest, daB dp
gemil der obigen Beziehung einerseits = g, @, dk,, andererseits auch g, 03dh,
ist. In dem Falle, daB @ entweder konstant oder eine Funktion von p ist
{homogene Fliissigkeit oder homogenes Gas, vgl. § 6 und 7), ist im letzteren
Falle wegen p, = p;, 0 = @y, und es bleibt
g:dhy = gydhy. Nun ist gdh die Arbeit, die von
der Feldkraft beim Ubergang von der einen Normal-
fliche zur anderen geleistet wird. Daf nun, wie
unsere Betrachtung lehrt, diese Arbeit zwischen
den beiden Normalflichen an allen Stellen den-
selben Wert hat, ist das Kennzeichen dafiir, dal
unger Kraftfeld ein Potential hat. Die Normalflichen sind dann Flichen
konstanten Potentials: Fiihren wir das Potential U an einem Punkte A durch
die Formel

Fig. 17

4
U={[gdh - - 0 o (2)
ein, so erkennt man, daB
dp = ¢dU oder dU:d,p, ......... (3)
@
geschrieben werden kann, woraus
4
d
UA — UB froseed [ —51 ............ (4)
B

folgt. In dem hier angenommenen Falle einer homogenen Flissigkeit oder
eines homogenen (Gases 148t sich die rechte Seite ausrechnen, und man erhilt
dann den Druck unmittelbar als Funktion des Potentials. Diese Ergebnisse
lassen sich also wie folgt zusammenfassen:

Im Falle der homogenen Fliissigkeit bzw. des homogenen Gases
ist nur Gleichgewicht moglich, wenn das Kraftfeld ein Potential
hat. Die Flachen konstanten Potentials, die senkrecht zur Feld-
kraft verlaufen, sindgleichzeitigauch Flichenkonstanten Druckes.
Der Druck steigt in der Richtung der Feldkraft an, und zwar ist
dp = pdU.

Bei der inhomogenen Fliissigkeit ist der Fall denkbar, dal zwar
91 dh, = gy d by ist, aber durch geeignete Verteilung der Dichte iiberall

1014k = @9:dhy
ist. Gleichgewicht wiire dann vorhanden, aber es ist leicht zu sehen, da8
das Gleichgewicht labil wire, denn man braucht nur Verschiebungen von

an den Ausgangspunkt zuriicklaufen, sondern je nach ihrem Umlaufesinn tiefer
oder hoher als dieser auf der Kraftlinie einmiinden. Ein Beispiel eines Vektor-
feldes dieser Art kann z B. gewonnen werden, indem man zundéchst zwei parallele
Ebenen durch eine Schar zu ihnen seukrechter, also unter sich paralleler Geraden
verbindet, nun die eine Ebene gegen die andere um eine der Geraden als Achse
%tv:n hverdreht. und die jetzt schraubenartig angeordneten Geraden als Kraftlinien
etrachtet.
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Flussigkeit langs der Normalfliche auszufithren, die keinerlei Arbeit erfordern,
und hat dadurch, da jetzt die Verteilung der Dichte geindert ist, das Gleich-
gewicht gestort. Wenn man sich also auf stabile Zustinde beschrinken will,
go kommen auch hier nur Kraftfelder in Betracht, die ein Potential besitzen.
Ist aber g,dh, = gydhy, s0o muB zur Erfillung des Gleichgewichts auch
01 = Qg sein. Wir stellen also fest-

Eine stabile Lagerung einer inhomogenen Flissigkeit ist nur
moglich, wenn das Kraftfeld ein Potential besitzt. Die Fliachen
konstanten Potentials sind gleichzeitig Flichen konstanten
Druckes und konstanter Dichte.

Die Formeln (3) und (4) sind also hier wieder verwendbar. Die Be-
dingungen fiir die Stabilitat der Schichtung sind dieselben, wie sie in § 6 und 7
fiir das homogene Schwerefeld auseinandergesetzt wurden.

Die in der Physik vorhandenen Kraftfelder haben, wenn man von gewissen,
durch elektrische Strome in magnetischen Feldern hervorgerufenen Kriften
absieht, fast immer ein Potential, so dal die obige Forderung eines Potentials
praktisch kaum eine Einschrinkung bedeutet. Von praktischer Bedeutung
ist aber die Forderung, daB auf allen Flichen konstanten Potentials die Dichte
je konstant sein muf. Diese Bedingung kann z. B. dadurch verletzt werden,
dab die Fliussigkeit oder das Gas ortlich erwirmt wird, wodurch sich die
Dichte dort verringert. In einem solchen Falle ist kein Gleichgewicht mehr
moglich, die erwarmte Flissigkeit setzt sich und damit auch ibre Nachbar-
schaft in Bewegung, und das Ganze kommt erst zur Ruhe, wenn die wiarmsten
Teile iiber den anderen geschichtet liegen.

Die freie Oberfliche einer Flissigkeit oder die Grenze einer Flissigkeit
gegen eine andere sich nicht mit ihr mischende Flissigkeit von anderer
Dichte folgt immer einer Flache konstanten Potentials; man findet deshalb fiir
die Flachen gleichen Potentials (,Aquipotentialfiichen*)
auch die Bezeichnung , Niveaufliche“ (freie Oberfliche oder
o ¥ Niveau einer gedachten Flussigkeit). Bei der Erdvermessung
7 bildet die Meeresoberfliche die grundlegende Niveaufliche,
= 2 auf die alle Hohen bezogen werden.

3 Die Anwendung der im vorstehenden dargelegten
N Gesetze moge an einem einfachen Beispiel erlautert werden.

Fig. 18.

M Es sei das Gleichgewicht einer homogenen schweren Fliissig-

keit behandelt, die in einem gleichformig um eine senkrechte

Achse rotierenden GefiB in relativer Ruhe ist. Wir stellen

zundchst den Ausdruck fiir das Potential auf, das sich

Fliissigkeit in additiv aus einem durch die Schwerkraft und einem durch
votlerendem Gefdll. 55 Zentrifugalkraft erzeugten Anteil zusammensetzt.

Nehmen wir Zylinderkoordinaten r und ¢ an, vgl. Fig. 18, und nehmen

die z-Koordinate nach oben positiv an, dann wird der Schwereanteil des

Potentials U, == U, — g2, wo g die Erdbeschleunigung und U, ein will-

kiirlicher Anfangswert ist. Fiir den Anteil durch Zentrifugalkraft hat man

zundchst den Wert der Beschleunigung =— ®2r zu setzen, mit & — der



1, § 10, Fliissigkeitsgleichgewicht bei anderen Kraftfeldern. 23

gemeinsamen Winkelgeschwindigkeit des Gefibes und der Flussigkeit. Daraus
folgt durch Integration in Richtung dieser Beschleunigung, also in Richtung
von r, der zweite Anteil des Potentials zu

@272
Uy = —— -
2 2

Im ganzen ist also

@2r?
U=U,+U;=Uy—ygzs+ 5

Die Flichen gleichen Potentials ergeben mit U = const:
@3yt
29

Die freie Oberfliche und alle Fliichen gleichen Druckes sind also Para-
boloide mit dem gemeinsamen Parameter g w2,

Der Druck selbst wird wieder p = py + U, also mit gg — y

p = const + yp (—z+ 5;)

z = comst +




Zweiter Abschnitt.

Kinematik der Fliissigkeiten. Dynamik der reibungsfreien
Fliissigkeit.

1. Vorbemerkung,

Die stromenden Bewegungen der Fliissigkeiten und die der Gase zeigen
8o viel Gemeinsames, dall es zweckmiBig erscheint, ihre Behandlung nicht zu
trennen. Die Gase sind zwar in viel hoherem MaBe zusammendriickbar als
die Flissigkeiten. Die Frage ist aber hier die, ob sie bei dem jeweils be-
trachteten Stréomungsvorgang merkliche Zusammendriickungen erfahren
oder nicht. Zu merklicher Zusammendriickung gehdoren betrachtliche Druck-
anderungen. Bei kleinen und mifig grofen Geschwindigkeiten, sowie bei
miabigen Hohenabmessungen der stromenden Gasmassen bleiben die Druck-
dnderungen aber gering gegeniiber dem im Mittel vorhandenen Druck, und
die Volumeninderungen sind dann so klein, daf man sie zur Vereinfachung
der Rechnung meist ganz vernachlissigt. Die Gasstromungen unterscheiden
sich dann in nichts mehr von denen volumenbestindiger Flissigkeiten. Be-
trachtet man Volumenanderungen von 1 v. H. als vernachldssigbar, so darf
man bei Stromungen atmosphirischer Luft von gewohnlicher Temperatur die
Formeln fiir volumeubestindige Strémung anwenden fiir Geschwindigkeiten
des Gases bis zu rund 50 m/sec und fiir Héhenausdehnungen bis zu 100 m
(vgl. §4b und 1. Abschn., § 7). (Die Volumendnderungen sind rund 10 v, H.
bei 160 m/sec und 1000 m Héhe). Die Volumeninderungen werden sehr be-
triichtlich und beeinflussen die Stromungsform in fithlbarer Weise, wenn die
Stromungsgeschwindigkeiten von der GréSenordnung der Schallgeschwindigkeit
(rund 340m, sec) werden. Bei Stromungsgeschwindigkeiten, die gréfer als
die Schallgeschwindigkeit sind, ergibt sich sogar ein gegeniiber dem bei ge-
wohnlichen Fliissigkeiten iiblichen Verhalten vollig geinderter Charakter der
Strémung.

In diesem und dem folgenden Abschnitt werden hauptsichlich Stré-
mungen ohne merkliche Volumeninderung behandelt werden. Um hierbei
nicht immer von ,Flissigkeiten und Gasen“ sprechen zu mitssen, wird im
folgenden das Wort ,Flissigkeit* als Sammelbegriff fiir Flissigkeiten und
Gase gebraucht werden. Die Gase wird man im Sinne dieses Sprachgebrauchs
als ,zusammendriickbare Flissigkeiten“ bezeichnen. Von den Besonderheiten
der Bewegungen mit starker Volumeninderung wird im vierten Abschnitt
berichtet werden.
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2, Kinematik der Fliissigkeiten.

§ 1. Darstellungsmittel. Von den stromenden Bewegungen einer
Flussigkeit wiirde man dadurch ein erschépfendes Bild gewinnen kénnen, da8
man von jedem Flissigkeitsteilchen fir jeden Zeitpunkt den Ort angibt, wo
es sich aufhilt; seine Ortsinderung in der Zeit liefert dann seine Geschwin-
digkeit und Beschleunigung. Mathematisch kann man zu diesem Zwecke so
verfahren, dal man zunéichst zur Untferscheidung der einzelnen Teilchen von-
einander ein besonderes, mit den Fliissigkeitsteilchen fest verbundenes, im
Raume aber bewegliches Koordinatensystem einfiihrt. Das kann z. B. so ge-
schehen, daf man zuniéichst eine Flichenschar a == const betrachtet, wobei a
in irgendeiner Anfangslage als Funktion der Raumkoordinaten x, y, £ ge-
geben sein kann. Nimmt man noch zwei weitere Flichenscharen b == const
und ¢ = const dazu, die man so wihlt, daB eine g-Fliche, eine b-Fliche und
eine ¢-Fliache sich immer nur in einem einzigen Punkte schneiden, dann ist
das Flissigkeitsteilchen in diesem Schnittpunkt durch die Werte von a, b
und ¢ vollstindig gekennzeichnet. Nach unserer Festsetzung soll nun ein
Fliissigkeitsteilchen die ,Fliussigkeitskoordinaten® a, b und ¢ dauvernd bei-
behalten, was darauf hinauskommt, daB jede Fliche o = comsf, und ebenso
jede Fliche b = const oder ¢ = const dauernd aus denselben Flissigkeits-
teilchen besteht. Die urspriingliche Wahl der Fliissigkeitskoordinaten ist
dabei willkiirlich und nur durch ZweckmiBigkeitsgriinde bestimmt. Man
kann z. B. auch die gewdhnlichen Koordinaten in irgendeiner Anfangslage
oder Ruhelage als Flussigkeitskoordinaten wihlen.

Die Aufgabe, die Bewegung, d. h. Ortsinderung aller Teilchen anzugeben,
besteht jetzt darin, die Werte der augenblicklichen Koordinaten x, y, 2 des
Teilchens als Funktionen der Zeit und der ,Flissigkeitskoordinaten® a, b, ¢
des Teilchens anzugeben. Man hat also.

x:Fl(aab’c,t)l
y=F@bet - - ... ... 1)
z=F3(a,b,c,t)l

Zur vollstindigen Beschreibung des Zustandes der stromenden Flissigkeit
gehdrt noch eine Aussage iiber den Druck p, und bei verinderlicher Dichte @
auch eine Aussage iiber diese. Die wirkliche Durchfiihrung dieses Programms
bis zam numerischen Endresultat gelingt aber nur in einigen dafiir besonders
geeigneten Fillen. Da es schlieBlich auch nicht so wichtig ist, die indi-
viduellen Schicksale der einzelnen Teilchen zu erfahren, begniigt man sich
meist mit einer einfacheren Darstellungsweise, die darauf ausgeht, lediglich
den an jedem Orte und zu jeder Zeit vorhandenen Strémungszustand niher
zu beschreiben, chne nach dem Verbleib der einzelnen Flissigkeitsteilchen zu
fragen. Handelt es sich um eine zeitlich gleichbleibende Stromung (,stationire
Stromung), so hat man hierzu nur fir jeden Ort des durchstrémten Raumes
die Geschwindigkeit nach GréSe und Richtung anzugeben, wozu noch ent-
sprechende Angaben iiber den Druck und gegebenenfalls die Dichte hinzu-
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kommen. Andert sich aber die Stromung in der Zeit, so sind solche Angaben
far jeden Zeitmoment erforderlich. Mathematisch werden diese Angaben meist
in der Form geleistet, daB man die drei rechtwinkligen Komponenten u, v, w
der Geschwindigkeit (und gegebenenfalls auch den Druck p und die Dichte )
als Funktionen der Raumkoordinaten #, y, 2 und der Zeit ¢ angibt, also fiir
u, v, w in Formeln:

v="rf(y el

Q)—_:fz(x,y,g,t) . . e (2)

w=f3(x,y, 2, t)[
Man pflegt das Formelsystem (1) nach Lagrange, das System (2) nach

Euler zu benennen, trotzdem schon Euler beide gekannt hat.

Wenn es in einem FEinzelfalle wiinschenswert ist, die Bahn eines Fliissig-
keitsteilchens zu verfolgen, so sind die drei simultanen Gleichungen dx — ud{,
dy = vdt, dz = wdt zu integrieren. Da die drei Integrationskonstanten un-
mittelbar als Flissigkeitskoordinaten a, b, ¢ gedeutet werden konnen, kommt man
hiermit auf die Darstellung (1) zuriick.

Um eine anschaulichere Darstellung vom augenblicklichen
Stromungszustand einer Fliussigkeit zu gewinnen, hat man die sogenannten
Stromlinien eingefithrt, die ganz analog den ,Kraftlinien® bei den Kraft-
foldern sind, ndmlich Linien, die iiberall in der Richtung der Strémung ver-
laufen, d. h. deren Tangente iiberall die Richtung des Geschwindigkeits-
vektors zeigt.

Die Differentialgleichungen der Stromlirien heillen:

dx:dy:dz =— w:v:w.
Bei einer stationiren Bewegung stimmen die Stromlinien mit den Bahnen der
Teilchen iiberein, bei der zeitlich veriinderlichen Bewegung dagegen durchaus nicht,
da die Stromlinien ein Bild der augenblicklieh nebeneinander vorhandenen
Geschwindigkeitsrichtungen geben, die Bahnen aber die im Laufe der Zeit von

einem Teilchen nacheinunder eingenommenen Geschwindigkeitsrichtungen
zeigen.

Es mag hier darauf aufmerksam gemacht werden, daf die Stromlinien
ein und derselben Stromung, ebenso wie die Bahnplinien, ganz verschiedenes
Aussehen haben, wenn das Bezugssystem gewechselt wird, wenn also z. B.
bei der Bewegung eines Kérpers in einer Flissigkeit der Beobachter relativ
zu der ungestorten Flissigkeit in Ruhe ist, und ein andermal sich mit dem
Koérper mitbewegt, so daB fitr ihn nun der Kérper rubt und die Flissigkeit
dem Korper entgegenstromt.

Die Stromlinien kénnen sichtbar gemacht werden, wenn man auf die
Flissigkeitsoberfliche oder in das Fliissigkeitsinnere kleine Teilchen streut,
die die Bewegung der Fliissigkeit mitmachen. Bei einer kurzen Zeitaufnahme
zieht jedes Teilchen auf der photographischen Platte einen kurzen Strich.
Diese Striche fiigen sich bei hinreichend dichter Bestreuung, wenn man die
Aufnahmen betrachtet, zu einem Stromlinienbilde zusammen (Bahnlinien
wirde man erhalten, wenn man bei wenig dichter Bestreuung lange Zeit-
aufnahmen macht). Die beiden Bilder stellen gleichzeitige Aufnahmen der
Bewegung einer Platte in ruhender Flissigkeit von zwei Bezugssystemen aus
dar, die eine (Fig. 19) ist von einer ruhenden Kamera, die andere (Fig. 20)
von einer mit der Platte mitbewegten Kamera aufgenommen. Die Aufnahmen
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stammen von Prof. Er. Ahlborn, Hamburg, und sind mit Lykopodium als
Bestreuung erhalten. Die Belichtung solcher Aufnahmen erfolgt zweckmiGig
durch eine Mischung von Blitzlicht- und Zeitlichtpulver.

Zieht man durch alle Punkte einer kleinen geschlossenen Kurve die
Stromlinien, so bilden diese, wenn das ,Geschwindigkeitsfeld® #iberall stetig
ist, auf beliebig lange Erstreckung eine Rohre; diese hat die besondere Eigen-

Fig. 19.

Stromung um eine bewegte Platte, nach Ahlborn. Ruhende Kamera.

Fig. 20,

Stromung um eine bewegte Platte, nach Ahlborn. Kamera f&brt mit der Platte an.

schaft, da.B die Fliissigkeit in ihr in dem betrachteten Augenbhck wie in einer
festen Rohre stromt (denn sie stromt deﬁnlt:onsgema.ﬁ pa.ra.llel den Strom-
~ linien; ein Durchdringen durch die Réhrenwand wiirde eine Geschwmdlg-

koltakomponente quer zu dieser, aiso quer zu den Stromlinien voraussetzen,
was deren Definition mderstreltet) Man nennt solche Rohren wStrom-
rohren®, ihr flissiger Inhalt wird als JStromfaden® ‘bozeichnet. Bei
stationdren Bewegungen bleiben die Stromrébren dauernd beatehen, und die
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Teilchen in ihnen flieBen dauernd darin wie in einer festen Réhre. Bei
nichtstationiren Bewegungen dagegen sind in einem spiteren Augenblick im
allgemeinen andere Teilchen miteinander durch Stromréhren verbunden als
vorher. Man kann den ganzen von der Flissigkeit erfillten Raum in solche
Stromréhren aufgeteilt denken und erhilt damit ein sehr anschauliches Bild
von der Flissigkeitsstromung. Bei vielen einfacher gearteten Aufgaben, be-
sonders Stromungen durch Réhren und Kanile, ist es erlaubt, den ganzen von
der Stromung erfillten Raum als einen einzigen Stromfaden anzusehen. Man
kiimmert sich dann nicht um die Unterschiede der Geschwindigkeiten in einem
Querschnitt, sondern strebt nur Aussagen iiber die mittlere Geschwindigkeit
dortselbst an. Von diesem Verfahren machen besonders die Ingenieure bei
ihren praktischen Berechnungen einen umfangreichen Gebrauch.

§ 2. Kontinuitiit. Bei den wirklichen Strémungen der Flissigkeiten
und Gase verschwindet nirgends Materie, noch entsteht irgendwo neue Materie.
Es ergibt sich daher bei den von uns betrachteten Geschwindigkeitsfeldern
die Aufgabe, dafiir zu sorgen, daf sie mit der Tatsache der Konstanz der
Materie im Einklang steben. Am einfachsten wird die Formulierung bei den
stationiren Bewegungen, wenn die Gestalt der Stromlinien bereits hinreichend
bekannt ist. Man betrachtet dann einen Stromfaden und hat nur auszu-
driicken, daB durch jeden Querschnitt desselben in der Zeiteinheit gleich viel
Masse stromt. (Ware diese Masse fiir zwei Querschnitte nicht gleich, so
miibte der Masseninhalt des Stromfadens zwischen den zwei Querschnitten
unbegrenzt zu- odef abnehmen, was dem stationiren Zustand widersprechen
wiirde.) Ist F' der Querschnitt des Stromfadens an einer bestimmten Stelle,
w 1) die mittlere Geschwindigkeit in diesem Querschnitt und @ die Dichte
dortselbst, so ist das in der Zeiteinheit durch den Querschnitt flieBende
Fliissigkeitsvolumen — Fw, und die in der Zeiteinheit hindurchflieBende
Masse — @ F'w. Die Kontinuitit fordert also, da ¢ Fw in allen Quer-
schnitten desselben Stromfadens denselben Wert haben muB. Hieraus folgt
auch, daB ein Stromfaden einer stationiren Strémung im Innern der Flissig-
keit nirgends aufhéren kann. Er kann sich von einer Grenze des betrach-
teten Raumes bis an eine andere Grenze dieses Raumes erstrecken, oder er
kann in sich zuriicklaufen.

Handelt es sich um Strémungen, bei denen keine Volumeninderungen
auftreten, also z. B. um solche einer unzusammendriickbaren Flissigkeit, so
gelten die im vorstehenden fiir die durch einen Querschnitt flieBende Masse
ausgesprochenen Beziehungen auch fiir das Volumen, und da hier keinen
Augenblick lang durch einen Querschnitt eines Stromfadens mehr Volumen
hindurchflieBen kann -als durch irgendeinen anderen, kann hier auch die Be-

1) Der Buchstabe w fiir Str(")mungsgesehwindigkeiten (statt v) ist deshalb
ewdhlt, weil bei Rechnungen iiber die Strémungen von Gasen mit merklicher
%’olumeniinderung mit v das Volumen der Masseneinheit bezeichnet zn werden
flegt, im Einklang mit der Bezeichnungsweise der Thermodynamik, die in diese
inge mit hineinspielt.
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schrinkung auf stationire Bewegungen fallen. Fiir volumenbestindige
Stromungen gilt also allgemein

Fw=—=2=0onst. - - « « « « « « v v o . (1)

d. h. die Geschwindigkeit ist dem Querschnitt des Stromfadens umgekehrt
proportional. Teilt man den ganzen von der Fliissigkeit durchstrémten Raum
in lauter Stromrohren auf, durch die simtlich in der Zeiteinheit gleiche
Flussigkeitsmengen fliefen, so werden sich da, wo die Geschwindigkeit groB,
also der Stromfadenquerschnitt klein ist, viele Stromfiden zusammendringen,
da wo die Geschwindigkeit klein ist, werden sie sich entsprechend weiter
ausdehnen. Die Zabl der Stromfiiden, die jeweils die Flicheneinheit durch-
setzen, ist proportional zu der Geschwindigkeit an diesem Orte, Das Strom-
rohrenbild dient also bei der volumenbestindigen Strémung nicht nur durch
seine Richtung an jedem Orte, sondern auch durch seine Dichtigkeit zur Ver-
anschaulichung der Strémung.

Die hier erorterten Beziehungen werden besonders handgreiflich in
solchen Fillen, wo man die ganze Stromung als einen einzigen Stromfaden
behandeln darf. Hier geben die vorgegebenen Querschnitte gleich die Strom-
fadenquerschnitte ab, und es it sich die mittlere Geschwindigkeit an jeder
Stelle einer derartigen volumenbestindigen Stromung aus der Beziehung

Fw= ¢

ermitteln, wobei @ das in der Zeiteinheit geforderte Volumen (,,Férdervolumen®,
nErgiebigkeit“ der Stromung) bedeutst.

Fiir Strémungen mit Volumendnderung gilt in gleicher Weise
eFw = M,
wo M die in der Zeiteinheit geférderte Masse ist. Da hier aber meist die Dichte o
erst im Zusammenhang mit dem Druck bestimmt werden kann, laBt sich die Ge-
schwindigkeit nicht aus der Kontinuitit allein ermitteln (vgl. hieriiber § 15).

Bei solcher Art der Darstellung hat man, sowie es sich um stationire
volumenbestindige Stromungen handelt, nur noch eine unabhingige Ver-
anderliche, nimlich die léngs der Rohrenmittellinie gemessene Entfernung des
betreffenden Querschnitts von irgendeinem Anfangspunkt. Man spricht in
diesem Zusammenhang von ,eindimensionaler Behandlung®, im Gegensatz zu
der dreidimensionalen Behandlung, bei der die raumliche Verinderlichkeit der
Geschwindigkeit und der itbrigen GroBen voll berticksichtigt wird. Soweit es
sich um Wasser handelt, fat man die Gesamtheit der eindimensional be-
handelten Aufgaben unter dem Sammelnamen Hydraulik zusammen. Die
mehrdimensional behandelten Aufgaben werden dagegen unter dem Namen
Hydrodynamik zusammengefalt. Bei Aufgaben, die aus dem Gebiet der
Luftfahrt und aus anderen Anwendungsgebieten der Luftstrémungen stammen,
verwendet man auch gern den Namen Aerodynamik.

Bei der dreidimensionalen Behandlung, wo gewshnlich die rechtwinkligen
Komponenten #, v, w der Geschwindigkeit als Funktionen der Raumkoor-
dinaten z, y, # berechnet werden, driickt man die Kontinuitit dadurch aus,
da8 man verlangt, da8 in ein kleines Parallelepiped mit den Seiten dz, dy
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und d 2z ebensoviel einstromt als aus ihm ausstrémt. Fir volumenbestindige
Stréomungen, die hier allein betrachtet werden sollen, driickt sich dieses
folgendermaflen aus, vgl. Fig. 211): In der X-Richtung wird durch die Ge-
schwindigkeitskomponente % in der Sekunde die
Fliissigkeitsmenge dy.dz.% in das Parallel-
epiped hineingetragen, und auf der entgegen-

Fig. 21.

/Y gesetzten Seite, wo w bereits in u -+ g—: dx
—t '"_ /’_i—d.— geindert ist, eine Menge dy-d2z < u -+ aa-?; dz)
7 u+ a—: dx ..
e hinausgetragen. Es tritt also die Menge dz
= dy x
o cdy-ds- ou mehr aus als ein. Ahnliche Be-

ox
trige liefern die Y- und Z-Richtung. Die Bedingung, dal im ganzen
ebensoviel ausstromt als einstromt, erhilt demnach die Form

ou  0Ov , ow
87+5;+5"0"' ...... - (2)

Dies ist die ,Kontinuititsgleichung® der Hydrodynamik.

Grenzt irgendwo die Fliissigkeit gegen einen festen Korper oder gegen
eine andere Flissigkeit, so verlangt hier die Kontinunitit, daB weder eine
Liicke entsteht, noch beide Stoffe sich durchdringen. Damit beides vermieden
ist, miissen offenbar die Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zur Grenz-
fliche zu beiden Seiten dieser Grenzfliche iibereinstimmen. Handelt es sich um
ruhende Koérper in der stromenden Flissigkeit oder um feste Winde, so muB
die Geschwindigkeitskomponente der Fliissigkeit senkrecht zur Kérperoberfliche
oder Wand an dieser verschwinden. Die zur Wand parallele Komponente kann
vom Gesichtspunkt der Kontinuitiat aus jeden beliebigen \ert annehmen.

3. Dynamik der ,idealen* reibungsfireien Fliissigkeit.

§38. Kriifte in einer stromenden Fliissigkeit. Bernoullische
Druckgleichung. Die beiden an einer ruhenden Flissigkeit wirksamen
Kriftearten: Schwere (und andere Massenkrifte) und Druckunterschiede,
die dort ein Gleichgewichtssystem bilden, finden sich auch bei der bewegten
Flissigkeit vor; zu ibnen tritt noch die Fliissigkeitsreibung, die als ein
Widerstand gegen Formadnderung anzusehen ist. Von ihr wird im nichsten
Kapitel noch ausfithrlich die Rede sein, fiir die Betrachtungen dieses Kapitels
soll sie jedoch vernachlissigt werden. Die technisch wichtigsten Fliissig-
keiten (Wasser, Luft usw.) haben in der Tat eine sehr geringe Zahigkeit und
zeigen deshalb unter den meist vorliegenden Verhiltnissen nur sehr geringe
Reibungswiderstinde, so dal deren Vernachlissigung berechtigt erscheint;
sie ist aber auch dringend geboten, da die Krifteverhiltnisse nur bei Ab-

1) Die Figuren 21—24, 26, 27, 29, 48—46, 50—65, 71—78, 75, 76, 80, 82,
84—894a, 91, 95, 110, 113~117, 121—124, 127, 149, 171—178 sind mit freundlicher
Erlaubnis des Verlages Gustav Fischer (Jena) dem Artikel des Verfassers: »Uber

Flissigkeitsbewegung® im Handworterbuch der Naturwissenschaften, Bd. IV, ent-
nommen,
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wesenheit von Reibungswiderstinden einfach genug werden, um iibersichtliche
GesetzmilBigkeiten zu gewinnen. Xs ist daher iiblich geworden, die funda-
mentalen Gesetze der stromenden Bewegung an dem Idealbild der ,reibungs-
losen Flissigkeit® zu entwickeln, und erst hinterher zu fragen, welche
Abinderungen von dem idealen Verhalten durch das Vorhandensein der
Reibung verursacht werden. Wir legen also dem Folgenden die ,ideale
Flissigkeit® zugrunde, der wir im iibrigen auBer der Reibungslosigkeit
auch Unzusammendriickbarkeit zuschreiben wollen, so da8 Volumenianderungen
bei ihr nicht vorkommen.

Um die dynamische Beziehung zwischen dem Druck und der Massenkraft
einerseits und dem Bewegungszustand andererseits zu entwickeln, miissen wir
an die Newtonsche Gleichung Kraft — Masse X Beschleunigung an-
kniipfen, die das Fundament aller Dynamik ist. Zunichst ist hier die Be-
rechnung der gleichzeitigen Zustinde lings eines Stromfadens beabsichtigt;
dazu braucht man die Beschleunigungskomponente in der Bewegungsrichtung,
die sogenannte longitudinale Beschleunigung. Diese soll daher erst berechnet
werden. Die Bogenlinge entlang der Stromlinie heile s, die Zeit ¢, die Ge-
schwindigkeit w. Die Geschwindigkeitsinderung bei gleichzeitiger Anderung
von s um ds und { um d¢ ist dann

dw ow
dw = a—s‘ds—*-ﬂ dtl).

Bei der Beschleunigung handelt es sich um diejenige Geschwindigkeitsinderung,
die ein Teilchen bei seiner Bewegung erfihrt. Wir miissen daher ds — wdt
setzen; damit ergibt sich die Longitudinalbeschleunigung zu

dw _ ow 0w

dt = “%s T o W
Dabei bedeutet w %—1: den Beschleunigungsanteil, der dadurch entsteht, da8
das Teilchen an Orte mit anderer Geschwindigkeit kommt, und ow den Anteil

ot

durch die zeitliche Anderung des Stromungszustands am Orte. Bei stationiren
Strémungen ist der zweite Anteil gleich Null. Der erste Anteil kann iibrigens
auch in der Form a% <E§) geschrieben werden.

Zur Anwendung der Gleichung : Kraft = Masse >< Beschleunigung trennen
wir aus der stromenden Flissigkeit wieder ein Zylinderchen mit dem Quer-
schnitt d F' und der Lénge ds heraus, dhnlich wie dies bereits beim Studium
des Gleichgewichts in § 6 von Abschnitt I geschehen ist. Die Achse des Zylin-
derchens wollen wir dabei in die Strémungsrichtung legen (vgl. Fig. 22).
Die Masse des Zylinderchens ist — od F.ds.

Auf das Teilchen wirken nun, wenn die Bewegung als reibungslos an-
gesehen wird, die folgenden Krifte: Erstens ein Druckunterschied. Der

1) %% = partieller Differentialquotient (bei festgehaltenem s), %% = totaler
Differentialquotient (bei festgehaltenem Teilchen).
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Druck an dem stromaufwirts gelegenen Ende des Zylinderchens habe den
Wert p, er wirkt dann auf die dortige Endfliche d F' mit einer Kraft pd F.
An dem stromabwirts gelegenen Ende hat er den etwas verinderten Wert

P +%£;ds, so daB sich also die Resultierende aus den beiden Druckkriften

zu pd F— (p + %1;) ds) aF = — %% ds dF ergibt. Auf die Fliissigkeit

wirke ferner eine Massenkraft, deren Wirkung auf die Masseneinheit — ¢
sei (z. B. die Erdschwere); schlieBt die Richtung der Massenkraft mit der
Stromungsrichtung einen Winkel & ein, so ergibt sich an der Masse p d Fds
in Richtung der Bewegung eine Kraftkomponente

= @dFds.gcoso.
In der Gleichung: Kraft — Masse X Beschleunigung hat jetzt jedes Glied den
Faktor d F'.ds, der infolgedessen fortgelassen werden kann {(d. h. das will-

Fig. 22. Fig. 23.

—dbqﬂ Z_\ ds

2

kiirlich gewihlte Teilchenvolumen ist fiir das Endergebnis ohne Belang).
Dividiert man nun noch durch’ @, so wird
190 0 ow
= (YL 2
— ooy toese =5 (5 )+ 5 @
Gewohnlich handelt es sich bei der Massenkraft allein um die Schwerkraft,
dann ist g nach GroBe und Richtung konstant, und fiir cos o kann, mit

& = vertikale Koordinate, vgl. Fig. 23, — %_Z geschrieben werden.

ow .
Handelt es sich um eine stationire Bewegung (ﬁir die r T 0 1st>,
und wird noch die Dichte ¢ als konstant vorausgesetzt, so sind simtliche

Glieder Differentialquotienten nach s; die Gl (1) kann daher in diesem Falle
langs der Stromlinie integriert werden. Aus

10p 0 w)
eds Y Bs+bs =0
wird somit
——-}-gz-}—m-—const-.-' ..... <. (8)

Diese Gleichung, die den Namen sBernoullische Gleichung“?1) oder
aDruckgleichung® fithrt, bildet die Hauptgleichung fiir die eindimensionale
Bohandlung von Stromungsaufgaben, sie ist aber auch fir die ganze Hydro-

1) Nach Daniel Bernoulli 1738.
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dynamik von fundamentaler Bedeutung. Sie bringt die Konstanz der Energie
zum Ausdruck; ihre Glieder stellon namlich Energie pro Masseneinheit dar,
und zwar das erste die Druckarbeit, das zweite die potentielle Energie der
Schwere, das dritte die kinetische Energie. Dividiert man alle Glieder der
Gl. (8) durch g, so bekommen sie die Dimension einer Linge und erhalten die
Bedeutung von Hoéhen. Fiitbrt man wie im vorigen Kapitel wieder das Ge-
wicht der Volumeneinheit (Raumgewicht) ¢ g = 9 ein, so erhilt die Ber-
nouillische Gleichung die besonders von den Ingenieuren bevorzugte Form:

p/y bedeutet gemil § 6 von Abschnitt I die Hohe einer Fliissigkeitssaule, die
durch ihr Gewicht den Druck p erzeugt, und heiBt deshalb ,Druckhéhe®,
£ ist die Hohe der beziiglichen Stelle iiber einer irgendwie festgesetzten
Horizontalebene und wird ,Ortshohe“ genannt; w?/2 g ist die Hohe, um die
ein Korper herunterfallen muB, um die Geschwindigkeit w durch den freien
Fall zu erlangen, und heilt daher ,Geschwindigkeitshéhe“. Nach der
Bernoullischen Gleichung ist also die Summe der Druckhéhe, der Ortshéhe
und der Geschwindigkeitshéhe in der ganzen Erstreckung einer Stromlinie
konstant. Der Wert der Konstanten kann dabei von Stromlinie zu Strom-
linie verschieden sein, und ist es besonders dann, wenn die Stromlinien ver-
schiedenen Ursprung haben. Kommen alle Stromlinien aus einem Raum, in
dem statische Verhiltnisse (d. h. Ruhe oder gleichférmige geradlinige Be-
wegung) herrschen, so ist die Konstante fir alle Stromlinien dieselbe, die
Bernoullische Gleichung gilt also hier auch quer iber die Stromlinien weg
im ganzen Raum. (Gem&B § 6 von AbschnittI ist in einer ruhenden Flissigkeit
p/y + 2 = const, was mit der Bernoullischen Gleichung fiir w = 0 oder
w = const ubereinstimmt) Es mag erwihnt werden, daB der hier be-
schriebene spezielle Stromungszustand mit der spiter zu behandelnden
stationdren Potentialbewegung identisch ist.

Fiir andere Massenkrifte ist, wenn sie ein Potential U besitzen, die Inte-
gration ebenfalls ausfithrbar, da g cos ¢« dann = _42)_(3] gesetzt werden kann.

Handelt es sich um eine zusammendriickbare Flissigkeit, so ist die Integration
ebenfalls moglich, wenn die Fliissifkeit homogen ist, d. h. die Dichte nur allein

vom Druck abhingt. Dann ist J‘ ?p = P(p) eine Funktion des Druckes, und es

kann also %gg = %i—) geschrieben werden. Durch Integration nach s ergibt sich

somit die allgemeine Form der Druckgleichung fiir stationire Bewegungen

w2
PHU+" =const . . . . ... N E:1 )}

Mathematische Ergiinzung.

In der mathematischen Hydrodynamik geht man gewdhnlich von den drei
rechtwinkligen Komponenten der Geschwindigkeit u, v, w aus. In Analogie zm
unserer Gl (1) erhalt man hier fir die Beschleunigungskomponente in der
X-Richtung
du __Ou Odu dx  O0u dy [ Ou dz _ Ou , Jdu du ou
at =i tos ditoy atto at Tt taa “Tagvta v - @

Prandtl, Strémungslehre. 3
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fir %’ und %} gelten die entsprechenden Formeln. Das Druckgefille liefert

fir die Volumeneinheit die drei Komponenten — g%:; ——g—f;; '—%g ; die Massen-
kraft (bisher g) habe die drei Komponenten X, Y, Z, die Komponenten der Kraft
auf die Volumeneinheit ergeben sich also, da die Masse der Volumeneinheit — o
ist, zu 0 X, 0 Y und ¢ Z. Damit werden nun fiir die in der Volumeneinheit ent-
haltene Masse als Ausdruck der (vektoriellen) Beziehung ,Masse X Beschleunigung
= Summe der Krifte“ die drei Gleichungen erhalten:

du _ x_Op

ar = ¢ dzc]

dv _ 9P 5
Qd—t‘—QY—o—y[ %)
dw dp
Qg = Q€% 7452

Diese Gleichungen, in denen noch die Beschleunigungen durch die Ausdricke von
Gl. (4) ersetzt werden konnen, heilen die Eulerschen Gleichungen der
Hydrodynamik. Um zu zeigen, wie man sie verwenden kann, soll die Ber-
noullische Gleichung fiir eine Stromlinie aus ihnen hergeleitet werden.
Wir multiplizieren die Gl. (5) der Reihe nach mit dz, dy, dz und setzen
gleichzeitig fest, dab
dr:dy:dzs = u:v:w

sein soll, was bedeutet, daf dz, dy, dz die Komponenten eines Stromlinien-
elements sein sollen., Dann 1aBt sich vdx durch wdy ersetzen, wdx durch

u dz usf.
Dadurch kann
du du du du Jdu
7t 90 = g detu(g, de+gy ay+ 5, 42)

gesetzt werden. Der Klammerausdruck bedeutet die Anderung von % beim Fort-
schreiten auf der Stromlinie; wir schreiben abkiirzend dafiir du. Also ist

du du
i dz = ot dx -+ udu.

Nimmt man zur Vereinfachung eine stationire Bewegung an, so daB g—%" usw. = 0

wird, so geben die linken Seiten der mit dz bzw. dy und dz multiplizierten
Gl (5) durch o dividiert:

du dv,  dw, _ = g (Pt wty
a..t_dx+£—ﬁdy+a-?dz_udu+vdv+wdw-—d( 2 )

Haben die Massenkrifte ein Potential U, ist also
oU. a0 oU

— Z = -

X=—ﬁ; ——(—):'—/" 3z’

g0 geben die entsprechenden Glieder von Gl (5):

oU , U AU, \ _
—(de+ﬁdy+$dz) =—dU.

Entsprechend wird auch
1 /dp dp dp _ 1
5 (GLdatlay+50as) = Zap,

so daB, immer unter Beschrinkung auf Punkte einer Stromlinie, erhalten wird
e ap _
(=T rav+ =0,

was mit Gl. (8b) gleichbedeutend ist.
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§ 4. Folgerungen aus der Bernoullischen Gleichung. Die Ber-
noullische Gleichung liefert fiir eine grofle Reihe von Anwendungen in sehr
einfacher Weise eine Antwort. Drei besonders wichtige Beispiele mégen
hier angefithrt werden.

a) Ausflub aus einem Gefil unter dem Einfluf der Schwere.
Verfolgt man in dem Gefil Fig. 24 die Stromlinien von der AusfluB-
miindung B riickwirts, so findet man leicht, daB Fia. 04
sie zum Wasserspiegel 4 hinfiithren, der sich unter 2 g =
langsamem Sinken der Wassermasse selbst wmit =
senkt. Die Wasserteilchen bei A stehen unter dem -
Atmospbirendruck p;, die in dem freien Strahl
bei B ebenso!) (vgl. unten). Die Geschwindigkeit
bei A ist, wenn die Wasserspiegelfliche grof gegen
die Miindungsfliche F ist, so klein, daB ihr Quadrat
gegen das der Geschwindigkeit bei B vernachlissigt
werden kann. Die Bernoullische Gleichung liefert
also, mit 24 und g£p = Ortshéhe von A und B,

Ausflufl aus einem Gefif.

2
Boromt Y =" gm0

also

wh _ 24—2p=h

9 %4 B = I,
oder L

wp — V2 gh - - o0 oL (1)

Die Geschwindigkeit bei B wird damit so grofl, als wenn das ausflieBende
Wasserteilchen die Hohe h frei durchfallen hitte. In Wirklichkeit ist es so,
daBl die Teilchen bei A etwas tiefer geriickt sind und die vorher an dieser
Stelle befindlichen Teilchen ebenfalls tiefer geriickt sind usw., und daf sich
die Arbeiten dieser Teilchen, die vermige des inmeren Mechanismus der
Flissigkeit alle auf das ausflieBende Teilchen wbertragen werden, geradeso
addieren, als wenn ein einziges Teilchen von der Grofe des ausgeflossenen
die ganze Hohe durchfallen hitte. Die in Gl. (1) enthaltene Beziehung wird
sToricellisches Theorem*“ genannt.

Der Querschnitt des Strahles stimmt in der Regel nicht mit dem des
Loches iiberein. Bei einem Strabl, der z. B. aus einer kreisformigen Offnung
in dénner Wand kommt, ist der Strahlquerschnitt etwa 0,61 bis 0,64
von dem Lochquerschnitt. Diese Erscheinung, die man Kontraktion nennt,
kommt daher, daB die Flissigkeit im Innern des Gefilles radial auf das
Loch zustromt und am Lochrand nicht plotzlich von der radialen Richtung
in die Richtung der Strahlachse umlenken kann. Fig. 25 stellt eine solche
Stromung dar. Im Falle einer abgerundeten Offnung, Fig. 26, wo sich
die Umlenkung der Stromfiden innerhalb der Miindung vollziehen kann,
ist die obige Ziffer, die man Kontraktionsziffer nennt, allerdings ungefihr

1) Die Schwere der Lauft ist dabei vernachlassigt, was erlaubt ist, wenn es
auf die dritte Dezimale nicht mehr ankommt.

3*
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gleich 1. Die durch eine Offnung vom Querschnitt F sekundlich ausflieBende
Menge @ (Volumen pro Sekunde) ist

Q=2aF V2 gk
wobei & die Kontraktionsziffer ist. Bei nicht kreisformiger Offnung in diinner

Wand ist o meist wenig von dem Wert bei einer kreisformigen Offnung ver-
schieden, aber die Strahlformen, die sich hier ausbilden, sind in der Regel

Fig. 25.

VA

AusfluB aus einer Offinung in ebener Wand.  Ausfluf aus einer abgerundeten Miindung.

Fig. 28.

ziemlich verwickelt. Der Strahl, der aus einem quadratischen Loch kommt,
formt sich z. B. in einen diinnen kreuzférmigen Querschnitt um, der aus
einem rechteckigen Loch kommende, in ein Band, das auf der langen Rechteck-
seite senkrecht steht.

b) Ausfluf aus einem GefiB unter dem EinfluB eines inneren
Uberdruckes. In dem Gefals Fig. 27 herrsche ein Druck p,, im AuBenraum
der Atmosphirendruck p,. Fiir eine Stromlinie,
die wagerecht verliuft, ist z4 = #p, die Druck-
gleichung liefert daher, wenn wieder die Geschwin-
digkeit bei 4 als vernachlassigbar klein angesehen
wird,

Fig. 27.

IZ+ =p +0,

also _ Vz(p;__—_-g@_o_) = ‘/29(1’1“10). N 0
7

b

Bezeichnet man die Hohe , d.i. die Hohe einer Fliissigkeitssiule vom

Raumgewicht 7, zwischen deren oberen und unteren Ende der Druckunter-
schied p, — po herrscht, mit k, so wird aus Formel (2) wieder w = V2 gh.
Die Formel (2) gibt uns eine Moglichkeit, die Griobe derjenigen Geschwindigkeit
abzuschitzen, bis zu der es noch erlaubt ist, ein Gas als volumenbestindige
Fliseigkeit zu behandeln. Die Grenzgeschwindigkeit w, hingt natiirlich
von der Grofle derjenigen Dichteschwankung ab, die man noch zulassen will,

und ist daher um so kleiner, je hoher die gestellten Anspriiche an die Genaunigkeit
de

sind. Nimmt man etwa die zulissige Dichteinderung = 1 v. H, also

0,01, so ergibt sich fiir die Druckdifferenz 4 p, da wegen p v* = const 1) oder

1) Vgl. Abschnitt I, § &
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p = const Q¥ _Apf ~ % %Q ist, 4p X xpo- dg@ ; in kg/m3 ergibt dies, wenn
es sich um Luft von gewdhnlichem Druck handelt, rund 1,4.10333.0,01

oo . . kg sec? | .
== 144,5 kg/m?; mit einem Mittelwert von ¢ = 0,123 — T wird somit

/ S
w, = ‘/%—z—p = V2312 = rund 48 m/sec.

LdaBt man 10 Proz. Dichteschwankung zu, dann erhilt man aus unserer
Naherungsformel eine VI6 mal groBere Geschwindigkeit, also rund 150 m/sec.
Die Wirkung der Dichteschwankung ist zweierlei Art; kinematisch éndern
sich die Stromfadenquerschnitte, dynamisch wird das Mal der zu einer Be-
schleunigung gehdrigen Druckinderung beeinflult, vgl. § 3, Gl. (2).

¢) Aufstau vor einem Hindernis. Befindet sich in einer gleich-
formigen Flissigkeitsstromung von der Geschwindigkeit w, ein Hindernis, so
staut sich unmittelbar vor dem Hindernis die Strémung an und zerteilt
sich nach allen Seiten, um das Hindernis zu um- Fig. 28.
fliofen, vgl. Fig. 28. Im Mittelpunkt des Staw-  _——

gebietes, dem ,Stanpunkt®, kommt die Strémung /—‘—
villig zur Ruhe. Die Bernoullische Gleichung liefert =3
also fiir die durch den Staupunkt gezogene Strom- %\_

linie, wenn der Druck am Staupunkt p, und der un- k
gestorte Druck in der gleichen Hohe p, heilit, Strsmung um ein Hindernis.
w°2

Piyg—Po o '
o 2

o g alslo  p, = po+ @

2 .
Der Druckanstieg p; —p, = @ %"— fibhrt den Namen Staudruck oder

Geschwindigkeitsdruck, auch dynamischer Druck. Die Beobachtung
dieses Druckanstiegs liefert ein Mittel zur Feststellung von Strémungsge-
schwindigkeiten. Wird ein Kérper mit der Geschwindigkeit v durch ruhende
Luft (oder Fliissigkeit) bewegt, so spielt sich beziiglich eines mit ibm mit-
bewegten Bezugssystems die Stromung ebenso wie vorstehend beschrieben
ab, wobei die Geschwindigkeit w, gleich und entgegengesetzt v ist. Auch in
oo
2
das Hindernis am Staupunkt eine Anbohrung auf, so pflanzt sich der
Druck p, durch diese ins Innere fort und kann zu einem MeBinstrument ge-

diesem Falle wird daher eine Druckerhthung — beobachtet. — Weist

2
leitet werden. Zur Messung des Druckes p; — p + 0_210_ in irgendeiner

Stromung gentigt als ,,Hindernis“ ein einfaches, umgebogenes Rohr, vgl. Fig. 29,
das nach seinem Erfinder Pitotrohr heiSt.

Man kann jedem Punkt der stromenden Flissigkeit auBer dem dort
herrschenden Druck p (den ein mit der Flissigkeit mitbewegtes Druck-
mefgerit anzeigen wiirde), auch den Druck p, zuschreiben, den ein dort
angebrachtes Pitotrohr liefern wiirde. Die Ingenieure nennen den Druck p
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den ,statischen Druck®, den Druck p, den ,Gesamtdruck®, es ist also
Gesamtdruck = statischer Druck + dynamischer Druck. Ausder Bernoulli-
schen Gleichung

2
Z-{—gz-*-u; — const

2
ergibt sich durch Einfihrung des Gesamtdruckes p, = p - ¢ v

Fig. 29. P14 ge = const,
——— 9
oder
_ L ] p, + v 2 = consi,

d.h. p, ist nach statischen Gesetzen verteilt,
also in dem Falle, dal alle Stromlinien die-
selbe Konstante haben, konstant in jeder
Horizontalebene.

Pitotrohr. Um die vorstehenden Beziehungen zur

Ermittlung von Strémungsgeschwindigkeiten
zu verwerten, bedarf es neben der Bestimmung von p, auch der des statischen
Druckes p. Diese macht viel mehr Schwierigkeiten als die von p;, da der
statische Druck durch das Einbringen einer Sonde gerade an der Stelle

gestort wird, wo man ihn messen will. Uber die Ausfithrung solcher Druck-
messungen vgl. § 7.

§ 5. Weitere Ausfiilhrungen iiber den Fliissigkeitsdruek. Die
foigenden Ausfihrungen sind mnicht auf den Fall der reibungsfreien
Flussigkeit beschrankt, sondern gelten (unter Umstinden mit geringen Ab-
anderungen) auch fir mafig stark reibende Flissigkeiten. Die erste
Bemerkung setzt aber eine volumenbestindige Fliissigkeit von konstanter
Dichte voraus.

a) Man kann den Druck in einer solchen Flissigkeit in zwei Summanden
zerspalten, von denen der eine denjenigen Druck darstellt, der sich einstellen
wiirde, wenn die Fliissigkeit in Ruhe wire. Dieser ,Gleichgewichtsdruck“
sei mit p’ bezeichnet. Offenbar ist p’ = comst — y 2. Setzt man nun den
wirklichen Druck in der stromenden Flassigkeit p = p' 4 p*, so stellt p*
den Unterschied des Druckes im Bewegungsfall gegeniiber dem in der Ruhe dar.
Ist die Bernoulilische Gleichung verwendbar, also p + y2 -4 @ u_g = const,

2
so folgt bei Beriicksichtigung des Wertes von p': p*+ o % = comst, d. h.

p* verteilt sich so wie bei einer zwar mit trager Masse begabten, aber schwere-
losen Fliissigkeit; die Ortshohe 2 hat auf p* keinen Einfluf. Dies Ergebnis,
das einfach mit dem Umstand zusammenhingt, dal jedes Teilchen einer
schweren Flissigkeit durch den Auftrieb, den es von seinen Nachbarteilchen
erfahrt, gerade in der Schwebe gehalten wird, 148t sich offenbar auch auf
reibende Stromungen ibertragen. Wir werden deshalb in den folgenden
Betrachtungen stets, wenn es sich um Bewegungen unter Wasser oder in Luft
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handelt, von den Wirkungen der Schwere absehen, was also darauf hinaus-
kommt, dal wir statt des Druckes p immer den Druckunterschied p* betrachten.
Der Einfachheit halber werden wir aber statt p* wieder p schreiben.

Wird bei einer Luft- oder Wasserstromung der Druck mittels aubenliegender
ruhender Druckanzeigegerdte gemessen, zu denen von der beweglichen Druck-
entnahmestelle (Sonde) ﬁohrleitungen oder Schliuche fiihren, so wirkt die Schwere
der Fliissigkeit in den Rohrleitungen so, dal der angezeigte Druck unabhingig
von der Hohenlage der Druckentnahmestelie wird. Das Gerat zeigt also einen
Druck von der Art von p* an. Ist die Sonde ein gegen die Strémung gekehrtes
Pitotrohr (siche oben), so zeigt das ruhende Gerit auf einer Stromlinie konstanten
Druck an. In dem Falle, dal alle Stromlinien dieselbe Konstante haben, ist diese
Druckanzeige fiir das ganze Gebiet dieselbe.

b) Die Bernoullische Gleichung behandelt die Drucke lings einer
Stromlinie. Uber die Druckunterschiede in siner Richtung quer zur Strémung
148t sich ebenfalls eine Aussage gewinnen, wenn man statt der Longitudinal-

beschleunigung die Transversalbeschleunigung betrachtet. Diese hat be-
2

’

kanntlich die Richtung der Hauptnormale der Bahnkurve und den Betrag b

wo r der Krimmungsradius der Bahnkurve ist. Durch Betrachtung der
Krifte an einem kleinen Prisma, dessen Achse in die Richtung der Haupt-
normale gelegt ist, ergibt sich fiir die Komponenten in der Richtung des
fadina w_1ep o
r 0os
wobei ds' ein Bogenelement in der Richtung der- Hauptnormale ist und p im
Sinne von p* im vorstehenden Absatz aufzufassen ist. Die Formel bringt die
Zentrifugalwirkung in einer krummlinigen Strémung zum Ausdruck. Der
Druck steigt von der konkaven Seite der Stromlinie zur konvexen hin

ow?

an, und zwar um B fiir die Lingeneinheit. Durch diese Beziehung sind

also nebeneinander liegende Stromfiden miteinander verkniipft. Wichtig
ist vor allem die Feststellung, dal bei geradliniger Strémung (r = oo)
ein Druckunterschied quer zur Strémungsrichtung nicht bestehen
kann. Bei krummliniger Stréomung ergibt sich ein besouders einfaches
Resultat in dem bereits besprochenen Sonderfall, daB die Konstante der
Bernoullischen Gleichung fiir alle Stromlinien denselben Wert hat. Hier

2
JiBt sich aus f + wg = const durch Differentiation nach s’ ein zweiter Aus-
1
druck fir 1 a_p’ herleiten, namlich — ap’ = —w 2212 Durch Gleichsetzen
o 0s Q 0s os

mit dem fritheren Ausdruck ergibt sich
ow | w
R e 9
os + r 0 @

Dies driickt, wie in Vorwegnahme spiterer Ergebnisse (§ 8) bemerkt werden
mag, aus, daB bei der krummen Stréomung die einzelnen Fliissigkeitselemente
keine Drehung erfahren [,drehungsfreie Bewegung“]?!).

1) Es laBt sich leicht zeigen, daB die ,Zirkulation“ lings eines aus zwei
Radienstiicken von der Linge d¢' und zwei Stromlinienbogen gebildeten Rechtecks
verschwindet, wenn Gl. (2) erfiillt ist. Der Beweis findet sich in § 8.
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Als Beispiel sei eine Bewegung in einem Spiralgehiuse nach Fig. 30
betrachtet. Alle Stromlinien beginnen in der Parallelstromung bei 4, und es
mag dort die Geschwindigkeit aller Stromfiden dieselbe sein, so daf — bei
der Druckgleichheit in der P&rallelst;bmung — die Bernounllische Konstante
auf allen Stromlinien dieselbe ist. Die Kriummungsradien der einzelnen
Stromlinien kénnen gendhert gleich dem vom Mittelpunkt O aus gezogenen
Radius r, und das Bogenelement ds’' kann — dr gesetzt werden. Dann ist

gemiB dem Vorstehenden % +1§ — 0, oder d: E drr, oder integriert
Inw = 1ImCY)—Inr, also w= g Die Geschwindigkeit nimmt also nach
innen betrichtlich zu?). Der Druck ergibt sich aus der Bernoullischen

Fig. 30. Gleichung zu p = const — gf: Gelangt die Flissig-

keit innen auf einem Radius 7, ins Freie (Druck p,), so
ist der Druck an einer anderen Stelle

C2/ 1 1
p=nt ol (A1)

rlﬂ rﬁ

Bei einigermaBen kleinem Radius des AbfluBlloches konnen
also sehr bedeutende Uberdriicke bei 4 auftreten.

¢) Bei nichtstationiren- Bewegungen von Fliissigkeiten kommt fiir die
Anderung des Stromungszustandes noch ein ztisitzliches Druckfeld zu den
bisherigen Driicken dazu. Die Betrachtungen mogen hier auf die longitudinale
ow
ot
(zeitliche Geschwindigkeitsinderung am festgehaltenen Ort) hinzukommt.
Fihrt man die Rechnungen, die zur Bernoullischen Gleichung gefiihrt
haben, gemifl der vollstindigen Gl. (2) von § 3

Spiralgehiiuse.

Beschleunigung beschriankt werden, in der gemaf § 3, Gl. (1) hier das Glied

Fig. s1. durch, so kommt in GL (3) von § 3 auf der

8

. . . ow )
1> 3 linken Seite das Glied | >— ds hinzu. Handelt
LR ot

N \” » °
MRy, ©8 sich z. B. um eine Réhre mit konstantem
s "‘1 ! ~  Querschnitt, in der also in allen Querschnitten

die Geschwindigkeit dieselbe ist (iiber dem

Beginn des Ausfliefiens. . . .
Querschnitt soll sie jeweils auch konstant an-

genommen werden, da Reibungslosigkeit vorausgesetzt ist), so ist ow un-

ot

d
abhiingig vom Ort, das Integral kann daher — 2% .s gesetzt werden.

dt

1) Integrationskonstante.
%) Die Radialkomponente der Geschwindigkeit ergibt sich bei konstanter Hohe

des Spiralgebiuses wegen der Kontinuitat ebenfalls proportional ;, so daB also

der Winkel der Stromlinien mit den Radien iiberall derselbe ist, die Stromlinien
also logarithmische Spiralen werden.
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Beispiel: Beginn des Ausfliefens durch ein Ansatzrohr von der Linge [,
vgl. Fig. 31. Es ist lings der wagerecht angenommenen Réhrenachse

Pyt A0 st =20
9+ 9 + T s = const = g+gh'
Solange (f;:) noch von Null verschieden ist, sinkt der Druck p lings der

Réhre proportional mit s ab. Ist der Druck am Rokrenende (s = I} = p,,
so gilt

Po w? dw Do

Y

dw 1 w?

Y — Ceh—"2).

at T 1 (g 2 >
Fiir den ersten Moment ergibt sich, da hier w = 0 ist, die einfache Bezichung
Z»—':—) = g-’%- Mit dem Anwachsen von % nimmt ddlf immer mehr ab und
geht spiter gegen Null, d. b. die Bewegung wird stationir und w wird = ¥2 g h.
Das genaue Gesetz des zeitlichen Anwachsens von w, das an sich nicht
schwierig zu berechnen ist, mag hier iibergangen werden. Eine Abschitzung
der Zeit, die bis zur angeniherten Erreichung des stationiren Zustandes ver-

also

flieBt, wird gewonnen, wenn man eine bis zur Erreichung von w;, = V2gh
d
konstante Beschleunigung ai:) annimmt und 1% an Stelle von dw in die

obige Formel einfithrt. Dies gibt

_wl 21
= T

Ein anderes einfaches Beispiel einer nichtstationiren Bewegung einer
Flissigkeit ist die Schwingung einer Fliissigkeitssiule in einem gebogenen
Rohr unter dem Einfluf der Schwere, vgl. Fig. 32, Das Rohr habe kon-
stanten Querschnitt, die
Liénge der Fliussigkeitssiule,
in der Rohrachse gemessen,
sei 1. Der Ausschlag in

Fig. 32.

einem Augenblick sei z, ge-
messen in der Richtung der
Rohrachse (der Kontinuitit
wegen gleich an beiden
Enden und auch fir jede
Zwischenstelle). Die Ge-
schwindigkeit ist iiberall

Schwingung einer Wassersiule.

gleich, ndmlich w = ‘iﬁ”, also wg—,f’ = 0, somit ist die Beschleunigung ein-

dt 0s
atz . . .
in’ Das eine Ende ist um h, = zsin o gehoben, das andere um

hg = xsin P gesenkt, die Ortshohendifferenz ist also hy + hy = z (sinet + sinfi).

fach
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Der Druck ist an beiden Enden = p,, so daf also die erweiterte Bernoulli-
sche Gleichung, auf die Enden angewandt, ergibt
. . d¥z
gx(sino 4 sin ) 41 T 0.
Die Losung dieser Differentialgleichung, die mit der der elastischen Schwingung
tibereinstimmt, ist # — Acos (0t + p), mit 0 = Vg—(im OFZ+ st p)- Dies
gibt eine Schwingungszeit

1’-—-—-2—”—2zl/ t
®

o g (sino. + sin )
Fir ein senkrechtes U-Robr (sino = sinf8 — 1) ist T — 2 7:‘/5%, also

gleich der Schwingungsdaner eines Pendels von einer Linge gleich der halben
Lange der Flissigkeitssiule.

Fig. 33.

Wirbelbildung. Wenn sich zwei Flussigkeitsstrome verschiedener Herkunft
selbe. Da lings der Fliche, die die beiden Strome
selbst wenn die Bernoullische Konstante beider

f

/ In der Trennungsfliche wechselt also in den

es sich um einen longitudinalen Geschwindigkeitssprung, im zweiten um

Form bestehen, dafl sie labil sind. Sie zeigen eine starke Neigung dazu, daB

mindern. Die Trennungsfliche zerfillt dadurch in eine grofe Zahl meist

Die Trennungsfliche von Fig. 33 mdge durch irgendwelche Schwankungen

Geschwindigkeiten vorwirts, der in Fig. 33 durch eine punktierte Linie

§ 6. Zusammenflub zweier Fliissigkeitsstrome. Trennungsflichen.
hinter einer scharfen Kante vereinigen, vgl. Fig. 33, so ist im allgemeinen
die Konstante der Bernoullischen Gleichung in beiden Strémen nicht die-
trennt  (,Trennungsfliche“), Druckgleichheit

x 1; herrscht, ist daher die Geschwindigkeit dem Be-
\\)\- trage nach auf beiden Seiten verschieden. Aber
Strome gleich ist, kann noch die Richtung der

Stromung auf beiden Seiten verschieden sein.

Zusammenfiug. betrachteten Fillen die Geschwindigkeit sprung-

weise. In dem ersterwihnten Falle handelt

einen transversalen. Derartige Trennungsflichen werden vielfach beob-
achtet. Sie bleiben allerdings dadurch nicht lange in der urspriinglichen
irgendwelche zufillige Ausbuchtungen schnell anwachsen und sich die
Geschwindigkeitsunterschiede an einigen Stellen anhiufen, an anderen ver-
unregelmifiger Wirbel. Dieser fiir das Verstindnis wirklicher Flussigkeits-
bewegungen wichtige Vorgang mag hier noch etwas niher beschrieben werden.
im Zustrom eine leichte Wellung aufweisen, die in Fig. 34 naher gekenn-
zeichnet ist. Die Wellen bewegen sich mit dem Mittelwert der beiden
angedeutet ist. In Fig. 34 ist ein Bezugssystem gewihlt, das sich mit dieser
mittleren Geschwindigkeit mitbewegt, fiir das also die Wellenberge und -tiler
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am Orte bleiben. Die obere Flissigkeit stromt fiir dieses Bezugssystem nach
rechts, die untere bleibt nach links zuriick. Analysiert man nun nach
den Ergebnissen des vorangehenden Paragraphen die Druckverhdltnisse in
dieser Stromung, so gibt sowohl die Bernoullische Gleichung wie auch die
Gleichung fiir den transversalen Druckanstieg [§ 5, Gl. (1)] den AufschiuB,
daB unter der Voraussetzung, dal die Bewegung stationir wire, in den
Wellenbergen jedes einzelnen Stromes Uberdruck, in den Tilern dagegen
Unterdruck herrscht (in Fig. 34 durch - und — angedeutet). Diese Druck-
verteilung zeigt aber deutlich, dal die Bewegung nicht stationir sein kann;
es wird vielmehr die Flissigkeit in den Uberdruckgebieten sich nach dem
benachbarten Unterdruckgebiet hin in Bewegung setzen, was offenbar bedeutet,

Fig. 34. Fig. 35.
/\/—\’
= /E/E/
L g3

7 R
st a
Entstehung von Wirbeln aus Wellen
einer Trennungsfliche.

daB die Wellung stirker wird. Die weiteren Schicksale einer solchen
Trennungsfliche sind in Fig. 35 dargestellt. Das Ende ist ein Zerfall in
einzeine Wirbel. Da die urspriinglichen kleinen Stérungen in Wirklichkeit
meist nicht eine gleichmiBige Wellung, sondern eine unregelmaBige Verteilung
zeigen, ist der Endzustand auch in der Regel ein ungeordnetes Durchein-
ander von grioBeren und kleineren Wirbeln.

Im Zusammenhang mit diesen Dingen muB noch eine andere Art von
Trennungsflichen besprochen werden, bei deren Entstehung zugleich ein
Wirbel gebildet wird (nebenher gesagt, wo eine Trennungsfliche neu gebildet
wird, sind die Verhaltnisse
fast regelmilig dhnlich wie

in dem im folgenden be- —————_ /\
/\
schriebenen Fall), Stromt % /\

Fig. 36. Fig. 37.

eine Flissigkeit um eine

scharfe Kante, so tritt im 7

ersten Augenblick eine Um-

stromung der Kante gemiaB Fig. 36 ein. Die Geschwindigkeit an der
Kante selbst ist dabei sehr grof, firr die reibungsfreie Flussigkeit wiire
sie nach der Theorie unendlich groB8. Man beobachtet nun, daB die Ge-
schwindigkeit an der Kante unter Bildung eines Wirbels sehr bald kleiner
wird, Man kann fir dieses Verhalten als ein hesonderes Prinzip anfithren,
daf die Flissigkeit unendliche Geschwindigkeiten zu vermeiden strebe und
statt dessen Trennungsflichen bilde. Spiter werden wir erkennen, daf
hinter diesem Prinzip die Fliissigkeitsreibung steckt, die, wenn sie auch noch
so klein ist, doch in der Nihe fester Winde nicht wirkungslos bleibt. Nehmen
wir fiir den Augenblick einen Wirbel hinter der scharfen Kante an, der der
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Kante in Form einer umlaufenden Stromung auch von hinten Flissigkeit zu-
fithrt, dann sind die Bedingungen des Zusammenflusses an der Kante erfiillt,
und es wird hier eine Trennungsfliche erzeugt (vgl. Fig. 37), die Trennungs-
fliche wiederum wird von dem Wirbel aufgewickelt und fithrt ihm dadurch
neue Nahrung zu, so daf er wachsen kann. In Wirklichkeit sind beide,
Wirbel und Trennungsfliche, eine Einbeit und wachsen zusammen aus winzigen
Anfingen hervor (vgl. Fig. 38). Spiter entfernt sich dieser ,Anfahrwirbel,
und die Trennungsfliche, von der an der Kante immer neue Stiicke gebildet
werden, zerfillt wie oben beschrieben, in einzelne Wirbel. Ganz analoge
Vorginge spielen sich an den Kanten
eines runden Loches in ebener Wand
Fig. 9. ab. Der sich aufrollende vordere
Rand der Trennungsfliche erzeugt
einen Wirbelring, der unter Aus-
bildung eines gut abgegrenzten
Flussigkeitsstrahles fort wandert
(vgl. Fig. 39). Man kannp sehr schéne

\ \) Wirbelringe erzeugen, wenn man
/ einen Kasten mit nachgiebiger Riick-

P wand und einem kreisférmigen Loch
W ? in der Vorderwand mit Rauch fallt

’ : ) und nun auf die Riickwand schligt.

g:::ﬂ%::fn::gsﬂzﬁiﬁ_ll Strablbildung. Da in diesem. Falle das Herausfliefen

sehr schnell wieder aufhért, entsteht

kein Strahl, sondern nur ein Ring, der sich selbstindig weiterbewegt, und, da

er in sich Rauch mitfiihrt, als Rauchring sichtbar wird. Derartige Wirbel-

ringe sind sehr stabile Gebilde und zerfallen erst, wenn ihre Energie durch
Reibung bis auf einen kleinen Rest aufgezehrt ist.

Transversale Geschwindigkeitsspriinge ergeben sich z. B. bei dem Zu-
sammenflub hinter einer unter kleinem Winkel gegen die Bewegungsrichtung
geneigten Platte. Auf der ,Druckseite“ streben die Strom-
linien unter der Wirkung des sich hier ausbildenden Uber-

@———@ drucks nach links und rechts auseinander, auf der ,Saung-
seite“ werden sie durch den Unterdruck zusammengebogen.

@ © An der Hinterkante der Platte hat die Stromung dsher —
von der Mitte abgesehen — auf der Druckseite eine Kom-

ponente nach dem Seitenrande zu, auf der Saugseite da-

gegen eine nach der Mitte zu; im stationiiren Fall mub

Trennungsflkche hinter wegen der ?tetigkeit des Druckes und weil alle Strom-
ciner geneigten Platte, linien einheitlichen Ursprung haben, der Betrag der Ge-
schwindigkeit auf beiden Seiten der Trennungsfliche je

derselbe sein, der Geschwindigkeitssprung ist daber hier rein tangential-
Erfahrungsgemi8 rollen sich solche Trennungsflichen von den Seitenrindern
her ein und ergeben so zwei Wirbel, die auf der ganzen von der Platte
durchfahrenen Bahn zu finden sind. Fig. 40 gibt von dieser Art von Vor-

Fig. 38.

Fig. 40.
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gingen eine Anschauung; sie stellt die Gestalt der Trennungsfliche in
verachiedenen Schnitten binter der Platte dar. Das Studium derartiger
Vorgidnge ist fir das Verstindnis der Wirkung von Flugzeugtragfiiigeln sehr
wichtig geworden, vgl. § 14 und 15 von Abschnitt ITI.

§ 7. Woeiteres iiber Trennungsflichen. Druckmessung. In einer
Flussigkeit, deren Reibung gering genug ist, um in erster Niherung von ihr
abzusehen, kann nach dem Vorstehenden als feste Regel angeschen werden,
daB von jeder scharfen Kante, die quer iiberstromt wird, eine Trennungsfliche
ausgeht. Ist die Kante ringformig geschlossen, und findet die Strémung durch
das Innere der geschlossenen Linie statt, wie bei Ausflubmiindungen, bei
plotzlich erweiterten Rohren usw., so bildet sich ein Strahl &dhnlich den in
§ 4, a beschriebenen AusfluBstrahlen aus, auch bei Wasserausflub unter Wasser,
wie bei Luftausflub in Luft. In diesen Fallen wird der Strahl allerdings nach
einer gewissen Strecke durch die Wirbel, die sich aus der Trennungsfliche
bilden, wieder aufgezehrt. Findet die Stromung auBen um die Linie herum
statt, wie 2. B. beim Umstromen einer senkrecht zum Strom stehenden Scheibe,
8o bildet sich hinter dieser ein ,Totwasser“, das allerdings meist nicht ginzlich
tot ist, sondern mehr oder weniger von Wirbeln erfiillt ist (vgl. Fig.20). Doch
sind dort immerhin die Geschwindigkeiten wesentlich kleiner als auBerhalb.

Helmholtz?!) hat als erster Strémungsaufgaben mit Trennungsflichen
theoretisch behandelt. U. a. hat er die Gestalt eines aus einem Spalt in
ebener Wand austretenden Strahls bei Abwesenheit von Schwere mit den
Methoden der konformen Abbildung (vgl. §9, ¢) behandelt. Uber die
Kirchhoffsche Berechnung einer Stromung wit Totwasser siehe § 12 des
III. Abschnitts.

Trennungsflichen bilden sich iibrigens unter geeigneten Bedingungen
auch an runden Kérperoberflichen, vgl. dariber § 6 von Abschnitt III. An ab-
gerundeten Kanten ist daher die Strémung meist durchaus derjenigen an
scharfen Kanten &hnlich.

Ein besonderes Interesse verdient der in Fig. 41 und 42 dargestellte
Fall. Beim ersten Bewegungsbeginn mul hier eine Strémung nach der in
Fig. 41 angedeuteten Form entstehen.

An den Kanten entstehen dann zu- Fig. 41. Fig. 42.

néchst Wirbel und Trennungsflichen. ==

Nachdem die Wirbel sich aber entfernt Y 7, Gl 7/

haben, bleibt — wenigstens unter der \\\, A Y
7 i

Voraussetzung, dal die Entfernung der 7, ez

beiden Kanten klein genug ist, um La- Btrémung an einem Schlitz.

bilitit zu vermeiden — eine Strémung

pach Fig. 42 zurick. In dem KEinschnitt herrscht praktisch Ruhe. Der
Druck ist dort, da er in dem ruhenden Teil konstant ist und in der Trennungs-
fliche stetig in den der stromenden Flissigkeit iibergehen muB, offenbar gleich

1) Qstwalds Klassiker Nr.79.
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dem Druck in der stromenden Flissigkeit. Schlielt man an das Innere des
Einschnitts durch eine Rohrleitung oder einen Gummischlauch ein DruckmeB-
gerit an, so gelingt es damit, den Druck in der stromenden Flissigkeit zu
messen. Statt eines Einschnitts kann auch ein irgendwie gestaltetes Loch
z. B. eines von kreisformigem Querschnitt verwendet werden. Die Rinder des
Loches und Schlitzes miissen gut eben sein, keinesfalls darf ein Grat in die
stromende Fliissigkeit vorstehen, da dadurch der Druck in der nun gewolbten
Trennungsfliche erheblich von dem der berachbarten Fliissigkeitsteile abweichen
wiirde. Eine milige Abrundung der Lochridnder ist zulissig. Hine zweck-
mabige Anordnung fir eine Druckentnahmestelle an einer Rohrwand zeigt
Fig. 43. Um den Druck im Innern der stromenden Flissigkeit zu messen,
kann man in Verwendung desselben Grundgedankens eine vor das Ende eines
diinnen Rohres gelotete, in der Mitte durchbohrte, sehr feine Scheibe (Sersche
Scheibe, Fig. 44) verwenden. Diese ist aber gegen eine Richtungsabweichung
des Luftstroms gegen die Scheibenebene sehr empfindlich. Besser ist ein
Gerit nach Fig. 45, das bis zu Winkelabweichungen von etwa 5° den
Druck einigermafien genau liefert. Bei schriger Haltung zeigt es zu niedrigen
Druck.

Durch Verbindung einer solchen Druckmessung mit der in § 4, ¢ und
Fig. 29 angegebenen Messung des Gesamtdrucks ist man nun in der Lage

Fig. 43. Fig. 44. Fig. 45.

4

Anbohrung einer Wand Sersche Scheibe. Drucksonde.
zur Druckmessung.

als Differenzdruck den Geschwindigkeitsdruck (dynamischen Druck oder Stau-

2

druck) ¢ = 0_;4’_ zu erhalten, aus dem bei bekannter Dichte ¢ die Geschwin-

digkeit w berechnet werden kann. Im m-kg-sec-System ist fiir atmosphirische
1 k 2

Luft ¢ = Z’g— ziemlich genau — 3 _g;;f., dies gibt fiir w in m/sec und ¢ in

2 —
kg/m3: ¢ = % und w = 4 Vq, was leicht zu merken ist. Fiir Wasser ist in

demselben Mafsystem ¢ = A 102; man ist aber bei Wasser mehr geneigt

statt der Driicke Druckhéhen anzugeben. Mit der Druckhéhe =k (in m)
wird w = ]/m wie frither.

Man kann die Drucksonde nach Fig.45 mit dem Pitotrobr nach Fig.29
zu einem einzigen (terat vereinigen, wodurch ein sehr handliches Mittel
fiir die Geschwindigkeitsmessung entsteht. Fig. 46 stellt eine Ausfithrungs-
form eines solchen ,Staugerits® dar, die sich durch groBe Unempfindlichkeit
gegen Neigungsabweichungen des Instruments gegen die Stromungsrichtung



11, § 8. Betrachtungen iiber die Bewegungen homogener reibungsloser Fliissigkeit. 47

auszeichnet. Bei Luftgeschwindigkeitsmessungen wird es gewdhnlich in
Verbindung mit einem Mikromanometer (vgl. 1. Abschu., § 8) gebraucht.

Die Druckmessung durch Anbohrung gestattet auch sonst viele niitzliche
Anwendungen. So kann die Druckverteilung auf der Oberfliche eines um-
stromten XKorpers (z. B. sines Luftschiffmodells oder Flugzeugfliigels) dadurch
studiert werden, daf man eine Reihe von

Fig. 46.
Anbohrungen nach Fig. 42 anbringt, die —_—
man nacheinander mit der einen Seite
eines Druckmelgerits verbindet, wobei :
der Gegendruck konstant gehalten wird E——

(man kann auch eine Anzahl Druck-
mebBgerite gleichzeitig arbeiten lassen).
Ein sehr bekannter Versuch iiber die
Druckverteilung in einem verengten und
wieder erweiterten Rohr, der zur Demon-
stration der Bernoullischen Gleichung verwendet wird, ist in Fig. 47
wiedergegeben. Durch den Drosselhahn am Rohrende kann der Druck
dort passend eingestellt werden. Wird der Hahn voll gebffnet, so entsteht
bei b erheblicher Unterdruck, der durch Anbringung eines nach unten
filhrenden Rohres, das in ein Quecksilbergefa taucht, deutlich nachgewiesen
werden kann (Fig. 48). Der Riickgewinn an Druck ist im iibrigen wegen

.

Staurohr nach Prandtl

Fig. 47. Fig. 48.

Druckminderung in Verengungen. 5

Reibungsvorgingen in dem Teil hinter dem engsten Querschnitt etwas kleiner
als nach der Theorie, immerhin ist qualitativ das Verhalten so, wie es der
Bernoullischen Gleichung entspricht, und in dem verengten Teil stimmt sie,
falls durch geniigende Abrundung Wirbelbildung vermieden wird, sogar sehr
gut. Soleche Druckunterschiede an Verengungen kénnen zur Mengenmessung
verwendet werden, vgl. III. Abschnitt, § 10.

§ 8. Verfeinerte Betrachtungen iiber die Bewegungen einer homo-
genen reibungslosen Fliissigkeit. Potentialstromung. Die mathematische
Hydrodynamik steckt ihr Ziel weiter, als es in den vorausgehenden Paragraphen
geschehen ist, sie will wirklich so, wie in § 1 angedeutet, die Geschwindigkeit
an jedem Raumpunkt angeben konnen, und sich nicht, wie wir es bisher meist
getan haben, mit Mittelwerten begniigen. Fir die homogene reibungslose
Flussigkeit ist in dieser Beziehung ziemlich viel erreicht worden, doch ist zum
Verstandnis der einschligigen Methoden mehr Mathematik erforderlich, als
hier vorausgesetzt wird. Es miissen deshalb hier einige allgemeinere Dar-
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legungen iiber die Eigenschaften solcher Bewegungen und einige einfache
Beispiele geniigen. Vorangestellt sei ein Satz von W.Thomson (Lord Kelvin),
der hier zundchst ohne Beweis mitgeteilt wird. Bevor der Satz formuliert
wird, miissen einige Begriffe erklirt werden,

1. Unter _flissigen Linien“ und ,flissigen Flichen“ sollen solche Linien
und Flichen verstanden werden, die dauernd von denselben Fliissigkeits~
teilchen gebildet werden.

2. Unter einem Linienintegral lings einer gegebenen Linie zwischen den
Punkten A und B soll verstanden werden das Integral iiber das Produkt
des Linienelements ds mit der Geschwindigkeitskomponente in Richtung
von ds, also

B B
L=descosu=J‘md§‘)
4 A

(&« = Winkel zwischen % und ds). Im Falle einer nichtstationiren Bewegung
ist festzuhalten, daB solche Linienintegrale fiir einen Momentanzustand der
Geschwindigkeitsverteilung zu bilden sind.

3. Der Betrag des Linienintegrals fiir eine geschlossene Linie heift
Zirkulation (Bezeichnung I'), also, mit § als Zeichen fiir ein Integral lings

einer geschlossenen Linie
I — § wdg - - - « .« ... .. (1)

Mit diesen Erklirungen kann der Satz von W.Thomso n so ausgesprochen
werden: In einer reibungslosen homogenen Flussigkeit bleibt die
Zirkulation lings einer geschlossenen flissigen Linie zeitlich
konstant.

Aus diesem Satz konnen viele wichtige Folgerungen gezogen werden. Die
erste ist die folgende:

Beginnt die Bewegung aus der Ruhe heraus, so ist der Anfang, d. b. vor
Beginn der Bewegung, sicher die Zirkulation fiir jede geschlossene flitssige
Linie gleich Null, sie bleibt daher dauernd fiir diese Linie gleich Null. Wenn
aber das Linienintegral iiber geschlossene Linien in einem Gebiet gleich Null
ist, so ist auch das Linienintegral von einem Punkte 4 nach einem anderen
Punkte B vom Wege unabhingig, gleichgiltig, welcher Weg innerhalb des
Gebietes gewdhlt wird. Denn man kann ja den bisherigen Weg von B
nach A zuriickgehen (wodurch die Betrige von A nach B wegen umgekehrten

Richtungssinnes von ds genau aufgehoben werden) und auf einem anderen
B

Wege wieder nach B gehen. Das Ganze ist j plus einem Integral itber einen
A
B

geschlossenen Weg, das = 0 ist, also = I, was zu beweisen war. Betrachtet

4

1) wds — skalares Produkt der Vektoren w und d8.
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B
man den Punkt 4 als fest, dann ist durch das I wdg8 jedem Punkt B ein
4

Zahlenwert zugeordnet. Wir bezeichnen ihn mit @ und nennen ihn Potential
am Punkt B. Geht man von B nach einem um d s entfernten Punkt C weiter,

c
dann ist, da fiir die Bildung von I der Weg tiber B genommen werden darf,
4

C B
[=[+mds oder ®o=Ds+wdscoso=0Ds+wdh, (2
A A

wenn d h die Projektion von ds auf die Richtung von w bedeutet. Fiir o0 — 90°¢

wird cos & == 0 und daher ®; = @p. Die Strecke ds — B C steht daher
immer senkrecht auf der Richtung von w, wenn @¢ — @y ist. Die Gesamtheit
aller Punkte, fiir die @ = @p ist, bildet aber eine Fliche, die durch den
Punkt B geht!). Die Tangentialebene dieser Fliche im Punkt B steht also
nach dem Vorstehenden senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor w im
Punkt B. Es gilt daher allgemein, daf die Stromlinien, die ja iiberall die
Richtung des Geschwindigkeitsvektors haben, iiberall senkrecht auf den
Flichen @ == const stehen.

Fisir beliebige Werte von ¢ ergibt sich aus Gl (2) mit @¢ — DPp = dP

einmal

oD

,§_s_—wcos“ ........ e v e e (3)
andererseits auch

aP

ah Y 2 (4)

dh steht dabei gem#B obigem senkrecht auf der Fliche @ = const. Vektoriell
schreibt man

w=grad ®.............. (5)
(lies ,Gradient von @) und faBt damit die Aussage (4) mit der zusammen,
daB w senkrecht auf den Flichen @ — const steht, also: Geschwindigkeit nach
GroBe wie nach Richtung == groSter Anstieg (= Gradient) von &.

Die geometrische Begriffsbildung des Potentials und Gradienten, wie sie
hier auftritt, stimmt véllig mit der des Kriftepotentials in der Physik
iiberein. Von dort ist auch der Name Potential entnommen. Der Gradient des
Kriftepotentials ist allerdings eine Feldstirke, der unseres Potentials eine
Geschwindigkeit. Man bezeichnet es deshalb als ,Geschwindigkeits-
potential“ oder auch ,Strémungspotential®. Als ein Unterschied mag
noch erwihnt werden, dal es iblich ist, die Feldstirke g =— — grad U und
w = - grad @ zu setzen. Man kénnte unter Umkehrung des Vorzeichens
von @ Ubereinstimmung herbeifihren, und es geschieht anch manchmal, hier
mag aber ap dem bequemen - -Zeichen festgehalten werden.

Aus dem weiter oben Gesagten folgt also unter Verwendung der hier
entwickelten Begriffe, daB jede aus der Ruhe heraus entstandene Be-

1) Diese Fliche scheidet das Gebiet & > &5 von dem Gebiet & < ®p.
Prandtl, Strdmungslehrs. 4
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wegung einer homogenen reibungsfreien Fliissigkeit ein Potential
besitzt. Die ,Potentialstromung“, wie wir solche Bewegungen nennen
wollen, zeichnet sich dadurch aus, dal die Elemente keine Drehung erfahren.
Als MaB8 fir die Drehung kann niamlich immer die Zirkulation lings einer kleinen
geschlossenen Kurve dienen, die hier nach dem Gesagten gleich Null ist.

Nimmt man als Gegenbeispiel eine Flissigkeit an, die wie ein starrer Kérper
mit einer Winkelgeschwindigkeit o rotiert, so ist hier fiir einen Kreis vom Radius r,
falls der Kreismittelpunkt als Nullpunkt des Bezugssystems gewihlt wird1), die
Geschwindigkeit — w»; sie hat (;)ie Richtung des Kreisumfangs. Das Linien-
integral fir diesen ist also I' = 2m7r.wr — 2m12w. Dividiert man durch die

Kreisfliche F' — x+?, so wird % = 2w; II:; ergibt sich sonach als ein gutes MaB

fir die Drehung. Hat die Fliche F eine allgemeine Lage, d. h. bildet sie mit der
Drehachse einen Winkel «, so ergibt sich leicht, daB dann fiir unsere Bewegung

;: == 2@ stn @ wird. Die Flachenlage, die das Maximum von ¥ liefert, ist also
dadurch ausgezeichnet, daB die Drebachse senkrecht zu F steht.

Bei der Potentialbewegung ist jede Zirkulation fiir im Innern des
Gebietes verlaufende Linien gleich Null, die Bewegung daher iiberall im Innern
sdrehungsfrei“. Man hat geglaubt, daraus schlieflen zu miissen, daB bei
oiner aus der Ruhe heraus entstehenden Bewegung einer homogenen reibungs-
losen Fliissigkeit nie ein Wirbel entstehen kénne. Betrachtet man jedoch die
Bewegungsvorginge bei der Bildung einer Trennungsfiiche von der in § 6
geschilderten Art naher, so zeigt sich, daf alle im Ruhezustand im Innern der
Flissigkeit gezogenen fliissigen Linien sich so bewegen und deformieren, dall
gie der Trennungsfliche ausweichen und so keime von ihnen die Trennungs-
fliche durchsetzt. Uber die gegenseitigen Beziehungen der Gebiete

zu beiden Seiten der Trennungsfliche sagt

Flg. 4. demnach der Thomsonsche Satz nichts aus.

we Ow ds’ Es ist daher auch kein Widerspruch gegen den

s’ ds Thomsonschen Satz, daB in einer praktisch

} w reibungsfreien Fliissigkeit an scharfen Kanten

r Trennungsflichen und damit auch Wirbel entstehen
i konnen.

Anmerkung: Bei den wirklichen Flissigkeiten,

die immer etwas Zihigkeit besitzen, tritt an Stelle der

Trennungsfliche eine Trennungsschicht, die aber

hiufig sehr diinn ist. Die Teilehen der Trennungsschicht

stammen immer aus der unmitteibaren Nihe der Ober-

fliche des festen Korpers, wo die Reibungawirkungen ebenfalls auch bei noch so

kleiner Zghigkeit nicht mehr vernachlissigt werden kénnen. Die genauere Ana-

lyse der inneren Vorginge in den Trennungsschichten muB dsher die Zihigkeits-

wirkungen beriicksichtigen. Fiir das Studium der duBleren Vorgiinge geniigt aber

meist schon die Betrachtung der an Stelle der Trennungsschicht eingeliihrten
Trennungsfliche. Uber die Reibungswirkungen vgl. Abschnitt III, § 1 bis 6.

In § 6 war fiir die Stromung, bei der die Konstante der Bernoullischen
Gleichung fiir alle Stromlinien eines Gebietes denselben Wert hat, aus dem
Druckgefille quer zur Stromlinie abgeleitet worden, daB

ow ., w
s Tr 0

1) Fine Translationsbewegung liefert, zur Zirkulation keinen Beitrag, man
darf daher von ihr bei der Berechnung der Zirkulation immer absehen.
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ist (r = Kriimmungsradius der Stromlinie). Die Zirkulation um ein kleines
Viereck aus zwei Stromlinien und zwei Normalen (vgl. Fig. 49) liefert nun,
da die Normalen keine Beitrige geben:

w.rd(p—~(w+ -31:-, . ds') (r+ds).dg

= —ds'.dg (r%g,—}—w—!— %ds’)-
Das letzte Glied in der Klammer ist als klein von héberer Ordnung zu
streichen, der Rest ist nach der obigen Beziehung gleich Null, d. h. die obige
Bewegung ist eine Bewegung mit Zirkulation gleich Null fiir jeden kleinen
Bezirk, d.h. sie ist eine Potentialbewegung. Umgekehrt gilt in jeder sta-
tiondren Potentialbewegung die Bernoullische Gleichung unabhingig von den
Stromlinien (Beweis am Schluf der folgenden ,mathematischen Erginzung®).

Mathematische Ergiinzung.
a) Beweis des Thomsonschen Satzes. Sind u, v, w die Komponenten der
Geschwindigkeit, so driickt sich das Linienintegral aus durch I (uwdz +vdy+ wde)

(jeder Schritt ds kann durch drei Schritte dx, dy, dz ersetzt werden, und u, v, w
gind die Geschwindigkeitskomponenten in der Richtung von dz, dy bzw. d2). Es
muB pun die zeitliche Anderung des Integrals unter der Voraussetzung berechnet
werden, dal die Linie dauernd aus denselben Flissigkeitsteilchen besteht. Das

Zeichen dieser Differentiation sei E‘% (man findet in der Literatur auch 1—% dafiir).

‘Wir wollen zuniéichst %judm berechnen und konnen dafiir zunichst schreiben

du

—d-t—dx + j u (% (dx). In dem ersten Ausdruck ksnn g'—: mittels der Eulerschen
Gleichung [§ 8, Gl. (5)] durch X—-——;- g—z ersetzt werden; zur Berechnung des

.

zweiten Ausdruckes sei bemerkt, daB offenbar fiir festgehaltenes Teilchen j—? = u
ist. Dann ist auch Edt—(w-}— dxr) = u-du, also (—th (dx) — du, wobei also du die

Anderung von u beim Fortschreiten lings der Linie bei festgehaltener Zeit ist.
Wird mit den anderen beiden Gliedern des Linienintegrals ebenso verfahren, so
ergibt sich also

d—dt-j(udm +vdy +wds) = [ (Xda+ Ydy+Zdo)

) 0
[ (a4 a4 320+ [t e

Es sei nun angenommen, daf die Massenkraft X, ¥, Z ein Potential U/ habe,
daf also

sei; ferner soll die Dichte nur vom Druck allein abhangen (,homogene Flissigkeit®),
dann sind die obigen Ausdriicke simtlich integrabel. Die zeitliche Anderung des
Linienintegrals langs einer flissigen Linie zwischen zwei Punkten A und B, die

ebenfalls dauernd mit den zugehorigen Flissigkeitsteilchen zusammenfallen sollen,
wird damit .

B
B | wdztvay+wds) = Uy~ U+ Py — Py
A

FEghe, (b

A
4%



52 Weiteres tiber Potentialbewegung. I, §o.

Dabei ist wieder wie in § 3_’ p = P gesetzt. Es mag darauf hingewiesen werden,
daB hier das Vorzeichen des Geschwindigkeitsquadrates entgegengesetzt zu dem in
der Bernoullischen Gleichung ist.

Handelt es sich um eine geschlossene Linie, so fallt 4 mit B zusammen, und
damit ergibt die rechte Seite Null. Hiermit ist der Satz bewiesen und es zeigt
sich dabei die Bedeutung der Voraussetzungen. Die eine, dal das Kraftfeld ein
Potential haben miisse, ist bei der bisherigen Formulierung des Satzes nicht
erwihnt worden, da von der Vorstellung ausgegangen war, daB eine Massenkraft
dberhaupt nicht in Betracht kime. Auf die andere, die viel wichtiger ist, die
Homogenitat, wurde bereits frither hingewiesen. In einer inhomogenen Flissigkeit
gilt der Thomsonsche Satz nicht. Die vorstehende Ableitung zeigt den Weg an,
wie z.B. bei ungleicher Erwirmung einer Luftmasse die zeitliche Anderung des
Linienintegrals berechnet werden kann.

b) Bemerkungen iber die Potentialbewegung. Die Winkelgeschwin-
digkeit @ hat drei Komponenten (Drehungsanteile um die Koordinatenachsen):

o= -2

_ 1 0u_du
= 3\9z "oz
o, = L (9 _‘M>
7 2\0x Jdy/
Sollen diese Drehungsanteile samtlich Null sein, so muB also g—l—; = g—z usw. sein.
Wird nun ein Geschwindigkeitspotential @ eingefithrt, also u = g—f; v = g—;—p;

w = g-g gesetzt, so sind diese Beziehungen identisch erfiillt (die angeschriebene

gibt ——‘z 02) = 9 @qs)’ was bekanntlich immer zutrifft. Mit do = Ou usw.
dx\0y oy \dx dx ~ dy
kann nun aber in Gl. (4) von § 3
du __ du , Ou ou ou
P TR P A
du , Ou dv ow
=g Tartonvtos®
_Ou, 0 /utd 024wl
=5 Yoz ( 2 )

geschrieben werden. Multipliziert man jetzt die drei Eulerschen Gleichungen
der Reihe nach mit dx bzw, dy und dz und addiert, so sind alle Ausdriicke ohne
Eindchrinkung des Integrationsweges integrabel und liefern

%?+Wuﬂ+u22+zv9+1,+ U = const.

Da die Integration bei festgehaltener Zeit erfolgt, kann die Konstante rechts noch
zu verschiedenen Zeiten verschiedene Werte annehmen (z. B. durch Einwirkung
von auflen der Druck sich éndern). Man schreibt deshalb richtiger f(f) fiir const.

Der Ausdruck k4 wird dadurch erhalten, daB @ — j (udz 4-vdy +wd2) ist und

at
g—? dz = % j udx usw. ist. Fir stationdre Stromungen geht die vorstehende

Gleichung in die gewohnliche Bernoullische Gleichung iiber.

§ 9. Weiteres iiber Potentialbewegung. Aus Gl (3) von § 8 folgen
Formeln fir den Zusammenhang der Geschwindigkeitskomponenten u, v, w
mit dem Potential @, wenn man ds der Reihe nach = d#, = dy und — ds
getzt. Es wird also
_ oD

o0 20 30
Y

____W,w_—__-__a—; ......... . (1)

w v

-



I, § 9. Weiteres iiber Potentialbewegung. 53

Die Kontinuititsgleichung

o , Ov A Ow

Y + Er + P 0
[Formel (2) von § 2] liefert damit die Gleichung

0P 0@ P

atop T o
Diese Gleichung, die sogenannte Laplacesche Gleichung, tritt ebenso bei den
elektrostatischen Potentialen [und auch anderwirts]!) auf, und gilt dort fiir
diejenigen Teile des Feldes, wo keine Ladungen sitzen (und die Dielektrizitats-
konstante konstant ist). Daher lassen sich die aus der Elektrostatik bekannt
gewordenen Losungen von Gl (2) auch hier verwenden, wie z. B. die Liosung
fiisr eine Punktladung, fir einen Dipol usw. Von groBer praktischer Wich-
tigkeit ist dabei der Umstand, daB die Summe oder Differenz zweier Losungen
wieder eine Liosung liefert, wie sich aus der Linearitit von Gl (2) ergibt. Die
Geschwindigkeiten setzen sich bei dieser ,Uberlagerung“
zweier Potentiale nach dem Parallelogramm zusammen.

Einige Beispiele von Potentialstréomungen.

a) Staupunktstréomung. Einer der einfachsten
Ansiitze eines Potentials ist @ = 1/, (ax? 4 by2 + c22).
Gl. (2) liefert, daBl dabei @ + b -+ ¢ = 0 sein mub. Wenn
wir Rotationssymmetrie mit der Z-Achse als Rotations-
achse haben wollen, s0 konnen wir b == a, ¢ = — 2a
setzen, wodurch Gl. (2) befriedigt wird, also wird

0 o v e e e (2)

Fig. 50.

\
\
\,
\,

P — g_ (224 y2—209) Staupunktstromung.
und ¥ == ax; v = ay; w = — 2a2 Die Stromlinien in der Y Z-Ebene
(z = 0) sind durch die Differentialgleichung

4z _w _ 27
dy ~— vy

di
gegeben, die Ing = const — 2Iny oder  y2g — const

liefert (sogenannte kubische Hyperbel, vgl. die Fig. 50).
Ist die Bewegung stationir, d. h. a zeitlich konstant, so gilt fiir den Druck

p = const — —g— (W + v? + wl),

2
= const — 9—;— (x2+ y2 4+ 429).

Bei £ = y = # == 0 ist also ein Druckmaximum, und im iibrigen sind die
Flichen gleichen Druckes Ellipsoide mit dem Achsenverhdltnis 1-1:1/,, vgl
Fig. 50.

1) Auch z.B. bei den reibenden Stromungen zwischen eng gestellten parallelen
Platten; dieser Vorgang wird vielfach zur %)emonstration der Stromlinien der
Potentialbewegung benutzt. Die Ergebnisse sind unter bestimmten Voraussetzungen
in Ubereinstimmung mit der Potentialbewegung, obwohl das Kriftespiel dort ganz
anders geartet ist, vgl. hieriiber § 8 von Abschn. 8.
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b) Quellen und Senken. Nach der an Gl (2) gekniipften Bemerkung
sind die bekannten Losungen fiir die elektrostatischen Potentiale auch Losungen
tiir mégliche Potentialstromungen, wofern die Grenzbedingungen fiir diese
verwirklichbar erscheinen. Bereits das elektrostatische Feld einer Punkt-
ladung liefert eine wichtige Stromung, die sogenannte Quell- bzw. Senken-

stromung. Das Potential lautet ¢ — + %, wo r den Abstand von einem

Punkte O bedeutet. Es ist also konstant auf Kugeln, die um O beschrieben
werden, die Geschwindigkeit ist damit, da sie zur Fliche konstanten Potentials
senkrocht steht, rein radial gerichtet und hat den Betrag !—%- Die Durch-
fluBmenge, die in der Zeiteinheit durch die Kugel vom Radius r (Oberfliche

== 4 % %) hindurchtritt, ist Q — 4= r“-;c; = 4 we. Diese Menge entsteht bei

der ,Quelle* im Punkt O sekundlich neu, bei der Senke verschwindet sie
dort. Genau in dieser Weise kommt das physikalisch nicht vor, aber man
kann z. B. bei O durch ein diinnes Rohr Flissigkeit absaugen und hat dann
in der Umgebung der Saugstelle genahert eine Stromung der angegebenen
Art zu erwarten (nur genihert, da das endliche Volumen des Rohres stort usw.).

Eine andere sehr niitzliche Anwendung der Quell- und Senkenstrémung
ist die folgende: Bewegt sich ein stabformiger Kérper mit der Geschwindig-
keit ¥ in der Richtung der Stabachse vorwirts, so wird fortwahrend
an seinem vorderen Ende Flissigkeit verdringt, an seinem hinteren Ende

flieft sie in dem frei gewordenen
Fig. 51.

Raum zusammen (vgl. Fig. 51).
/ﬁm } / Die Bewegung in der Nachbar-
schaft des Vorderteils ist also so,
A
MG S

als ob dort eine Quelle, und die

(! ; -, ; /\\ am Hinterteil so, als ob dort eine

1 Senke wire. In der Tat gibt die

Formel
Potentialstrémung um einen bewegten Korper. 1 1
Ruhendes Bezugssystem. O —= c(

s N
diese Strémung richtig wieder (genau genommen miissen dafiir die Stabenden
eine bestimmte wohl abgerundete Form haben, aber auch bei anderer Form
der Stabenden stellt die Gleichung eine brauchbare Niherung dar). Die ,Er-
giebigkeit* @ der Quelle und der Senke ist dabei = F'.V zu setzen, wo F

Vv .
den Stabquerschnitt bedeutet, also ¢ — % Betrachtet man diese Bewegung

die zunéchst wegen des stetigen Vorriickens des Stabes und der Geschwindig-
keitsverteilung um ibn herum nicht stationér ist, von einem Beszugssystem
aus, das sich mit dem Korper mitbewegt, so ergibt sich eine stationdre Be-
wegung, fir die der Koérper in Ruhe ist, und der Flissigkeitsstrom an dem
Korper vorbeigleitet. Mathematisch wird diese Stromung durch das Potential
@' — ® 4 Vz dargestellt. Ihre Stromlinien sind in Fig. 52 dargestellt.
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Darunter ist die Druckverteilung itber die Oberfliche des Korpers dargestelit,
wie sie von der Bernoullischen Gleichung geliefert wird.

Riickt man die Quelle und die Senke immer niher zusammen und ver-
stirkt ihre Ergiebigkeit in demselben Mafe,*als ihre Entfernung abnimmt,
g0 erhalt man in der Grenze einen ,Dipol“; die Stromung nach Fig. 52 geht
dabei iiber in die um eine Kugel (vgl. Fig. 53). (Die wirkliche Stréomung um
eine Kugel sieht, wie bemerkt werden mag, wegen Reibungseinfliissen etwas
anders aus.)

c) Ebene Bewegung. Ist die Bewegung derart, daf alle Strom-
linien ebene Kurveu in lauter parallelen Ebenen sind, und daB auf
einer zu der Ebenenschar

Fig. 52.
senkrechten Geraden iiber-
all derselbe Stromungs- ————————— ————
zustand herrscht, so spricht o F N
man von ,ebener Bowe- i \ A
” R — e e ———
“ i i S—— ¥ —r
gung“., Nimmt man eine ———= ¥
der Ebenen zur X Y-Ebene, V'I \ /
. . ?-z' | '
so ist also von den drei Ge- 1 lep
S p—— — po
schwindigkeitskomponenten Strbmung um einen bewegten Ko6rper. Mitbewegtes
%, v, w die letztere == 0, Bezugssystem. Darunter Druckverteilung.
und die ersteren sind Funk-
tionen von # und y allein. Die Theorie Fig. 53.
dieser Strémungen ist in der mathema- J

tischen Hydrodynamik besonders wvoll- ___ _  ——t—u =
kommen durchgebildet, da hier ein be- ——

sonders michtiges Hilfsmittel zur Ver-

fugung steht. Es zeigt sich namlich, —X
daB der reelle wie der imaginire Teil einer M
jeden analytischen Funktion der kom- v
plexen Veriinderlichen = + iy ein Poten- - T
tial darstellt, das der Gl (2) geniigt. Die Potentialstrtimulng um die Kugel.
komplexe Verinderliche sei 2 = z + i y;

die Funktion heiBe F'(¢), ihr reeller Teil @, der imaginire ¥, also F = @ + i ¥,
Nun ist

oF _ dF 3¢ . 0F _dF b
9z  de 9z oy~ dz oy’
aber 2 5
& z .
baﬁ =1 und —5—1‘;——1,
also

oOF o® . o%¥ _10F _ 1

95 9z %8s i@y i dy ' oy
Hierin miissen die reellen Anteile und die imagindren je fiir sich iiberein-
stimmen. Es ist also, mit 1/ == —:

00 0¥ o0 _ °o¥
—a—z ——W(——- u) und T = —_(— f))- (3)
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Damit wird
@ i A Lk S
022 ' 03 © Oyox Oz oy

0,

2
algo ist die Kontinuititsgleichung (2), da il identisch verschwindet, erfiillt.

0s?

“ . P v o
Fir die Funktion ¥ ist im dbrigen ebenfalls Er +W
auch & ein brauchbares Stromungspotential darstellt. Aus den Gleichungen (3)
ist leicht zu ersehen, daf die beiden Strémungen in jedem Punkt senkrecht
aufeinander stehen und gleichen Geschwindigkeitsbetrag haben. Die Linien
gleichen Potentials der einen Stromung sind daher Stromlinien der anderen
(da die'Geschwindigkeit immer senkrecht auf der Potentialfliche steht!). Man
nennt die Funktion, die auf Stromlinien konstant ist, die Stromfunktion.
Gilt also @ als das Potential, dann ist ¥ die Stromfunktion. Die Strom-
funktion hat noch eine weitere anschauliche Bedeutung, indem die Differenz
der Funktionswerte zwischen zwei Punkten das in der Zeiteinheit zwischen
den beiden Punkten in einer Schicht von der Dicke 1 durchflieBende Volumen
darstellt.

Als einfache Beispiele von ebenen Stréomungen mégen die folgenden
aufgefithrt werden. Die ebene Staupunktstromung wird durch die Funktion

F = —;—:’ dargestellt:

== 0, so daB

DW= g—(a;’-l- 2izy —yb); also D = —Z—(w’——-y’);
T =—azxy.

Die Stromlinien ¥ —= const sind gleichseitige Hyperbeln, die Geschwindig-
keiten

Die ebene Quellstromung wird durch F == bing erhalten. Ks ist
Ing = Inr 4 i, wo r und ¢ Radius und Zentriwinkel in Polarkoordinaten
sind (also @ == const auf den Kreisen r == const; I = const auf den Ge-
raden @ = const).

Als drittes Beispiel sei eine Stromung an zwei Winden entlang auf-
gezeigt, die einen Winkel o miteinander bilden. Liegt der Schnittpunkt im
Koordinatenursprung und die erste Wand in der X-Achse, so lautet die

Funktion F = %z", mit n == %- Mit Einfithrung von Polarkoordinaten
ist # = x + iy = 7 (cos @ -+ isin @), und nach einem bekannten Satz
£ == r*{cosn @ + isinn @)

Also ist die Stromfunktion ¥ =— %r” sinn @, und es ist also ¥ = 0 far

@ =0, %—, %’E usw., also mit obigem Wert von n fir ¢ =0, &, 2 ...

Die Form der Stromlinien fir verschiedene Werte von o geht aus den
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Figuren 54 bis 58 hervor. Fir o < w ist im Ursprung die Geschwindig-
keit 0, fiir & > = ist sie dort oo.
2
Die Btrémung um einen Kreiszylinder wird durch F =— V(a + %) ge-
2
geben. [Gemiiﬂ dem obigen ist ¥ = Vsing <r — : '—)] Dies wird = 0

tir die X-Achse, wo sin @ — 0 ist, und fir den Kreis mit dem Radius r,,

.
wo 1 — l"— verschwindet. Die Stromungsfigur ist der Fig.53 sehr #hnlich,

Fig 54 bis 58.

G\ = /((

o= ®=237
z: :AVz

22

> ol

TI ey

z-A-;‘ 2:4

Strdmungen F —= A4.2".

Die Zahl der Beispiele lieBe sich beliebig vermehren. Zur Auffindung
geeigneter Losungen kommen noch eine Anzahl besonderer Verfahren zu
Hilfe. So stellt die komplexe Beziehung 2 — f(§), wo { = £+ i7 eine
andere komplexe Zahl ist, eine Zuordnung derart dar, daf zu jedem Werte-
paar § 7 ein Wertepaar x, y gehort. Es ist also jedem Punkt der £, 4-Ebene
ein Punkt der x y-Ebene zugeordnet. Man nennt das eine Abbildung. (Einer
Linie entspricht wieder eine Linie, dem Schnittpunkt zweier Linien der
Schnittpunkt der entsprechenden Linien.) Im einzelnen gelten Beziehungen
analog zu der Gl. (3). Ein rechtwinkliges Netz geht wieder in ein recht-
winkliges (aber i. allg. krummliniges) tiber und der AbbildungsmaBstab ist in
beiden Richtungen derselbe, so daB das Unendlichkleine geometrisch ahnlich
abgebildet wird. Man nennt deshalb diese Art von Abbildung auch eine
konforme Abbildung. Die bisherigen Beispiele von ebenen Stromungen sind
auch sofort Beispiele fiir konforme Abbildungen, wenn man fur @ und ¥
£ und % schreibt. Das letzte Beispiel lehrt u. a., wie man die halbe & -
Ebene auf ein Gebiet abbilden kann, das von zwei Stiicken der X- Achse
und einem Halbkreis vom Radius r, dazwischen begrenzt wird.

Nun kommt etwas fiir die Hydrodynamik Wichtiges hinzu. Wenn F
eine analytische Funktion von ¢ ist, uand # eine analytische Funktion von ¢,
so ist auch F' eine analytische Funktion von {, d. h. auch in der {-Ebene
liefert F' — @ -+ i ¥ wieder eine mogliche Stromung. Hat man also irgend-
eine mogliche Stromung in der zy-Ebene, so wird daraus durch jede Ab-
bildung der zy-Ebene auf eine £ 9-Ebene eine neue Strémung in der £3-
Ebene. Das Verfabren kann auch beliebig oft wiederholt werden.

Man kennt z. B. verschiedene Verfahren, um das #&uBere Gebiet einer
tragfligelihnlichen Kontur auf das AuBere eines Kreises abzubilden. Daher
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lagt sich aus der Stromung um den Kreis auch sofort eine Stromung um
das Tragfliigelprofil herleiten usf.?).

Der Differentialquotient aF ist, wie eine leichte Rechnung zeigt,

dz
= #—i2. Nennt man diese Grobe (der konjugierte Wert zur komplexen
d

Geschwindigkeit « 4+ §v) = w, 8o ist offenbar w — ~d§ ebenfalls eine ana-
lytische Funktion von £ oder von F, also der Zusammenhang der ® ¥-Ebene
mit der 4 v-Ebene ebenfalls eine konforme Abbildung. Es gibt nun Fille, in
denen man Aussagen iiber die Ge-
schwindigkeiten machen kann, die hin-
reichen, um das Gebiet in der w-Ebene
vollig zu bestimmen. Wenn z. B. ein
Fliissigkeitsstrahl durch einen Spalt

a a
e
b zwischen ebenen Wiinden austritt, so ist
b fir die Grenzstromlinie die Richtung ge-
\ geben, so lange sie an einer Wand
C-q\ e entlang flieft; fiir die Grenzen des freien

Ausflub aus einem Spalt. Stromung Strahls ist die Richtung nicht bekannt,
und zugehdriges Geschwindigkeitsbild. dafiir aber die GroBe, die wegen der

Bernoullischen Gleichung konstant
sein mul, wenn der Druck konstant ist. Daraus ergibt sich eine Abgrenzung
des Gebietes (vgl. Fig. 59a und 59b) und es ist nur noch nétig, die auftreten-
den Singularititen richtig zu erkennen, um F' als Funktion von w zu erhalten.

Fig. 59a. Fig. 59 b.
C d

Durch Umkehren sei w — w(¥) ermittelt, dann ist H—: w(F) oder

de
aF . - y
g = j u—ZFT) - Man ermittelt so schlieflich durch Trennen von reell und
imagindr das z und y zu jedem Wert von @ und P, also das Stromlinienbild.
Dieser kurze Uberblick mag hier geniigen, um eine Vorstellung von den
komplexen Methoden zu geben.

§ 10. Potentialstromung mit Zirkulation; Tragfliigelanftrieb;
Magnuseffekt. Obwohl bei allen Potentialstromungen in jedem kleinen Be-
reich die Zirkulation verschwindet, gibt es doch solche, bei denen im ganzen
eine Zirkulation auftritt. Vorbedingung ist dabei allerdings, dal das Gebiet,
in dem die Strémung sich abspielt, mehrfach zusammenhidngend ist. Der
mehrfache Zusammenhang wird dadurch gekennzeichnet, daf es Kurven gibt,
die man durch stetige Verinderung nicht auf Null zusammenziehen kann,
ohne das Gebiet zu verlassen?). Ist die Zirkulation ldngs einer solchen
Kurve = I, so ist, wenn im iibrigen die Stromung drebungsfrei ist (also in

1) Einzelheiten und ausfiihrliche Literaturangaben finden sich u. a. in der
Aerodynamik des Fluges von H. Schmidt, Berlin und Leipzig 1929.

2 Beispiele von zweifach zusammenhingenden Réumen: Ein Zimmer mit
einer Siiule in der Mitte; der Raum, der einen Ring umgibt.
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jedem einfach zusammenhingenden Teilgebiet die Zirkulation verschwindet),
die Zirkulation lings jeder anderen Kurve, die durch stetige Anderung ohne
Verlassen des Gebiets aus der ersten entsteht, die Zirkulation ebenfalls =— T,
wie leicht zu zeigen ist. Das Potential, das ja als Linienintegral zwischen
einem festgehaltenen Punkt und dem jeweiligen

Raumpunkt definiert war, ist daher bei solchen Fig. 60.
Stromungen ,mehrdeutig“, es nimmt bei jedem Um- w
lauf um den Betrag I zu. ;

Der einfachste Fall einer ebenen Strémung cieser ~[—
Art wird durch das Potential @ — c @ gegeben, in
dem ¢ einen Zentriwinkel bedeutet (vgl. Fig. 60)
Dieses Poi.;entla.l, ‘das' auch der Gl (2) von § 9 ge- Potentialstromung mit
niigt!), nimmt bei einem Umlauf (p; — @, + 2 %) Zirkulation.
um 2m¢ zu, welcher Betrag also die Zirkulation I
darstellt. Die Flichen konstanten Potentials sind hier Ebenen durch die

ad

Achse, die Stromlinien daher Kreise. Die Geschwindigkeit w — —— wird

ds

c
mit ds =rdo w = P die Strémung stimmt daher mit der in dem

Beispiel von § 5, b betrachteten iiberein. Fiir = 0 wiirde nach der Formel
w = oo sein; die Stréomung hat also nur fiir Begrenzung durch einen Kern
von endlichem Durchmesser (in Fig. 60 schraffiert) physikalischen Sinn. Der
Kern kann entweder durch einen festen Korper gebildet sein, er kann aber
auch aus drehender Flissigkeit bestehen (in der es kein Potential gibt), er
kann endlich auch aus einer anderen (leichteren) Fliissigkeit bestehen, die an
der Rotation keinen Anteil nimmt, also z. B. bei Wasser als umlaufender
Fliussigkeit durch Luft gebildet werden (Hohlwirbel).
Unter der Wirkung der Schwere nimmt die Ober-
fliche eines solchen Hohlwirbels eine (Gestalt wie in
Fig. 61 an, deren Form aus der Bernoullischen
Gleichung zu

w ct
Y R TTE
erhalten wird. Derartige Trichter konnen vielfach Hohlwirbel.

in flieBenden Gewiissern, beim Entleeren einer Bade-

wanne usw. beobachtet werden. In allen solchen Fillen handelt es sich um
Stromungen, in denen durch irgendwelche anderen Ursachen bereits vorher
Zirkulation enthalten war.

Eine Anwendung anderer Art wird von den Potentialstrémungen mit
Zirkulation in der Lehre vom Tragfligelauftrieb gemacht. Die Tragfliigel-
stromung Fig. 62 166t sich durch ,Uberlagerung® aus der ,gewdhnlichen
Potentialstromung“ Fig. 63 (ohne Zirkulation) und der zirkulatorischen
Stromung Fig. 64 darstellen; sie weist daher selbst ebenfalls eine Zirkulation

%) Es ist in komplexer Schreibweise F — —iclnz.
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auf. Diese ist mit der Entstehung des Auftriebs aufs engste verkmiipft;
auch ohne alle Rechnung sieht man leicht, daB die zirkulatorische Stromung
oben die Potentialstrémung nach Fig. 63 verstirkt, unten ihr entgegenwirkt,
Nach Bernoulli bedeutet das aber eine Druckverminderung oben und eine
Druckvermehrung unten, d. h. einen Auftrieb. Kutta und Joukowski
fanden unabhingig voneinander durch theoretische Rechnungen diess Kraft
genau proportional der Zirkulation I', und zwar ist sie fiir die Lingen-
einheit == @ I'V, wo V die Relativgeschwindigkeit des Tragfliigels gegen die
Flissigkeit ist. Ein Beweis dieses Satzes wird in § 13, a gebracht werden.

Fig. 62.

= ——
/—\ Fig. 64.
Fligelstromung.

Fig. 63.

— Zirkulatorische Umstrémung
= eines Fliigels.

Einfache Potentialstromung
um einen Fliigel.

Nach dem Thomsonschen Satz kann bei Bewegungen aus der Ruhe heraus
auch in einen mehrfach zusammenbingenden Raum zundchst keine Zirkulation
entstehen, denn im Ruhestand war die Zirkulation auf jeder Linie gleich Null,
und sie bleibt dann auch gleich Null. In Wirklichkeit entsteht die Zirkulation in
der Regel auf dem Wege itber eine Trennungsfliche. Bei dem Spiralgehiuse von
Fig. 30, 8. 40 z. B. bildet sich beim Bewegungsbeginn an der scharfen Kante
bei K ein Wirbel von der Art der Fig. 37, S. 43 aus. Der Wirbel flieSt spater
bei O ab, und nur seine Zirkulation bleibt fiir die Daver der Strémung zuriick.

Fiir die Bewegung eines Tragfliigels ergibt sich eine ganz dhnliche Losung.
Beim Bewegungsbeginn entsteht an der Hinterkante des Tragfliigels, die im

Fig. 65. Anfang gemiB Fig. 63 quer iiberstromt wird, eine

Trennungsfliche nach Fig. 65. Spiter wandert der aus
W@) der Trennungsfliche entstandens Wirbel ab und laft an
Anfahrt eines Fligels, dem Tragfliigel eine Zirkulation, die seiner eigenen ent-

gegengesetzt gleich ist, zuriick. (Die flassigen Linien,
die den Tragfliigel und den Wirbel zusammen umschlieBen, behalten dabei die
Zirkulation Null, wie es der Thomsonsche Satz verlangt.)

Anmerkung. Damit der Fligel den Raum zweifach zusammenhingend
macht, muB man jhn seitlich durch zwei parallele Winde begrenzen, oder man
muB annehmen, daB er nach beiden Seiten ins Unendliche reicht. Bei wirklichen
Tragfligeln ist weder das eine noch das andere der Fall. Die Zirkulation um den

Flagel, die auch hier vorhanden und zum Zustandekommen des Auftriebs not-
wendig ist, wird hier moglich durch eine Trennungsfliche von der bereits in § 7
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eschilderten Art mit transversslem Geschwindigkeitssprung, iiber die in § 16 von
bschnitt III noch Néheres gesagt werden wird.

Eine Zirkulation von derselben Art, wie beim Tragfliigel, entsteht auch
bei einem quer zur Achse angestrémfen rotierenden Kreiszylinder (und zwar
durch Reibungswirkungen, vgl. 3. Abschn., § 7), und erzeugt hier auf der Linge 1
eine Kraft quer zur Strémung gleich ¢ I' V, die hier auch ,Quertrieb“ ge-
nannt wird. Auch bei dreieckigen und viereckigen Prismen, die um ihre
Lingsachse rotieren, sowie bei Kugeln usw., zeigt sich eine solche Kraft. Der
Sinn der Kraft ist dabei immer von der Seite, wo Drehung und Strémung
einander entgegenlaufen nach derjenigen, wo sie gleich-
laufen, gerichtet. Diese Erscheinung fihrt nach ihrem
Entdecker Magnus (1852) den Namen Magnuseffekt.

Das Verhalten kugelformiger Geschosse, die hiufig
beim Verlassen des Laufes unbeabsichtigte Rotationen
um Querachsen erhalten und dadurch in ihrer Flugbahn
Seitenabweichungen ergeben, ist der Anlaff zum Studium
dieser Erscheinungsgruppe gewesen. Solche Seiten-
abweichungen lassen sich auch beim Fluge von ,ge-
schnittenen“ Tennis~- und Goltbillen durch die Luft
beobachten; sie konnen sehr betrdchtlich sein. Neuerdings hat A. Flettner
mit seinem Rotorschiff die Erscheinung im grofien zum Antrieb von Schiffen
durch den Wind angewandt, wobei an Stelle der Segel senkrecht stehende
schnell rotierende Zylinder verwendet werden. Es empfiehlt sich dabei, an
den Enden itberstehende Scheiben anzubringen (vgl. Fig.66), da sonst die
nicht mit umlaufende Luft an den Zylinderenden in den Unterdruckraum auf
der Saugseite eindringt, und die Stromung dort teilweise zerstort.

Fig. 68.

Rotierender Zylinder.

Versuch: Ein von einem kleinen Elektromotor angetriebener rotierender
Zylinder befindet sich auf einem auf Schienen laufenden Wigelchen. Wird
der Zylinder mittels eines kleinen Schraubenventilators (Tisch-Ventilator) quer
zu den Schienen angeblasen, so liuft der Wagen auf den Schienen vorwirts.
Wendet man den Ventilator so, dafi der Wind mit dem Gebldse einen anderen
Winkel bildet, so kann man das Verhalten des Zylinder-
segels unter den verschiedenen Kursen studieren. Es
gelingt, den Wagen unter spitzem Winkel gegen den
Wind fabren zu lassen. Bei Umkehrung der Dreh-
richtung lauft er in der entgegengesetzten Richtung. —
Ein mit wagerechter Achse in schnelle Rotation ver-
setzter leichter Zylinder fillt losgelassen nicht senkrecht
herunter, sondern fithrt einen flachen Gleitlug aus. Er
erleidet auler dem Auftrieb (A) senkrecht zu seiner
Bahn einen Widerstand (W) in der Richtung der Bahn,
der aber im giinstigsten Falle (linglicher Zylinder mit Endscheiben) wesentlich
kleiner als der Auftrieb ist. Die Resultierende der beiden Krifte hilt dem
@ewicht des Zylinders das Gleichgewicht (vgl. Fig. 67) und verhindert so
sein Fallen.

Fig. 61.
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§ 11. Drehende Bewegung einer reibungsfreien Fliissigkeit.
Wirbelfiiden. Beim Studium der drehenden Bewegung einer homogenen
reibungsfreien Flissigkeit kann wieder der Thomsonsche Satz von der
Konstanz der Zirkulation lings einer fliissigen Linie als Fithrer dienen. Man
kann aus ihm und aus den geometrischen Eigenschaften des Drehungsvektors
(auch Wirbelvektor genannt) Siitze ableiten, die gewisse wichtige geometrische
und mechanische Zusammenhiinge aufzeigen. Es sind dies die berithmten
Helmholtzschen Sitze iiber Wirbelbewegungen, die dieser auf einem anderen
Wege, ausgehend von elektrodynamischen Vorstellungen gefunden hat!)., Die
aus diesen Sitzen zu ziehenden Folgerungen werden aber nur dann einfach,
wenn. das Gebiet der in Drehung befindlichen Fliissigkeit fadenformige Gestalt
hat und die iibrige Flissigkeit drehungsfrei ist. Man spricht in diesem Falle
von einem ,Wirbelfaden®. Die wichtigsten Sitze iiber Wirbelfiden lassen
sich bereits aus dem Verhalten der sie umgebenden Potentialstromung ableiten,
so da hjer ein niheres Eingehen auf die Mechanik der drehenden Flussigkeit
entbehrt werden kann.

Bei der Behandlung der Potentialbewegung mit Zirkulation in § 10 — um
eine solche handelt es sich auch hier — ist bereits erwihnt worden, daB das
Gebiet dieser Potentialbewegiing mehrfach znsammenhingend ist, und daf die
Zirkulation fiir alle ohne Gebietsiiberschreitung ineinander iiberfithrbaren
Linien gleich groB8 sein mufl. Das heilt, fiir den Wirbelfaden ausgesprochen,
daf dieser ringformig in sich geschlossen sein oder beiderseits bis an die
Grenzen der Flissigkeit reichen muB, und da8 die Zirkulation um ihn in ein
und demselben Augenblick in allen Stellen denselben Betrag haben muf.
Diese Eigenschaften, die einfach mit der geometrischen Struktur der Potential-
stromungen zusammenhingen, konnen auch so eingesehen werden, da8
man die in Fig. 68 angegebene geschlossene Linie betrachtet. Die Linie ist
so gewihlt, daB man sie durch stetige Verinderung, obne das Gebiet des
Wirbelfadens zu beriihren, anf Null zusammenziehen kann; sie
hat daher sicher die Zirkulation Null. Sie besteht aber aus
zwei Teilstiicken, die in entgegengesetzter Richtung lings ein
und derselben Linie A B verlaufen und deren Beitrige sich
daher gegenseitig aufheben, und aus zwei weiteren Teilen, der
Umkreisung des Wirbelfadens bei A und der bei B. Diese
letzteren Beitrige miissen daher, damit die Summe Null
gibt, auch entgegengesetzt gleich sein. Die Linie umkreist
bei 4 den Wirbelfaden im entgegengesetzten Sinn wie bei B, also muB
die gleichsinnig genommene Zirkulation an beiden Stellen gleich grof sein.
Wiirde der Wirbelfaden irgendwo in der Fliissigkeit aufhoren, so wiirde
man die eine der beiden Schleifen iiber das Ende des Wirbelfadens ab-
streifen konnen, wibrend man die andere in ihrer den Wirbelfaden um-
schlingenden Lage liBt. Die erstere hitte dann ihre Zirkulation eingebilt,
die letztere hitte sie behalten. Die ganze Linie hiitte damit ihre Zirkulation

1) H.v. Helmholtz, Crelles Journ. 55, 25, 1858 — Ostwalds Klassiker Nr. 79.
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verindert, obwohl sie nur in einer Potentialbewegung verschoben worden ist.
Man sieht, dal dies unmoglich ist. Es gilt daher der Satz: Ein Wirbel-
faden kann im Innern der Fliissigkeit nirgends endigen und hat
iiberall dieselbe Zirkulation. Zu dieser rein geometrischen Aussage
kommt die aus dem Thomsonschen Satz folgende dynamische Aussage hinzu,
daB die Zirkulation um den Wirbelfaden zeitlich ungeandert bleibt.
Betrachtet man das Verhalten von sehr kleinen geschlossenen flissigen
Linien, deren Zirkulation, soweit sie im Potentialgebiet liegen, iiberall gleich
Null ist, soweit sie sich aber im Innern des Wirbelfadens befinden, im all-
gemeinen von Null verschieden ist, so folgt aus dem Thomsonschen Satz,
daB diese sich in der Zeit nicht a&ndert. Hieraus folgt unmittelbar, dab der
Wirbelfaden dauernd aus denselben Fliissigkeitsteilchen besteht.
Da der Impuls und die Energie des eigentlichen Wirbelfadens klein sind
gegen die entsprechenden Betrige der Potentialbewegung um ibn herum, be-
bewegt sich der Wirbelfaden in der Hauptsache so, wie die Bewegung um ihn
herum es jhm vorschreibt (vgl. das untenstehende Beispiel a!). Allerdings kann
man die Potentialbewegung geometrisch auf die Zirkulation um die Achse des
Wirbelfadens zuriickfithren, was fiir Berechnungen meist bequem ist. Dann
erscheint die Bewegung jedes Wirbelfadenelements als verursacht von simt-
lichen iibrigen Wirbelfadenelementen und die ganze Potentialbewegung als
durch den Wirbelfaden erzeugt. Dies ist aber nur als geometrische Beziehung
zu werten; energetisch ist die duBere Bewegung das fiberwiegend Bestimmende.
Die Formeln fiir die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes aus der
geometrischen Anordnung der Wirbelfiden stimmen ibrigens vollstindig mit
den elektrodynamischen Beziehungen im Biot-Savartschen Gesetz iiberein.
Was dort der elektrische Leiter ist, ist hier der Wirbelfaden, der Stromstéirke
entspricht die Zirkulation und dem Magnetfeld des Stromes das Ge-
schwindigkeitsfeld. Auch entspricht der Stromdichte die Drehungsintensitit.
Die Stromstirke ist wie die Zirkulation an allen Stellen des Leiters dieselbe,
die Stromdichte ist dann umgekehrt proportional dem Leiterquerachnitt.
Beim Wirbeifaden ist gemdf dem XKleingedruckten von § 8 (mit sin ¢ = 1)
= 2 F; also gibt Verkleinerung von F ein Anwachsen von ® und um-
gekehrt. Dies gilt auch zeitlich: Wird ein Teil des Wirbelfadens gestreckt,
80 nimmt seine Winkelgeschwindigkeit @ umgekehrt proportional dem Quer-
schnitt zu. Die Linge eines Abschnitts des Wirbelfadens wichst dabei auch
umgekehrt proportional F, da ja das Volumen dasselbe bleibt. Also ver-
dndert sich die Winkelgeschwindigkeit genau proportional der
Linge des Abschnitts.
Dies ist im wesentlichen der Inhalt der Helmholtzschen Sitze.
Beispiele: a)Gerade parallele Wirbeltiden in einer sonst drehungs-
freien Fliissigkeit. Ein Wirbelfaden mit der Zirkulation (Wirbelstirke) I”
besitzt ein Geschwindigkeitsfeld um sich herum, wie es bei den Potential-
bewegungen mit Zirkulation in § 10 bereits besprochen ist. Die Geschwindig-
keit steht senkrecht auf der Wirbelachse und auf dem Radius (r), der von
der Wirbelachse zu dem Ort des Teilchens hingezogen ist, und hat den
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Betrag I'/27mr. Sind mehrere Wirbelfiden vorhanden, so addieren sich die
einzelnen Geschwindigkeitsfelder und jeder Wirbelfaden nimmt selbst an der
Bewegung teil, die die iibrigen an seinem Ort erzeugen. Bei zwei parallelen
Wirbelfiden ergibt sich so ein Kreisen der beiden Wirbelfiden um diejenige
Achse, in die die resultierende Kraft fallen wiirde, wenn an den Orten der
Wirbelachsen Krifte proportional der jeweiligen Wirbelstirke angebracht
wiirden; gleichgerichtete Krifte sind zu nehmen, wenn die Wirbel gleich-
ginnig drehen, und umgekehrt gerichtete, wenn die beiden Wirbel entgegen-
gesetzt drehen. In dem einen Falle liegt die Achse zwischen den Wirbelfiden,
im anderen auflerhalb. Fiir zwei entgegengesetzt umlaufende gleich starke
Wirbel (,, Wirbelpaar, entsprechend dem Kriftepaar) ergibt sich ein gerad-
liniges Fortwandern senkrecht zur Verbindungslinie mit der Geschwindigkeit
I'/2n d, wenn d den Abstand der beiden Wirbelachsen bedeutet. Von einem
relativ zur ungestorten Flissigkeit ruhenden Bezugssystem aus ergeben die
Stromlinien eines Wirbelpaares ein Bild entsprechend Fig. 69, von einem
mit den Wirbelachsen mitbewegten Bezugssystem dagegen das nach Fig. 70.

Fig. 89.

Stromlinien des Wirbelpaares; Stromlinien des Wirbelpaares; Bezugs-
ruhendes Bezugssystem. system mit den Wirbelkernen mitbewegt.

Das in dieser Figur schraffierte Gebiet verbleibt dauernd in der Umgebung
der Wirbelfiden. Werden diese in einem Gebiet gefiarbter Fliissigkeit erzeugt
(vgl. unter d), so wandert ein Korper aus gefarbter Flissigkeit, entsprechend
dem schraffierten Gebiet in Fig. 70, in die ungefirbte Flussigkeit hinein.

Anmerkung: Damit die vorstehenden Beziehungen zutreffen, miissen die
perallelen Wirbelfiden theoretisch nash beiden Seiten ins Unendliche reichen, oder
sie miissen in einer von zwei parallelen Winden senkrecht zu den Wirbelachsen
begrenzten Flissigkeit von einer Wand bis zur anderen reichen. Doch stéren im
letzteren Falle Reibungseinfliisse an den Winden. Statt der Winde kann auch ein
Boden und eine freie Oberfliche vorhanden sein.

b) Bei kreisformigen ,Wirbelringen“ kommt durch die Kriimmung
des Wirbelfadens eine zusitzliche Geschwindigkeit des Fortschreitens zu-
stande, die um so groBer ist, je konzentrierter der mit Drehung behaftete
Wirbelkern ist. (Diese Erscheinung kommt als Wirkung der benachbarten
Wirbelelemente richtig aus den Helmholtzschen Gesetzen heraus, man
kann sie aber auch dynamisch als Wirkung der Zugspannungen verstehen,
die durch Zentrifugalkrifte der umlaufenden Flissigkeit in dem Wirbelring
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geweckt werden und die den Wirbelring zu verkleinern trachten, vgl. die
Ausfithrungen zum Kutta-Joukowskischen Satz in § 10.) Wegen der
schnelleren Fortschreitungsgeschwindigkeit st der mit dem Wirbelring
mitgefithrte Fliissigkeitskérper im Gegensatz zu Fig. 70 meist ringformig
(Rauchringe!). Zwei Wirbelringe mit gemeinsamer Achse, die sich im
gleichen Sinne bewegen, wirken so aufeinander ein, daB der vordere sich
erweitert, der hintere aber sich zusammenzieht; dadurch nimmt die Fort-
schreitungsgeschwindigkeit des vorderen ab, die des hinteren zu; der hintere
schliipft schlieBlich durch den vorderen hindurch, und es beginnt das Spiel
mit vertauschten Rollen von neuem. Zwei auf derselben Achse gegeneinander
bewegte gleiche Wirbelringe vergrifiern bei ihrer Anniherung ihre Durch-
messer mit fortwihrend wachsender Geschwindigkeit, nnd verlangsamen dabei
ihre Bewegung so, daf sie nicht miteinander in Beriihrung kommen. Dsa sich
die mittlere Ebene zwischen den beiden Wirbelringen

hierbei wie eine feste Wand verhalt, so gilt das gleicbe Me. 71.
von einem gegen eine Wand prallenden Wirbelring.

c) Diein § 6 besprochenen Trennungsflichen = = = = ~ = _A'_é_
lassen sich auch als flichenhafte Scharen von Wirbel- == 7= = =7 =7
fiden auffassen, wobel die Achsen der Wirbelfidsn
senkrecht auf der Richtung des Vektors des Ge- Wirbelschicht.

schwindigkeitssprunges stehen. Da8 in der Tat eine

Reihe von parallelen Wirbelfiden eine Stromung ergibt, die in einigem Ab-
stand von den Wirbelfiden der Stromung mit einer Trennungsfliche ent-
spricht, zeigt die schematische Fig. 71. Umgekehrt sind Trennungsflichen
labil und zerfallen leicht in einzelne Wirbel, vgl. Fig. 35.

d) Die Erzeugung von Wirbeln mitsamt den zugehorigen zirkulatorischen
Potentialbewegungen erfolgt regelmilig auf demm Wege iiber Trennungsflichen.
Alle Potentialbewegungen sind das Ergebnis von Druckwirkungen auf die
Flassigkeit, die von irgendwelchen Wand- bzw. Oberflichenteilen oder von
Korpern im Innern der Fliissigkeit ausgeiibt werden. Zirkulatorische Be-
wegungen kommen vor allem dann veor, wenn eine Teilfliche im Innern der
Fliissigkeit eine Zeitlang einen Druck erfahren hat, und der angrenzende Teil
nicht. Die Erzeugung eines Wirbelringes nach Fig. 39, bei der die Waund aufler-
halb des Loches einem von links her wirkenden Druck Widerstand leistet, der
Innenraum des Loches aber nicht, ist ein Beispiel davon. Ein anderes wichtiges
Beispiel liefert die Bewegung eines Flugzeugtragfliigels, bei der der von dem
Fligel tiberstrichene Flichenstreifen zeitweilig durch das Gewicht des Flug-
zeugs belastet worden ist, das Gebiet auBerhalb dieses Streifens aber keinen
Druck erfahren hat. Wie bereits im Anschluf an Fig.40 am Schlusse von
§ 6 angegeben, bilden sich aus der Trennungsfliche hinter dem Tragfliigel
zwei von den Fligelspitzen ausgehende Wirbel. An der Stelle, wo die Be-
wegung begonnen hat, wurde ein Wirbel gemif Fig.65 erzeugt. Dieser
sAnfahrwirbel® und die seitlichen Wirbel bilden zusammen einen einzigen
(meist etwas diffusen) Wirbelfaden. Der Tragfliigel selbst mit seiner Zir-

kulation, die mit derjenigen um den Wirbelfaden genau iibereinstimmt,
Prandtl, Stromungsiehre. 5
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schlieBt das ganze Gebilde zu einer Art von Wirbelring, von dem allerdings
ein Teilstiick durch einen festen Korper gebildet wird. Man darf die Sache
vom kinematischen Standpunkt aus so auffassen, dal ein Teilstiick des
Wirbelfadens im Innern des festen Xérpers verliuft, nach auBen hier nur
eine Potentialstromung mit Zirkulation erzeugend: vom dynamischen Stand-
punkt ist allerdings festzustellen, daB fir dieses Teilstiick des Wirbelfadens
wegen seiner Eigenbewegung mit dem Koérper der dynamische Helmholtzsche
Satz nicht gilt, und dab insbesondere von seinen Enden her den seitlichen
Wirbelfdden immer neue Fliissigkeitsteile zugefithrt werden. Das quantitative
Studium dieser Wirbelbewegungen hat wichtige Aufschliisse iiber das Ver-
halten der Tragfliigel geliefert, vgl. besonders III. Abschnitt, § 15 und 186.

§ 12. Impulssiitze fiir stationiire Bewegungen. Die Impulssitze
der allgemeinen Mechanik, die unter dem Namen Schwerpunkts- und Flichen-
sitze sehr bekannt sind, finden eine eigenartige Anwendung auf die statio-
niren Bewegungen der Flissigkeiten, wie auch aut Bewegungen nicht statio-
nirer Art, deren zeitliche Mittelwerte als stationire Bewegungen angesehen
werden kénnen. Der Wert der Impulssitze besteht darin, daf sie nur Aus-
sagen iber Zustinde an den Grenzflichen eines Gebistes enthalten, und
man deshalb aus ihnen auch Schliisse auf Vorginge ziehen kaun, deren Einzel-
heiten man nicht vollstindig beherrscht.

Unter Impuls oder BewegungsgrdBe einer Masse verstoht man das Produkt
aus Masse und Geschwindigkeit (der Impuls ist ein Vektor und hat daher
genau wie die Geschwindigkeit drei Komponenten). Es ist die zeitliche
Anderung des Impulses gleich der an der Masse angreifenden
resultierenden Kraft. In der Mechanik wird nun gezeigt, dall bei der
Summierung iiber alle Massen eines mechanischen Systems alle inneren Krifte
des Systems sich nach dem Prinzip von Aktion und Reaktion fortheben und
nur die #uBeren (von nicht zum System gerechneten Massen herrithrenden)
Krifte iibrigbleiben.

Die Anderung der BewegungsgréBe einer irgendwie abgegrenzien
stationdr bewegten Flissigheitsmasse besteht nun allein darin, daB die
Grenzen der Flissigkeitsmasse sich durch die Bewegung verschieben: im
Innern ist jedes Fliissigkeitsteilchen an seinem Orte durch ein anderes ersetzt,
das seine Geschwindigkeit angenommen hat. Was an_den Grenzen vor sich
geht, mag an einem Stromfaden gezeigt
werden. Es gehort zaom Wesen unseres
Satzes, daB jede Teilmasse, die zum System
gehort, auch bei ihm verbleibt und
auch andere Teilmassen nicht neu hinzu-
e kommen. Die zur Anwendung des Satzes
gezogenen Grenzflichen verschieben sich daher mit der Stromung, sie sind
ofiissige Flichen“. Bei unserem Stromfaden verschwindei daher in der
Zeit d¢ bei A in Fig. 72 die Masse dm, — @ Fawadt. Bei B tritt
die Masse dmy; — @ Fpwpdt neu hinsu. Wegen der Kontinuitit ist

Fig. 72.

Fs

St
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dm, = dmy —= dm. Zur gesamten Impulsinderung liefert der Stromfaden bei

B in der Zeit d¢ den positiven Beitrag dm .wpg, in der Zeiteinheit aléo %‘ we
= @ Fpwpg? (in der Richtung von wp), bei 4 dhnlich den negativen Beitrag
— %? wy = — @ Fyw4? (in der Richtung entgegengesetzt zu w,). Diese
auf die Zeiteinheit berechneten Impulsinderungen koénnen unmittelbar als
Krafte angesprochen werden, die durch die Flichen Fy und Fz hindurch von
auBen auf die betrachtete Fliissigkeitsmasse ausgeiibt werden. Will man
nicht die Krafte haben, die von auflen auf die Flissigkeitsmasse ausgeiibt
werden, sondern die Gegenwirkung der Fliissigkeit auf die GefiBwiinde, ihre
,Reaktion“, so braucht man nur in den obigen Beziehungen die Vorzeichen
umzukehren., Es entspricht also der Fliissigkeitsstromung in Fig. 72 bei 4
eine Reaktion von der oben genannten Grofe in der Richtung der eintretenden
Strémung, bei B eine Reaktion entgegengesetzt der Richtung der aus-
tretenden Stromung.

Mit dieser Formulierung ist der Ubergang von der fliissigen Begrenzungs-
fliche der betrachteten Flissigkeitsmasse zu einer ortsfesten Fliche vollzogen,
durch die hindurch die Impulsinderungen (bzw. ihre Reaktionen) und die Driicke
iibertragen werden. Um die Impulssitze richtig anzuwenden, muB die fragliche
Flissigkeitsmasse zweckmiBig mit einer geschlossenen Fliche, der ,Kontroll-
fliche“, umgeben werden (diese ist in einigen der folgenden Figuren durch ----
kenntlich gemacht), und es miissen fiir alle ein- und austretenden Stromfiden
die vorstehenden Reaktionen gebildet werden. Die Reaktionskrifte miiszen
dann nach den Regeln der Statik mit sdmtlichen an der ¥liassigkeit an-
greifenden #ufleren Kriften ein Gleichgewichtssystem bilden, d. h. es muB
sowohl die Kriftesumme wie auch die Momentsumme der Krifte fir alle
Koordinatenachsen gleich Null sein. Sehr héufig ist es ibrigens nur eine
Komponentengleichung, die bei den speziellen Aufgaben interessiert.

Anmerkung: Im Falle nicht stationdrer Bewegungen kommt noch ein
weiterer Beitrag hinzu, der von der Impulsinderung im Innern der Flissigkeit
herrithrt. Wenn, wie hiufig bei turbulenten Bewegungen, die nicht stationire Be-
wegung einen gleichbleibenden Mittelwert der Bewegungsgrole besitzt, so heben
sich die Beitrige des Fltssigkeitsinnern im Mittel weg und es lassen sich deshalb die
Impulssitze wie bei stationiren Bewegungen an-
wenden, nur muB bei der Bildung der Mittelwerte
in der Kontrollfliche mit Vorsicht vorgegangen
werden, vgl. § 14.

Beispiele: a) Reaktion einer durch
einen gekriimmten Kanal stromenden
Flassigkeit. Die Fliassigkeit strome (vgl.
Fig. 78) mit einer Geschwindigkeit w, und
einem Drucke p, ein, dann ist nach dem oben %/
Auseinandergesetzten der Impulstransport ¢/
durch die Fliche F, = ¢ F; wi; er ist gleich-
bedeutend mit einer von der einstromenden
Flassigkeit in ihrer Richtung ausgeiibten Kraft. Dazu kommt noch eine Druck-
kraft in der gleichen Richtung gleich p; ;. Eine entsprechende Kraft

5*

N, - W,
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Fy(0 wi + p,) findet man am Ausstrémungsende des Kanals, hier entgegen-
gosetzt der Geschwindigkeit (also immer nach dem Innern der Kontrollfliche
gerichtet!). Durch die Resultante der beiden Krifte ist die in Wirklichkeit
durch Druckkrifte an der Wand erzeugte Kraftwirkung des Fliissigkeits-
stromes auf den Kanal gefunden.

b) Reaktion ausflieBender Strahlen. Ein Strahl, der durch eine
Offnung aus einem Raume mit dem Drucke p, in einen Raum mit dem Drucke p,
ausstrémt, fithrt mit sich einen sekundlichen Impuls von der Grofle J == ¢ F,w?,

2 (p —
wo F, der Strahlquerschnitt ist; mit w — ‘/(L ~ ) (vgl. §$4,b) wird

0
J == 2 F,(p, — ps), also gleich dem Zweifachen der Kraft, die von dem Druck-

unterschied p, — p, auf einen Kolben von der GrdBe des Strahlquerschnitts aus-
geiibt wiirde. Da dieser Impuls ein Aquivalent in der Druckverteilung haben

FRig.75.

Fs

‘SBegnersches Wasserrad. Borda-Miindung.

muB, folgt hieraus, daB durch den Wegfall des Uberdrucks auf die Offnung
und die Druckabsenkung in deren Umgebung infolge der Zustrémung zur
Offnung zusammen ein Ausfall an Wandungsdruck gegeniiber dem ge-
schlossenen Gefif entsprechend dem zweifachen Strahlquerschnitt entsteht.
Dieser Druckausfall macht sich als Riickdruck, als ,Reaktion des aunsfliefenden
Strables® bemerkbar. Diese Reaktion liflt sich unschwer nachweisen, wenn
man ein Gefi mit seitlicher Offnung auf einen leicht beweglichen Wagen
stellt. Das GefiB setzt sich dann in der dem ausfliefenden Strahl entgegen-
gesetzten Richtung in Bewegung. Ein verwandter Versuch ist der mit dem
nJegnerschen Wasserrad® (Fig.74), der nach dem Vorstehenden keiner
besonderen Erklirung mehr bedarf. Mit Hilfe des ausflieBenden Wassers
kann hier ein Gewicht gehoben werden, wie in der Figur, oder es kann eine
andere Arbeit verrichtet werden. Solche Segnerschen Wasserrider sind
frither auch im grofien gebaut worden.

In einem besonderen Falle, niamlich dem der ,Bordaschen Mindung“
(vgl. Fig.75), 1a6t sich aus der Gribe des Impulses die sogenannte Kon-
traktionsziffer, das ist das Verhiltnis des Strahlquerschnitts zum Lochquer-
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schnitt bestimmen. Da némlich hier auf allen Wandflichen, deren Druck-
krafte Komponenten in der Strahlrichtung besitzen, der volle Uberdruck
herrscht, muB der Wegfall des Uberdrucks im Miindungsquerschnitt F' dem
Strahlimpuls gleich sein, aiso F(p, — pg) = 2 Fs(p, — p,) oder Fp: F = 1/,

¢) Plotzliche Erweiterung. Tritt ein Flissigkeitsstrom mit der
Geschwindigkeit w, aus einem zylindrischen Rohrstiick in ein weiteres, eben-
falls zylindrisches Rohr ein, so wird der Strahl sich, weil er labil ist (vgl. § 6),
mit der umgebenden Fliissigkeit vermischen und nach der Vermischung un-
gefihr gleichférmig mit einer mittleren Geschwindigkeit w, abstromen. Der
Impulssatz erlaubt hier die mit der Vermischung verbundene Drucksteigerung
Py — P, zu berechnen, ohne daf die Einzelheiten des Vermischungsvorganges
bekannt wiren. Es ist fir die in Fig. 76 gezeichnete Kontrollfliche, von
der nur die beiden Stirnflichen Beitrige
zu den Kriften liefern,

dm
di (wy — wy) = Fyp(py — p1)

Fig. 7s.

. dm
oder mit Y = o Fhw,:

Py — 1 == Q Wy {wy — wy).
Bei eiver allmihlich erweiterten Rohre wire nach der Druckgleichung ps — p,
= 1/, ¢ (w,? — w,?); durch die plotzliche Erweiterung ist demnach ein Druck-
verlust ps — p, entstanden, der, wie leicht nachzupriifen, die GroBe 1/; g (w, —10,)?
hat. Da diese Formel mit der fiir den Verlust an kinetischer Energie beim
unelastischen StoB fester Korper iibereinstimmt, hat man vielfach von einem
yStoBverlust® bei der plotzlichen Erweiterung gesprochen, obwohl hier
keineswegs ein StoBvorgang vorliegt. Das mit dem StoBvorgang Gemeinsame
liegt lediglich darin, daB hier wie dort eine Vermischung der Geschwindig-
keiten eintritt.

Plotzliche Erweiterung.

d) Schwebenderhalten von schweren Korpern in Luft. Um in
ruhender Luft eine Last schwebend zu erhalten, ist es notig, fortwihrend
immer neue Luftmassen nach abwirts zu beschleunigen. Ist w die erteilte
Endgeschwindigkeit, die der Einfachheit halber als gleichférmig angesehen
werden mag, und (L? = M die in der Zeiteinheit in Bewegung gesetzte Masse,

d

so ist, wenn nennenswerte Druckunterschiede in den nach abwirts bewegten
Massen nicht verbleiben, die erzielte Kraft gleich dem Impuls: P — Mw.
Diese Betrachtung trifft z. B. auf eine frei schwebende Hubschraube mit
grofler Annidherung zu, wenn die Hubschraube geniigend weit vom Boden
entfernt ist. Dann bildet sich ein senkrecht nach unten gerichteter Luft-
strahl aus, der den Impuls Mw enthdlt. Der Luftstrahl wird sich bei hin-
reichend groBemn Wege mit ruhender Luft aus der Umgebung vermischen und
dadurch verlangsamen. Der Impuls bleibt dabei aber ungeindert, da die
bewegte Masse entsprechend vergroBert ist. Der Strahl aibertrigt schlieBlich
durch Aufprallen auf den Erdboden, wobei er seinen Impuls verliert, das
Gewicht der Hubschraube als Druckkraft auf den Boden.
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Beim Flugzeug werden die abwirts bewegten Massen durch das in der
Luft suriickbleibende Wirbelsystem (vgl. § 11, Ende) gebildet. Doch spielt hier
auch ein Druckfeld eine Rolle, und die Verhiltnisse liegen daher verwickelter.
Es kommt hier auf die Gestalt der Kontrolifliche an, ob man das Aquivalent
des Auftriebs als Impuls oder als Druck bekommt. Auch hier ergibt sich
am Erdboden unter dem Flugzeug eine Druckvermehrung, durch die das
Gewicht des Flugzeugs“auf den Erdboden iibertragen wird.

‘§18. Weitere Beispiele zu den Impulssitzen. a) Schaufelgitter
Satz von Kutta und Joukowski. Um die Wechselwirkung zwischen den
Schaufeln einer Turbine oder den
Fligeln eines Propellers usw. mit der
an ibnen vorbeistromenden Fliissig-
keit zu studieren, pflegt man zu-
nichst den einfacheren Fall des aus
lauter gleich groBen, parallel zuein-
ander eingestellten unendlich langen
Schaufeln bestehenden ,Schaufel-
gitters® zu betrachten. Hier liefern
die Impulssitze fiir die zur Gitter-
ebene parallelen und fir die dazu
senkrechten Kraftkomponenten zu-
sammen mit der Bernoullischen
(leichung und der Kontinuitits-
gleichung sehr wertvolle Aufschliisse
dber die Schaufelkrifte im Zu-
sammenhang mit den Stromungs-
geschwindigkeiten. Fig. 77 stellt
ein soleches Schaufelgitter mit der
Stromung dar, wie sie einem relativ
zu den Schaufeln ruhenden Beob-
achter erscheinen. Das abgebildete
Schaufelgitter entspricht einem Pro-
peller; das einer Turbine zeigt um-

Flugelreihe. gekehrte Walbung der Schaufeln,

und die Kraftkomponenten haben

die umgekebrte Richtung; die folgende Rechnung gilt aber fir beide Ver-

wendungsarten. Die Geschwindigkeitskomponente parallel und senkrecht zu

dem Schaufelgitter heiBe % und v, die entsprechenden Krifte auf die Lingen-

einheit einer Schatfel X und Y (positiv in den in Fig. 77 angegebenen Rich-

tungen). Der Index 1 bezieht sich auf den Eintritt, der Index 2 auf den
Austritt.

Der Impulssatz macht von dem Umstand Gebrauch, da — Potential-
bewegung vorausgesetzt — in einigem Abstand vor und hinter dem Schaufel-
gitter die Geschwindigkeit je praktisch konstant ist. Was zwischen den

Fig. 77.
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Schaufeln passiert, braucht dabei nicht niher bekannt zu sein, wenn nur
sicher ist, daB sich dort keine groben Wirbel ausbilden (was bei unzweck-
mabiger Form der Schaufeln vorkommen kann). Zunichst liefert, mit
a == Schaufelabstand, die Kontinuitit
¢ = va=va

(@ — sekundliche Flissigkeitsmenge zwischen je zwei Schaufeln in einer
Schicht von der Dicke 1 parallel zur Schaufelachse). Es ist also 2z; == »,!
Wir schreiben daher von jetzt ab fiir beide Werte einfach v. Dis Bernoulli-
sche Gleichung gibt, mit w? (result. Geschw.) = u? -} ¢3:

Pt St =t L+ oy

oder

Fir den Impulssatz bilden wir eine Kontrollfliche, deren Grundrif aus zwei
gleichgelegenen Stromlinien, die um eine Schaufelteilung auseinander liegen,
und aus zwei Geraden von der Linge a parallel der Gitterebene besteht
(punktierte Linie in Fig.77). Die Hohe simtlicher Flichen sei == 1. Durch
die beiden Stromlinienflichen stromt nichts hindurch, und wegen ihrer iber-
einstimmenden Eigenschaften herrscht auf ihnen auch die gleiche Druck-
verteilung; sie tragen daher weder zum Impuls, noch zu der Resultierenden
aus den Druckkriften etwas bei. Es sind also nur die Beitrige der Flichen
parallel der Gitterebene zu berechnen. Die sekundlich durchstromende Masse
ist = @ @ == @av, man erhilt also

X=0+oav(u —tg): - - - . . .. R ¢

Y=a(pe—p,)+0 - --+.. ... e (3)

Es ist niitzlich, in diese Formeln die Zirkulation um eine Schaufel einzufiihren.
Wir benutzen fiir ihre Berechnung wieder die punktierte Linie und stellen
zuniichst fest, daB die beiden Stromlinien in entgegengesetzter Richtung
durchfahren werden und daher entgegengesetzt gleiche Beitriige liefern, Die
beiden geraden Stiicke liefern aber gy, und — au,, also wird

F—a(u,—ug) - - -+« o oo oo (4)
Wenn man Gl (1) beriicksichtigt und beachtet, dal

th? — ug? == (4, — ug). (4 + u,)

ist, so ergibt sich also aus (2) und (3):

X=9oIv ... ... ... ... ... (5)

Y = QP'-‘—'—-;_'Q ............ 6)

Die Proportion Y:X = 11—_;-—u":v besagt, wie durch Betrachtung der ent-
sprechenden #hnlichen Dreiecke in Fig. 77 leicht ersichtlich ist, daB die

Resultierende aus X und Y senkrecht steht zu der aus ii'i;——u—’ und v ge-
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bildeten resultierenden Geschwindigkeit. Nennt man die resultierende Kraft R
und die resultierende Mittelgeschwindigkeit wy,, so wird auBerdem

R =9oIw,- N
wie aus (5) oder (6) mittels shnlicher Dreiecke leicht folgt.

Von Gl (7) soll nun noch ein besonderer Gebrauch gemacht werden.
LaBt man den Abstand @ zwischen je zwei benachbarten Schaufeln immer
mehr wachsen, wihrend man I = a(u, — u;) konstant hilt, so wird die
Differenz u, — u, immer kleiner und kleiner. In der Grenze fir a = oo
wird sie Null, und die Geschwindigkeiten vor und hinter der einen Schaufel, die
im Endlichen iibrigbleibt, stimmen dann in geniigender Entfernung von ihr
iiberein, und fir die resultierende Mittelgeschwindigkeit w,, 1aBt sich jetst
auch we setzen, was die ungestorte Geschwindigkeit im Unendlichen bedeutet.
Durch einen Wechsel im Bezugssystem erhalt man eine mit einer (Geschwindig-
keit vom Betrage w., bewegte Schaufel in einer im Unendlichen ruhenden
Flussigkeit. Sei die Geeschwindigkeit mit V bezeichnet, so ergibt sich nach
G1.(7) pro Liangeneinheit eine Kraft von der Grifle

R=pI'V
senkrecht zu V. Fiir ein Stuck der Schaufel oder Tragfliche von der Linge
erhilt man daher eine Kraft (,Quertrieb“ oder ,Auftrieb“, Bezeichnung A)

vom Betrage A= oI'Vl. .. .. e (8

Dies ist der Satz von Kutta und Joukowski, Er labt sich natiirlich auch
auf andere Art beweisen; Joukowski hat ihn z. B. dadurch abgeleitet, daB
er den Impulssatz fiir eine Kontrollfliche anwendet, die aus einem Kreis-
zylinder mit sehr groBem Radius um die Tragtiichenachse als Zylinderachse
besteht. Man bekommt hierbei die Hilfte von A als Impuls, die andere als
Resultierende von Druckkriften. Dieser Satz ist vor allem dadurch wichtig,
daB er die zu einem gegebenen Auftrieb gehorige Zirkulation, durch die die
Wirbel hinter der Tragfliche bestimmt sind, kennen lehrt.

b) Impulsmomente; Eulerscher Turbinensatz. Entsprechend den
Momenten von Kréften in der Statik kann man auch Momente von Impulsen
bilden, und es gilt auch hier ein dem Schwerpunktssatz analoger Satz: ,Die
zeitliche Anderung des Impulsmoments ist gleich dem resul-
tierenden Moment der Kriafte“. Dieser Satz fithrt auch den Namen ,all-
gemeiner Flichensatz®. Fur stationare Flissigkeitsstromungen geht er wieder
analog dem fritheren iiber in den Satz vom Gleichgewicht der Momente der
duBeren Krifte und der ,Reaktionen® der Flissigkeit.

Als Beispiel mag die Ableitung der Eulerschen Turbinengisichung ge-
geben werden. Durch eine Turbine, Fig. 78, strome eine sekundliche Wasser-
masse M. Die absolute Eintrittsgeschwindigkeit sei w,, ihr Winkel mit der
Bewegungsrichtung des Rades f3;, der Eintrittsradius r;; das Wasser stromt
durch das sich drehende Rad in einer durch die Schaufeln gendhert vor-
gegebenen Richtung. Die relative Austrittsgeschwindigkeit im Radius 74
setzt sich mit der dortigen Umfangsgeschwindigkeit des Rades zur absoluten
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Austrittsgeschwindigkeit w, mit der Richtung f, zusammen, dann ist, gleich-
viel, was im Innern des Rades vor sich geht, das Drehmoment, das vom
Wasser auf die Turbine ausgeiibt wird, gleich

M (wy 1y cos By — wyry cos ).

Die giinstigsten Arbeitsverhiltnisse ergeben sich dann, wenn der Austritt

in radialer Richtung erfolgt, also cosfy = 0 ist (weil dann die verlorene
kiunetische Energie des austretenden Wassers
am kleinsten ist). Die Arbeitsleistung fiir Fig. 78.

diesen gunstigsten Fall erbalt man als
Produkt des Drehmoments mit der Winkel-
geschwindigkeit @ des Rades, zu w,

L = Mr,®w, cosf,.

Anmerkung. Wendet man denselben
Satz auf eine kreisende Klissigkeitsbewegung —7
an, in der sich kein Turbinenrad befindet, so N F s,
ergibt sich offenbar

3008 /34
Wy, €O8 fy == waTy o8Py

oder, wenn samtliche Winkel g klein genug sind,
dafl cosp = 1 gesetzt werden darf, wr = const,
ein Resultat, das auf einem anderen Wege
schon in §5, b erhalten worden ist.

§14. Impulssatz fiir Stromungen mit Geschwindigkeitsschwan-
kungen. In vielen praktischen Anwendungen kommt es vor, dall in einem
der Stromung angehorigen Gebiet die Geschwindigkeit betriachtlichen und
meist unregelmibigen Schwankungen unterworfen ist, dabei aber iiberall ein
von dem gewahiten Zeitintervall unabhingiger zeitlicher Mittelwert der Ge-
schwindigkeit angebbar ist. Die Mittelwerte an den verschiedenen Orten
stellen dann in ihrer Gesamtheit wieder eine stationsre Bewegung dar;
man spricht dabei von emer schwankenden (,turbulenten®), aber ,in
Mittelwerten stationiren® Bewegung. Der in § 12, ¢ behandelte
Vorgang ist ein Beispiel hierfir. Bezeichnet man die Mittelwerte der Ge-
schwindigkeitskomponenten mit u, ¥, w und die augenblicklichen Abweichungen
von den Mittelwerten mit «',v',w’, so daB also die wirklichen Geschwindig-
keiten: 4 = u 4+ o', ¥ = %+ ¢/, w = w + w' sind, so sind die Mittelwerte
von ', ¥ und w' definitionsgemal — 0; fur Mittelwerte von Quadraten und
Produkten von ', ¢/, w' gilt das aber nicht.

Bei der Anwendung des Impulssaizes auf solche Bewegungen geniigt es
nun nicht, wenn der Impulssatz auf die stationire Mittelbewegung angewandt
wird, sondern es mufl der Mittelwert aus den einzelnen, durch die feststehende

Kontrollfliche hindurchgetragenen Impulsen (oder Reaktionen) gebildet werden.
Dies soll hier fiir zwei Fiille ausgefithrt werden:

1. X-Komponente des Impulses fiir ein Stiick der Kontrollfiiche, das auf
der X-Achse senkrecht steht. In einem Zeitabschnitt d¢ tritt durch die Flichen-
einheit die Masse @ ud{; sie fithrt mit sich die X-Komponente der Geschwindig-
keit == u, also ist der Impuls fiir dt = @ u?d{. Die Summenwirkung tiber
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eine lingere Zeit T ist, auf die Sekunde gerechnet, — Tjgu’dt, oder

kiirzer geschrieben, wobei Mittelbildung durch Uberstreichen a:gedeutet wird,
= gu?. Nunist u2= (u+ ') = W+ 2uu + «'2 Bei der Bildung des
Mittels von u2 ist zu beachten, daf % schon das Mittel von % darstellt und
das Mittel von &' = 0 ist. Daher wird

euw = B+ ou* BRI ¢V,
Es kommt also zu dem Impuls der stationiren Mittelbewegung (@ %*) noch
der aus dem Mittelwert des Quadrats der Schwankung resultierende Impuls

hinzu (als Reaktion gerechnet mit der Richtung von aulen nach innen, wie
immer, also wie ein zusitzlicher Druck wirkend).

2. X-Komponente des Impulses fiir ein Stiick der Kontrollfliiche, das auf der
Y-Achse senkrecht steht. Die in der Zeit df durch die Flicheneinheit tretende
Masse ist hier pvdf; die X-Komponente des Geschwindigkeitsvektors ist
wieder %, so da8 also der hindurchgetragene X-Impuls = guvdt ist. Die
Mittelwertbildung liefert hier den Impuls fir die Sekunde == puw. Mit
u==%-+u und ¥ = Vv ist U¥ = ud -+ ¥ - Wwv + W oder wegen
Nullwerdens der Mittelglieder

UV = Qup 4 owWv . . . . . ... ... 2
Auch hier kommt also zu dem Impuls der stationiren Mittelbewegung (o uv)
ein Beitrag durch die Schwankung hinzu. Der Mittelwert des Produkts von
% und ¢' braucht némlich nicht zu verschwinden, da z. B. positive Werte
von ' iberwiegend mit positiven Werten von ¢' und negative von %’ iiber-
wiegend mit negativen von ¢' zusammentreffen konnen, wodurch beidemal
iberwiegend positive Produkte entstehen. Bei entgegengesetztem Zusammen-
treffen (positive %' mit negativen ¢/, und umgekehrt) iiberwiegen die negativen
Produkte. Die Kraft, die als Reaktion von @w# auf der Flicheneinheit
auftritt, ist eine X-Kraft an einer Fliche | Y, also eine Schubspannung.

3. Es ist noch zu untersuchen, ob die Fliissigkeitsmasse im Innern der
Kontrolifliche Beitrige liefert. Man sieht aber leicht, daf die zeitlichen
Anderungen der Geschwindigkeit an ein und demselben Orte, wenn diese sich
im Mittel nicht dndern soll, eben starke positive wie negative Beitrige ent-
halten miissen, so dal im zeitlichen Mittelwert das Innere nichts beitrigt.
Alles in allem zeigt sich also, daB bei im Mittelwert stationiren Bewegungen
aus den Geschwindigkeitsschwankungen Impulsbetrige resultieren, deren
Mittelwerte Spannungen von dhnlicher Art darstellen, wie sie in stark zidhen
Flussigkeiten (vgl. IIL Abschnitt, § 1) auftreten. Anwendungen von diesen
Uberlegungen werden in dem Abschnitt iber turbulente Strémungen (III. Ab-
schnitt, § 4) gemacht werden.

§ 15. Wellen auf einer freien Fliissigkeitsoberfliche. Vernach-
léssigt man, wie meist zuliissig, die Masse der von der Fliissigkeit mit in
Bewegung gesetsten Luftteile gegenfiber der der Fliissigkeit, so ist die Be-
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dingung fir die freie Oberfliche einfach die, dab dort der Druck gleich dem
Luftdruck posein muB. Durch Beobachtung weil man, daB bei der einfachsten
Wellenbewegung die einzelnen Teilchen der Wasseroberfliche angenihert
Kreisbahnen beschreiben. Von einem Bezugssystem aus, das sich mit der
Fortschreitungsgeschwindigkeit der Wellenberge und -tiler mit den Wellen
mitbewegt, ergibt sich offenbar eine statio-
nire Stromung, auf die die Bernoulli-
sche Gleichung angewandt werden kann,
vgl. Fig. 79. 1Ist die Fortschreitungs-
geschwindigkeit der Wellen = ¢, der
Radius des Bahnkreises eines an der
Oberfliche gelegenen Teilchens — r und die Umlaufszeit — T, also die

Fig. 79.

Wellenbewegung.

Geschwindigkeit auf dem Kreise — 27;:,., so wird in dem genannten Bezugs-

system die Stromungsgeschwindigkeit
2mr | 2nr
auf dem Wellenberg w; — ¢ — 0 im Woellental wy =— ¢+ T

Der Hohenunterschied ist h == 27, also gilt wegen der Druckgleichheit

wel — w2 = 2gh = 4 gr.
Die Ausrechnung der linken Seite gibt 8 z¢r/T. Damit wird

) R I 1)

und 7 fillt heraus, d. b. die Wellengeschwindigkeit hingt von der Héhe der
Wellenberge nicht ab. Wenn nicht die Schwingungszeit 7', sondern die
Wellenlinge 4 gegeben ist, so ist noch die Beziehung zu benutzen, dal bei
dem Fortschreiten der Wellenberge und -tiler mit der Geschwindigkeit ¢ zum
Durchschreiten einer Wellenlinge gerade die Schwingungszeit verbraucht
wird, also

A=¢c¢T -+ -+« ... (2)
Durch Wegschaffen von T aus (1) und (2) ergibt sich

Im Gegensatz zu den Schallwellen ergibt sich also bei den Wasserwellen eine
starke Abhingigkeit der Wellengeschwindigkeit von der Wellenlinge. Lange
Woellen laufen schneller
als die kurzen. Die
Wellen kénnen sich, ohne
sich wesentlich zu storen,
gegenseitig iberlagern.
Kurze Wellen werden
von den langen auf den
Riicken genommen, aber
sie bleiben dabei gegen diese zuriick. Die Stromlinien der Wellenbewegung
in einem relativ zum ungestorten Wasser ruhenden Bezugsystem zeigt Fig. 80.

Fig. 80.

Stromlinien der Wellenbewegung.



76 Wellen auf einer freien Fliissigkeitsoberfliche, 1T, §15.

Anmerkungen: 1. Die genauere Theorie ergibt, daB Formel (8) nur fiir flache
Wellen gilt. hier unabhiéngig von der Wellenhohe; bei hoben Wellen ist die
Wellengeschwindigkeit jedoch etwas grofer. Dort sind auch die Bahnen der
Wasserteilchen nicht mehr geschlussen, sondern das Wasser kommt im Wellenberg
mehr vorwirts, als es im Wellental wieder zuriickschwingt, vgl. die Nebenfigur
rechts von Fig.80. Lis findet also in der Welle ein Wassertransport statt.

2. Bei kleinen Wellenlingen macht sich neben der Schwere anch die Ober-
flichenspannuny (Kapillarkraft) geltend. Da sie auf eine Glittung der welligen
Oberfliche hinwirkt, bringt sie eine Vergroflerung der Fortpflanzungsgeschwindig-
keit. Ist die Kapillarkonstante (Zugspannung in der Oberfliche) = g, so wird

¢ = VU 22 C
27 oy

Far lange Wellen kommt praktisch nur das erste Glied in Betracht, fiir sshr kurze

C

iberwiegt das zweite. Far die Wellenlinge 4, = 2% 0 hat ¢ einen Kleinst-

40
wert, naémlich ¢, = 49C, Fir Wasser (90 == 1, 0 = 72 im CGS8-System) wird

2y = 1,72cm und ¢; — 23,3 cm/sec. Man nennt Wellen, deren Wellenlinge gréfer
als A, ist, Schwerewellen, die kleineren Kapillarwellen.

Von der Geschwindigkeit, mit der die Wellenkopfe fortschreiten, hier
Wellengeschwindigkeit (¢} genannt, ist wohl zu unterscheiden die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit einer Wellengruppe, die sogenannte Gruppen-
geschwindigkeitc*, Man studiert diese Aufgabe am bequemsten durch Uber-
lagerung zweier Wellen mit gleicher Amplitude, aber ein wenig verschiedener
Wellenlange. Die Betrachtung, die nicht nur fir Wasserwellen, sondern ganz
allgemein fiir Wellen gilt, deren Wellengeschwindigkeit von der Wellenlinge
abhéngt, die also eine ,Dispersion“ haben, geht von einer einfachen Sinuswelle

y = Asin(ux — vt)

2x
aus. Wird ¢ um 27? vermehrt, oder { um 550 nimmt der Sinus denselben

Wert wie vorher an, also ist 4 = %:—t die Wellenlinge und 7' = 27% die

v
Schwingungszeit. Fir uxz — vt = const, -also x = const + — ¢ ist das
Argument des Sinus zeitlich konstant, also auch y zeitlich konstant, was so viel
v
heifit, daf die ganze Wellenform sich mit der Geschwindigkeit ¢ = u nach

rechts verschiebt. Wir iiberlagern damit eine zweite Welle 3’ von derselben
Amplitude, aber etwas geiindertem g und v, das wir mit g’ und v’ bezeichnen,
also y' =— Asin(u'z — v't), dann gibt
y+y = Afsin(uz— vi) + sin @'z — v't))

das Resultat der Uberlagerung an. An den Stellen, wo beide Schwingungen
gleichsinnig wirken, wird die Amplitude == 2 4, an denjenigen Stellen, wo sie
sich entgegenwirken, wird sie = 0; dieser Vorgang wird als eine Schwebung
bezeichnet. Durch Anwendung der bekannten Formel

sino 4 sin B = 2 sin "‘-‘1‘)’—Bcos°—‘—;—ﬁ8
wird hier

' . —at !
y+y'=2Asin<“_;yx—v_;vt)-cos(yz‘ux——v 2vt>-
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In dieser Formel stellt der Faktor sin (...) eine Welle mit dem Mittelwert
von u und g’ bzw. v und v’ dar, der Faktor 2 Acos (...), der sich bei kleinem
¢—@ und v— nur langsam

&ndert, kann als verinderliche Ampli- Fig. 1.

tude angesprochen werden, vgl. - 7 \
Fig. 81. Die ,Wellengruppe“ ist da =~ A .

zu Ende, wo der Kosinus == 0 ist. Schwebung.

Die Fortschreitungsgeschwindigkeit

dieser Stelle, die Gruppengeschwindigkeit c¢*, ist also gemif dem Fritheren
!

— 1}{% oder fiir lange Gruppen (lanésa.me Schwebung) genau genug
av
* o — .
= a5
Fiir Wasserwellen wird nun gemi8 Gl. (1)
_ 2= 9.
T e’
nach Gl. (3) ist aber
- —
C:Vﬂzva
2z I
daher ist o
v="Ygu,
also ist _
av 11/9 1
* — . — ML =" ... ...
c* — P 9 V “ 9 c (4)

Die Wellengruppen pflanzen sich also mit der Geschwindigkeit 1/, ¢ fort oder,
anders gesagt, in der Gruppe laufen die Wellenképfe mit der doppelten
Geschwindigkeit der Gruppenfortpflanzung; es bilden sich immer am hinteren
Ende der Gruppe neue Wellen und verschwinden am vorderen Ende wieder.
Bei den Wellen, die ein in ruhiges Wasser goeworfoner Stein hervorbringt, ist
dies sehr gut zu beobachten.

Eine andere Art von Wellengruppen hat man in den Schiffswellen. Man
bekommt bereits eine den Schiffswellen sehr #hnliche Figur, wenn man die
Wellen berechnet, die von einer auf der Oberfliche eines ruhenden tiefen
Gewiissers mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitende punktférmige
Druckstérung annimmt. Man erhilt dann nach Rechnungen von Lord Kel-
vin, Ekman und anderen ein Wellensystem von der Art der Fig.82. (Die
ausgezogenen Linien in dieser Figur stellen Wellenriicken dar.) Dieses
Woellensystem wandert mit der Druckstsrung mit. Die Wellenlinge der
Querwellen ist gemiaf Gl. (3) A = i%—(z? - Die Liinge der Wellengruppe ist
gleich der Hilfte des von der Druckstérung zuriickgelegten Weges.

Bei einem Schiff wird ein solches Wellensystem vom Bug und ein #hn-
liches vom Heck erzeugt, die beide miteinander interferieren.

Die Gruppengeschwindigkeit der Kapillarwellen ist, wie sich durch eine der
eben fiir die Schwerewellen angestellten entsprechenden Rechnung leicht zeigen
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aBt, grofer als die Wellengeschwindigkeit (in der Grenze sehr kleiner Wellen dss

1t/gfache davon). Bei einer mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Druck-

storung eilt die Gruppe slso der Erzeugungsstelle vorans. Man findet in der Tat

bei einer Angelschnur oder einem &hnlichen ruhenden Hindernis, das in ein mit

mehr als 28,3 cm/sec flieBendes Gewisser eintaucht, stromaufwirts Kapillarwellen,

stromabwarts Schwerewellen, die letzteren

Fig. 82. anndhernd von der Form der Fig.82, die

ersteren bogenférmig den vorderen Raum
ausfiillend.

Sind zwei Fliissigkeiten von ver-
schiedenem Gewicht iibereinander-
geschichtet, s0 kann die Grenzfliche
ebenfalls Wellenbewegungen ausfithren.
Stromt die obere Flissigkeit mit einer
Geschwindigkeit w, fiber die untere
Wellensystem einer gleichf8rmig iiber hinweg, so sind nur die léngeren
die Wasseroberfliche bewegten Druck- Vellen stabil, die kiirzeren sind dhnlich
stSrung. labil, wie dies in § 6 fiir die Bewegung
zweier Fliissigkeitastrome lings einer
Trennungsschicht gezeigt worden ist. Dies fithrt dann gegebenenfalls zu
einer Vermisehung der beiden Fliissigkeiten in der Zwischenzone, wodurch
wieder Stabilitit der Stromung eintritt. Mit dem Anwachsen der Geschwindig-
keit w0, verschiebt sich die Grenze zwischen Labilitit und Stabilitit nach den
groferen Wellenlingen. Fir die Bewegung von Luft éiber einer Wasserfliche
gilt Entsprechendes, nur daB8 statt einer Vermischung ein Uberschlagen
(Schaumen) der Wellen eintritt. Zu jeder Windstirke gehort eine grifte
Wellenlinge, auf die der Wind labilisierend, also verstirkend einwirkt. Die
Amplituden der lingeren Wellen werden nicht vom Wind verstirkt, diese
treten daher gewohnlich gar nicht in Erscheinung. Zwischen zwei Luft-
schichten verschiedener Dichte, wie sie in der Atmosphire vorkommeu, sind
auch Wellen der erwiihnten Art méglich, die manchmal durch Wolken-
bildungen sichtbar werden (Helmholtzsche Luftwogen).

Die im vorstehenden angegebenen Formeln gelten fir Wellen in tiefem
Wasser. Die Beziehungen dndern sich, wenn die Wassertiefe klein gegen die
Woellenlinge wird. Bei Wassertiefen gleich einer halben Wellenlinge sind
dabei die bisherigen Formeln noch geniigend genau. Bei kleineren Wasser-
tiefen machen die Wasserteilchen elliptische Bahnen und die Beziehungen
zwischen Wellenlinge und Fortpflanzungsgeschwindigkeit sind weniger einfach.
Fir sehr kleine Tiefen, oder aber fur sehr groBe Wellenlinge, wo die Wasser-
teile an ‘der Oberfliche im wesentlichen wagerecht hin und her gehen mit
im Vergleich dazu sehr mifigen Hebungen und Senkungen, ergeben sich aber
von neuem einfache Beziehungen. Man kann wieder periodische Wellen von
angenéherter Sinusform betrachten und bei den sehr flach elliptischen Bahnen
die Wirkung der Vertikalbeschleunigungen auf die Druckverteilung ver-
nachlassigen; der Druck ist dann in jeder Senkrechten rain statisch verteilt,
die Spiegelhohenunterschiede bewirken praktisch nur wagerechte Beschleuni-
gungen. Hier soll aber eine noch einfachere Rechnung durchgefiihrt werden,
die an die Erscheinung des flachen ,Schwalls* ankniipft, vgl. Fig.83. Die
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Rechnung ist eng verwandt zu der Behandlung der Druckausbreitung in einem
zusammendriickbaren Medium, wie sie in §1 von Abschnitt IV bebandelt
werden wird. Es werde angenommen, daf sich ein ,Schwall“, in dem die
Wasserhohe #iber dem ebenen Grund von h;, auf hy ansteigt, mit einer Ge-
schwindigkeit ¢ nach rechts hin fort-

pflanze, vgl. Fig.83. Vor der Ankunft _ Fig. 83'0

des Schwalls sei das Wasser in Rube, !

nach Erhshung des Wasserspiegels habe W= 1, N
N - - . K‘—H ’

es die Geschwindigkeit w nach rechts hin. ! !

Diese Geschwindigkeit ist erforder-  g.wall auf der WasseroberBiiche.
lich, um durch seitliches Zusammen-
schieben des Wasserkérpers in dem Ubergangsgebiete von der Breite b die
Spiegelhohe von k, auf hy zn bringen. Wird zur Vereinfachung angenommen,
daB der Spiegel in dem {bergangsgebiet eine konstante Neigung aufweist,
hy — by

b

genug ist, um sie neben der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ zu vernachlissigen,
¢(hg — hﬁ .

b

Die Kontinuitit erfordert also, angewandt auf ein Gebiet von der Tiefe 1
senkrecht zur Bildebene von Fig. 83:

die dann —

ist, so ergibt sich, falls die Geschwindigkeit w klein

in dem Gebiet b eine Steiggeschwindigkeit des Spiegels v =

hey.w —=Db.v
oder
hyw =clhg—nhy) -+ -« -« oo (5)

Aus dieser Gleichung ist die Schwallbreite b herausgefallen. Es kommt
also auf diese GroBe nicht an; Gl. (5) wiirde auch richtig sein, wenn das
Schwallprofil nicht geradlinig wire. Dann wiirde man den Schwall in
eine Anzahl Schwalle von geradlinigem Profil zerlegen konnen, Bei Addition
der Kontinuitatsgleichungen der einzelnen Schwalle wiirde rechts wieder
hg—h, und links ans den Einzelgeschwindigkeitsunterschieden wieder w
entstehen, allerdings nur, wenn man die Unterschiede der verschiedenen A,
vernachlissigen darf. Aus Gl (5) folgt im #ibrigen, daB bei kleinem w auch
hy — h, klein sein muB, sie gilt also nur fir niedrige Schwalle, so da8 die
soeben erwihnte Vernachldssigung durchaus zulissig erscheint.

Zu der kinematischen Beziehung (5) mul nun noch eine dynamische
hinzukommen. Diese wird wie folgt erhalten: Der Wasserkorper von der
Breite b ist in beséhleunigter Bewegung, denn seine Teilchen beginnen am
rechten Rande mit der Geschwindigkeit 0 und erreichen am linken Rande
die Geschwindigkeit w. Die Zeit, in der der Schwall iiber ein Teilchen

hinwegschreitet, ist offenbar T — —Z-; daraus ergibt sich eine Beschleunigung
des Teilchens == :3 = _wb_c Der Wasserkérper von der Breite b hat bei

der Tiefe 1 senkrecht zur Zeichnung die Masse @ b.hy, (wo hy, die mittlere
Spiegelhohe ist). Der Druck in gleicher Hohe zu beiden Seiten des Wasser-
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korpers unterscheidet sich um y (hy — h;). Die wagerechte Gesamtkraft auf
den Wasserkorper wird also (mit einer erlaubten Vernachlissigung kleiner
GréBen) = hy, ¥ (kg — h,). Die Gleichung: Kraft — Masse X Beschleunigung
gibt also unter Beriicksichtigung von y == ¢ g¢:

we — g(hs__—hl) ............. (6)

Auch hier ist wieder die Schwallbreite b herausgefallen, und es kann auch
gezeigt werden, dafl Gl. (6) fiir einen Schwall von anderem Profil ebenso gilt,
wenn nur hg — b, klein gegen k) und hy ist.

Zur Vereinfachung wollen wir noch in Gl. (5) nachtriglich hy durch hy,
ersetzen, was innerhalb der schon begangenen Vernachlissigungen ebenfalls
zuldssig ist. Dividieren wir jetzt (6) durch (5), dann bleibt

c’::gh ........... (7)

Durch aufeinanderfolgende positive und negative Schwalle ergeben
sich offenbar Wellen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit solcher Wellen
ergibt sich gemif Gl. (7) von der Gestalt der Welle unabhingig (also
ebenso wie bei den Schallwellen keine Dispersion). Flache Wellen schreiten
also mit der Geschwindigkeit ¢ == ]/:q_h fort (,Grundwellengeschwindigkeit®).

Im Anschiuf an die Fig. 83 mag noch das Folgende erdrtert werden.
Wenn mehrere niedrige Schwalle hintereinander herlaufen, von denen jeder
eine weitere Erhéhung des Wasserspiegels bringt, so ist die Geschwindigkeit
V-g_l_o der nachfolgenden Schwalle groer als die der vorausgehenden. Wich-
tiger ist aber noch, daf8 die nachfolgenden Schwalle in einer Wassermasse
lanfen, die selbst schon eine Bewegung nach rechts hat (Geschwindigkeit w!)
Dadurch werden die nachfolgenden Schwalle die vorangehenden einholen,
und es entsteht so ein Schwall von gréferer Amplitude. Man kann dieselbe
Uberlegung auch auf die Form des einzelnen Schwalls anwenden. Man kann
z. B. den Schwall von der in Fig. 83 angegebenen Gestalt als eine Folge von
sehr vielen sehr kleinen Schwallen auffassen, die das Intervall b erfiillen.
Unsere Uberlegung zeigt dann, daB sich das Intervall b immer mehr ver-
kiirzen muB, bis eine ganz stsile Stufe entsteht. Dies wird auch beobachtet.

Die Theorie der Schwalle von endlicher Hohe kann unter Zuhilfenashme
des Impulssatzes in ganz dhnlicher Weise durchgefithrt werden, wie das in
§12¢ in dem Beispiel der Stromung mit plétzlicher Erweiterung geschehen
ist. Man betrachtet dazu den Vorgang zweckmiBig von einem Bezugssystem
aus, das sich mit dem Schwall mitbewegt, so daB der Vorgang stationir ist.
Die Geschwindigkeit der endlich hohen Schwalle ist grofer als die der Grund-
welle. Wie dort, ergibt sich auch hier ein Verlust an kinetischer Energie,
der sein Aquivalent in dem Schiumen der sich iberstiirzenden Wasser-
massen hat.

§16. Verhalten des Wassers in offenen Gerinnen. Die Ge-
schwindigkeit der Schwalle und Grundwellen macht sich bei der Art des
FlieBens des Wassers in einem FluBlauf in dhnlicher Weise bemerkbar wie
die Schallgeschwindigkeit bei (asstromungen; man vergleiche hierzu die
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Ausfihrungen in §2 und 4 des vierten Abschnitts. Ist die Strémungs-
geschwindigkeit kleiner als die Schwallgeschwindigkeit, dann macht sich ein
Stau im FluB (durch ein Wehr oder dergleichen) fluBaufwirts durch eine
Spiegelhebung geltend; ist die Stromungsgeschwindigkeit aber groBer als die
Grundwellengeschwindigkeit, so stellt sich am Webr oder etwas davor ein
stationiirer endlich hoher Schwall ein (ein ,Wassersprung®); stromaufwirts
von diesem ist aber der Lauf des Wassers in keiner Weise durch den Stau
beeinflut. Irgendwelche Unebenheiten am Rande des Gerinnes geben zu
kleinen schrigen Schwallen AnlaB, die den in § 4 von Abschnitt IV erwihnten
schrigen Schallwellen sehr dbnlich sind. Man hat die beiden Bewegungsarten
in einem Wassergerinne mit Stromungsgeschwindigkeit kleiner oder grofer
als Grundwellengeschwindigkeit ,Stromen® und ,SchieBen“ genannt,
Rechnet man fiir eine gegebene Stromungsmenge @, fir die Breiten-
einheit die zu wachsenden Geschwindigkeiten gehorigen Wassertiefen aus, so
ergibt sich folgendes (vgl. Fig. 84): Die Spiegelsenkung vom ruhenden

2
Spiegel aus ist h — :—g - Die zum Durchfluf der Menge @, in der Einheit der

Breite pnotige ortliche Wassertiefe ist
¢

a4 == 7,01; der Abstand des zugehorigen
Gerinnepunktes unter dem ruhenden
Spiegel ist danach

— )
z-—h+a_,2g—|—w-

L&Bt man nun w alle Werte von  (Jberstromen tiber einen Wehrriicken.
0 bis oo durchlaufen, so beginnt #
wegen des zweiten Gliedes mit co und geht wegen des ersten Gliedes wieder
auf oo zuriick. Dazwischen muB also ein Minimum liegen. (Ahnhches ergibt
sich bei dem Stromfadenquerschnitt einer Gasstromung, vgl. § 2 von Ab-
schnitt IV,) Fiir dieses Minimum ergibt sich durch Differenzieren:

v _ 40—1——-0 also w—\/Q,g,

9

hl=-—VQ1 und a'—‘/Q1 = 2h!

Damit ist aber w = Yga, d.h. gleich der Schwallgeschwindigkeit der Wasser-
tiefe a! Diese Rechnung ergibt also folgendes: Stromt Wasser tiber einen
flachen Wehrriicken, so ist iiber der hochsten Stelle des Wehres die Wasser-
tiefe @ = %/, der Tiefe # des Wehrriickens unter dem ruhenden Spiegel, und

damit

die Geschwindigkeit ist dort l/-:— gz. Die DurchfluBmenge ist daher

2
Q1=aw=-§—z‘/—3—gz .......... 1)

Unterhalb des Wehrriickens hat man schiefende Bewegung, die meist auf dem

Wege iiber einen Wassersprung (s. u.) wieder in die strémende tibergeht.
Prandtl, Strdmungslehre. 6
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Bei stirker gekriimmten Wehren darf man nicht mehr die Annahme
machen, daB im ganzen Querschnitt die gleiche Strémungsgeschwindigkeit
herrsche, die qualitativen Beziehungen bleiben aber dieselben wie hier, vgl.
auch § 10 des nichsten Abschnitts.

Die soeben hergeleiteten Formeln lassen noch eine wesentlich umfassendere
Anwendung zu. Man kann zu einem flachgeneigt verlaufenden, sonst aber
beliebigen Boden des Gerinnes, vgl. Fig.85, fiir eine Schar von Hahenlagen
des ruhenden Wasserspiegels (die strichpunktierten Linien) die zu einem
festen Wert der sekundlichen Wasser-
menge ¢ gehérenden Hoéhen a auf-
tragen (je zwei fiir jede Stelle und
Spiegelhéhe); man bekommt so die an-
gegebenen Gestalten der Wasserober-
fliche. Nur die durch den Doppel-
punkt gehende, von I nach IV
fithrende Linje, die dem niedrigst
moglichen ruhenden Wasserspisgel ent-
spricht, gibt eine Stromung von der
Art derjenigen von Fig. 84. Die zu
den hoheren Wasserspiegeln gehérenden Linien, die von I nach II bzw. von
IIT nach IV fithren, kommen aber auch praktisch vor, siehe Fig. 86 und 87.
Auch die zu niedrigeren ruhenden Wasserspiegeln gehorigen, in Fig. 85
gestrichelt gezeichneten Kurven koénnen, wenigstens in ihrem oberen Teil,
verwirklicht werden, namlich hinter einem Wassersprung, der ja mit einem
Energieverlust verbunden ist, vgl. Fig. 88,

Fig. 86. Fig. 87.

Fig. 85.

Fig. 88.

In dem Fall der Fig.86 ist die Geschwindigkeit kleiner als die Ge-
schwindigkeit der Grundwelle, und es ergibt sich iiber dem Scheitel der
Bodenerhebung eine Senkung des Spiegels. Im Fall der Fig.87 ist die Ge-
schwindigkeit groBer als die Grundwellengeschwindigkeit; die Wasserober-
fliche hebt sich hier iiber der Bodenerhebung, und zwar stirker als diese.
Zu Fig. 88 sei bemerkt, da8 die Strémung vom Wehrriicken bis zum Wasser-
sprung mit groBerer Geschwindigkeit, von da ab aber mit kleinerer Ge-
schwindigkeit erfolgt als die der jeweils zugehorigen Grundwelle. Da sich
irgendwelche Anderungen des Stromungszustandes nur mit Grundwellen-
geschwindigkeit fortpflanzen kénnen, kann der in ,schiefender“ Bewegung
befindliche Abschnitt durch ein Ansteigen des Unterwasserspiegels nicht ge-
indert werden, und es kommt so zu diesem gewaltsamen Ubergang.

—_— e




Dritter Absahnitt.

Bewegung ziher Fliissigkeiten; Turbulenz; Widerstinde;
Technische Anwendungen.

§ 1. Zéhigkeit (innere Reibung). Alle wirklichen Flissigkeiten be-
sitzen eine gewisse ,Zahigkeit“, die sich durch innere Reibung bei der Form-
dnderung #ufert. Besonders zihe Flussigkeiten sind z. B. Honig, glycerin-
dicke Ole u. a. m. Zum Verstindnis des Wesens der Zahigkeit sei zunschst
folgendes einfache Beispiel betrachtet: Von zwei parallelen Platten, zwischen
denen sich Fliissigkeit beéfindet, bewege sich

. A Fig. 89.
die eine mit der Geschwindigkeit ¥ in ihrer Y
Ebene, wihrend die andere in Ruhe ist , W
(vgl. Fig. 89). Unter der Wirkung der 1
i i in der Flissigkeit ———
Reibung stellt sich dann in der g e X

ein solcher Bewegungszustand ein, daf die

unmittelbar an den Platten befindlichen Schichten dieselbe Geschwindigkeit
haben wie die Platten (an den Platten ,haften“), die zwischenliegenden
Schichten aber mit Geschwindigkeiten %, die dem Abstand von der ruhenden
Platte proportional sind, itbereinander weggleiten:

N
[/

Die Fliissigkeitsreibung &uBert sich dabei durch eine Kraft, die der Bewegung
der oberen Platte Widerstand leistet und die fiir die Flicheneinheit der Platte

die Grole v — - ;1: hat. In etwas allgemeinerer Formulierung ist die bei

dem Ubereinanderweggleiten erzeugte Schubspannung

(Das Symbol X, soll die X-Kraft pro Flicheneinheit auf einem Flichenstiick
bedeuten, dessen iuflere Normale parallel zur Y-Achse ist.) Die Grofie g
heifit Koeffizient der Fliissigkeitsreibung oder Zihigkeitsmaf, auch
kurz Zihigkeit ).

1) Die Bezeichnung u ist bei den Hydrodynamikern iiblich, nach dem Vorbild
englischer Forscher. Die Physiker bezeichnen die Zahigkeit meist mit 7 (Dimen-
sion im CGS-System = goem™s7}).

8%
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Die Kenntnis dieser Tatsache geniigt bereits, um einige einfache Fille
zu behandeln, hei denen die Bewegung ebenfalls in einem einfachen Uber-
einanderweggleiten von Schichten besteht (sogenannte ,Laminarbewegung®,
von lamina == Schicht). Hierher gehort die Bewegung einer reibenden (zihen)
Flussigkeit in einem geraden Rohr von Kreisquerschnitt. Der Druckunter-
schied p, — p, bewirkt an einem zylindrischen Flissigkeitskorper vom Radius y
(Fig. 89a) eine Kraft (p, — p;) ® y?; die Gegenkraft besteht aus der Reibung

Fig. 89 a.
.y

=g

ID)

Ps -+

auf der Mantelfliche 2myl, die pro Flicheneinheit = %, im ganzen also
== 2mylr ist. Durch Gleichsetzen beider Krifte ergibt sich

TET T e
d
Aus Gl (1) ergibt sich :TZ = ; ; durch Integration wird hieraus, wenn man

gleich noch die Integrationskonstante so bestimmt, daB die duBerste Fliissig-
keitsschicht an der Rohfwand haftet, also in Ruhe ist,

=Pi P ey
" = il (r2—yg? 3)

(r = Rohrradius). Die DurchfluBbmenge liBt sich nun auch berechnen.
Es ist

r

’ Trt p—
Q =j2nydyu=8—@-?1_l—_]f’1 ........ @

0 L]

Diese Formel ist fir die Erkenntnis des Reibungsgesetzes von grundlegender
Bedeutung gewesen, da sije sich durch den Versuch mit grofer Genauigkeit
nachpriifen lift; sie ergibt auch die besten Bestimmungen des Zihigkeits-
maBes . IThr Ergebnis, da8 die DurchfluBmenge dem Druckgefille auf die
Langeneinheit und der vierten Potenz des Rohrhalbmessers proportional ist,
wurde von G. Hagen 1839 durch Versuche festgestellt?). Es wurde unab-
hingig davon noch ein zweites Mal von Poiseuille gefunden 8). Gewihnlich
wird es nach seinem zweiten Entdecker benannt, da die Verdffentlichung von
Hagen, der Ingenieur war, in Physikerkreisen anscheinend unbeachtet blieb.
Es ist aber richtiger, es wenigstens ,Hagen-Poiseuillesches® Gesetz zu
nennen 4). Es sei hier schon bemerkt, daB das Hagen-Poiseuillesche

1) Minuszeichen, da t hier entgegengesetzt wirkt als im ersten Beispiel.

2) G. Hagen, Poggendorfis Annalen 46, 423, 1839.

8) Poiseuille, C. %{ 11, 1840; 12, 1841; Mém. des Savants étrangers 9, 1846.

4) Diese Ehrenrettung verdankt man Wolfg. Ostwald, Kolloid-Zeitschr. 86,
99, 1925,
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Gesetz nur in engen Rohrchen hei allen praktisch erreichbaren Geschwindig-
keiten zutrifft. In weiteren Réhren tritt bei den grofieren Geschwindigkeiten
ein anderes Gesetz an seine Stelle. Diese Abweichung rihrt indes keineswegs
von einer Ungenauigkeit des Reibungsgesetzes her, dieses, sowie die Tatsache
des Haftens an der Wand ist vielmehr durch Versuche mit engen Rohren bei
den meisten Fliussigkeiten mit aller Genauigkeit bestitigt.

Anmerkung: Nach der Auffassung der kinetischen Gastheorie ist die
Ziahigkeit als ein Vorgang von lmpulsaustausch benachbarter verschieden schneller
Flussigkeitsschichten, hervorgerufen durch die Kigenbewegung der Molekeln, an-
zusehen. Der Geschwindigkeitsausgleich benachbarter Schichten ist danach als
eine Art Diffusiousvorgang (Diffusion von Impuls) anzusehen, und nach den im
vorigen Abschnitt (§ 14, 2) abgeleiteten Beziehungen zu beurteilen. — In hoch-
verdinnten Gasen, wo die ,freie Weglinge* nicht mehr vernachlissighar klein
egen die GefaBabmessungen ist, hat man eine scheinbare Gleitung an der Wand
estgestellt, die dadurch zustande kommt, dall die aus der strémenden Flissigkeit
kommenden Molekeln im Mittel eine endliche Geschwindigkeitskomponente parallel
der Wand mitbringen, wihrend die von der Wand zuriickprallenden eine regellose
Verteilung mit der mittleren Tangentialkomponente Null aufweisen. Der Mittel-
wert der Tangentialgeschwindigkeit aller Teilchen ist dadurch von Null verschieden.
Bei Gasen von gewdbnlichen Drucken. und noch mehr bei tropfbaren Fliissigkeiten,
ist die freie Weglinge so klein, daB diese Krscheinung unmerklich wird. Eine
echte Gleitung scheint gemif neueren Beobachtungen ither Abweichungen vom
Hagen-Poiseuilleschen Gesetz bei gewissen Schmierélen vorzukommen. Diese
ist durch eine einigermafen regelmifiige Reflexion der sehr groBien Molekeln an
der Wand (im Gegensatz zu der ganz regellosen bei kleinen, in die molekularen
Unebenheiten der Wand eindringenden Molekeln) zu erkliren 1).

Die allgemeine Theorie der Flissigkeitsreibung lehrt, daf durch die
Forminderung der einzelnen Fliissigkeitselemente Spannungen von dhnlicher
Art entstehen wie bei den elastischen Kérpern, nur mit dem Unterschied, daB
diese Spannungen nicht den Forminderungen, sondern den Formanderungs-
geschwindigkeiten proportional sind. Die Formeln fiir die neun Spannungs-
komponenten (je drei auf den drei zu den Koordinatenachsen senkrechten
Fliachen) lauten demnach gemif den Lehren der Elastizitdtstheorie:

ou ou , ov
Xx:2ﬂ;o—w Xyr:Y$=5L<%+-a—ac)

ov . ov 0
Yy:::2y,-a—:l; Y =/4_1/:}4<5§ +a_;)> - (B)
Ch—ae® g (%00
z=2u" Zo=X. =u(ge+ %)

Haben diese Spannungen an allen Stellen eines Gebiets denselben Wert (wie
es bei affiner Forminderung des Gebiets der Fall ist), so halten sie sich
ohne weiteres gegenseitig das Gleichgewicht. Sind sie aber (bei allgemeinerer
Art der Forménderung) von Ort zu Ort verschieden, so entsteben durch die
ortliche Verschiedenheit im allgemeinen Krifte, die, auf die Volumeneinheit
bezogen, die Komponenten X’ ¥’ Z’ haben mégen. Nach den in der Elasti-
zititstheorie entwickelten Lehren ist

x' — 0% 8%,

X,
z +>3y 2

T 32 - (6)

und entsprechend fiir ¥’ und Z".

1) Miindliche Mitteilung von v. Karman.
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Durch Einsetzen der Werte von X, usw. aus Gl (5) in Gl (6) erbalt man
. 0%y , Pu , 0u ¢ s0u , Odo “

N = (Tt gt g g Gat A5 )
der zweite Ausdruck in dieser Gleichung verschwindet, wenn die Strémung volumen-
bestindig verlduft. Fir Y’ und Z' gelten entsprechende Ausdriicke.

Solche Kriifte wie X' usw. treten bei den zihen Flissigkeiten zu den
in § 1 des vorigen Kapitels erorterten Kriften durch Druckunterschiede (und
gegebenenfalls den Massenkriften) hinzu und bestimmen mit ihnen zusammen
die Beschleunigung des Flissigkeitsteilchens,

Durch Hinzufiigung der Ausdriicke (7) auf der rechten Seite der Euler-
schen Gleichungen (Mathematische Erganzung zu § 3 des II. Abschnitts) entstehen
die ,Navier-Stokesschen Differentialgleichungen® der zédhen Flissigkeit.

Fir volumenbestindige Stromung lauten diese also, wenn iiblicherweise das
Symbol 4 als Abkiirzung fir » 03

3?2
oz taptaa
gebraucht wird:

du op
07 = X—5, tudw
dv __ . Op ,
QW = ‘—‘Fy— +uAL,
dw _ dp
eG; = ,—F—z—-l-,qu.
du usw. bedeutet dabei gemal den Fritheren

dt
du

0 (7] 0
;{+u57+05§+w£ usw.

Im Falle einer Stromung, bei der dhnlich wie bei den oben behandelten
die u-Komponente vorherrscht und diese sich in der Y-Richtung am stirksten
andert, ist X, [= = von Gl (1)] die hauptsichlichste Spannung, und es wird
daher von der Kraft X' der Anteil o Xy am meisten hervortreten. Dieser

oy
2
wird dann nach Gl (5) im wesentlichen durch g 3_;! wiedergegeben; er tritt

dann (vgl. etwa § 3 des vorigen Abschnitts) hauptsichlich mit dem Druck-

gefille — %—5 und der ,Trigheitskraft®!) — g% in Wechselwirkpng. Die
Rechnungen sollen jedoch hier nicht weiter verfolgt werden, da ihre Durch-
filbrung bis zum Endresultat im allgemeinen auf sehr grofe Schwierigkeiten
stoBt. Statt dessen soll hier eine Betrachtung iiber mechanische Ahnlichkeit
durchgefiithrt werden, die zur Gewinnung eines allgemeinen Uberblicks von

grofem Nutzen sein wird.

§2. Mechanische Ahnlichkeit; Reynoldssche Zahl. Es handelt
sich hierbei um die Frage: Wann wird bei geometrisch dhnlichen &ufBeren
Umstinden (geometrisch #hnlichen Kanilen, geometrisch ahnlichen Korpern
in der Flissigkeit usw.) auch die Bewegung der Fliissigkeit geometrisch

1) Unter ,Tragheitskraft* ist der Widerstand einer trigen Masse gegen Be-
schleunigung zu verstehen, sie ist also — — Masse )< Beschleunigung.



III, § 2. Mechanische Ahnlichkeit, Reynoldssche Zahl. 87

ahnlich verlaufen? Mar kann die Antwort zunichst so formulieren, da hierzu
in den zu vergleichenden Fillen an ahnlich gelegenen Stellen das Verhaltnis der
drei Krifte Druckgefille, Reibungskraft und Trigheitskraft das gleiche sein
mub. Da zwischen den drei Kriften die Bedingung des Gleichgewichthaltens be-
steht, brauchen nur zwei von ihnen weiter betrachtet zu werden, als welche Trig-
heitskraft und Reibungskraft gewihlt werden, da das Druckgefille — wenigstens
bei volumenbestindigen Strémungen — nichts geniigend Charakteristisches an
sich bat. Die verachiedenen geometrisch ihnlichen Strémungen sollen nun
durch irgendwelche charakteristische Léngen 1,, 1, usw. (z. B. Durchmesser
oder Liinge eines Korpers, lichte Weite eines Kanals oder dergleichen) und
durch charakteristische Geschwindigkeiten v;, v;, usw. (z. B. Bewegungs-
geschwindigkeit eines Korpers oder mittlere Geschwindigkeit in einem be-
stimmten Kanalquerschnitt) gekennzeichnet werden. Die Dichten und Zihig-
keiten konnen auch verschieden sein und @,, @3 usw., bzw. g;, g, usw. heifen,
Die Komponenten der Trigheitskrifte, von denen eine (siehe oben)

—— d_’_‘.—__ ua—-u .lo>
T 9( ox

2
lautet, miissen sich bei den #hnlichen Stromungen wie die Produkte @ 1)7 ver-

halten, da der angenommenen Ahnlichkeit wegen die ¥-Werte an entsprechen-
den Punkten und daher auch kleine Differenzen davon sich wie die charak-
teristischen Geschwindigkeiten v;, v5, und die Langen % und y und auch kleine
Differenzen davon wie die charakteristischen Liéngen [;, 1, verhalten. Die
2
Reibungskrifte dagegen werden sich entsprechend dem Ausdruck w %}2 wie

y;}—g verhalten. (02« bedeutet eine von der zweiten Ordnung kleine Ge-

schwindigkeitsdifferenz, verhilt sich also wie die Geschwindigkeit v, 0¥ ist
aber das Quadrat einer kleinen Lingendifferenz und verhilt sich wie 12, wenn
dhnlich gelegene benachbarte Punkte herangezogen werden.) Unsere Forde-

. 2
rung der mechanischen Ahnlichkeit kommt also darauf hinaus, daB gli und
!‘l: in den verglichenen Fillen in einem festen Verhiltnis stehen. Seiner
Bedeutung nach (Verhiltnis zweier Kriifte pro Volumeneinheit) mufl dies
Verhiltnis eine reine Zahl sein. Es ist

0ot pv __ Qvl

[ L
die mechanische Ahnlichkeit zweier Systeme 1 und 2 ist also zu erwarten, wenn
ol _ el

&y Yo

ist. Man nennt diese Zahl, die das Verhiltnis der Tréagheitskrifte zu den
Zahigkeitskriften charakterisiert, zu Ehren des Entdeckers dieses Ahnlichkeits-
gesetzes, Osborne Reynolds?), die Reynoldssche Zahl. Das Verhaltnis

== const - - - - Q)

1) 0. Reynolds, Phil. Trans. 1883 — Papers II, 5
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g/ (Zahigkeit : Dichte) wird kinematisches Zéhigkeitsma8 genannt und
mit ¥ bezeichnet. Es hat die einfache Dimension L2/T.

Irgendein Stromungszustand einer reibenden Flissigkeit kann durch den
Wert seiner Reynoldsschen Zahli i@ — QTM = %l charakterisiert werden.
Dabei bedeutet kleine Reynoldssche Zahl iiberwiegende Zahigkeitskrifte
und grofe Reynoldssche Zabl iiberwiegende Tragheitskrifte. Wie noch ge-
zeigt werden wird, sind die Bewegungsgesetze der Flissigkeiten und die
Gesetze fiir die Bewegungswiderstinde fiir diese beiden Fille sehr verschieden.
Wie man aus dem Bau der Formel (1) erkennt, ist neben dem Ziahigkeits-
maB auch die Grofle der Raumabmessungen und Geschwindigkeiten von ent-
scheidendem EinfluB. Bei sehr winzigen raumlichen Abmessungen werden
die fiir kleines R geltenden Gesetze fiir alle praktisch vorkommenden Ge-
schwindigkeiten gelten, fiir groe Abmessungen dagegen nur bei sehr kleinen
Geschwindigkeiten oder bei sehr zihen Flissigkeiten. Es ist noch von
Interesse festzustellen, dal bei Einhaltung der Ahnlichkeit (gleiches ¢ bei
geometrisch #hnlichen #uBeren Umstinden) die bei der Bewegung auf-
tretenden Druckunterschiede sich wie @ #? oder, was wegen (1) dasselbe ist,

wo

wie —— verhalten.

1

Hier mogen einige Werte des kinematischen ZihigkeitsmaBes v ange-
geben werden:

Wasser von 00, . . . .. .. .... v = 0,0178 cmm¥/sec
y w200 . ... v = 00100
O v = 0,0056
. pl000. L, v = 0,0080
Quecksilber , 0. . . . . . ... ... v = 0,00126
” w1000, . . . ..., v = 0,00091
Glycerin , 200. . . .. ... ..... v = 6,8 ”
Luft , 0°und 760mm . . . . .. v = 0,133 »
, 51000 760 , .. .... v = 0245
a 0w 00, 76 5, ... v = 18,3 »

§ 3. Bewegung von Kérpern in ziihen Fliissigkeiten. Stokessche
Formel. Grenzschichten. Die mathematische Behandlung der Bewegung
von Korpern in einer zihen Flissigkeit hat sich als so schwierig erwiesen,
daB bisher nur Grenzfille sich der Behandlung zuginglich erwiesen haben,
nimlich einmal der Grenzfall sehr grofer Zihigkeit, also sehr kleiner Rey-
noldsscher Zahl, und der sehr kleiner Ziahigkeit, also sehr groBer Reynolds-
scher Zahl. 1. Bei starkem Uberwiegen der Zihigkeit, wie es einer-
seits in sehr zihen Fliissigkeiten (z. B. fliissigem Leim), andererseits bei sehr
winzigen Abmessungen auch in gewthnlichen Fliissigkeiten vorhanden ist,
kann jede Trigheitswirkung als klein gegen die Zahigkeitswirkungen ver-
nachlissigt werden, und man hat nun an jedem Fliissigkeitsteil Gleichgewicht
zwischen dem Druckgefille und der Reibungskraft anzusetzen. Die Reibungs-
krifte an der Volumeneinheit sind nach den Ausfithrungen von § 2 fiir geo-

metrisch dhnliche Fille proportional ‘-;21, die Druckkrifte folgen wegen des
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Gleichgewichts derselben Beziehung, so daB hier geometrische Ahnlichkeit
auch immer mechanische Ahnlichkeit nach sich zieht; vergleichbare Volumina
verhalten sich wie i3, so dal die gesamten Widerstandskrifte sich wie das
Produkt gol verhalten miissen. Man hat an einigen einfachen Korper-
formen die Stromung berechnen kénnen und dabei auch den Bewegungs-
widerstand ermittelt. Am bekanntesten ist die Stokessche Losung far die
Bewegung einer Kugel, die einen Widerstand

W==6nrpva - . .. . 1)

ergibt und die fiir die Fallbewegung kleiner Tropfchen von Bedeutung ist
(v = Geschwindigkeit, @ == Radius). Es ist hier der Widerstand gleich
Gewicht minus Auftrieb zu setzen, also wird, mit @; == Dichte des Tropfens
und ¢, == Dichte der umgebenden Flissigkeit,
4

6mpva == (01—@s)ga?

was eine Fallgeschwindigkeit
2 0,—@

P ¢ S, + AP R .
v 9 o ga (2)

ergibt. Die Formel gilt nur fir Reynoldssche Zahlen, die klein gegen 1
sind. (Fir Wassertropfchen in Luft ergibt sich » = 1,3.10% a2, wobei @ in
Zentimetern einzusetzen ist; die Formel ist giiltig fiir Tropfchen, deren Radius
kleiner als 1/;oomm ist. Solche Tropfchen kommen in feinem Nebel vor.)

Man kann diese ganze Gruppe von Flussigkeitsbewegungen als ,schlei-
chende Bewegungen“ bezeichnen.

Der Grenzfall der sehr groB8en Reynoldsschen Zahl oder der sehr
kleinen Reibung wiirde durch ein vblliges Zuriicktreten des Reibungs-
einflusses gekennzeichnet sein, also einfach die in § 3 bis 11 des vorigen
Kapitels behandelte Bewegung der reibungslosen Fliissigkeit ergeben, wenn
nicht die Bedingung des Haftens an der Wand hinzukime, die von der
reibungsfreien Fliissigkeitsbewegung nicht erfiillt werden kann. Eine nihere
Untersuchung zeigt nun, dafl die wenig reibende Fliissigkeit
sich zwar da, wo keine Winde sind, so gut wie eine reibungs- Fig. 90.
lose Fliussigkeit verhilt, dalB sich aber an den Winden unter
dem Einfluf der Reibung eine diinne ,Grenzschicht® ausbildet,
in der die Geschwindigkeit von dem Wert, der der reibungs-
freien Bewegung entspricht, auf denjenigen iibergeht, den -
das Haften an der Wand erfordert. Die Grenzschicht ist ;& g
dabei um so dinner, je kleiner die Zihigkeit ist. Die s
Reibungskrifte pro Volumeneinheit sind dann zwar im Innern Ges‘i:’:;‘]i;ikgem'
der Fliissigkeit sehr klein, in der Grenzschicht dagegen sind  in Wandnihe,
sie von der GroBenordnung der Trigheitskrafte, da ja hier
durch die Reibungskrifte die Geschwindigkeiten um endliche Betrige geindert
werden. Fig. 90 stellt die Geschwindigkeitsverteilung in einer Grenzschicht
dar. TIst die Dicke der Grenzschicht von der GréSenordnung & und die
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Korperabmessung in der Stromungsrichtung von der Griofenordnung I, so ist

die Reibungskraft y, '0 ( y senkrecht zur Oberfliche) von der GriBenordnung

29
52 , die Tragheitskraft wie frither von der Ordnung 91 ; die Gleichsetzung
dieser beiden Ausdriicke liefert

o =1*
=1 s

Eine Abschitzung mit demselben Endergebnis gewinnt man auch durch die
folgende Impulsbetrachtung fiir eine Stromung entlang einer ebenen Platte.
Die Liange der Platte sei !, die Breite b, die Geschwindigkeit der Stromung w
die ungefihre Dicke der Grenzschicht 6 (Fig. 91), dann ist die sekundlich
in die Grenzschicht geratene Masse ~ @10 w (das Zeichen ~ bedeutet pro-
portional); diese Masse, die mit der Geschwindigkeit w ankam, verliert in der
Grenzschicht einen bestimmten Bruchteil davon; der Impuls, der dem ent-
spricht, ist Masse X Geschwindigkeitsverlust und ist sonach ‘proportional
@b0.w2 Dem Impuls muB gleich sein die durch die Reibung an der Wand
auf die Flussigkeit ausgeiibte

Fig. o1. Kraft. Nach GL (1) von §1

I kann diese gesetzt werden
[E—
—— w
i — ~ uld 5 Aus der Propor-
= L _;: 3 tionalitiat der beiden Ausdriicke
r N

folgt, daf wie oben

o~ JE =)L @

Das Verhiltnis T ist demnach

|
L

Strémung liéngs einer Platte.

v — —l-__, also eine reine Funktion der Reynoldsschen Zahl. Diese
wl Y&

Beziehung gilt in gleicher Weise fiir alle stationdren Grenzschichten. Man
kann in vorstehende Formel auch die Zeit einfithren, wahrend der das einzelne
Flissigkeitsteilchen an dem Korper entlangstromt. Fiir Teilchen, die nicht

allzu nahe an der Oberfliche liegen, ist diese Zeit von der Grofenordnung

1
t~ w' *° daB man auch

6»\1‘/;—2 ..... .. (4)

schreiben kann. Diese Formel kann auch fiir Bewegungen, die erst vor einer
kiirzeren Zeit { aus der Ruhe heraus begonnen haben, Verwendung finden
und lehrt, daB die Grenzschicht am Beginn der Bewegung proportional der
Waurzel aus der Zeit zunimmt.

Es ergibt sich also, daB jeder in schwach reibenden Fliissigkeiten be-
wegte Korper eine diinne Fliissigkeitsschicht mit sich schleppt. Fiir Fliissig-
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keitsstromungen durch kiirzere Kanile usw. gilt das gleiche. Bei lingeren
Kandlen wird nach Gl (3) die Grenzschicht mit der Wurzel aus der Ent-
fernung vom Kanaleinlauf wachsen und daher bei geniigender Kanallinge
das ganze Innere erfiillen, d. h. die Reibungswirkungen werden sich iiber den
ganzen Kanalquerschnitt verbreiten?). Diese Verbreitung erfolgt iibrigens
in vielen Fallen viel schmeller, als nach Formel (3) zu erwarten ist, durch
einen Vermischungsvorgang, der als Turbulenz bezeichnet wird, vgl. § 4. Der
Strémung gemil Fig. 90 entsprechen Schubspannungen an der Wand, die
sich zu einem Reibungswiderstand zusammensetzen. Bei der Platte von

Fig. 91 ergibt sich hierbei folgendes: Die Schubspannung 7 — g 7% wird

0
0y
w wowd
ist b die Breite der Platte, so ist die gesamte Oberfliche O — 2bl, der
Widerstand ist daher
W~ 2bl.t = Zahl.bYpolws . . - . . . . .. (5)

Man vgl. hierzu auch die Ausfilhrungen S.99.

hier abschitzend

Mathematische Erginzung. Die Grenzschichistromungen haben sich mit
exakten ?) Rechnungen verfolgen lassen. Bei der Betrachtung des Falles einer fast
verschwindenden Zahigkeit findet, wie schon erwiihnt, der Ubergang von der an
der Wand haftenden Randschicht zur ungestorten Stromung in einer sehr diinnen
Schicht statt. Es ist deshalb erlaubt, die %nterschiede des Druckes in verschiedenen
Punkten einer Normalen zur Wand innerhalb dieser diinnen Storungsschicht zu
vernachlassigen. Woeiter sind die Geschwindigkeitsunterschiede entlang dieser
Normalen wegen des Ubergangs von Null zum normalen Wert auf so kurzer
Distanz sehr betrachtlich, so dal in dem Ausdruck fir die Reibungskraft pro
Volumeneinheit, wenn die X-Achse in die Stromungsrichtung und die Y-Achse in

B
die Richtung der Normalen gelegt wird, nur der Term u ﬁqg ibrigbleibt, und
alle andern gegeun ihn vernachlassigbar werden.

Fiir eine zweidimensionale Stromung kann man noch die Krimmung der
Schicht vernachlissigen (und also die z-Koordinate mit der Bogenlinge der Strom-
linie lings der Wand identisch setzen) und erhilt so das Gleichungssystem

ou du ou
6_t+u5;+vtﬁ—_— e p e e

0w , Ov
a—x—'+ﬁ — 0-

p ist dabei als eine (durch die dulere Strémung gegebene) Funktion von & und ?
aufzufassen. An der Wand ist w = 0, v = 0. Die Losungen lassen sich durch
Reihenentwicklungen darstellen, vgl. etwa H. Blasius, Uber Grenzschichten in
Fliissigkeiten bei sehr kleiner Reibung, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 66, 1, 1908;
piehe such Tollmien, Handb. d. Exp.-Phys. Bd.1V, 1, S.239.

§ 4. Turbulenz. Bei der Stromung einer zihen Flussigkeit durch
lange gerade Rohren macht man die Beobachtung, daB bei hoheren Ge-
schwindigkeiten das in § 1, Formel (4) angegebene Hagen-Poisenille-
sche Gesetz (Druckabfall proportional mit der DurchfluBmenge) von einem
anderen Gesetz abgelost wird, bei dem der Druckabfall ganz erheblich

1) Vgl. hierzu die Ausfiihrungen 8. 120. . L
5) Exakt im Sinne eines Limes fiir verschwindende Zahigkeit!
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groBer ist, und zwar ist er hier angenidhert der zweiten Potenz der Durch-
flubmenge proportional. Gleichzeitig wird festgestelit, daf die Strémung,
die im Bereich des Hagen-Poiseunilleschen Gesetzes ganz glatt und gerad-
linig erfolgt, bei den hioheren Geschwindigkeiten von unregelmabig wirbelnden
Mischbewegungen durchsetzt ist. Dies ist bei der Strémung dureh Glasrohre
sehr deutlich zu sehen, wenn man mittels eines diinnen Rohrchens etwas ge-
farbte Flissigkeit in den Strom bringt. Diese bildet bei den kleinen Ge-
schwindigkeiten einen sauberen geraden Faden, bei den grioferen wird der
Faden eine kiirzere oder lingere Strecke hinter dem Einlauf zerrissen, und
die Farbe erfiillt die Fliissigkeit von da ab fast gleichférmig!). Man nennt
die glatte.Bewegung ,laminar“, die wirbelnde ,turbulent®?). Durch die in
§ 2 behandelte Ahnlichkeitsbetrachtung war O. Reynolds in den Stand ge-
setzt, vorauszusagen, daB, wenn man Rohre verschiedener Weite und ver-
schiedene Fliussigkeiten untersucht, der Umschlag von dem laminaren zum

turbulenten Zustand immer bei demselben Zahlwert von 1%. erfolgen mub

[w = mittlere Geschwindigkeit, r == Robhrhalbmesser}3). Dies trifft, wenn
die Bedingungen fiir das Zustromen zum Rohr auch geniigend gut iiberein-
stimmen, in der Tat zu. Zum Beispiel ergibt sich fir ein Rohr, das mit
scharfer Kante an ein GefiB mit ebener Wand anschlieBt, die ,kritische

Reynoldssche Zahl“ ’%' = 14004). Bei guter Abrundung des Einlaufs und

guter Beruhigung des Flussigkeitsinhalts des Gefifles geht %1 bis 20 000 und

hoher, bei sehr unregelmifigem Einlauf geht es bis etwa 11604) herunter,

Vom theoretischen Standpunkt ergeben sich zwei verschiedene Frage-
stellungen, die nach der Ursache der Entstehung der Turbulenz und die nach
den Eigenschaften einer Stromung mit ausgebildeter Turbulenz.

Der Aufklirung der Frage nach Entstehung der Turbulenz ist schon
viel Scharfsiun, besonders von mathematischer Seite gewidmet worden, ohne
dal bisher eine allseitig befriedigende Erklirung gefunden worden wire.

0. Reynolds?®) hat gezeigt, daB bei gewissen Formen von Stérungs-
bewegungen Energie aus der Hauptbewegung in die der Stérungsbewegung

1) Dieser Versuch ist zuerst von Reynolds 1883 gemacht worden.

?2) In dem Schrifttum der Ingenieure findet man dafiir auch die Bezeichnun
sgleitende* und ,fliefende* Stromung, und auch die andere: ,Bandstromung® un
»Flechtstromung®. Der letztere Ausdruck ist nicht gerade glicklich gewiblt, da
ein Geflecht im allgemeinen ein sehr regelmiliges Gebilde ist, die turbulenten Be-
wegungen aber gerade sehr unregelmifig sind.

3) Die Ingenieure setzen gewdhnlich in ihre Formeln nicht den Halbmesser r,
sondern den Durchmesser ¢ des Rohres ein. Da @ — 2r ist, ist natiirlich auch

u_:vii =2 y_);r_ Um die beiden Arten von Reynoldsschen Zahlen zu unterscheiden,

soll %1 = R, und z_o;’ti = R, geschrieben werden; es ist also ®; = 2R,.

4) L. 8chiller, vgl. Fubnote 8,118,
5 0. Reynolds, Phil. Trans. Roy. Soc. London 1896 = Papers Bd. II,
g. 585; siehe auch H. A. Lorentz, Abh. iiber Theor. Physik, Bd. 1, Leipzig 1907,
. 48,
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tibergeht und daf} andererseits diese Storungsbewegungen durch die Wirkung
einer geniigend groBen Zihigkeit immer gedimpft werden konnen, so daf
das Laminarbleiben bei kleinen Reynoldsschen Zahlen verstanden werden
kann. Fir die Erklirung der Turbulenzentstehung fehlt aber der Nachweis,
daB im Verlauf eines bestimmten Stromungsvorganges durchschnittlich mehr
Energie von der Hauptbewegung in die Nebenbewegung iibergeht als um-
gekebrt. Es kam also darauf an, die Storungsbewegungen wirklich nach-
zurechnen. Nach verschiedenen negativen Ergebnissen mehrerer Forscher
scheint eine Rechnung von W.Tollmien?) ein Beispiel von anwachsenden
Storungen aufgedeckt zu haben (bei der Stromung entlang einer Platte ent-
sprechend Fig.91). Die berechnete kritische Zahl ist mit den Beobachtungen
in gutem Einklang, doch stellt die gefundene Stérung, die eine sehr grofie
Woellenlinge aufweist, noch keine Turbulenz dar. Die eigentliche Turbulenz
scheint 8o zu entstehen, daf durch den von Tollmien errechneten Vorgang
oder auch durch andere Ursachen (anfingliche Ungleichférmigkeiten in der
Stromung) Geschwindigkeitsverteilungen geschaffen werden, die ahnlich wie
die Trennungsschichten (vgl. Abschnitt II, § 6) instabil sind und zur Bildung
vieler kleiner Wirbel Anlaf geben.

Uber den Zustand der ausgebildeten Turbulenz und die durch ihn ver-
mehrte Reibung mag hier das Folgende gesagt werden.

In § 14 des vorigen Abschnitts war gezeigt, daB im Falle von Geschwindig-
keitsschwankungen aus den durch die Schwankungen resultierenden Impuls-
betrigen scheinbare Spannungen resultieren, so z. B. eine Schubspannung
v = — @ ¢/, wo % und ¢ die Abweichungen der Geschwindigkeitskompo-
nenten # und ¢ von ihrem zeitlichen Mittelwert # und ¥ bedeuten. Um zu
einer praktisch verwendbaren Formel zu gelangen, muB versucht werden, die
GroBe der Geschwindigkeitsschwankungen %' und ¢' durch andere Grofen
auszudriicken. Es zeigt sich, daB hierfiir eine Liange wesentlich ist, die man
als Durchmesser der jeweils einheitlich bewegten Fliissigkeitsballen deuten
kann, aber auch als den Weg, den diese Fliussigkeitsballen relativ zur ibrigen
Flissigkeit zuriicklegen, bevor sie durch Vermischung mit der umgebenden
turbulenten Fliissigkeit ihre Individualitit wieder einbiilen. Man kann nicht
von vornherein sagen, da diese beiden Lingen einander genau gleich wiren,
es ist aber zu erwarten, daB sie einander im wesentlichen proportional sind.
Es sei nun eine Strémung angenommen, in der die Geschwindigkeit quer zu
den Stromlinien verinderlich ist. Wird nun — vgl. Fig. 92 — eine
Fliissigkeitsmasse von einer Stelle y, wo die mittlere Geschwindigkeit — u (y)
ist, in der Richtung quer zur Stromung um den Betrag ! verschoben, so
" unterscheidet sich ihre Geschwindigkeit von der des neuen Ortes um
%(y + 1) — u (y), wofiir in erster Niherung ! gg geschrieben werden kann.
Dieser Wert gibt — zum wenigsten der Gréflenordnung nach — den Betrag
der Schwankung «' an. Der Betrag von ¢’ ergibt sich aus der Annahme,

1) Uber die Entstehung der Turbulenz. I. Mitteilung. Gottinger Nachr.,
Math.-Phys. Kl., 1929, 8. 23.
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daB zwei Fliissigkeitsballen, die von verschiedenen Seiten in die fragliche
Schicht eingetreten sind und sich nun hintereinander her bewegen, sich mit
der Relativgeschwindigkeit 21%—; nihern oder voneinander entfernen, was
AnlaB zu Quergeschwindigkeiten gleicher GroSenordnung gibt. Es muf also
auch v’ von der GréSenordnung lg—s sein. Bei der Bildung des Mittelwerts
« ¢ kommt es noch auf die Vorzeichen der gleichzeitig zusammentreffenden
%~ und v-Komponenten an. Man sieht aber leicht, daB beim Durchschreiten
der in Fig. 92 gestrichelt gezeichneten Kontrollfiiche dig aufwiirts bewegten
Teile zu langsam sind, die abwirts bewegten dagegen zu schnell, es gehoren
also zu positivem ¢! negative u', zu negativem ¢’ positive w'. Das Produkt «’ ¢/
ist daher beidemal negativ, die scheinbare Schubspannung daher positiv und

i\ 2
jedenfalls von der GréBenordnung g (l g—;) + Wenn man die auftretenden
unbekannten Proportionalititsfaktoren willkiirlich = 1 setzt, so verschiebt

sich nur die Bedeutung von ! noch einmal etwas. Damit in der Formel

richtig zum Ausdruck kommt, daB positivem ou eine positive Schubspannung,

0y
und negativem % eine negative Schubapannung entspricht, mull die Formel

nun geschrieben werden:

Aus dieser Formel, die, wie erwiahnt, nur einen Naherungsausdruck darstellt,
ist zu entnehmen, daB die scheinbaren Spannungen, die durch turbulente
Mischbewegungen hervorgebracht werden, sich bei

Fig. 92. Grofendnderung der Geschwindigkeit proportional dem
Quadrat der Geschwindigkeit #ndern. In der Tat

u(y) zeigen alle hydraulischen Widerstinde im wesentlichen

== ; ) dieses Verhalten, Die Linge 1, die wir nun ,Mischungs-
weg“ nennen wollen, hat eine gewisse Verwandtschaft

TIT777 7/ 7777777777 zu der freien Weglinge der kinetischen Gastheorie.

Dort wird der durch die Molekularbewegung hervor-
gerufene Impulstransport in ganz entsprechender Weise betrachtet, wie das hier
mit dem Impulstransport durch die grobe (,,molare“) Bewegung ganzer Fliissig-
keitshallen der Fall war. Die Abweichungen des Geschwindigkeitsmittels der von

ou .. ‘e

unten oder oben kommenden Teilchen ist wie hier ' = 1{; éju’ die Geschwindig-
keit des Quertransports ¢' ist dort aber nicht proportional ', sondern
gie ist gleich der Geschwindigkeit der Molekularbewegung ¢. Damit werden

die durch Molekularbewegung hervorgebrachten Schubspaunungen, die wir

1) |a| = ,Betrag von a* heilt, daB der Betrag von a positiv einzusetzen ist,
gleichviel ob a positiv oder negativ ist.
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schon als Zihigkeitsspannungen kennen, proportional der ersten Potenz von
g—;f usw. Die freie Weglinge I, ist bei Gasen umgekehrt proportional der
Dichte, so daB hier der die Zihigkeit darstellende Faktor, in dem das Produkt

¢ 1, vorkommt, unabhingig von der Dichte ist.

§ 5. Einzelheiten turbulenter Strémuugen. Der Mischungsweg [
der turbulenten Bewegung ist im allgemeinen von Ort zu Ort verinderlich.
Wie gro8 er in jedem Falle ist, dariiber fehlt zurzeit noch eine allgemeine
Theorie. Doch lassen sich fiir eine Reihe von Einzelfillen passende Annahmen
finden, die zu gut bestitigten Ergebnissen fithren. In vielen Fillen ist es
dabei zuldssig, die wirklichen Schubspannungen, die von der Zihigkeit
kommen, neben den scheinbaren zu vernachlissigen, und auch, was noch
weiter geht, den EinfluB der Zihigkeit auf die Grife von / unberiicksichtigt
zu lassen. In diesem Fall hat man es also sozusagen mit der Turbulenz einer
idealen Flussigkeit ohne Zahigkeit zu tun. Bei hinreichend grofen Rey-
noldsschen Zahlen ist diese Auffassung jedenfalls berechtigt.

Hier mégen zwei Fille ausfihrlicher behandelt werden:

a) Bei solchen Vorgingen, wie bei der Vermischung eines freien Strahles
von hinreichend groBer Reynoldsscher Zahl mit der ihn umgebenden ruhenden
Fliissigkeit, empfiehlt es sich und ist auch ganz plausibel, den Mischungsweg in
jedem Querschnitt proportional der dortigen Strahlbreite zu setzen [ — ab.

Unter I kann man z B. den Basishalbmesser einer parabolischen oder para-
boloidischen Geschwindigkeitsverteilung verstehen, deren Hochstgeschwindigkeit
und Strémungsmenge mit der der wirklichen Strémung ibereinstimmen. FEine
derartige Festsetzung ist erforderlich, da die wirkliche Stromung ohne greifbare

Grenze diffus in die #ulere Flissigkeit iibergeht. Mit solcher Festsetzung ergeben
sich Werte fir «, die um 0,12 herum liegen.

Die Beobachtung zeigt, daf die Ausbreitung solcher freien Strahlen in
einem geniigend groBen von ruhender Flissigkeit erfilliten Raum so vor sich
geht, daB, abgesehen von der nichsten
Umgebung der Ausflubstelle, die
Strahlbreite sehr genau proportional
der Entfernung von der Ausflub-
stelle ist. Die Geschwindigkeit nimmt
dabei mit zunehmender Entfernung
ab. In dem ganzen Strahl herrscht
ziemlich genau der Druck der Um-
gebung 1). Die Geschwindigkeits-
abnahme mit zunebmender Entfernung wird daher lediglich durch die Reibungs-
spannungen hervorgerufen. Die Geschwindigkeitsabnahme bestimmt sich

Fig. 93.
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Mittlere Stromlinien eines sich aus-
breitenden Luftstrahls.

1) Bei der Behandlung des gewdohnlichen Flissigkeitszerstiubers findet man
gelegentlich die Bebauptung, daB in dem Luftstrahl nach dem Bernoullischen Satz
bei der Geschwindigkeiteabnahme ein Druckanstieg stattfinde und daher an der
AusfluBstelle ein Unterdruck vorhanden sei, durch den die Flissigkeit angesogen
wiirde. Das ist unrichtig; der Bernoullische Satz gilt nur fiir Abwesenheit von
Reibungsspannungen, hier aber sicher nicht, Das Ansaugen erfolgt vielmehr durch
das Umstromen der senkrecht in den Strahl hineinragenden Rohrmiindung.
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dabei nicht so, daf durch alle Querschnitte dieselbe Menge stromt; dies
ist auch nicht der Fall, da beim Weiterstromen immer neue ruhende Flussigkeit
mitgerissen wird. Wegen des konstanten Druckes ist vielmehr der Impuls

des Strahles, J = ¢ ” u?d F, konstant (vgl. vorigen Abschnitt, § 12). Es wird

J = Zahl. @ u,2. b2 wo u; die grofte Geschwindigkeit in dem Querschnitt
ist. Daraus, dal J konstant ist, folgt also %, proportional mit 1/b, also auch
nmit 1/z. Die Stromung verliuft etwa nach Fig. 93.

Mit diesem Verhalten von b und %, ist die Formel (1) von §4 im besten
Einklang. Man kann, ausgehend von dieser Formel, nicht nur dieses Verhalten
herleiten, sondern auch die Geschwindigkeitaverteilung im einzelnen berechnen,
wobei nur die Konstante « oder eine ihr entsprechende willkiirlich bleibt. Diese
Rechnung ist von W. Tollmien durchgefihrt worden?). Das oben geschilderte
beobachtete Verhalten des sich ausbreitenden Strahles bildet also einen Beweis
fir die Zulassigkeit von Formel (1) des § 4. Wie man ohne eigentliche Durch-
fahrung der Rechnung eine Abschitzung erhalten kann, die bereits die wesent-
lichsten Beziehungen liefert, sei hier kurz dargelegt.

Es sei wie oben ! — «b gesetzt. Der Impulssatz liefert u, b = const = C.

2
Fir die Schubspannung 7/ = — 12 ( 51;) (Vorzeichen gilt fiir positive y) erhalt
man einen Mittelwert iiber den Querschnitt, wenn g—z durch — "—;}l angenihert wird.
Damit wird .
u
T = .—Qlﬂ(—bl) == - af g u,t.

Die Kraft auf die Volumeneinheit ist gema Formel (6) von § 1 = %—TI; T’ nimmt
von der Mitte aus von Null bis zu einem Maximum zu und dann wieder bis auf
Null ab, %—i ist also erst negativ, dann positiv; in dem ersteren Gebiet wird die
Hauptetromung verzogert, in dem zweiten die mitgerissene Luft beschleunigt. Fiir
den mittleren Teil der Strémung kann F i bzgesetzt werden. Die Gleichung:
Masse X Beschleunigung = Kraft liefert also fiir ein Volumenelement dieser

Strémang
du_ov  _ adup
Q% 5e = dy e
wobei auch links « = u,; geschrieben werden kann, also
Om , _duy
dx b
. - dw, _ _Cdb .
Mit u; = C/b (Impulssatz) und dz = "B az wird

also b ~ «®z, entsprechend der experimentellen Feststellung 3).

b) Bei Stromungen entlang von Winden muB der Mischungsweg bei
Annidherung an die Winde gegen Null gehen; dies geht aus seiner Bedeutung
unmittelbar hervor, Hieraus ergibt sich, dal ou im Innern der Stromung

oy
sehr klein wird, in der Nahe der Wiinde aber grofe Werte annimmt. Fig. 94

1) Berechnung turbulenter Ausbreitungsvorgiinge, Zeitschr. f. angew. Math
und Mech. 6, 468, 1926.

%) Weitere Fille sind bei W. Tollmien, 1 ¢, behandelt. Vgl. auch
L. Prandtl, Uber die avsgebildete Turbulenz, Verh. d. 2. internat. Kongr. f. techn.
Mech., Zirich 1927, 8. 62.
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zeigt eine turbulemte Geschwindigkeitsverteilung im Robr im Gegensatz zar
laminaren, Fig. 95.

Was die zu erwartenden Geschwindigkeitsverteilungen betrifft, so mu8
unterschieden werden zwischen dem Fall der sehr grofien Reynoldsschen
Zahlen, wo die Zahigkeit keinen Einflul mehr auf den ausschlaggebenden
Teil des Turbulenzmechanismus hat, und dem der miBigen Reynoldsschen
Zahlen, bei denen ein solcher Einfluf besteht. Fiir den ersteren Fall folgerte
Th. v. Karmén!) durch eine Ahnlichkeitsbetrachtung aus dem Bau der
Differentialgleichung, da8 der Mischungsweg proportional dem Ausdruck
du d*u
dy dg*
Ort darstellt. Setzt man fest, dal die scheinbare Schubspannung z in dem
betrachteten Gebiet konstant ist, so fithrt dieser Ansatz fiir | (mit einem
Proportionalititsfaktor =— k) mit Hilfe von Gl. (1) von §4 zu einer leicht

sei, wo u (y) den zeitlichen Mittelwert der Geschwindigkeit an jedem

d
zu integrierenden Differentialgleichung fiir d_; mit der Lisung

du _ Yrje

dy  k(y+ C)’
in der () die willkiirliche Konstante ist. Durch die zweite Integration folgt
daraus

1 4/¢
U = T ‘/Eln(y_*-cl)_‘— Cs.

Fig. 94. Fig. 95.

Geschwindigkeitsverteilung der turbu- Geschwindigkeitsverteilung der laminaren
lenten Stromung in einem Rohr. Stromung in einem Rohr.

Die hier erhaltene logarithmische Funktion entspricht bereits recht gut
dem aligemeinen Charakter der beobachteten Geschwindigkeitsverteilungen
lings von Winden. Der Zahlenfaktor & wurde von v. Kirman zu 0,36
gefunden; nach neueren Feststellungen dirfte aber der Wert &k — 0,40
besser sein.

In der Nihe der Wand ist die Zahigkeitswirkung nicht mehr vernach-
lissigbar. Hier, sowie bei miBigen Reynoldsschen Zahlen (i‘vl< 50 000)

1aBt sich die beobachtete Geschwindigkeitsverteilung sehr gut durch ein
Potenzgesetz darstellen. Bei glatter Wand ergibt sich eine Proportionalitit
der Geschwindigkeit mit der siebenten Wurzel aus dem Wandabstand 2). Bei

1) Géttinger Nachrichten 1930, S.58 und Vortrag auf dem IIIL Int. Kongr. f.
techn. Mech. in Stockholm 1980. (Verhandlungen dieses Kongresses Bd.I, S.85.)

%) Vgl. v. Kirman, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1, 2381#; und
P ;ang tl-Betz, Ergebnisse der Aerodyn. Versuchsanstalt zu Gottingen, I1I. Lieferung
1927, 8. 1 ff.

Prandtl, Stromungslehre. 7
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groBeren Reynoldsschen Zablen ergibt die Zusammenwirkung des zahigkeits-
beeinfluften Randgebiets mit dem ohne merklichen Zihigkeitseinfluff stromen-
den Innengebiet Verteilungen, die durch die achte bis zehnte Wurzel des
Wandabstandes darstellbar sind.

Bei rauhen Winden ergeben sich niedrigere Wurzeln, z. B. die fiinfte.
Den Geschwindigkeitsverteilungen proportional der 7. bzw. 8. oder 5. Wurzel
entsprechen Mischungswege nach Formel (1) von §4, die proportional y*h
bzw. y'ls bzw. y's sind, wo y den Wandabstand bedeutet. Diese GesetzmiBig-
keiten, fiir die keine theoretische Begriindung vorhanden ist, miissen als
Interpolationsformeln angesehen werden.

Aus den Versuchen iber den Druckabfall in Rohren, vgl. § 9 GL (4), 1aBt
sich fiir Reynoldssche Zahlen bis etwa 40000 die Naherungsformel fir die Schub-
spannung an der Wand angeben:

twaa = S LI Y o

wobei u, die Geschwindigkeit in der Mitte, » den Robrradius und ¢ eine Zahl
ungefihr von der Grife 0,045 bedeutet. Ist  die Geschwindigkeit an irgendeiner
Stelle und y der zugehdrige Wan;i/abstand, und wird nach fritherem u propor-
tional y'fr gesetzt, also ¥ = u, (%) Z 8o l1aBt sich fiir Formel (1) auch schreiben

Twena = & 9.223 (?_/v_u)ll‘ ............ @)

} 7,
es ist dann nimlich (_—:)% = Z_‘E eine Konstante, die Wandreibung also, wie
es sein mub, unabhingig von den willkirlich gewahlten y1). Es ist plausibel,
daB fiir die Reibung an der Wand eine Formulierung moglich ist, in der nur Zu-
stinde in der Néhe der Wand vorkommen. Die Formel (2) hat diese Eigenschait.
Man kann die Rechnung unter der Annahme eines allgemeinen Potenzgesetzes
% = u, (y/r)" durchfithren und fordern, daB bei der Elimination von u, auch r
aus der Formel verschwindet. Man findet g0, ausgehend von Gl (1), wieder
u =‘:/.,, was nach obigem durch die Versuche gut bestitigt wird. Die Formel (2) hat
den Vorteil, daB in ihr der Rohrradius und die Mittengeschwindigkeit nicht mehr
vorkommt, sie ist daher wertvoll fiir die Ubertragung der bei der Rohrreibung
festgestellten GesetzmaBigkeit auf andere Stromungen.

Bei sehr hohen Reynoldsschen Zahlen erfihrt die Gl. (1) und die damit
zusammenbiingenden Robrreibungsformeln gewisse Abinderungen, die sich sinn-
gemaB ans den beiden fiir das Wandgebiet und das Innere angegebenen Ge-
schwindigkeitsverteilungen herleiten lassen, vgl. hierzu die Ausfithrungen fiber den
Rohrwiderstand in § 9.

Die letzte Fliissigkeitsschicht an der Wand haftet auch bei turbulenter
Stromung an der Wand fest, und es bildet sich zuniichst der Wand eine diinne
Schicht aus, in der die Strémung laminar verliuft, so zwar, dab dort, glatte
Wand vorausgesetzt, in Abweichung von der vorstehenden Beziehung
gﬁ = E‘%‘g ist. Bei groBeren Reynoldsachen Zahlen ist wegen der heftigen

Y
Vermischungsbewegung im Innern Twana sehr betrichtlich, daher erfolgt der
Anstieg g—g ungemein rasch, die laminare Grenzschicht ist also sehr diinn;

bei oberflichlicher Betrachtung machen daher die turbulenten Bewegungen

1) Aus dieser Unabhingigkeit konnte die Proportioualitit der Geschwindigkeit
7 .
mit Yy auf Grund der Gl (1) vorausgesagt werden.
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den Eindruck, als ob bereits an der Wand selbst eine endliche Geschwindig-
keit herrschte.

Bei rauben Oberflichen hingt die Wandreibung sehr stark von der Art
und Gréfe der Rauhigkeiten ab, so daB sich schwer allgemeine Angaben
machen lassen. Die Wandreibung ist hier im grofien und ganzen proportional
dem Quadrat der Geschwindigkeit und ist im iibrigen eine Funktion der
yrelativen Rauhigkeit“, d. h. des Verhiltnisses BuckelgréBe : Rohrradius 1).

Bei Versuchen mit Platten, die nach Art von Fig. 91 angestromt sind, hat
sich gezeigt, dab auch hier bei geniigend groBer Reynoldsscher Zahl wi/» turbu-
lente Stréomung in der die Platte begleitenden Reibungsschicht eintritt. Die
kritische Reynoldssche Zahl ist hier etwa wl/v — 500000; diese hohe Zahl 148t
sich so verstindlich machen, daB hier die Grenzschichtdicke vor Eintritt der
Turbulenz die entsprechende Rolle spielt, wie bei den Rohren der Rohrradius. Es
ist mit der Formel fiir 6 [Gl. (3) von § 3]

@NE /1—’—12 V“Lt:rund 700.
v v w v

Unsere Abschitzung hatte die Zahlenfaktoren vernachlissigt. Bei richtiger Ein-
fiigung dieser Faktoren wird obige Zahl wesentlich vergroBert, so daf die Uber-
einstimmung mit dem Rohre sehr gut wird.

Die Impulsbetrachtungen im AnschluB an Fig. 91 lassen sich fiir das turbulente
Reibungsgesetz nach Gl. (2) wiederholen. Man erhilt dabei eine proportional mit atis
wachsende turbulente Reibungsschicht (x = Abstand von der Vorderkante) und

2 —
einen Widerstand proportional Qzﬂ— (!;»l) ,5. Wenn am Anfang der Platte die

Strémung laminar bleibt, wie das bei zugeschiirften Platten der Fall ist, so ver-
ringert sich der Widerstand gegeniiber der Formel um etwas?), um so mehr, jo grofer
der Anteil des laminar bestromten Stiickes ist. Uber Versuchsergebnisse vgl. § 14.

Auch bei anderen Korpern beobachtet man, dal bei geniigend groBen

Reynoldsschen Zahlen in der Reibungsschicht, die den Kérper umgibt, Turbulenz
auftritt (vgl § 7 und 13).

Die Vorginge beim Eintritt eines Fliissigkeitsstroms in ein Rohr bei hoher
Reynoldsscher Zahl haben gewisse Ahnlichkeit mit denjenigen an der parallel
angestromten Platte. Fir die Lange des laminaren Stiicks bis zum Eintritt der

Turbulenz findet man fiir einigermafen stérungsfreien Zustrom etwa 1_{;_l = 300000;
oder anders geschriebeu:

ro o wr T #®
v

Nimimt in einer in der Hauptsache wagerechten Stromung die Dichte des
Mediums nach oben zu stark ab (wie 2. B. bei einer Luftmasse mit nach oben
hin zunehmender Temperatur, oder bei Schichtung von Sibwasser iiber Salz-
wasser), so muB bei der turbulenten Mischbewegung Schwereres iiber
Leichteres gehoben und Leichteres unter Schwereres heruntergedriickt werden,
es muB also aus dem Arbeitsvorrat, der fiir die Aufrechterhaltung der Tur-
bulenz zur Verfiigung steht (er stammt aus der Hauptbewegung), diese Arbeit
gegen die Schwere geleistet werden. Daraus resultiert eine Schwichung der
Turbulenz, die bis zur vélligen Ausldschung gehen kann. Das Nachlassen
der Turbulenz des Windes am Abend und im Zusammenhang damit das

s Einschlafen des Windes“ in den bodennanen Schichten hingt hiermit zu-

I __ 800000 _ 300000

1) Vgl. etwa Hopf und Fromm, Zeitschr, f. angew. Math. u. Mech. 1923,
S. 829 u. 839 und Hopf, Handb. d. Phys. Bd. VII, 8. 146 u. f.

%) Vgl. z. B. L. Prandtl, Ergebnisse der aerodynamischen Versuchsanstalt,
IIL Lief., S.4 und 87. Miinchen und Berlin 1927.

T*
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sammen (in den hoheren Schichten besteht der Wind unvermindert weiter!).
Umgekehrt wird durch Bestrahlung des Bodens, durch die die umgekehrte
Schichtung in der Dichte entsteht, die Turbulenz vermehrt?).

Auch bei gekriimmten Stromungen findet man die Turbulenz durch die
Zentrifugalkrifte abgeschwiicht oder verstirkt, je nachdem die Geschwindig-
keit von dem Kriimmungszentrum nach auBen hin zunimmt oder abnimmt3).
Die verschieden groBen Zentrifugalkriifte spielen dabei hier eine &hnliche
Rolle wie bei der geschichteter Stromung die verschieden grofien Schwerkrafte.

Befindet sich eine Fliissigkeit zwischen zwei rotierenden Zylindern, von
denen der &uBere rotiert, der innere aber ruht, so ergibt sich, wenn die
Spaltweite d = ry3 —r; zwischen den Zylindern klein gegen r, und r, ist,
nach Couetted) eine kritische Umfangsgeschwindigkeit 4 bei der Reynolds-

schen Zahl 1—‘;-:-1— = 1900. Bei weiteren Spalten wirkt sich die eben erwihnte

Stabilisierung aus und die kritische Zahl geht stark in die Hshe. Wenn
umgekehrt der innere Zylinder rotiert und der &uBere ruht, so wird bereits
die Laminarbewegung instabil; es treten regelmiGige, abwechselnd rechts und
links drehende Wirbel mit Achsen parallel zur Umfangsrichtung auf. Die
Bedingung fiir das Auftreten dieser Instabilitit ist von G.J.Taylor+4) theore-
tisch ermittelt und durch dem Versuch bestitigt worden. Sie lafit sich
folgendermaBen schreiben (mit r — Mittelwert der beiden Radien):

ud r
> = 41,2 |/7-

§ 6. Wirbelbildung. Die durch die Wirkung einer kleinen Zihigkeit
an der Kérperoberfliche sich bildenden verzogerten Reibungsschichten, sowohl
die schlicht wie die turbulent strémenden, haben noch eine #uBerst wichtige
Eigenschaft, die nun besprochen werden soll. Sie geben unter gewissen
Bedingungen den AnlaB zur Bildung von freien Trennungsschichten und von
Wirbeln (vgl. vorigen Abschnitt, § 6 und 11). Wenn in der suBeren Flissigkeit,
die an die Reibungsschicht grenzt, irgendwelche beschieunigende oder ver-
zogernde Druckunterschiede vorhanden sind, so wirken diese Druckunterschiede
auch auf die Fliissigkeit der Reibungsschicht ein. Wird die &ullere Stromung
durch ein Druckgefille in der Bewegungsrichtung beschleunigt, so erfahren
auch die Flussigkeitsteilchen in der Reibungsschicht, die langsamer stromen,
einen Antrieb in der Bewegungsrichtung, die Strémung wird daher in allen
ihren Teilen ihren Weg lings der Korperoberfliche fortsetzen. Besteht da-
gegen ein Druckgefille entgegen der Strémungsrichtung, das die #uflere
Stromung verzogert, so werden dadurch die bereits langsameren Teilchen der
Reibungsschicht noch stirker aufgehalten und werden daher nach volliger
Aufzebrung ihrer kinetischen Energie zur Umkehr gebracht; wihrend also

1) Vgl. etwa Beitrag von Prandtl in: Vortrige aus dem Gebiete der Aero-
dynamik und verwandten Gebieten (Aachen 1929), Berlin 1980, 8. 1.

%) L. Prandtl, s. 8. O.; A. Betz, am gleichen Ort, S.10.

%) M. Couette, Ann. de chim, et %s. (6) 21, 438, 1890,

4) G. J. Taylor, Phil. Trans. (A) , 317, 1928,
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die mit groBerer Energie begabte dulere Strémung weiter vorwirts flielt,
ergibt sich jetzt zunichst der Wand eine Riickstromung. Da nun immer neues
Flissigkeitsmaterial lings der Wand, das stromaufwirts eine Bremsung er-
fahren hat, dasselbe Schicksal erleidet, sammelt sich in kurzer Zeit immer mehr
abgebremste Flissigkeit zwischen der Wand und der dulleren Strémung an,
so dab sich der riickliufige Strom rasch verbreitert und durch ihn die &uBere
Strémung mehr und mehr von der Wand abgehoben wird (sich von dieser
,ablost*), Die auf diese Weise entstandene Trennungsschicht rollt

Fig, 96. : Fig. 97.

Entwicklung des Wirbelsystems hinter einem nicht rotierenden Zylinder.

sich nun rasch in der in § 6 des vorigen Abschnitts beschriebenen Weise
zu einem Wirbel zusammen. Das gebremste Material, das durch die
Reibung in Rotation versetzt ist, findet sich dabei zum- Teil in dem end-
lich ausgedehnten Wirbelkern wieder. Die hier beschriebenen Vorginge
werden durch Fig. 961) und 97 gut illustriert, die aufeinanderfolgende

Die Figuren 96, 97 und 99, 100 sind mit freundlicher Erlaubnis des Ver-
la.ges . Oldenbourg, Mﬁnchan, dem Werke pErgebnisse der Aerod; ischen
Versuchsanstalt zu Gottingen, IIL I.a.eferungen von Prandtl and Betz, ent-

nommen.
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Stadien der Stromung um einen Kreiszylinder wiedergeben 1). Beim Bewegungs-
beginn stellt sich der Theorie entsprechend die Potentialstrémung ein, die sich
hinter dem Zylinder ebenso schlieBt, wie sie sich vor ithm gedffnet hatte.
Wihrend aber auf der Vorderseite, wo die Strémung beschleunigt verliuft,
dieser Zustand andauert, stellen sich auf der Riickseite, wo die Fliissigkeit lings
der Wand verzdgert stromt, sehr bald Ruckstromungen und in deren Gefolge
ausgepragte Wirbel ein. Die Trennungsschicht, die aus urspriinglich an der
Zylinderwand befindlichen Wasserteilchen besteht, ist dabei durch eine (durch
Kapillarkriafte verursachte) Anhiufung der auf das Wasser gestreuten
Aluminiumflitterchen auf mehreren Bildern deutlich zu erkennen. Die letzten
Bilder der Reihe zeigen, wie die Wirbel, die immer neue Stiicke der Trennungs-
schicht in sich aufnahmen, immer mehr anwachsen, bis sie schlieBlich,
instabil werdend, zerfallen und einem mehr oder minder regelmifigen Wechsel
von rechts und links ausgebildeten Wirbeln Platz machen (vgl. auch S.133).

Die wesentliche Erkenntnis aus dem Vorangehenden ist also die, daf in
einer Strémung mit in der Stromungsrichtung zunehmender Geschwindigkeit
die Flissigkeit immer an der Wand anliegend vorwirts stromt, dafl aber in
einer Stromung mit in der Stromungsrichtung abnehmender Ge-
schwindigkeit durch die Umkebr der inneren Teile der Reibungsschicht
eine Ablosung der dulleren Stromung von der Wand und eine Bildung
betrachtlicher Wirbel entstehen kann; sie wird sicher eintreten, wenn die
Geschwindigkeitsabnahme stark genug ist; bei schwicherer Abnahme kann
gie aber auch ausbleiben, vgl. § 7.

Diese Beziehungen gelten patiirlich nicht nur fir die Vorginge bei der
Umstromung von Kérpern, sondern auch fiir diejenigen bei der Stromung
durch Kanile u. dgl. Wo der Querschnitt in der Stromungsrichtung ab-
nimmt, also die Geschwindigkeit zunimmt, wird die Stromung den Querschnitt
immer sehr gleichformig ausfilllen. Wo aber der Querschnitt zunimmt, wird
leicht Riickstromung auftreten, die allerhand UnregelmiBigkeiten zur Folge
hat. Bei starker Querschnittserweiterung auf verhaltnismiBig kurzer Strecke
wird sich im Verlauf der Ablosungsvorginge ein freier Strabl ausbilden,
ihnlich den bei scharfkantigen Offnungen auftretenden Strahlen. Bei ge-
ringerer oder mehr allmihlicher Erweiterung ldst sich der Strahl unter
Wirbelbildung wieder auf oder legt sich unregelmifig an eine der Kanal-
wiinde an.

Die in § 6 des vorigen Abschnitts beschriebene Ablosung der Stromung an
einer umstrémten scharfen Kante unter Bildung einer Trennungsschicht kann
von dem neuen Gesichtspunkt aus so verstanden werden, dal man zunichst
eine abgerundete Kante betrachtet. Die Geschwindigkeit der Potential-
stromung ist innerhalb der Rundung am gréften und nimmt stromabwirts
von ihr rasch ab. Die Bedingung fur die Rickstrémung und fir die Aus-
bildung der Trennungsschicht ist also hier wieder auf Grund der Reibungs-

1) Gewonnen aus kinematographischen Aufnahmen, vgl Tietjens, Naturw.
18, 1050, 1925,
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vorgiinge gegeben, die Trennungsschicht wird von der Rundung ihren Ausgang
nehmen. L&8t man nun in Gedanken die Rundung immer kleiner und kleiner
werden, so andert sich nur so viel, dal wegen der schroffer werdenden Ge-
schwindigkeitsunterschiede die Ausbildung der Rickstrémung und ihrer
Folgeerscheinungen immer rascher vor sich gehen wird. So gelangt man zu
dem SchluB, daB an scharfen Kanten sich #uBerst schnell eine Trennungs-
schicht ausbildet, daB also die Annahme von § 6 des vorigen Abschnitts sehr
wohl begriindet war.

Erfihrt eine Flissigkeit, die entlang einer Wand stromt, eine seitliche Ab-
lenkung parallel zn der Wand, so werden unter dem zugehérigen Druckgefille die
wandnahen Schichten wegen ihrer geringeren Geschwindigkeit stirker abgelenkt
als die schneller stromenden, weiter von der Wand entfernten Fliissigkeitsteile:
ihre Strémungsrichtung wird daher unter Umstéinden stark von der Richtung der
Kernstromung verschieden sein. Kreist z. B. Flissigkeit in einem zylindrischen

Fig. 98a.

Sekunddrstromungen.

GefaB mit flachem Boden, so ist die Stromung in der bodennahen Schicht einwirts
gerichtet (ihre ,Zentrifugalkraft“ ist kleiner als die der dariiberliegenden Schichten,
die den Druckverlauf bestimmen). Eine alltagliche Beobachtung lehrt, daf kleine,
auf dem Boden eines solchen GefiaBes befindliche Korperchen nach der Gefabmitte
hingeschleppt und dort angehéuft werden. Die erwahnte Bodenstromung, die in
Fig.98a verapschaulicht ist, liefert die Erklirung fiir diesen Vorgang, Strémt
Flassigkeit durch eine gekriimmte Rohrleitung, so sucht die Kernstromung mit der
grofBten Geschwindigkeit moglichst geradeaus zu gehen, die-Randschichten werden
aber um so stérker abgelenkt, streben also der Innenseite des Bogens zu. Es iber-
lagert sich deshalb in der gekrimmten Rohrstrecke der Stromung parallel der
Robrmittellinie eine ,Sekundérstrémung® die in der Rohrmitte nach aunBen,
in der Nihe der Rohrwand aber nach innen verliuft (vgl. Fig. 98b). Die Sekundir-
stromung hat zur Folge, dal die Stelle grofiter Geschwindigkeit nghe an den
duBeren Rand verschoben wird. Bei den natiirlichen FlubBliufen hat die Sekundir-
stromung in den FluBkrimmungen die Wirkung, daB die Ablagerungen von Sand,
Kies u. gergl., die mit der Bodenstrémung wandern, von der auBeren Seite der
Krimmung weggeholt und anf der inneren angehiuft werden, wodurch das Bett
auBen vertieft und innen verflacht wird. Dies fihrt dazu, daB die FluBkrimmung
sich immer mehr verstirkt. Deshalb zeigen die natiirlichen Fliisse iberall, wo
die Moglichkeit dazu vorhanden ist, stark gekriimmten Lauf (,Méianderbildung®).

§ 7. Verhiitung der Wirbelbildung. In den Betrachtungen von § 5
ist der Vereinfachung wegen ein Umstand unerwihnt geblieben, durch den
die Wirbelbildung bei schwicheren Verzégerungen der Stromung unterbleiben
kann. Es handelt sith um folgendes: Die Reibungsschicht wird nicht nur
durch ihre Beriihrung mit der Wand gebremst, sondern sie wird auch durch
ibre Berithrung mit der duBeren Strémung wieder angetrieben. Wenn daher
die Verzogerung nur sehr allméhlich eingeleitet wird, dann kann dieser Antrieb
geniigen, um Riickstromung zu vermeiden, und dann wird auch die Ablésung
ausbleiben. Bei den schlicht stromenden Grenzschichten ist der Antrieb der
dnberen Stromung auf das Grenzschichtmaterial allerdings ziemlich gering;
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viel stirker ist er bei den turbulenten Reibungsschichten infolge des lebhaften
Impulsaustausches durch die Mischbewegung. Durch diesen Umstand wird
auch bewirkt, daB bei hinten stumpf abgerundeten Korpern (z. B. Kugeln) die
Ablosungsstelle wesentlich weiter hinten liegt, das Wirbelgebiet also kleiner wird,
wenn die Reibungsschicht turbulent ist (vgl. § 13, Widerstand einer Kugel).

In der Technik ergibt sich die Aufgabe, trotz Druckanstiegs eine Ab-
16sung der Stromung zu vermeiden, weil nur so die Stromungsverluste klein
gehalten werden konnen. Die Aufgabe wird in der Weise gelost, dal die

Fig. 100.

Entwicklung der Strémung um einen rotierenden Zylinder.

Kanile nur sehr allmihlich erweitert werden bzw. die Form der Kérper ge-
niigend schlank gehalten wird, um dem Antrieb der &uBeren Stromung das
Ubergewicht iiber den Druckanstieg zu erméglichen. Die Liosung gelingt aber
im allgemeinen nur in dem Falle befriedigend, daf die Reibungsschicht in
dem verzbgerten Teile turbulent stromt.

Man kann im iibrigen die Reibungsschichten auch kiinstlich so beein-
flussen, dal die Ablosung verhindert wird. Laft man z B. einen quer an-
gestrdmten Zylinder so rotieren, daB die Umfangsgeschwindigkeit gleich oder
grofer als die gréBte Stromungsgeschwindigkeit ist, die am Zylinderumfang
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auftritt, so wird auf derjenigen Seite, wo die Flissigkeit und die Wand sich
gleichsinnig bewegen, iiberhaupt keine Bremsung der Reibungsschicht ent-
stehen, diese wird vielmehr durch die voreilende Wand beschleunigt; dadurch
wird sie mehr als die dullere Stromung befihigt, verzégernde Druckanstiege
zu iiberwinden, und es kommt daher auf dieser Seite nicht zur Riickstromung
und daher auch nicht zur Ablésung der Stromung. Auf der anderen Seite
bewegt sich die Wand der Flissigkeit entgegen und bremst die dortige

Fig. 101.

Gewdhnliche Btromung in einem stark erweiterten Kanal.

Fig. 102.

Strémung in einem stark erweiterten Kanal mit Absangung an den Wanden,

Reibungsschicht, so daB hier erst Riickstrémung und dann Ablésung eines
kriftigen Wirbels entsteht. Gleichzeitig mit dem Wirbel entsteht, wie in
§ 10 des vorigen Abschnitts dargelegt wurde, eine dem Wirbel gegenliufige
Zirkulation um den Zylinder, und es entsteht der Quertrieb des ,Magnus-
effekts“, wie er in § 10 beschrieben wurde. Die grdBte Geschwindigkeit am
Zylinderumfang ist bei der gewdshnlichen Potentialbewegung — 2v; kommt
noch eine Zirkulationsbewegung von 2v hinzu, dann wird auf der einen Seite
die Geschwindigkeit — 0, auf der anderen — 4v. Die Versuche mit rotierenden
Zylindern zeigen, daf dieser Zustand ungefahr das Maximum des Magnus-
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effekts ergibt und dann eintritt, wenn die Umfangsgeschwindigkeit # rund —=4v
gewihlt wird. Die Wirbelbildungsvorginge bei 4 =— 4 v sind in Strémungs-
aufnahmen von Fig. 99 und 100 dargestellt.

Ein anderes Mittel der Beeinflussung der Reibungsschicht besteht darin,
dal man an den Stellen, wo sich sonst riickwirts stromende Fliissigkeit an-
gsammeln wiirde, durch Schlitze oder durch Poren der Wand Fliissigkeit nach
dem Kbérperinnern zu absaugt. Wenn dadurch die Ansammlung gebremster
Flissigkeit verhindert wird, so unterbleibt auch die Ablésung der Stromung.
Unterstiitzend kommt hinzu, daf durch das Absaugen der Druck in der
Strecke unmittelbar vor dem Schlitz erniedrigt und so hier eine Ablésung ver-
hindert wird. Man kann auf diese Weise nicht Widerstand sparen, aber man
kann noch bei wesentlich kiirzeren oder plumperen Kérperformen eine Strémung
ohne nennenswerte Wirbelbildung erhalten, als es sonst moglich wire,

Fig. 101 und 1021) zeigen eine Stromung in einem erweiterten Kanal, in
dem sich bei anliegender Strémung die Fliissigkeit des zunehmenden Quer-
schnitts wegen stark verzégern mul, einmal ohne, einmal mit Absaugen an
den Seitenwinden. Nur im letzten Falle liegt die Stromung an, im ersteren
Falle bildet sich ein Strahl.

Eine dritte Art der Beeinflussung der Reibungsschicht besteht darin, daB
man den Antrieb durch die 4ulere Strémung vermehrt. Dieses Mittel ist im all-
gemeinen weniger wirksam als die beiden anderen; es wird aber z. B. bei dem
Disenfliigel nach Handley Page und Lachmann er-
folgreich angewandt. Die Reibungsschicht des ersten
Fligelteils in Fig.103 wird in die #uflere Stromung
hinausgetragen und die am zweiten Teil ausgebildete
durch den Strom, der durch den Schlitz flieft, an-
getrieben. Man erreicht mit diesem Fliigel ein An-
liegen der Stromung bis zu wesentlich groferen Anstellwinkeln, als dies
sonst moglich ist, und damit einen erheblich grioBeren Auftrieb, allerdings aunf
Kosten eines stark vergroferten Widerstandes.

Fig. 103.

/A
Spaltfliigel.

§ 8. Stromungen mit iiberwiegender Zihigkeit. Wie bereits in § 3
auseinandergesetzt wurde, kann bei stark itberwiegender Zihigkeit die Trigheit
gegeniiber den Reibungskriften vernachlissigt werden. Diese ,schleichenden
Strémungen® weisen das gemeinsame Merkmal auf, daf die Bewegungs-
widerstinde proportional der ersten Potenz der Geschwindigkeit sind. Das
Kennzeichen, dal die Zahigkeit fiberwiegt, ist bei den stationiren Bewegungen
eine sehr kleine Reynoldssche Zahl, die entweder durch sebr groBe Zahigkeit
oder sehr kleine Geschwindigkeit oder sehr kleine Raumabmessungen erhalten
werden kann (auch der Fall der sehr geringen Dichte ist zu erwihnen, der
bei der Stromung eines Gases in stark evakuierten Rohrleitungen Anwendung
findet). Drei Beispiele soicher Bewegungen mogen hier niher besprochen
werden,

1) Nach Zeit.s;shr. f. Flugtechn. u. Motorluftschiffahrt 1927 mit freundl. Er-
laubnis des Verlages R. Qldenbourg, Minchon.
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a) Ein praktisch wichtiges Beispiel solcher Stromungen bildet die
Stréomung von Wasser und Luft durch Sand, Gerolle u. dgl.; die
hierfiir ermittelten Gesetze werden z. B. bei der rechnerischen Ermittlung
von Grundwasserstromungen im Erdboden angewandt. Die Stromung, die
hier in Wirklichkeit in den Zwischenriumen zwischen den einzelnen Sand-
kornern erfolgt, 1afit sich im grofen so verfolgen, dall man die Menge angibt,
die jeweils sekundlich durch die Flicheneinheit eines durch die Sandmasse
gezogen gedachten Schnittes flieft. Diese GroBe ist eine Geschwindigkeit und
kann durch die Komponenten u, v, w (Ergiebigkeiten fiir Flichen senkrecht
zur X-, Y- und Z-Achse) angegeben werden. Diese Geschwindigkeit kann
bei der schleichenden Bewegung gemal dem oben Gesagten oder in Analogie
zu dem Hagen-Poiseunilleschen Gesetz fiir Rohre proportional dem Druck-
gefille gesetzt werden, also in Komponenten

op op,

u_—'_—kax; P — 5;, w:—ka—z ....... (1)

Aug der Kontinuititsgleichung (II. Abschnitt, § 2):
ou  Ov , Ow
ostoyte: ="
die hier unverindert angewandt werden kann, ergibt sich gemiB (1):

o'p  Op , Op

FRET 5}3_0 ............ 2)

Der Druck p folgt also denselben Beziechungen wie das Fluassigkeitspotential @
in § 8 und 9 des vorigen Kapitels, und %, v, w werden hier (bis auf das
hierfiir unwesentliche Minuszeichen) aus p ebenso abgeleitet wie bei den
reibungslosen Potentialbewegungen aus @. Ein wesentlicher Unterschied ist
aber, dal p seiner physikalischen Natur nach iiberall eindeutig sein und stetig
verlaufen muf, wihrend @ an Trenpungsflichen unstetig sein darf, bei den
Stromungen mit Zirkulation sogar mehrdeutig ist.

Man kann mit den vorstehenden Gleichungen das Strémen des Grund-
wassers in verschiedenen typischen Fillen verfolgen, so z. B. die Verhiltnisse
untersuchen, die sich in der Umgebung eines Brunnens einstellen, aus dem

Wasser weggepumpt wird. Doch soll hier nicht.niher darauf eingegangen
werden.

b) Mit den Grundwasserstromungen in gewisser Weise verwandt sind die
Stromungen zwischen zwei paralielen Platten. Im einzelnen hat man
hier eine der Hagen-Poiseunilleschen Stromung shnliche Stréomung mit
parabolischer Geschwindigkeitsverteilung, vgl. Fig. 95 in § 5. Der Mittel-
wert der Geschwindigkeit iiber die Spaltweite kann aber bei geniigend kleinen
Geschwindigkeiten wieder dem Druckgefille proportional gesetzt werden, also
in Komponenten
op.

u:—ka”“x‘, v -— ay
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Die Kontinuititsgleichung

ot By "
liefert hier also
ep . o%p
5;6_3 w =) « s & 4+ 2 & = e o ‘(23)

wieder in Analogie zu dem Potential der ebenen reibungslosen Stromung.
Man kann daher die Stromlinien der reibungslosen Potentialstrémung im Falle
des eindeutigen und stetigen Potentials durch einen
Versuch mit stark iberwiegender Reibung nachahmen.
Dies ist zuerst von Hele Shaw1) gemacht worden.
Er fihrte in die zwischen Glasplatten stromende
Flisssigkeit (Wasser, Glycerin) Streifen von gefirbter
Fliissigkeit ein; diese gaben die Stromlinien der ver-
schiedensten Potentialstromungen sehr schon wieder.
Ein neuerer Apparat dieser Art, der mit Wasser und
Tinte arbeitet, ist von R. Pohl angegeben worden;
_ Fig. 104 ist mit diesem Apparat gewonnen worden.
Ums“ﬁ";‘;‘:% "Ei.‘::l‘l‘lzi'lmdm F.Prasil hat ahnliche Stromungen in einem

groBen flachen Becken erhalten, das wenige Millimeter
hoch mit Wasser gefillt war und in das kleine Kristalle von Kalium-
permanganat gestreut waren; vgl. Fig. 1053), die eine Quellsenkenstromung

Fig. 104.

e e

Quejlsenkenstrémung nach Prasil,

darstellt (Eintritt durch das linke, Austritt durch das rechte Loch). Da.
die Druckverteilung ganzlich anderer Art ist, wie bei schwacher Reibung,
pimlich immer Druckgefille in der Stromungsrichtung?), sind bier nirgends

1) Nature 58, 34, 1898; Roy. Inst. Proe. 16, 49, 1899, _

2) Nach Prasil, Technische Hydrodynamik, 2. Aufl, Mit freundl. Erlaubnis
des Verlages Julius Springer, Berlin 1926.

®) Bei der reibungslosen Potentialstrimung dagegen Druckgefille in der

]
Richtung des Gradienten von %l
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Riickstromungen zu beobachten. Es mag daher ausdriicklich hervor-
gehoben werden, daB die in der beschriebenen Weise erhaltenen Stromungen
auf derselben Linie stehen, wie die aus den Formeln gerechneten Potential-
stromungen. Uber die wirklichen Stromungen bei grofen Reynoldsschen
Zahlen geben sie keinen Aufschluf. Strémungen mit Trennungsflichen kénnen
allenfalls mit einem solchen Apparat erhalten werden, wenn man die Trennungs-
fliche durch eine Scheidewand verwirklicht und die stromenden Fliissigkeits-
mengen beiderseits geeignet reguliert.

Es mag hier noch bemerkt werden, daf bei den hier beschriebenen
Strémungen Abweichungen der Bahnen der inneren und duBeren Fliissigkeits-
schichten eintreten, wenn die Fliissigkeitsschicht zu dick oder die Geschwin-
digkeit zu groB ist. Die Bahnen der wandnahen Schichten sind dann stirker
gekriimmt, die der inmeren Schichten gestreckt (Sekundirbewegungen, vgl.
das Kleingedruckte am Schluf von § 6). Bei den Versuchen ist darauf zu
achten, daB dieser Vorgang vermieden wird.

¢) Ein weiteres Beispiel von Stromungen mit iberwiegender Zahigkeit
bilden die technisch sehr wichtigen Vorgdnge in den geschmierten
Lagern und Fiahrungen von Maschinen. Es hat sich gezeigt, daB —
besonders bei rascher Bewegung — zwischen den beiden gegeneinander
bewegten Maschinenteilen (Zapfen und Lager bzw. Gleitschuh und Fihrung)
eine selbst in stromender Bewegung befindliche diinne Olschicht vorhanden
ist, die die beiden festen Kérper vollig vor gegenseitiger Berithrung schiitzt.
Die Fihigkeit eines Zapfenlagers und einer Gleitschuhfithrung, groBe be-
lastende Krifte bei kleiner Reibung aufzunehmen, muf also als Ergebnis
eines Stromungsvorganges der Olschicht verstanden werden. Hier mag als
besonders einfaches Beispiel der Gleitschub auf ebener Fihrung behandelt
werden, wobei zur weiteren Vereinfachung noch angenommen werden soll, daf
die gleitenden Flichen in der Richtung senkrecht zur Bewegung sebr aus-
gedehnt sein sollen, so da8 man, zum mindesten in der mittleren Zone, eine
ebene Bewegung annehmen darf!l). Damit wir eine stationire Bewegung
erhalten, wollen wir ein Bezugssystem wihlen, in dem der Gleitschuh ruht
und die (wesentlich langere) Fithrung mit der Geschwindigkeit v nach rechts
bewegt wird. Als Vorarbeit sei die Strémung durch einen Spalt von der
Héhe k unter der Annahme untersucht, daB die obere Wand des Spaltes (der
Gleitschub) ruht, und die untere Wand (die Fithrung) parallel zur oberen mit
der Geschwindigkeit v bewegt wird, und daB gleichzeitig in dieser Richtung
ein Druckanstieg oder -gefille herrscht. Die X -Achse sei in die Bewegungs-
richtung gelegt, die ¥ -Achse sei senkrecht zu den Wiinden. Der Druckanstieg

ist dann — 5%, wofiir zur Abkiirzung p' geschrieben werden soll, p' darf

dabei wegen der geringen Schichtdicke h als unabhiéngig von y angesehen

1) Diese zweidimensionale Theorie ist erstmalig von 0. Reynolds entwickelt
worden (nicht nur fiir den Gleitschuh, sondern auch fir den Zapfen im Lager),
vgl. Phil. Trans. Roy. Soc. 1886, Part I — Papers II, 8. 228 — Ostwalds Klassiker

r. 218, 8. 39.
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werden. Die Stromungsgeschwindigkeit, die hier in die X-Achse fillt, sei u
(auch im allgemeineren Falle nicht vollig paralleler Winde ist die Geschwin-
digkeit durch die X-Komponente % hinreichend charakterisiert. Die ¥-Kom-
ponente hat nur fir die Kontinuitit Bedeutung). Geméa8 den Bemerkungen
am Schlub von § 1 ist hier bei Vernachlissigung der Trigheit und unter der
Annahme, daB in der X-Richtung der Zustand sich nur langsam &ndert

(langsam gegeniiber den starken Anderungen nach y, was zur Vernachlassigung
2 $
von %;': gegen %: fithrt):

u_
!" a yg - p .
Durch Integration folgt daraus
ou
b oy = Py+ G
und weiter

YA
pu =—p B + Cy+ G,

Die Forderung, dal fiir y = 0 4 = v sein soll, wird erfillt durch Cy = uv;
fiir y = h soll 4 = 0 werden; dies ist erfiillt, wenn

L L
0 = h+2

gesetzt wird. Damit wird
= P P lhmg) oo
Die Reibungskraft pro Fliacheninhalt an der oberen Wand wird
0w\ v , h
11_—“(—0—;_)}.-— y,h-{—p g C (2)
(Die Reibungskraft an der unteren Wand ist entsprechend 7, = C,

——p ’ﬁ- Bei der Diskussion dieser Ergebnisse ist zu beachten,
w 7 r g

daB einem Druckanstieg in der Richtung der positiven X -Achse ein positives p’
entspricht; ein negatives p’ bedeutet ein Druckgefille. Weiter interessiert
noch die strémende Fliissigkeitsmenge, die wir im folgenden zur Formulie-
rung der Kontinnitit brauchen. Die Menge in der Hohe k wird fir die
Langeneinheit in der Breitenrichtung

h
Q= j' udy.
°
Die sehr einfache Ausrechnung gibt
_oh p'h
Q=g =g (3)

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns der eigentlichen Aufgabe zu-
wenden. Es soll eine solche Losung gefunden werden, bei der der Druck p,
von dem Luftdruck p, beginnend, mit # stark anwichst und hinterher wieder
auf p, abnimmt, denn der ,Gleitschuh® soll ja Lasten tragen konnen, was nur
bei einem derartigen Druckverlauf moglich ist. Mit einem konstanten Wert
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der Spalthohe h gelingt dies nicht, denn wegen der Kontinuitit mul
Q = const gesetzt werden. v ist die Geschwindigkeit des Gleitschuhes, also
konstant; damit wird auch der Druckanstieg p’ konstant. Wir miissen also
k mit x verinderlich annehmen; dann liefert Gl. (3)

y=2 (S @

woraus durch Integration p(z) erhalten wird. Die Bedingung, dag fiir Anfang
und Ende des Gleitschuhes p =— p, sein muB, liefert dann den bis dahin noch
unbekannten Wert von . Damit ist aber der Verlauf von p bekannt, und es kann
nun durch weitere Integrationen die resultierende Druckkraft des Gleitschuhes,

1 t
tir die Einheit in der Breitenrichtung == J‘ pdxz, sowie das Moment j. pxdzx
0

berechnet werden. Der Quotient Moment : Kraft liefert dann die Entfernung

des Angriffspunktes der Kraft von der Stelle 2 =— 0. Die Reibungskraft
i

wird unter Benutzung von Gl (2) = j T,d2, so daf damit die resultierende
0

Kraft auf den Gleitschuh nach Gréfe, Richtung und Lage fiir jeden ge-
gebenen Verlauf der Spalthdhe h ermittelt werden kann. Meist ist die
resultierende Druckkraft gegeben, woraus dann eine Angabe iiber die Spalt-
héhe folgt.

Der einfachste Fall einer verdnderlichen Spalthéhe wird erhalten, wenn
man Gleitschuh und Fihrungsfliche eben, aber gegeneinander um einen
kleinen Winkel 0 geneigt annimmt. Der

Gleitschuh reiche von # = 0 bis ¢ = [; Fig. 1086.
die Hohe sei
h=(@—x).0.. ... ) i‘_ -
was bedeutet, dafl die Schnittkante der S MMhREERE
beiden Ebenen in der Entfernung ¢ von 7 ———3d
der Vorderkante des Gleitschuhes (z = 0) e a

liegt (vgl. Fig.106). Damit wird

( dx 1 l)__ 2ax — 2
T 263 (a-—x)’ as/~ 20%a%(a—az)
[}

‘lf_l 1 _l)_____”__.
h’—ﬁﬁ(a-—x a/” 8a@@—a)’
[1]

_ 6ux ( __ 9Qa—2)
PERt Fau— " daa—n) ©)
Nach Gl. (6) ist fiir £ == 0 p = p,; damit auch fiir z == 1 p = p, wird,
muB dort die Klammer in (6) verschwinden, also

_v.0a(@—10
Q___%_:.l_ ............. 7

und

also wird
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gein. Nach leichter Vereinfachung ergibt sich hiermit, wenn noch fiir § (@ — )
wieder h gesetzt wird:
6pvz(l —2)

W@a (8)

Zur Ahschitzung des mittleren Druckes mag zuniichst der Druck p, in der

p = p,+

Mitte des Gleitschuhes (a; = %) angeschrieben werden. Dieser ist zwar nicht

das Druckmaximum, da % gema Gl. (3) mit x verinderlich ist, aber er wird,
wenn diese Veranderlichkeit nicht allzu stark ist, die Grofenordnung dieses
Maximums noch richtig angeben. Es ist gema8 Gl. (8) mit k=20 (a —1/2) =hp,
3 wel?

2 W (2a —1)

Nimmt man eine angeniihert parabelférmige Verteilung des Druckes an, so ist
der mittlere Uberdruck p,, genihert — %/; (p; — p,), also

P — Py =

pvl2

=t@eD )
Diese Formel zeigt deutlich, daB auch bei verhiltnismibig kleinem g durch
sehr kleine mittlere Schichtdicke h,, sehr grofe Drucke erzielt werden kionnen.
Das Druckmaximum liegt gemiB Gl. (8) wegen der
Abnahme von . in der Stromungsrichtung hinter
der Mitte, daher liegt auch die resultierende Kraft
P hinter der Mitte. Fig. 107 zeigt eine solche Ver-
teilung gemiB Formel (8). Darunter ist die zu-
gehorige Geschwindigkeitsverteilung angedeutet, aus

] deren verschiedener Kriimmung die Druckunter-
schiede deutlich sichtbar werden. Die besondere

7 Art der Druckverteilung hangt dabei noch von dem
Verhiltnis I/a ab; die Lage der resultierenden

Pm

Fig. 107.

Fig. 108. Druckkraft ist nur von 1/a abhingig. Mitchell
gab den Gleitschuhen des nach ihm benannten
W Lagers eine gelenkige Befestigung etwas hinter der

Mitte der Gleitfliche (vgl. Fig. 108) und erzielte da-

durch ein unter allen Belastungen gleichmiBig

Gleftschuh. gutes Arbeiten. Es stellt sich automatisch eine

bestimmte Schriglage (genauer ein bestimmtes )

ein, denn bei stirkerer Neigung liegt der Druckmittelpunkt weiter hinten,

bei schwiicherer weiter vorn; die richtige Lage weist daher eine starke
Stabilitit auf.

In Wirklichkeit stromt bei solchen Gleitschuhen von der an der Eintritts-
kante erfaBten (lmenge ein gewisser Teil an den Seitenkanten aus; dadurch
erfihrt der Druck im Innern eine wesentliche Abschwichung!); qualitativ
bleibt der Vorgang jedoch von der beschriebenen Art.

//////////// v

1) Vgl A. G. H. Mitohell, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 52, 123, 1906 = Ost-
walds Klassiker Nr. 218, S. 202.
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Die Schubspannungen am Gleitschuh sind wegen des Druckfeldes am
Eintritt kleiner, am Austritt aber gréofer als die einfache Spaltreibung, aber
sie bleiben doch im aligemeinen von derselben GrioBenordnung. In unserem
Beispiel wird, wie sich leicht aus Gl (4) und (7) ergibt:

62 6 (a — —1) 2)
h(2a—1)
wobei die Verinderlichkeit von A gemaB Gl. (5) noch zu beriicksichtigen ist.
Ebenso wie oben bei Gl (8) liegt auch hier keine grundsitzliche Schwierig-
keit vor, durch Integration nach z die Resultierende der Schubspannungen
zu ermitteln. Wir wollen uns jedoch auch hier mit einer Abschitzung be-
gniigen. Die Verteilung von 7, nihert sich bei groSem a der Trapezform.
Wir wollen also lediglich den Wert fir die Mitte des Gleitschuhes be-
rechnen und dieses fiir den gesuchten Mittelwert 7,, nehmen. Nach leichter

Rechnung ergibt sich
T = & o— 51) 11
™ ( (2a—1) " a1

Der Normaldruck p liefert wegen der Neigung 0 der Gleitschuhfliche
ebenfalls eine Kraft, die der Bewegung entgegenwirkt, vom Betrage p . 0 auf der

T, = —»—-—

Flicheneinbeit; im Mittelwert ergibt sich also, mit § = hml gemifl (9)
a — e
2
__2uv i
pu-d = Frrie KR (12)
Durch Vereinigung der beiden Widerstandsanteile ergibt sich also
_zm+pm6—-———[ <2a,—l ] ........ (13)

Mit Hilfe von Gl (9) lagt sich in diesem Ausdruck noch die Schmierschicht-
dicke h,, fortschaffen. Es ist

wo.l2
| — /pm(2a = (14)
und damit

T+ D& = ”””"'[ (“__l)] V 2a—1 (15)

Der Ausdruck FZ stellt die (sehr kleine) Reibungsspannung dar, die bei einer

Olschicht von der Dicke 1{!) auftreten wiirde. Der GroBenordnung nach
stellt also die wirkliche Reibungsspannung das geometrische Mittel aus dieser
kleinen Reibungsspannung und der mittleren Belastung des Gleitschuhs dar.
Der Gleitwiderstand verindert sich also bei festen Werten von ! und a pro-
portional der Wurzel aus der Zihigkeit, und auch proportional der Wurzel
der Belastung und ebenso derjenigen der Geschwindigkeit. Diese Gesetz-
miBigkeit kommt #ibrigens nicht nur unsern hier betrachteten Mittelwerten
zu, sondern wiirde sich aus den genauen Formeln ebenso ergeben haben

(hier natiirlich mit einer anderen Funktion von a/l!).

Prandtl, Strémungslehre. 8
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Der in der Coulombschen Theorie der Reibung fester Korper be-
trachtete ,Reibungskoeffizient (Reibung: Normalkraft) wiirde hier durch

£ = Tm + Pm 0
Pm
dargestellt. Es wire also bei festen Werten von ! und a, d. h. gegebenen
Abmessungen des Gleitschuhs nach Fig. 108, proportional _pﬂil'
m

Zahlenbeispiel: Es sei u = 10GS, v = 100 cm/sec, = 10kg/om?
=~ 107 dyn/em3, ! = 10cm. Dann ist ’ / ¥ o

HY — 10-8.

Pyl
Ist ferner a == 21, so ist der Zahlenfaktor von Gl (15) = —g— V§ = 1,54, also wird
[ = 1/650. Die mittlere Dicke der Schmierschicht ergibt sich aus Gl. (40), die auch

L VL T
h”""ll/pml V2a—l

geschrieben werden kann, zu 10em.1078. V% = 0,0577 mm.

Beim Zapfen im Lager sind die Verhiltnisse weniger einfach, da hier
in der Spaltweite s bei zentrischer Lage des Zapfens (Differenz des Lager-
halbmessers r 4 s und des Zapfenhalbmessers r), auch ,Lagerspiel“ genannt,
eine neue, fest gegebene Grofe auftritt, zu der durch Verschiebung des Lager-
mittelpunktes in wagerechter und senkrechter Richtung noch zwei Unbekannte
hinzutreten. Im wesentlichen kommt es auch hier darauf hivavs, daB ein
keilformiges Olpolster gebildet ist, durch das das Ol von dem rotierenden
Zapfen von der weiten Seite zur engen durchgeschleppt
wird (vgl. Fig. 109). Die Rechnungen sind hier sehr
umstindlich, sie werden aber einfacher, wenn man
annehmen darf, da8 die Zapfenexzentrizitit e klein ist
gegen das Lagerspiel s. Dies trifft bei in Ol baden-
den, schnell laufenden und m#fig belasteten Zapfen
zu. Man kann in diesem Falle b = s 4 ecos (¢ + o)
setzen (@ — Zentriwinkel) und in den Formeln
die Nenner binomisch entwickeln. Bei dieser Rech-
nung, deren Durchfithrung ganz analog derjenigen fir den Gleitschuh ist,

Fig. 109.

Lager.

3
wird %proportional der dimensionslosen Grifle L =plvs;, worin p,, den

mittleren Lagerdruck, r den Zapfenradius und v die Umfangsgeschwin-
digkeit bedeutet. Der Bau dieser ,Lagerbelastungszahl“ oder kiirzer ,Lager-
zahl® 148t sich im dbrigen auch an Hand unserer Formel (9) fiir den Gleit-
schuh einsehen, die auch so geschrieben werden kann:
I _ Pm hin
2a—1_ pol
Die linke Seite dieser Gleichung ist rein geometrischer Natur und hat eine
ganz verwandte Bedeutung wie ¢/s; rechts tritt hy, statt 3 auf und I statt »,
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Im allgemeineren Falll) eines nicht kleinen /s erweist sich diese GroSe
als eine Funktion der Lagerzahl L, ebenso der Winkel & zwischen der Kraft-
richtung und der Richtung der Verbindungslinie Zapfenmittel—Lagermittel.
Dieser Winkel ist meist in der Nihe von 90°; der Punkt des kleinsten Ab-
standes gwischen Zapfen und Lager liegt dabei gegen die Richtung des Zapfen-
drucks in der Drehrichtung voraus.

Der EinfluB verschiedener Lagerbelastung, verschiedenen Lagerspiels,
verschiedener Olzihigkeit und Umfangsgeschwindigkeit kommt in der Lager-
zahl richtig zum Ausdruck, es erweist sich deshalb auch richtig, Versuchs-
ergebnisse unter Zuhilfenahme dieser Grofe zu ordnen 3).

Bei den vorstehenden Ausfithrungen war natiirlich stillschweigende Voraus-
setzung, daB durch reichliche Olzufuhr und nicht zu kleine Geschwindigkeit
bzw. nicht zu groBe Lagerbelastung ein die ganze Lagerfliche bedeckender
»Olfilm* vorhanden ist, der jede metallische Beriihrung verhindert. Mit Rick-
sicht darauf, daB der Genauigkeit, mit der sich Lager und Zapfen bzw. Gleit-
schuh und Fithrung herstellen lassen, Grenzen gezogén sind, ist bei zu kleiner
Spaltweite i eine metallische Berithrung nicht mehr zu vermeiden, und es treten
dann Zustinde ein, die durch die gewohnliche Reibung der festen Korper
besser erklirt werden konnen. Auch der Fall, daB im Olfilm grofere negative
Drucke eintreten, muf bei Benutzung der Formeln ausgeschlossen werden.
In diesem Falle ist statt dessen Zerreifen des Olfilms zu erwarten; dies andert
zum mindesten die Berechnungsgrundlagen.

§ 9. Siromung durch gerade Rohren und Kaniile von gleich-
bleibendem Querschnitt. Das in § 1 angegebene Hagen-Poiseuillesche
Gesetz, wonach der Druckabfall proportional der Geschwindigkeit wiichst, gilt
nur unterhalb der kritischen Geschwindigkeit (vgl.§ 4). Oberhalb der kritischen
Geschwindigkeit, also bei turbulenter Strémung, ist der Druckabfall, wie
in § 4 schon erwihnt, mehr oder minder genau proportional der zweiten
Potenz der Geschwindigkeit. Die Schubspannung an der Wand kann dann

2
=i g%— geschrieben werden, wo A’ eine von den nidheren Umstinden, be-

gsonders von der Wandrauhigkeit abhingige Zahl und w die mittlere Qe-
schwindigkeit ist. Der Druckabfall in einem Rohr- oder Kanalstiick von der
Liénge I muB den Schubspannungen an der Wandfliche das Gleichgewicht
halten, vgl. die an Fig. 89a ankniipfende Betrachtung in § 1. Es ist daher
mit F' = Querschnittsfliche und U = ,benetzter Querschnittsumfang*3)

, wt
(py —p) F = tlU=lQ—2—lU,

1) Vgl. 0. Reynolds, L. c.; A. Sommerfeld, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 50,
97, 1904 = Ostwalds Klassiker Nr. 218, 8.108.

%) Uber Einzelheiten vgl. etwa Giimbel-Everling, Reibung und Schmierung
im Maschinenbau. Berlin 1926.

8) Bei einem offenen Gerinne (FluB oder Kanal) gehort der freie Spiegel nicht
zu dem ,benetzten Umfang®.

8*



116 Stromung durch gerade Riohren und Kanile usw. 1, § 9.

also
nmb _ pUewt (1)
l F 2
Man nemnt F/U = r;, den hydraulischen Radius. Bei einem unter der
Wirkung der Schwere flieBenden Gewiisser, z. B. einem FluB, wird gewohnlich

5 — &
l
gefille lings einer wagerechten Linie durch die Beziehung p, — pa=go0 (¢, —2,)

Lo VoW
ge U T mn2g

das Spiegelgefille § — angegeben, vgl. Fig. 110, das mit dem Druck-

zusammenhingt (Abschnitt I, § 6); damit wird ¢ —
Durch Umkehrung ergibt sich hieraus

w :Vzi‘(,] Tt

In der Anwendung auf Flisse und Kanile wird diese Formel meist

w— C Vrh—z .......... P (2)
geschrieben und als Chézysche Formel bezeichnet. Der Wert von C, der
noch als eine Funktion des hydraulischen Radius und der Wandrauhigkeit

angesehen werden muB, schwankt fiir Wasser-
tiefen von 0,5 bis 3m von 80 m'zs~! bei
— Kaniilen aus glattem Holz oder glatt geputztem
2,7~  Mauerwerk bis 30 bis 50 bei Erdwinden und 24
bis 40 bei Gerélle. Es sind vielfach Formeln vor-
geschlagen worden, die die Beobachtungen ge-
i nauer wiedergeben sollen, z. B. kann C bei gleicher
Wandbeschaffenheit etwa der 6. bis 8. Wurzel aus
dem hydraulischen Radius proportional gesetzt werden, jedoch besteht immer
die Schwierigkeit, die gerade vorliegende Wandrauhigkeit richtig einzuschitzen.
Der EinfluB verschiedener Querschnittformen wird durch den hydraulischen
Radius in befriedigender Weise wiedergegeben, was darauf hindeutet, daf
wirklich, wie in obiger Ableitung stillschweigend angenommen, die Schub-
spannung an allen Wandstellen ungefihr gleich grof ist.

In §16 des vorigen Abschnitts wurde erwiahnt, daB die Geschwindigkeit Vg_h,

mit der ein niedriger Sehwall fortschreitet, die Grenze zwischen ,Strémen“ und
»3chiefen® bilde. Setzt man b = r,, was bei breiten Flubldufen zutrifft, so ist im
Grenzfall

Fig. 110.
Aﬂal

i = g/C*;
fir C = 50 m%2s—1 ist also z B.z, = 1/250. Far ¢ < ¢, findet Stromen, fir
¢ > 1; SchieBen statt.

Fir Rohren von Kreisquerschnitt (Radius r) ist
F o1
U 2@r 2
Schreibt man 4, fir 2 4, so wird aus GL (1)
Pi—ps__ 4 ow o
I T r 2 ) )

also
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4, heift Widerstandsziffer. Es muf dabei bemerkt werden, daf die Ingenieure
meist statt des Radius r den Durchmesser d =— 27 in die Formel einsetzen,
wodurch die Widerstandsziffer A;, um dasselbe Zahlenergebnis zu erhalten,
doppelt so grof wie hier, also 1, = 24, == 4 A’ gesetzt werden muBL.

Eine Ahnlichkeitsbetrachtung ergibt fiir rauhe Rohre, daf man die-
selben Zahlenwerte fiir 1 bei zwei Rohren verschiedenen Durchmessers er-
warten kann, wenn die Abmessungen der Rauhigkeiten sich wie die Rohrweiten
verhalten. Hopf und Fromm?) fanden, da, wenn % eine Lingenabmessung
der Rauhigkeit (z. B. ihre Hohe) ist, 4 fiir geometrisch #hnliche Rauhigkeiten
proportional (Zc_h>o,3u ist. — Durch Vergleich mit Gl (2) ergibt sich
A, = 49, C?; dies gibt fiir die obigen Werte von C 1,- Werte von 0,006
bis 0,068.

Uber das Verhalten der turbulenten Stromung in glatten Rohren liegen
ausgedehnte und zum Teil sehr genaue Versuchsreiben vor. Vom theoretischen
Standpunkt 148t sich zunichst nur sagen, daf die Widerstandsziffer 4 in solchen
Fallen denselben Zahlwert haben mul, wo die Reynoldssche Zahl i der
Strémung (vgl. § 2) denselben Wert hat. A kann daher noch eine Funktion
von N sein. In der Tat zeigt sich eine Abnahme von A mit wachsender

Reynoldsscher Zahl. Bis etwa R, — %'r = 40000%) kann

A== 01330 . . ... ... (4)

geschrieben werden [Blasius3), nach Versuchen von Saph und Schoder]
Spitere Versuche, die bis ¢ = 200 000 ausgedehnt wurden, zeigten, daf die
Formel
A, ==0,0036 + 0,24 R7%¥ . . .. ... ... (5)
das wirkliche Verhalten bis zu diesem Wert von J, besser darstellt [Lees,
nach Versuchen von Stanton und Pannell*), ferner Jakob und Erk
nach eigenen Versuchen]s).
Neuerdings hat R. Hermann ¢) nach eigenen nahe an f, — 108 reichen-
den Versuchen die Formel

A, = 0,00270 4 0,161 R0, . L. L, (6)
aufgestellt.

1) Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 8, 829 u. 339, 1923.

?) In der Literatur findet man als die Linge, die in die Reynoldssche Zahl
von Kohrenstrémungen eingefiihrt wird, sowohl den Halbmesser » wie den Durch-
messer d, seltener den hydraulischen Radius r, Hier wird, entsprechend dem

physikalischen Brauche, r bevorzugt. Zur Unterscheidung wird w_vr = R, und

wd

9

= Ry geschrieben (Ry =— 2 R,).

3) Forschungsarbeiten des Ver. Deutsch. Ing. 1913, Heft 131,

4) Phil. Trans. Roy. Soc. London (A) 214, 199, 1914; Proe. Roy. Soc. London (A)
91, 46, 1915.

%) Forachungsarbeiten des Ver. Deutsch. Ing. 1924, Heft 267.
6) Dissertation Leipzig 1930.
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Vor kurzem ist auch eine Inangriffnahme des Problems des Rohrwider-
standes von der theoretischen Seite gegliickt. Es gelang Th. v. Karmén1) im
Zusammenhang mit den in §5 dargestellten Uberlegungen iiber die Ge-
schwindigkeitsverteilung, eine Naherungsformel anzugeben, die bei groben
Reynoldsschen Zahlen die Messungsresultate sehr genau wiedergibt. Diese
Formel lautet in leichter Abdnderung (mit der mittleren Geschwindigkeit statt
der maximalén) A

= Gogra Ot V2 £ BY
Durch diese Abanderung iiberdeckt die Formel nun mit recht geringen
Abweichungen den ganzen Bereich. Nach den bis Jt, — 1,6. 10° reichenden
Versuchen von Nikuradse?) ist 4 = 0,126 und B — 0,061 zu setzen.
4, kann allerdings aus Formel (7) nur in schrittweiser Anniherung gerechnet
werden, doch geniigt meist schon die erste Niaherung, wenn der erste Wert
von Y4, einigermaBen richtig war.
Ein Uberblick itber den Verlauf von 4, fiir glatte Rohre ergibt sich aus
folgenden in runden Werten angegebenen Zahlen. Es wird
Ay == 0,020 0,015 0,010 0,008 0,006 0,004

tir R, = 1’;7'— = 2000 6000 30000 90000 420000 5400000

Aus der Blasiusschen Formel (4) ist durch Berechnung der Schubspannung
an der Wand die Formel (1) in § 5, b erhalten worden, in der nur durch Anbringung
eines Zahlenkoeffizienten von der mittleren Geschwindigkeit zur Geschwindigkeit
in der Rohrmitte iibergegangen ist. Aus der Annahme, dal die Schubspannung
an der Wand von der Stromung an der Wand, nicht aber von der Entfernung der
Rohrmitte von der Wand abhangen muB, ist die Form (2) der Gleichung fiir die
Schubspannung in § 5 gewonnen worden. Aus der Unabbingigkeit des 7,4
von y kann, wie dort erwihnt, auf «"i/yYs = const fiir ein und dieselbe Stromung
oder % proportional yir geschlossen werden. Diese Beziehung ist im Bereich der
Reynoldsschen Zahlen u y/v, fir die Gl (4) §ilt, durch die Versuche sehr gut
bestitigt worden. Fir griil?ere Reynoldssche Zahlen ist u genihert proportional
y''s bzw. y' usw.

Das Hagen-Poiseuillesche Gesetz, das mit w = @/zs% auch in
der Form
B—ps BBw L
T = (8)
geschrieben werden kann, }af}t sich ebenfalls unter die Form von GL (3) bringen,

wenn man
A= 16 _ 16y
TR, euwr
setzt. Das Diagramm Fig. 111 stellt 4, als Funktion von R, dar, wie es
sich aus den Beobachtungen ergibt.

Die kleinste Reynoldssche Zahl %, — -'%1, bel der eine turbulente Be-

wegung in einem geniigend langen geraden Rohr noch bestehen kann, ist nach
L. Schiller’) §, == 1160. Die grofite Reynoldssche Zahl, bei der die

1) A. a. O, vgl. FuBnote 1 von 8. 97,
$) Stockholmer Vortrag 1980, Verhandl., Bd. I, 8.289.
3) Forschungsarbeiten des Ver. Deutsch. Ing. 1922, Heft 248, 8. 16.
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Laminarstromung noch bestehen kann, ist abhéngig von der Grofe der
Stérungen, mit denen der ZufluB der Flassigkeit zum Rohr bebaftet ist oder
die an der Rohreintrittsstelle (durch scharfe Kanten oder dergleichen) erzeugt
werden. Bei gut abgerundetem Einlauf und gut beruhigtem Wasser im Be-

hilter 148t sich leicht wTr = 10000 und mehr erhalten. Die Ursachen fiir

die Entstehung der ersten Turbulenz in einem solchen Falle sind noch nicht
hinreichend geklirt. Wahrscheinlich geben schwache Wirbel mit Achse parallel
der Rohrachse, die durch geringe noch vorhandene Stromungen im Behélter
verursacht werden, zunichst AnlaB zu labilen Geschwindigkeitsverteilungen im
Rohr; diese fithren dann einen raschen Zerfall der Strémung unter Bildung

Fig. 111,
8
6 AN
4
3 A -
2—1———%“\ Rouks
5
v . —~——f— i
8 N T O
s < 7% Bl —t—
AN i e
4 NS 3?, [ =
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Verlauf der Widerstandszahl 2, abhiingig von der Reynoldsschen Zahl,
nach Nikuradse.

heftiger Querwirbel hervor, die dann nicht mehr verschwinden, da sie immer
wieder Anla8 zu neuen instabilen Geschwindigkeitsverteilungen geben. Bei
scharfkantigem Einlauf bildet sich dort eine Trennungsschicht, die leicht in
Wirbel zerfillt und dann Turbulenz hervorruft. Ist das Rohr in eine ebene
Wand so eingesetzt, daf es mit scharfer Kante an diese anschlieBt, so erhalt
man den Ubergang zur turbulenten Stromung etwa bei R, — 1400.

Der Verlauf des Druckabfalls in einem Rohr, wie er durch die Gl. (8)
bzw. (4) bis (7) und durch die Fig. 111 dargestellt ist, wird nur erhalten,
wenn die ,Mefstrecke“, an deren Anfang und Ende die Drucke (durch An-
bohrungen, vgl vorigen Abschnitt, § 7) gemessen werden, geniigend weit, z. B.
60 Durchmesser, vom Einlauf entfernt sind, und selbst dann kénnen sich im
laminaren Zustand noch gewisse Abweichungen zeigen. MiBt man niher am
Einlauf, oder miBt man etwa den Druckabfall vom Behilter bis zum Rohr-
ende, so kommen die Anlaufvorginge noch wesentlich mit in Betracht.

Zunichst hat man, abgerundeten Einlauf vorausgesetzt, einem Druckabfall
2
= 2—2“—,— zur Erzeugung der Geschwindigkeit w im Eintrittsquerschnitt des

Rohres. Die Geschwindigkeit ist zunichst im Querschnitt praktisch gleich-
formig verteilt, da jedes Teilchen dasselbe Druckgefille durchlaufen hat. Die
Bremsung durch Reibung setzt von der Wand her ein, nnd es bildet sich eine
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wachsende Schicht verzdgerter Fliissigkeit, vgl. Fig. 112. Die Geschwindig-
keit der Kernstromung in der Robrmitte muB dabei in dem MaBe zunehmen,
daf durch jeden Querschnitt dieselbe Menge fliefit; dieser Beschleunigung
der Kernstromung entspricht ein Druckgefille lings der Rohrachse gemif
der auf die Kernstrémung angewandten Bernoullischen Gleichung. Dieses
Druckgefille, durch das auch die Randzone einen Antrieb erfihrt, ist gréfer
als das der Hagen-Poisenilleschen Strémung. Beim Weiterstromen stellt sich
durch Ausbreiten der Reibungszone allmihlich der normale Stromungszustand
der Hagen-Poiseunilleschen Stromung her. Der Ubergang
vollzieht sich nach Rechnungen und Beobachtungen von
L. S8chiller?) etwa nach einer Strecke

Fig. 112.

2
I, = 0,12 %"— —=0,127.%,.

Bei 3%, == 1000 bzw. 10000 wird demnach [, = 120 baw.

Geschwindigkeits- ] 900 r, also 60 bzw. 600 Robhrdurchmesser! Bei kurzen,
profil der Anlauf-

strémung. an der Eintrittsstelle abgerundeten Rohrstiicken ist daher,

wenn die Reynoldssche Zahl nicht ganz klein ist, keine

Rede davon, daB die Geschwindigkeit nach GL (3) von § 1, also nach einem

Paraboloid verteilt wire. Die Geschwindigkeit ist, wenn die Fliissigkeit aus

einem grofieren Raume kommt, hier vielmehr in der Hauptsache gleichformig
verteilt, und nur eine Randschicht ist durch Reibung verzégert.

Die turbulente Stromung bildet sich in verhaltnismaBig kiirzeren Strecken
aus, wenn durch scharfe Kanten, durch Umlenken um eine Ecke oder der-
gleichen beim Eintritt in das Rohr fir die nétigen Wirbel gesorgt ist. Bei
glattem Einlauf bildet sich zunéichst ein laminares Stiick aus, am Ende dessen
die Turbulenz einsetzt. Fiir groBe Reynoldssche Zahlen und stérungslosen
Zustrom kann diese Linge etwa I3 = 500000 ¥/w = 500000 r/R, gesetzt
werden (vgl. Plattenwiderstand, § 13).

Die vorstehenden Angaben treffen,=wie ausdriicklich bemerkt werden mage,
nur fiir gerade Robre zu. In Kriimmungen sind die Widerstinde immer gréSer.
Bei der Laminarbewegung ist der Einflull selbst einer sehr schlanken Krimmung
besonders auffillig, wenn die Reynoldssche Zahl nicht zu klein ist. Die schneller
flieBenden mittleren Partien der Stromung dringen sich dabei durch Zentrifugal-
wirkung nach auBen, die langsameren Randpartien werden nach innen, d. h. nach
dem Krimmungsmittelpunkt hin abgedringt. Eine Theorie dieser Erscheinung
ist von W. R. Dean?) entwickelt worden.

Quaslitativ kann man sich in folgender Weise iiber diese Vorginge Rechen-
schaft geben. Der Kriimmungsradius R sei grof gegen den Querschnittsradius. Die
Geschwindigkeit in der Mitte ist bei paraboloidischer Verteilung = 2w; dem ent-

2
spricht ein Druckanstieg durch Zentrifugalkraft — -Q—(2R;9)— (fur die Liéngeneinheit

gerechnet). In den Randpartien sind die Zentrifugaikrifte nur klein. Der Druck-
unterschied Ap zwischen Innen- und Aullenwand 18t damit

1 dpw? g 7
rd.§-2r- B = 4ow ="

Dieser Druckunterschied wirkt sich, da in den seitlichen Randpartien entsprechende
Kriifte fehlen, in einer Sekundirstromung der erwahnten Art aus. Die Geschwindig-

1) Forschungsarbeiten des Ver. Deutsch. Ing., Heft 248; Zeitschr. f. angew.
Math. u. Mech. 2, 96, 1922,
%) W. R. Dean, Phil. Mag. (7) 4, 208, 1927 und 5, 678, 1928,
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keit der Sekundarstromung kann fiir den Fall einer sehr schwachen Kriimmun,
80 abgeschitzt werden: Kin mittlerer Streifen habe die Geschwindigkeit v nacg
auswirts, zwei dubere Streifen eine gleiche Geschwindigkeit nach einwirts (mit
Ubergiingen natiirlich). Ist die Schubspannung zwischen beiden Streifen = 74,
so ist die Kraft am mittleren Streifen fir die Lingeneinheit in der Achsrichtung
= rd. 27,.2r; diese hat die Druckresultierende 4 p.b im Gleichgewicht zu halten,
wo b die Breite des mittleren Streifens ist. Wir setzen zur Vereinfachung b — r;

andererseits kann 7; 21’;‘72” gesetzt werden (vgl. die Rechnungen in § 1).

Damit ergibt sich
16uv = 4 ow?r¥/R
oder
v 1 wr r 1§R r
w 4 v RE - 4" R
Dies ist eine Dimensionslose unseres Problems (die wir natiirlich ahnlich auch aus
einer einfacheren Dimensionsbetrachtung hitten anschreiben konnen).

Wenn die Krimmung stirker ist, dann wird durch die Sekundarstromung
das Geschwindigkeitsprofil ganzlich geindert, die grofite Geschwindigkeit ist jetzt
nahe der Aufenwand zu finden; die Sekundirstrémung vollzieht sich hauaptsiichlich
in ejner Art Grenzschicht in den wandnahen Teilen. C.M.Whitel) fand auf
Grund von Versuchen, daf der Widerstand der laminaren Stréomung im krummen
Rohr gleich der des geraden Rohrs pach Formel (8) multipliziert mit einer Funk-
tion f(®) ist, wo D das geometrische Mittel der Reynoldsschen Zahl R und der
obigen Dimensionslosen 9? r/R ist, also

5):8{]/%:1%}1‘/% ............ 9)

Die Funktion f(®) ist nicht viel von 1 verschieden fiir ® < 20, fiir 20 << ® < 1000
kann die Niherungsformel

f®) =037 . . ... ..., (10)
verwendet werden.

Bei turbulenter Stromung ist der Einflub einer schlanken Kriimmung nicht
80 grof, scharfe Kriimmungen geben aber erhebliche Widerstandsvermehrungen.
Bei Umlenkung um einen bestimmten Winkel mit anschliefendem geraden Stick
wird auch in giesem vermehrter Widerstand festgestellt, was mit dem abweichenden
Geschwindigkeitsprofil beim Eintritt in das Geradenstiick zusammenhéngt. Der
gesamte Zusatzwiderstand einer Umlenkung z. B. um 90° ist vom Krammungs-
radius nicht sehr stark abhingig, da ein kurzer scharfer Bogen ungefahr ebgn-
soviel bringt, wie ein lingerer schlanker.

Fir {iberschligliche Abschitzungen iiber die Verluste in glatten Rohr-
krimmern mit Krimmungsradien von R = 4d bis R = 10d mag die Angabe
dienen, daB die Widerstandszahl ¢ fiir Ablenkungen von 221/,%; 45%; 6¢0° und 40°
rund 0,045; 0,075; 0,09; 0,10 betrigt, bei schirferer Kriimmung etwas mehr, desgl.

2
bei rauhen Wanden 2) (Formel: py —p; = §_Q2L -+ gewohnliche Rohrreibung).

§10. Stromung durch Kaniile mit Querschnittsiinderungen. a) Der
einfachste hierher gehorige Fall ist der Ausfluf aus Mindungen. Soweit keine
hydraulischen Verluste dabei auftreten, ist die Aufgabe schon in § 4 des
vorigen Kapitels behandelt, insbesondere ist dort betont, daB vermige der
Strahlkontraktion der Strahlquerschnitt meist nicht mit dem Lochquer-
schnitt (F') tibereinstimmt: Strahlquerschnitt — o F, wo & die Kontraktions-
ziffer heiBt (bei scharfrandigen (ffnungen in ebener Wand etwa o = 0,61).
Die Geschwindigkeit in der Strahlmitte ist beim AusfluB aus einem GefiB,
dessen Querschnitt groB gegen den Lochquerschnitt ist, meist sehr genau
=V§ﬁ, aber in der Randzone wird durch die Reibung der auf das Loch

1) C. M. White, Proe. Roy. Soc. (A) 128, 645, 1929.
%) Vgl. D. Thomea, Traneactions Tokyo Sectional Meeting, Worlds Power
Conference 1929, Bd. II, 8. 446.
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suflieBenden Fliissigkeit an der Wand eine Geschwindigkeitsverminderung
gefunden, die bei den Mindungen nach Fig. 26 groBer ausfillt als bei
solchen nach Fig. 25. Die mittlere Geschwindigkeit wird somit etwas kleiner
als die theoretische und kann w — ¢ V 2 g h geschrieben werden, mit @ = Ge-
schwindigkeitsziffer. Die Gleschwindigkeitsziffer ist hauptsichlich bei kleinen
Offnungen und kleinen Geschwindigkeiten (bei kleiner Reynoldsscher Zahl!)
merklich von 1 verschieden; bei grofSen (ffnungen und Geschwindigkeiten ist
sie fast immer ganz nahe an 1 (vorausgesetzt, daB der Gefilquerschnitt auch
hier grof gegen den Lochquerschnitt ist). Der AusfluBvorgang eignet sich
zur Mengenmessung. Man braucht nur den Lochquerschnitt F und die
Flissigkeitshohe & zu messen, dann ist @ —a @ F V2 gh die sekundliche
Menge. Das Produkt « ¢ pflegt zu der ,AusfluBziffer* u zusammengefaft zu
werden: & @ = . Zur Ermittlung von g kann man die in festgestellter
Zeit ausgeflossenen Flussigkeitsmengen wiigen.
b) Bei scharfkantig an die Wand anschlieBenden Ansatzréhren, wie z. B.
Fig. 113, werden dagegen erhebliche Verluste festgestellt. Man hat zunichst
eine Kontraktion ahnlich wie bei einer Offnung in dinner
Wand, dann aber Wiederausbreitung unter Vermischung
mit dem Totwasser, das den Strahl umgibt (in Fig. 113
\ // punktiert). Fiir diese Vorginge ergeben sich gemill der
i) ({1 Theorie im vorigen Abschnitt § 12, ¢, folgende Beziechungen:
Ist w die mittlere AusfluBgeschwindigkeit am Ende des
Ansatzrohres, so ist die Geschwindigkeit an der engsten

Fig. 113.

riy

o

Scharfkantiges Ansatz-
rohr.

Stelle — 7?:—; es kommt also zu der Druckhdhe #2/2 ¢

2 3
noch die Verlusthohe 210—9— (-:"? — 1> hinzu. Die Summe

beider Hohen ist gleich der Wasserhohe im GefdB zu setzen. Ldst man nach
der Geschwindigkeit auf, so ergibt sich eine Geschwindigkeitsziffer

Fig. 114. e
) I fi—tatio
F!i'_é..w\,,-:j_'z-i‘_r_—di—wi Fiar & = 0,61 ergibt sich ¢ = 0,84.

1 g

m ¢) Plotzliche Verengungen in einem Robhr,

Scharfkantige Verengung. vgl. Fig. 114, bringen neber dem Bernoulli-
schen Druckabfall einen Druckverlust analog
dem hier behandelten, da auch hier eine Kontraktion eintritt. Die Kontrak-

3
tionsziffer kann nach Weisbach zu & = 0,68 4 0,37 (;:l) angenommen
0

werden.
Folgt auf die Verengung wieder eine plétaliche Erweiterung (vgl. Fig. 115),
so0 ist entsprechend der Druckverlust

. = @ ((Fo )’
.po p!—' 9 uFl 1).

Der Druckunterschied p, — p,, der grofer ist, wird vielfach zur Mengen-
messung verwendet; er ist nach Bernoulli (wenn von kleinen Verlusten ab-
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gesehen wird, siehe bei Fig. 116)

__ewt Fo )'___ ]
Po—pr =" [(uFl 1]

Ist po —p, durch Druckmessung vermittelst je einer Anbohrung vor und
hinter der Verengung (,Drosselscheibe“, ,Blende“) gemessen und « durch
anderweitige Versuche bekannt, so folgt aus der Gleichung w, und damit die
sekundliche Menge — Fyw,. Nach E. Buckingham?!) kann zwischen
F,/Fy=0,05 und F,/F, = 0,66
fir « die Formel verwendet

werden Fo,Po - Ds
« = 0,598 4 0,395 (F' L _'_F’{_“__ -

Knierohre und kurze Kriim- Drosselscheibe.

mer konnen auf ganz &hnlicher

Grundlage beurteilt werden wie die Rohre Fig. 115; auch hier ergeben sich bei
den raschen Umlenkungen Kontraktionserscheinungen mit daraunffolgendem
w
29
geschrieben, wo § eine empirisch fir jeden Einzelfall zu ermittelnde Wider-
standsziffer ist. Uber die Zahlwerte fir typische Fille geben die Ingenieur-
handbiicher Auskunft, vgl. z. B. Hiitte, Bd. I, 26.Aufl, 8.378 u. f., ferner

Mitteilungen des Hydraulischen Instituts der Technischen Hochschule Miinchen,
Heft 2, 1928.

d) Allmihliche Verengungen bringen sehr kleine Stromungsverluste mit
sich, wesentlich groBere dagegen die allmihlichen Erweiterungen, da hier
Neigung der Stromuug zur Ablosung von der Wand besteht. Immerhin sind
die Druckwiedergewinne wesent-

Fig. 115.

\Viederausglefch der Geschwindigkeiten. Der Druckhohenverlust wird = §

Fig. 116..
lich hoher als bei plétalicher Er- oo e 'ﬁ’
weiterung.  Der Druckhshen- (i
. . [ \
verlust p, — p, in Fig. 116 kann | §F°w° ﬁ::+F1 i ‘I :, 2,,,2
= -g— (wi — wj) geschrieben \," P Vi
werden, mit £ = 0,15 his 0,2. Ein Venturi-Dise.

Rohr nach Art von Fig. 116 wird Venturirohr genannt und wird ebenfalls zur
Mengenmessung verwandt. Beobachtet werden p, und p,, die Rechnung ist
ganz entsprechend der fritheren, nur daB hier & bei guter Formgebung == 1
gosotat werden kann. Die Geschwindigkeitsziffer ist dagegen nicht genau =1,
und auch die Ungleichformigkeit in der Zustrémung ist von EinfluB, so daB
sich eine empirische Eichung empfieblt, wenn hohere Genaunigkeitsanspriiche
gestellt werden. Fir die Drosselscheiben nach Fig. 115 gilt das gleiche.
Die Drucksteigerung p; — p, in einem plotalich oder allmihlich erweiterten
Robr wird in den Strahlapparaten nach Fig. 117 dazu verwendet, andere
Flassigkeiten anzusaugen und fortzuschaffen. Unter den Anwendungen sind

1) Personliche Mitteilung,
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zu nennen die Wasserstrahlluftpumpe, mit der man betrichtliche Luftleere
herstellen kann (damit p,— p, gleich einer Atmosphire wird, muB w,; etwa
20 m/sec sein), ferner der Bunsenbrenner, bei dem der aus einer Diise aus-
trotende Gasstrahl Luft apsaugt und sich mit ibr mischt. Eine andere An-
wendung ist das Lokomotivblasrohr, bei dem der aus dem Zylinder stromende

Fig. 117

—

i P2 |

P —-

Strahlpumpe,

Dampf die Verbrennungsgase aus der Rauchkammer absaugt und so die Ver-
brennung unterhilt. Eine sehr merkwiirdige Anwendungsform ist der
Injektor, der mittels Dampf aus einem Dampfkessel kaltes Wasser aus einem
Brunnen oder dgl. ansaugt und es in denselben Kessel pumpt (die Wirkung
ist durch die Dichtevermebrung zu erkliren, die der Dampf bei seiner
Kondensation auf dem Wasser erfihrt; ein grofies Volumen wird dem Kessel
entnommen, ein viel kleineres zuriickbefordert). Auf die Theorie des Strahl-
apparats, die sich auf dieselben Beziehungen aufbaut wie die der vor-
genannten Apparate, kann hier nicht niher eingegangen werden.
) Fir offene Wasserliufe ist der ,Uberfall iiber ein Wehr¢ (vgl.
Fig. 118) ein sehr brauchbares Mittel zur Mengenmessung. Eine Abschitzung
der iiberfallenden Wassermenge, soweit es sich
um den Bau der Formel handelt, ist bereits
durch die Betrachtungen in § 16 des vorigen
Abschnitts gewonnen worden. Man kann diese
Formel aber auch aus einer ganz anderen,
scheinbar nur entfernt verwandten Aufgabe
gewinnen: Ausflul aus einem schmalen senk-
rechten Schlitz in der Wand eines offenen
Hiberfall fiber oin scharf-  Oewassers (vgl. Fig. 119). Hier kann ohne
kantiges Wehr. Bedenken der Ausfluquerschnitt in Elemente
b dh zerlegt werden; durch ein solches Klement
Fig. 119. flieBt eine Menge ebdh V2gh. Die Integration von 0 bis
hy liefert dann die Gesamtmenge

= 2 —
J/I‘%" 5 }7' Q = :3 abhlulzv2'q,

1
was mit Formel (1) in § 16 ibereinstimmt, wenn & = -——

Vs
gesetzt wird (fiir h, steht dort #). Die formale Ubereinstimmung hingt damit
zusammen, dag die Abmessungen des Uberfalls in die Formel aus Dimensions-
grinden gar nicht anders eingehen kénnen. Der Versuch zeigt nun aber, daB
selbst die Zahlwerte fiir den senkrechten Uberfall nach Fig. 118 und den Spalt
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nach Fig. 119 fast genau itbereinstimmen. Fir Uberfille zwischen parallelen
Wanden (Uberfille ohne Seitenkontraktion) mit scharfkantiger senkrechter
Uberfallwand und mit Luftzufubr unter dem Strahl liegen besonders sorg-
faltige Messungen vor. Nach Rehbock?) ist hierfiir

¥ 0,081,
3, —F) + a '
wobei k' eine vermutlich mit Kapillarwirkungen zusammenhingende kleine
Hohe von 2,85mm und a den Abstand der Uberfallkante von dem Boden des
Zulaufgerinnes bedeutet. k, ist die Uberfallhohe, d. h. die Hohe des Ober-
wasserspiegels ither der Wehrkante, gemessen in einiger
Entfernung vom Wehr; die Messung gelingt z. B. mit
einem Gerit nach Fig. 120 mit guter Genauigkeit, da man
das Austanchen der Metallspitze aus dem Wasser sehr
scharf feststellen kann (besser als das Eintauchen einer
nach unten gerichteten Spitze).

Bei Wehren mit flacher Wehrkrone wird durch die

o = 0,605 +

Fig. 120.

1
Versuche der theoretische Wert von o == ——— == 0,677 Vorrichtung

V—g zur Wasserspiegel-
(siehe oben) gut bestitigt. messung.

§11. Widerstand von Korpern in Fliissigkeit. a) Allgemeine
Vorbemerkungen iiber die Widerstandsformel. Fir den Widerstand,
den eine Flussigkeit der Bewegung eines in ihr befindlichen Kiorpers ver-
moge ibrer Trigheit entgegensetzt, hat schon Newton den Schlul gezogen,
daf dieser Widerstand proportional der Flichenausdehnung des Kérpers quer
zur Bewegungsrichtung (F), ferner proportional der Dichte der Flissigkeit (o)
und dem Quadrat der Geschwindigkeit (v) sein muB. Dieses Ergebnis 1t
sich durch eine sehr einfache Betrachtung nachpriifen: Der Korper muf
gekundlich eine Flussigkeitsmasse ML =— @ F'.v aus seiner Bahn rdumen und
erteilt dabei jedem Massenelement eine Geschwindigkeit, die seiner Geschwindig-
keit proportional gesetzt werden kann. Der Widerstand ist gleich der
sekundlich erteilten Bewegungsgrage, also proportional mit

My = ¢ Foo

Die naheren Einzelheiten der Newton schen Theorie, die den Fliissigkeits-
widerstand nach den Gesetzen des elastischen Stofes behandelt (Newton
dachte sich das Medium als aus frei schwebenden ruhenden Massenteilchen
bestehend, die von dem bewegten Korper in regelmiBiger Weise reflektiert
werden), haben sich allerdings nicht halten lassen; an Stelle der Newton-
schen Auffassung ist die hydrodynamische Auffassung getreten, nach
der der Widerstand aus den bei der Umstromung des Korpers entstehenden
Druckdifferenzen und Reibungsspannungen besteht. Ein prinzipieller Unter-
schied zwischen den Ergebnissen der alten und der neuen Auffassung ist der,

VV Vgl etwa die Rehbocksche Abhandlung in De Thierry und Matschoss,
Die Wasserkraftlaboratorien Europas, 8. 104. Berlin 1926.
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daB bei der alten nur die Gestaltung der nach vorn gekehrten Flichen des
Kbérpers in Betracht gezogen wird, wihrend man jetzt weil, da8 die eigent-
lichen Widerstandavorginge hinter dem Korper zu suchen sind, und daB
daher die Ausbildung der hinteren Teile von gréGter Bedeutung sein kanm.
Auch ist hervorzuheben, daB die alte Theorie den Widerstand irgendeines
Kérpers durch einfache Summierung iber alle Flichenelemente (unter Ver-
wendung eines fiir ebene Platten gewonnenen Gesetzes) erbalten wollte,
wihrend nach der hydrodynamischen Anschauung sofort einzusehen ist, daB
dies unzuldssig ist. Das folgende Beispiel mag dies erldutern: die Strémung
um ein Didder, vgl. Fig. 121, mub einen ganz anderen Verlauf nehmen, als
die um zwei entfernt stehende, gleich geneigte Platten, da
Fig. 121. im letzteren Falle die Fliissigkeit zwischen den beiden
Platten durchstrémen kann, im ersteren aber nicht. Nach
Versuchen von Eiffel?) ist denn auch der Widerstand
eines aus zwei quadratischen Platten mit Winkeln von
30° gegen die Bewegungsrichtung bestehenden Diéders
otwa 60 Proz. des der einzeln stehenden Platten, wihrend
nach der alten Theorie beide Objekte den gleichen Wider-
stand haben miilten. Ein anderes sehr auffilliges Bei-
Digder. spiel ist das folgende: Eine Kreisscheibe, ein Kreiszylinder
von einer Linge gleich dem Durchmesser und einer von
einer Linge gleich dem Anderthalbfachen des Durchmessers (alle senkrecht
zur Kreisfliche bewegt) haben nach Eiffel?) (Fallversuche am Eiffelturm)
eine Widerstandeziffer 1,12, 1,10, 0,80. Die Zahlen sind in der Géttinger
Modellversuchsanstalt (k#nstlicher Luftstrom) nachgepriift und bestitigt
worden. Daf der lingere Zylinder weniger Widerstand hat als der kiirzere,
kann nur so erklirt werden, daf in diesem Falle das Wirbelsystem durch
Anlegen der Strdmung an die Mantelfliche des Zylinders kleiner ausfillt und
dadurch die Saugwirkung auf die Hinterfliche geringer wird als in den beiden
anderen Fillen.

Uber die allgemeine Form des nach der Hydrodynamik zu erwartenden
Widerstandsgesetzes fiir eine bestimmte Art von Kérpern labt sich zunidchst
aussagen, dal dieser Widerstand durch Druckdifferenzen und Reibungs-
spannungen, zustande kommt. Die ersteren @iberwiegen im allgemeinen; sie
kdonnen proportional gesetzt werden dem zur Geschwindigkeit v gehérigen

2
Staudruck s)—;i—(vgl. § 4, o des vorigen Abschnitts), also ergibt sich der Widerstand
als Produkt einer solchen Druckdifferenz mit der dargebotenen Fliiche, ist

3
also proportional mit F'- g:—:—— Der Standruck, der durch das Staugerit (§7

des vorigen Abschnitts) gemessen werden kann, wird in der Aerodynamik vielfach
mit g bezeichnet; neuerdings scheint sich durch Beschluf einer Kommission

1) Recherches expérimentales sur la résistance de Pair exécutées & la tour
Eiffel, S.78 u.f. Paris 1907.
31 ¢ 8.54
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des Vereins Deutscher Ingenieure sine bei den Maschineningenieuren schon
linger tibliche Bezeichnung, pg (,dynamischer Druck®), durchzusetzen, weshalb
gie auch hier verwendet werden soll. Da die Geschwindigkeit v meist durch
Messung des Staudrucks ermittelt wird, ist dieser und nicht die Geschwindig-
keit bei den Versuchen die urspriingliche Gréfe; da es im iibrigen sehr an-
schaulich ist, einen Widerstand als Wirkung eines Druckes auf eine Fliche
darzustellen:

W = Zahl. F.pq,
hat ¢s sich nicht nur in Deutschland und Osterreich, sondern neuerdings
auch in Amerika und Italien eingebiirgert, statt

W = Zahl .F ¢ v*

zu schreiben
et
W = Zahl. F 5

Die neuen Zahlen sind offenbar das Doppelte der alten; sie sollen, dem
Brauch der Aerodynamiker in den genannten Lindern entsprechend mit ¢,
gegebenenfalls mit einem Index fur Komponenten bezeichnet werden.

Uber das Verhalten dieser ,Widerstandszahl“ 148t sich in Anwendung
der Betrachtungen iiber mechanische Ahnlichkeit folgendes aussagen. Solange
nur geometrisch und mechanisch ahuvliche Fille verglichen werden, bei denen

also die Reynoldssche Zahl & — %l (l ist irgendeine Vergleichslinge) den-

selben Wert hat, werden die Druckdifferenzen und Reibungsspannungen in
demselben Verhiltnis zusammenwirken, die Reibungsspannungen dndern sich in
den zu vergleichenden Fillen proportional zu den Druckdifferenzen, die ihrer-
seits wieder dem Staudruck proportional gesetzt werden diirfen, so daB die
obige Form des Widerstandsgesetzes, also

2
W::'chd=ch—g— ........... )

hier ein genaues Gesetz darstelit. Die Widerstandszahl ¢ ist dabei natirlich
nur so lange unverénderlich, wie die Reynoldssche Zahl unverinderlich ist;
sie dndert sich im allgemeinen mit dieser, kann also als Funktion von R
geschrieben werden:
¢ = f(R).

Ist in einem bestimmten Falle eine merkliche Wirkung der Reibung nicht
zu erwarten, so ergibt sich dem Vorstehenden gemiB eine merklich genane
Foud

Proportionalitit des Widerstandes mit fir alle in Betracht kommenden

Verhiltnisse, d. h. die i‘unktion von R wird eine Konstante. Dies ist bei
Platten, die senkrecht zu ihrer Ebene bewegt werden, und bei ahnlichen
scharfkantigen Objekten ziemlich genau der Fall. Fir kreisformige Platten
ist der Faktor ¢ etwa gleich 1,12,

Spielt dagegen die Reibungswirkung die Hauptrolle, wie z. B. bei
Platten, die in ihrer Ebene hewegt werden, so sind starke Abweichungen
von der Newtonschen Proportionalitit zu erwarten, vgl. § 13. Fur die aller-
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kleinsten Geschwindigkeiten (& klein gegen 1) hat man alleinige Wirkung
der Zshigkeit; hier findet das schon in § 3 erwihnte Stokessche Gesetz
(Widerstand proportional v) Anwendung. Man kann auch dieses in die Form
der Gl (1) bringen, indem man ein zu 1/ proportionales ¢ einfithrt.

b) Zerlegung des Widerstandes. Der Widerstand eines in der
Flissigkeit bewegten Korpers liBt sich immer in zwei Teile zerlegen, den
Druckwiderstand und den Reibungswiderstand.

Man kann nidmlich auf jedem Flachenelement die von der Fliissigkeit
auf den Korper ibertragene Kraftwirkung in eine Normalkomponente und
eine Tangentialkomponente, das ist in eine Druckkraft und eine Reibungskraft,
zerlegen. Die Resultante aller Druckkrifte ist der Druckwiderstand, die
Resultante aller Reibungskrifte der Reibungswiderstand. (Bei rauhen Ober-
flichen wird man dabei aus praktischen Ricksichten die Zerlegung nach einer
dem mittleren Verlauf der Fliche angepafiten glatten Idealfliche ‘vornehmen.
Der nach der strengen Definition auf die einzelnen Rauhigkeiten entfallende
Druckwiderstand wird somit zum Reibungswiderstand geschlagen.) Die
Trennung des Gesamtwiderstandes in diese beiden Teile 1ift sich im Versuch
8o durchfithren, da man die Druckverteilung iiber die Korperoberfliche durch
Aunbohrungen beobachtet und daraus durch Rechnung den Druckwiderstand als
die Resultierende aus den Druckkriften auf die einzelnen Teile der Oberfliche er-
mittelt. Ist der Gesamtwiderstand durch eine Kraftmessung beobachtet, so ergibt
die Differenz den Reibungswiderstand. Uber eine unmittelbare Messung des
Reibungswiderstandes vgl. § 20c. Von der Vorstellung ausgehend, daf zwar
der Druckwiderstand stark von der Form des Korpers abhinge, daB aber der
Reibungswiderstand im wesentlichen nur von der Grife der Oberfliche und
nicht von der Form des Korpers abbingig sei, hat man die Trennung des
Widerstandes in einen Formwiderstand und einen Oberflichenwider-
stand vorgeschlagen. Neuere Versuche weisen indes darauf hin, daB auch
der Reibungswiderstand recht merklich von der Formgebung abhingt, so da8
sich diese Art der Trennung nicht streng aufrechterhalten liSt.

Bei Korpern, die sich an der freien Oberfliche der Fliissigkeit bewegen,
kommt noch ein weiterer Widerstand, der Wellenwiderstand hinzu, der
durch das von dem Korper bei der Bewegung erzeugte Wellensystem ver-
ursacht wird. Da die Wellenbewegung unter dem EinfluB der Erdschwere
vor sich geht (von den Kapillarkriften sei abgesehen), so ist hier ein
anderes mechanisches Ahnlichkeitsgesetz maBgebend wie bei den Reibungs-
vorgingen. Aus Geschwindigkeit (v), Linge (I) und Erdschwere (g) 1i6t sich

2
eine dimensionslose Zahls—i bilden. Das zu erwartende Wellensystem wird

bei zwei verschieden grofen Ausfilhrungen einer Schiffsform (z. B. Modell und
Schiff) geometrisch #hnlich ausfallen, wenn diese Zahl denselben Wert an-
nimmt, wenn sich also die Geschwindigkeiten verbalten wie die Wurzeln aus
den Lingen (Froudesches Gesetz).

Der Wellenwiderstand ist mit kleinen Anderungen der Schiffsform und
der Geschwindigkeit sehr stark verinderlich; bei einer Verlingerung des
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Schiffskoérpers kann er sowohl wachsen wie abnehmen, je nachdem die Heck-
welle, die mit dem vom Bug kommenden Wellensystem interferiert, dieses
verstirkt oder abschwicht. Der Widerstand wird gro8, wenn das Heck in
einem Woellental des Bugwellensystems liegt, und klein, wenn es mit einem
Berg des Bugsystems zusammenfilltl). — In seichtem Wasser kann sich das
Wellensystem ganz erheblich modifizieren. Der Widerstand wichst ganz
erheblich an, wenn das Schiff gerade mit der Geschwindigkeit der Grund-
welle (§ 15 des vorigen Abschnitts) fihrt. Bei Geschwindigkeiten oberbalb
dieser Geschwindigkeit wird der Wellenwiderstand wieder kleiner.

Der Wellenwiderstand macht sich am Schiff selbst als ein Teil des
Druckwiderstandes geltend. Die vom Schiff gegen den Wellenwiderstand
geleistete Arbeit wird bei der Ausbreitung des Wellensystems hinter dem
Schiff als kinetische Energie der Wellenbewegung fortgetragen. Der andere
Teil des Druckwiderstandes, der dem gewéhnlichen Druckwiderstand eines
allseitig von Fliissigkeit umgebenen Kérpers entspricht, findet sich zusammen
mit dem Reibungswiderstand in dem Impuls der Kielwasserwirbel wieder;
dieser Betrag heilt deshalb anch Kielwasserwiderstand. Die ibm entsprechende
Widerstandsarbeit findet sich in der kinetischen Energie der Wirbel wieder,

die spiter allmihlich in Wirme verwandelt wird. Gleiches gilt vom
Reibungswiderstand.

Da der Reibungswiderstand und der Kielwasserwiderstand, abgesehen von den
Storungen durch die Wellenbildung, die Reynoldssche Ahnlichkeit hefolgt, der
Wellenwiderstand aber die Froudesche Ahnlichkeit, sind streng iibertraghare
Modellversuche unmoglich. Da bei den Schiffen der Wellenwiderstand das Haupt-
interesse besitzt, hélt man sich bei den Versuchen in den Schiffsmodell-Sehlepp-
anstalten an die Froudesche Ahplichkeit und beriicksichtigt die Verinderlichkeit

der anderen Widerstandsanteile mit dem Gréfenmalstab des Objektes nach Er-
fahrungsregeln.

Es gibt auch noch andere Fille, in denen durch den Widerstandsvorgang
kinetische Energie in solcher Form erzeugt wird, daB sie lange Zeit hindurch
erhalten bleibt. Ein Beispiel dafiir bieten die Flugzeugtragfliigel, bei denen
gemil den Darlegungen von § 7 des vorigen Abschnitts von dem Fliigel eine
kriftige, sehr regelmiaBige Wirbelbewegung erzeugt wird, vgl. auch §5 des
gegenwirtigen Abschnitts. Der Druckwiderstand kann auch hier in zwei
Teile zerlegt werden, von denen der eine die Arbeit zur Erzeugung der in
der ganzen Fliissigkeit verteilten kinetischen Energie der Wirbelbewegung
leistet und der andere mit dem Reibungswiderstand zusammen die ,Kiel-
wasserstromung®, auch ,Nachlauf® genannt, erzeugt. Dieser Kielwasser-
widerstand 1a8t sich durch Anwendung des Impulssatzes auf den Nachlauf
ermitteln, vgl. § 20, c.

c) Bewegter Koirper und bewegte Fliissigkeit. KEine wichtige
Frage ist noch die, wie sich der Widerstand eines Korpers in ruhender Flassig-
keit zu der Kraft verhilt, die eine stromende Flissigkeit auf einen ruhenden
Korper ausiibt. Wenn die stromende Fliissigkeit sich in allen Teilen voli-
kommen gleichformig bewegt, so kann nach den Gesetzen der allgemeinen

1) Uber die theoretische Berechnung des Wellenwiderstandes vgl. etwa die
Abhandlung von G. Weinblum, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 10, 453, 1930.
Prandtl, Strémungslehre. 9
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Mechanik zwischen beiden Fillen kein Unterschied bestehen, da die Hinzu-
nahme einer gemeinsamen gleichférmigen Bewegung (entgegengesetzt gleich
der Geschwindigkeit des Korpers, so daf8 dieser in Ruhe versetzt wird) an
dem Ablauf von mechanischen Vorgingen nichts dndert. Einen Unterschied
aber macht es, ob die Flissigkeit bei ihrer Bewegung gegen den Koérper voll-
kommen gleichférmig, oder ob sie turbulent stromt. Die Widerstinde sind
in der Regel im zweiten Falle gréfer, doch kommen Ausnahmen vor (Kugel
im kritischen Gebiet, vgl. § 13). Da natirliche Fliissigkeitsstromungen (z. B.
Wasser- oder Luftstromung in Kanilen usw.) bei groBen Abmessungen regel-
mifig turbulent sind, wird man solche Unterschiede immer beobachten. Will
man zum Zwecke von Widerstandsversuchen die Verhiltnisse eines in ruhender
Flussigkeit bewegten Korpers mit einem in stromender Fliissigkeit ruhenden
Modell nachahmen, so wird man durch geeignete Einrichtungen fiir einen még-
lichst gleichférmigen Fliissigkeitsstrom zu sorgen haben. vgl. § 20, c.

§ 12. Der Fliissigkeitswiderstand in der hydrodynamischen
Theorie. Die gewdhnliche Potentialstrémung der reibungslosen Fliissigkeit
ergibt fiir einen gleichformig bewegten Korper in einer allseitig unendlich
ausgedehnten Flissigkeit niemals einen Widerstand in der Bewegungsrichtung
und auch keinen Auftrieb senkrecht dazu, gleichgiiltig, welche Gestalt der
Kérper auch habe. Dieses zuerst vielleicht verwunderliche Resultat 148t sich
gut einsehen, wenn man den Impulssatz fiir eine den Korper in einiger Ent-
fernung umschliefende Kontrollfliche anwendet. Nahere Untersuchung zeigt,
daf die durch den Korper verursachten Storungsgeschwindigkeiten nach allen
Seiten sehr rasch, mindestens mit der umgekehrten dritten Potenz der Ent-
fernung abklingen, die Druckunterschiede desgleichen; lit man die Kontroll-
fliche ins Unendliche wachsen, wobei ihr Flicheninhalt proportional dem
Quadrat des Halbmessers wichst, so gehen also die Beitrige zum Impuls usw.
gegen Null. Da der Impulssatz fir jede Kontrollfliche dasselbe Resultat
ergeben mub, kann es also nur Null sein.

Bildet man die Impulsmomente, so kommt eine Potenz der Entfernung als
Hebelarm dazu; daraus ist ersichtlich, daB die Impulsmomente nicht zu ver-
schwinden brauchen, und in der Tat erhdlt man fiir schrig angestromte Korper
Drehmomente (und zwar solche, die die Korper quer zur Stromung stellen wollen,
wie sich aus der Diskussion der Druckverteilung unschwer ergibt).

Mit der obigen Betrachtung steht nicht im Widersprach, daB Koérper, die
sich in der Nihe einer Wand oder eines anderen Korpers bewegen, Kriifte durch
die Stréomung erfahren (hier ist es nicht moglich, die Kontrolifliche ins Unendliche
zu riicken). -Kugeln werden z. B., wenn sie sich parallel zu einer Wand bewegen,
mit Kriften proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit und umgekehrt pro-
portional der vierten Potenz der Entfernung von der Wand angezogen.

Es ist nicht ohne Interesse, daB gemiB naherer Untersuchung bei einem
sehr linglichen Korper entsprechend Fig. 52 nicht nur der Widerstand im
ganzen, sondern auch die Druckresultierende des Vorder- bzw. Hinterteils
fiir sich allein verschwindet.

Bei beschleunigten Kérpern findet man auch in der reibungslosen Fliissig-
keit Krifte zwischen der Flissigkeit und dem Kérper, die aber nur von der
Art sind, als ob die Masse des Kérpers durch die der von ihm mitgenommenen
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Flussigkeit vergroBert wire. Man spricht hier von einer ,scheinbaren Masse“
der mitbewegten Flussigkeit. Bei einer Kugel ist die scheinbare Masse halb
so groB wie die von der Kugel verdringte Flissigkeitsmasse. Da beim Be-
wegungsbeginn aus der Rube heraus immer zuniichst angenihert eine Po-
tentialbewegung entsteht, hat dieses Resultat auch fiir die wirklichen Fliissig-
keiten Bedeutung.

DaB der Widerstand bei der gleichformigen Bewegung eines Korpers in
reibungsloser Flissigkeit gleich Null ist, 1Bt sich auch aus einer Energie-
betrachtung schlieBen. Beim Fehlen von Reibung kénnte die fiir die Uber-
windung des Widerstandes aufzuwendende Arbeit nur in Form von kinetischer
Energie in der Fliissigkeit aufgespeichert werden. Wenn sich aber, wie bei
den Potentialbewegungen, die Fliissigkeit hinter dem Korper ebenso schliefit,
wie sie sich vor ithm gedffnet hat, und also keine Stérung in ihr zuriickbleibt,
so ist auch kein Widerstand méglich. Ein Fall, in dem auch in der
reibungslosen Flissigkeit ohne freie Oberfliche kinetische Energie in der
Fliissigkeit zuriickbleibt, und daber auch ein Widerstand auftritt, ist bereits
in § 11, b kurz erwihnt worden und wird bei der Behandlung der Flugzeug-
tragfliigel in § 15 und 16 ausfithrlich bebandelt werden.

Ein anderer Fall betrifft das an der freien Wasseroberfliche fahrende Schiff,
bei dem, wie schon erwdhnt, durch das sich bildende Wellensystem, dessen Aus-
dehnung mit der Linge der Fahrt dauernd zunimmt, Energie zerstreut wird. Der
Energiezerstreunung entspricht hier der Wellenwiderstand.

Das Auftreten eines Auftriebs ohne Hinterlassung von kinetischer Energie
in der Flissigkeit wird durch .die Epergiebetrachtung nicht ausgeschlossen,
da der Auftrieb senkrecht zum Wege des Korpers in der Flissigkeit wirkt
und daher keine Arbeitsleistung erfordert. Das Auftreten eines solchen Auf-
triebs (oder Quertriebs) ist bereits in § 10 des vorigen Abschnitts behandelt
worden.

Die mit der scheinharen Masse zusammenhingenden Flissigkeitskrifte
bei der Beschleunigung eines Korpers lassen sich vom Standpunkt des Energie-
satzes gut verstehen, wenn man iberlegt, daB die Arbeiten dieser Krifte
erforderlich sind, um die in der Flissigkeitshewegung steckende kinetische
Energie zu erzeugen oder — bei der Verzogerung — wieder aus der Fliissig-
keit fortzuschaffen.

DaB in Wirklichkeit die meisten Kérper einen iiber den unvermeidlichen
Reibungswiderstand (vgl. § 3 und 5) weit hinausgehenden Widerstand aufweisen,
liegt daran, daB sich an ihnen in der in § 6 beschriebenen Art Trennungs-
schichten und Wirbel ausbilden. Diese sind als eigentlicher Sitz des Wider-
standes anzusehen. Sie verhindern, daf sich die Strémung hinten ebenso
schlieBt, wie sie sich vorn gedffnet hatte, und veranlassen so eine Un-
symmetrie der Druckverteilung (vorn voller Staudruck, hinten nicht); sie
sorgen auch dafir, daf dauernd kinetische Energie vom Korper weg-
gefithrt wird.

Von den verschiedenen Versuchen, das Widerstandsproblem im Rahmen
der Theorie der idealen Fliissigkeit zu bebhandeln, seien hier zwei als besonders

g%
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typisch bebandelt, die Kirc hhoffsche Strémung um die Platte mit Trennungs-
fliche und die Karma nsche Wirbelstrale.

Kirchhoff!) fand ein sehr schones Beispiel der Anwendung der Helm-
holtz schen Diskontinuitatsflichen (vgl. § 7 des vorigen Abschnitts) in der Um-
stromung einer ebenen Platte gemif Fig. 122. Die Stromung teilt sich vor
der Platte und flieBt von den Kanten seitlich
nach hinten zu ab, wihrend der Raum hinter
der Platte von einer ruhenden Flissigkeit ein-
genommen wird. Da in diesem Raume, wenn
von Schwere abgesehen wird, der Druck iiberall
konstant ist, erhialt man fir die Trennungs-
fliche die Bedingung, dal auch auf ihr der
Druck konstant und also wegen der Bernoulli-
schen Gleichung auch die Geschwindigkeit kon-
stant ist. Die Theorie liefert bei Einhaltung
dieser Bedingung nur solche Lésungen, bei denen

Fig. 122.

//A\\

Kirchhoffsche Btromung R > . ; .
an einer ebenen Platte.  die Trennungsflichen ins Unendliche reichen

und die Geschwindigkeit auf der Trennungs-
fliche gleich der Geschwindigkeit der ungestorten Flissigkeit (d. h. gleich der
Geschwindigkeit im Unendlichen) wird. Die Druckverteilung ist leicht zu
iibersehen- vor der Platte in der Mitte Staudruck, nach den Rindern zu bis
auf den Druck der ungestorten Fliissigkeit abfallend; auf der Hinterseite
konstanter Druck gleich dem der ungestorten Fliissigkeit. Dies gibt im
ganzen einen Widerstand proportional der Plattenfliche und proportional dem
Staudruck, also konstantes ¢ (: L = 0,880) .
44w
In Wirklichkeit sind, wie bereits mehrfach hervorgehoben, solche Trennungs-
flichen stark labil und zerfallen unter Bildung von groflen und kleinen
Wirbeln. Deshalb reicht das Totwasser in Wirklichkeit nicht ins Unendliche,
und die Stréomung schlieBt sich hinter der Platte bald wieder zusammen.
Hiermit steht im Zusammenhang, daB der Druck hinter der Platte erheblich
unter dem ungestdrten Druck liegt, und infolge dieser ,Saugwirkung® der
Widerstand erheblich grofer ist als nach der Kirchhoffschen Rechnung
In dem Fall der ,unendlich breiten Platte“ (Platte zwischen parallelen seit-
lichen Wiinden) findet man etwa ¢ = 2,0; bei einer rechtwinkligen Platte
von endlichem Seitenverhiltnis stromt tiber die Schmalseiten Fliissigkeit in
den Saugraum nach und setzt dadurch den Unterdruck erheblich herab.
Man erhilt bei einem Seitenverhiltnis
1:20 1:10 1:4 1:1
c= 145 1,29 1,19 1,10
Die Kirchhoffsche Rechnung bezieht sich auf die unendlich lange Platte
stimmt also mit dem zugehérigen Versuchsergebnis sehr schlecht; gute Uber-
einstimmung mit der Rechnung ergibt dagegen der Fall, da8 bei der Strémung

1) Zur Theorie freier Flassigkeitsstrahlen. Crelles Journ. 70 (1869).
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von Wasser gegen eine Platte der Wasserstrom aufspaltet und der sich
bildende Hohlraum mit Luft ausgefiillt wird (oder auch mit dem Dampf der
Fliissigkeit, was bei sehr hohen Geschwindigkeiten vorkommt, sogenannte
Kavitation). Da in diesem Falle die Trennungsfliche nicht oder nur un-
erheblich dem Zerfall ausgesetzt ist, sind die Bedingungen der Theorie gut
erfilllt, und es diirfte daher auch der Widerstand dem gerechneten Wert
entsprechen.

Bei solchen Strémungen um eine lidngliche Platte oder ein ahnliches
Hindernis, bei denen eine Zerspaltung der Fliissigkeit von der oben erwihnten
Art nicht auftritt, kommnt unter gewissen Bedingungen eine regelmafig
pendelnde Bewegung hinter dem Hindernis zustande, bei der abwechselnd links
und rechts ein kraftiger Wirbel erzeugt wird; die Wirbel ordnen sich dabei

Fig. 123.

zu einer mehr oder minder regelmiBigen Reihe an, vgl. Fig. 123. Solche Beob-
achtungen veranlaBten Th. v. Kirman?1), die Stabilitdt von parallelen geraden
Wirbelfiden in derartigen Arnordnungen zu untersuchen. Es ergab sich fiir
die meisten Anordnungen eine mebhr oder minder grofle Labilitit; nur eine
einzige gemal Fig. 124, bei der das Verhiltnis des Abstandes & der beiden
Wirbelreihen zu der Teilung I = 0,283 war, ergab Stabilitit?).

Die tatsichlich beobachteten Wirbelreihen zeigen sehr nahe das an-
gegebene Verhiltnis h/l, falls die Wirbel einigermalen ausgeprigte Kerne
haben. (Wenn durch die Reibung die Form der Wirbel verschwommen wird,
dann riicken sie weiter auseinander, wie aus Fig. 123 zu erkennen ist.)

Der fortwihrenden Neubildung von Wirbeln entspricht nach dem
Energiesatz ein Widerstand, der im itbrigen auch nach dem Impulssatz?) nach-

1) Karmén und Rubach, Physikal. Zeitschr. 18, 49, 1912
2) Genauer gesagt, ist die Anordnung gegen alle kleinen Abweichungen der
Anfangslage der Wirbelfaden stabil mit Ausnahme einer besonderen Stérung, bei
der die um die Entfernung [ voneinander abstehenden Wirbel immer gerade ent-
egengesetzte Verschiebungen aufweisen. Gegen diese Storung ist Indifferenz vor-
%s,ndeu, d. h. solche Stérungen konnen mit der Zeit gleichformig weiterwachsen.
3) Die Berechnung nach dem Energiesatz wiirde eine Angabe @iber den Durch-
messer der Wirbelkerne erfordern, die nach dem Impulssatz kommt ohne diese
Angabe aus, daher ist nur diese hier brauchbar.
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gewiesen werden kann (zwischen den Wirbeln stromt die Fliissigkeit dem
Korper nach). v. Karmén hat diese Rechnung durchgefiihrt. Es ist ein
schoner Erfolg der Theorie, daB aus einer photographischen Ausmessung des
Wirbelsystems und einer Beobachtung aber die Geschwindigkeit der Wirbel
im Verhiltnis zur Kérpergeschwin-
digkeit die Widerstandszahl des
wirbelerzeugenden Korpers in guter
Ubereinstimmung mit der aus Ver-
suchen bestimmten Widerstands-
zahl gefunden wurde. Der Zu-
sammenhang der Abmessungen des
Wirbelsystems mit den  Ab-
messungen des Korpers hat sich
allerdings bisher noch nicht theore-
tisch fassen lassen.

Stromlinien der Wirbelstrage
nach Kdrmédn.

§13. Experimentelle Feststellungen iiber den Fliissigkeitswiderstand.
Bei den Kérpern mit einem groBeren Flissigkeitswiderstand ist, wie bereits
erwithnt, die Ausbildung von Trennungsschichten maBgebend fiir das Zustande-
kommen des Widerstandes. Liegen, wie meist bei kantigen Kérpern, die An-
satzstellen der Trennungsschichten, d. h. die Stellen, an denen sich die Stromung
vom Korper ablést, eindeutig fest, so findet man beim Versuch in ganz weitem
Bereich konstante Widerstandszahlen. So ergaben z.B. Gottinger Versuche?)
fir senkrecht angeblasene ebene Kreisscheiben zwischen ReynoldsschenZahlen
RN = v—: = rund 2000 bis 500 000 keinen erkennbaren Gang in der Wider-
standszahl, und es ist als sicher anzunehmen, daf auch noch bei weit groBeren
Reynoldsschen Zahlen keine Anderung in diesem Verhalten festgestellt
werden wiirde; ¢ ist dabei = 1,10 bis 1,12. Bei kleineren Reynolds-
schen Zahlen zwischen 1500 und 40 ist der Verlauf der Widerstandszahl
ziemlich unregelmiBig, was mit der Ausbildung von verschieden intensiven
Pendelungen der Stromung zusammenhiingt. ¢ erreicht in diesem Gebiet
bei etwa 3t — 110 einen Héchstwert von rund 1,8. TUnterhalb ® — 40
verlduft die Stromung ohne Pendelung; das Widerstandsgesetz geht all-
mihlich zu dem Stokesschen Widerstandsgesetz tiber, das fiir kreisformige

Platten ¢ — l%g lantet und fiir Reynoldssche Zahlen unter 0,6 genau
genug zutrifft. Nach Versuchen von Schmiedel?) ist bei

R = 40 10 2,6 1

e = 15 2,4 5,6 11,5.

1) Vgl. Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu. Gottingen, 2. Lief,,
S.28 u.f. Miinchen 1923,

%) J.8Schmiedel, Experimentielle Untersuchungen iiber die Fallbewegung
von Kugeln und Scheiben. Dissert. Leipzig 1928. Auch Physikal. Zeitachr. 29, 593,
1928.
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Was fiir die Widerstandszahlen gilt, gilt auch far die Druckverteilungen.
G. Eiffell) hat die Druckverteilung an drei geometrisch dhnlichen Modellen eines
Hauses gemessen, die eine Linge von 0,8, 5 und 40 em besafien. Die Ergebnisse
stimmten dabei trotz der grofen Verschiedenheit der Abmessungen sehr gut
tiberein.  Fig. 125 gibt diese Messungen wieder.

Woesentlich anders verhalten sich Kérper von rundén Formen, hei denen
von vornherein keine bestimmte Stelle der Oberfliche fiir die Ablosung der
Stréomung bevorzugt in Betracht kommt. Die
Lage der Abldsungsstelle wird hier durch die
Vorginge in der (meist diilnnen) Reibungsschicht
an der Oberfliche des Kérpers bestiinmt, vgl. § 6
und 7, und es sind deshalb oft scheinbar neben-
sichliche Umstinde, wie z. B. eine leichte Rauhig-
keit der Oberfliche oder kleinere oder grifere

Fig. 125,

Wirbligkeit der zustromenden Fliissigkeit oder

dergleichen, von recht merklichem EinfluBaufdie  vwisqdruck aut ein Haus.
Ablosungsstelle und damit auch auf die GroBe

und Lage des Wirbelgebildes und daher auch auf den Widerstand. Entscheidend
ist aber, ob die Stromung in der Reibungsschicht bis zur Ablésungsstelle
laminar verlauft oder vorher turbulent wird. Wie in § 7 bersits erwiahnt wurde,
riickt in dem letzteren Falle die Ablésungsstelle weit nach hinten, und der Wider-
stand verkleinert sich sehr erheblich. Diese Erscheinung wurde zuerst bei der
Untersuchung des Widerstandes von Kugeln festgestellt?), dieser sinkt in der

Gegend von vvr == 10% von ¢ == 0,45 bis 0,48 auf Werte herunter, die bei be-

sonders reinen Versuchsbedingungen noch unter 0,10 liegen; bei groferer
Reynoldsscher Zahl — etwa = 10¢ — geht ¢ wieder auf etwa 0,18 herauf (bei
rauher Oberfliche wesentlich hoher). Das kritische Gebiet von Reynoldsschen
Zahlen verschiebt sich durch Wirbligkeit des Versuchsluftstroms nach kleineren
Woerten. Dal tatsichlich das Turbulentwerden der Reibungsschicht an derWider-
standsverkleinerung schuld ist, geht aus folgendem Versuch deutlich hervor: Legt
man um eine grofle Kugel etwas vor der Stelle, wo bei laminarer Strémung die
Ablésung stattfinden wiirde, einen diinnen Drahtreif (z. B, von einer Drahtstirke
gleich 1/39, des Kugeldurchmessers) auf und macht dadurch die Reibungs-
schicht wirblig, so wird auch unter { — 105 der kleinere Widerstand beob-
achtet. Gleichzeitig erweist sich die Ablosungsstelle, die sonst etwa bei 80°
vom vordersten Punkt liegen wiirde, auf etwa 110 bis 120° verschoben.

Der Widerstand von Kugeln ist von sehr kleinen Werten der Reynolds-

gchen Zahl bis zu R — %f = 1,8. 10% untersucht3). Fir R kleiner als

1) G. Kiffel, Nouvelles recherches sur la résistance de Pair et l'aviation,
Paris 1914, 8.286 u.f.

3) G. Eiffel, Compt. rend. 185, 1597, 1912; L. Prandtl, Gottinger Nachr.,
Math.-Physikal, KI. 1914, 8,177, dort weitere Literatur; sieche auch C. Wiesels-
berger, Zeitschr, f. Flugtechn. u. Motorluftsch. 5, 140, 1914.

%) Von R = 0,1 bis 4.10%: Allen, Phil. Mag. (5) 50, 323, von R — 4.10°
bis 4.105: Ergebnisse der Aerodyn. Vers. Anstalt, Gottingen, 2. Lief., S. 28; von 10°
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0,2 gilt geniigend genau das Stokessche Gesetz, das in unserer Ausdrucksart
lautet. Fir ¢ =12/
vr
v
ist ¢ etwa — 120 14 2,6 0,75 042 045 0,44 0,18
Ganz #hnlich verhalten sich Kreiszylinder. Bei sehr langen Zylindern
(1 = 100 Durchmesser) oder bei Zylindern, die an beiden Enden von parallelen
Wianden begrenzt sind, gilt etwal) fur

vr
- = 0,1 1 10 10% 108 10¢ 10° 108

= 01 1 10 108 108 104 108 10¢

c= 34 65 20 1,30 0,92 1,20 1,15 0,35

Fig. 126.
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Widerstandszahl von Kugel, Zylinder und Scheibe, abhdngig von der
Reynoldsschen Zahl,

Der Ubergang von den groBen Widerstandswerten zu den kleinen liegt zwischen
%f — 0,9.105 und 2,5.10% Der Widerstand fallt von ¢ == 1,2 auf ¢ = 0,3.

Bei kleinem % gilt hier statt der Stokesschen Formel eine verwickeltere

von Lamb?):
. 47
T R(1809 — %)
Der Verlauf der ¢-Werte fiir Kreisplatte, Kugel und Zylinder ist in Fig. 126
wiedergegeben.

bis 1,8 . 108: Bacon und Reid, 9. Report des National Advisory Comm. f. Aero-
nsutics 1923, Washington 1924.

1y Gottinger Ergebnisse, 2. Lief., 8. 28 und Relf, Technical Report of the
Advisory Comm. f. Aeronautics 1918/14, London 1914, S.47.

%) Phil. Mag. (5) 21, 120, 1911
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Bei endlich langen Zylindern erhdlt man wieder wesentlich kleinere
Widerstinde als bei den unendlich langen; die Ursache ist, wie bei den endlich
langen Platten, darin zu suchen, da das Wirbelgebiet hinter dem Zylinder
iiber die Zylinderender beliftet wird und sich dort so ein kleinerer Unter-
druck einstel]lt als bei fehlender Beliftung. Nach Gottinger Messungen ist
fiir I/r — 10 bei

vr
v
¢c= 0851 068 074 075 0,351

In der Technik der Luftfahrzeuge hat die Aufgabe eine besondere Be-
deutung erlangt, Koérper von kleinstem Luftwiderstand zu finden. Wir
wissen, daf in der reibungslosen Fliissigkeit die Strémung, bei der sich die
Flissigkeit hinter dem Kérper ebenso wieder schlieSt, wie sie sich vor ihm
gedffnet hat, den Widerstand Null ergibt, gleichgiiltig, welche Form der
Korper hat, da eben keine Stérung in der Fliissigkeit zuriickbleibt. Die
genannte Aufgabe kann deshalb auch so formuliert werden: Wie mul ein
Korper gestaltet werden, damit in der wirklichen Flissigkeit jede Ablésung
der Stromung an ihm unterbleibt. Wenn dies erreicht wird, dann ist dem

= 102 108 10+ 108 106

Fig. 127 Fig 128.
Gute Luftschiff- Form. Gutes Strebenprofil.

Vorstehenden gemaB zu erwarten, dafl der Widerstand eines solchen Korpers
nur noch aus Reibungswiderstand besteht. Das ist nach den Versuchen in
der Tat der Fall. Die Korperformen, fiir die ein Anliegen der Strémung
erreicht wird, sind alle einigermafen schlank und wohlgerundet und laufen
nach hinten in eine Spitze oder Schneide aus, die allerdings auch etwas ab-
gerundet sein darf. Vorn, wo ja keine Wirbelablosung zu befiirchten ist,
ist eine Zuspitzung nicht noétig, eine Form nach Art eines verlingerten
Ellipsoids geniigt véllig. (Anders liegt die Sache bei an der Wasseroberfliche
fahrenden Schiffen, die einen schneidenartigen Bug haben miissen, damit nicht
ein hoher Wellenberg vor dem Schiff entsteht.) Die Fig. 127 (Luftschiff-
kérper) und F¥ig. 128 (Strebenprofil) geben Beispiele von solchen Kérpern.

Die beobachtete Druckverteilung stimmt hier in der Regel sehr gut mit
der rechnerisch fiir die Potentialbewegung ermittelten tiberein, mit Ausnahme
des hinteren Endes, wo wegen der Geschwindigkeitsverluste in der den
Kérper einhiillenden Reibungsschicht der theoretische Druckanstieg bis zum
Staudruck feblt. Die Figg. 129a und 129b zeigen zwei charakteristische
Beispiele dafiir.

Fiir den Rotationskorper nach Fig.127 ergibt sich nach den Versuchen
¢ = 0,04, der Widerstand ist also nur der 28. Teil desjenigen einer Kreis-

1) Extrapoliert.
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scheibe mit gleichem Durchmesser. Fiir einen quer zur Achse angestréomten
Stab vom Querschnitt Fig. 128 liefert der Versuch etwa ¢ — 0,06 bis 0,08,
wenn die Reynoldssche Zahl vd/v tiber etwa 50000 liegt.

Fir den Reibungswiderstand mogen hier folgende Angaben geniigen
(vgl. auch §5). Man pflegt ihn auf die gesamte reibende Oberfliche O zu
beziehen; bei einer beiderseits bestromten rechteckigen Platte von der Breite b
und der Linge 7 ist also O — 2 bl; der Widerstand kann im allgemeinen der
Breite senkrecht zur Bewegungsrichtung unmittelbar proportional gesetzt
werden, die Breite ist also in O schon richtig enthalten, kommt daher in der
Reibungswiderstandszab! ¢; nicht mehr vor; die Linge ! (in der Bewegungs-
richtung) verhilt sich dadurch anders, daB die hinteren Teile in dem durch
die vorderen Teile schon teilweise gebremsten Strome stehen, so daB bei Ver-

Fig. 129a. Fig. 129 1.

Druckverteilungen an Luftschiffmodellen.
Gestrichelt: berechnete Druckverteilung. Ausgezogen: beobachtete Druckverteilung.

dopplung der Linge der Widerstand nicht ganz verdoppelt wird. Bei
laminarer Stromung in der Reibungsschicht ist er proportional VT, bei tur-
bulenter fiir geniigend grofe Reynoldssche Zahlen bei glatter Oberfliche
proportional %® bis %85 bei rauher Oberfliche proportional 1%% bis I,

Fiihrt man die mit ! zusammenhingende Reynoldssche Zahl & =£:—} ein, so

ordnen sich die Versuchsergebnisse fiir glatte Oberflichen in der in Fig.130
wiedergegebenen Art an. In dieser Figur sind ¢, und i in logarithmischem
MaB aufgetragen. Die ausgezogenen und gestrichelten Linien bedeuten dabei
verschiedene Formeln. Bei laminarer Stréomung, vgl. Formel (5) von § 3, ist
er = 1,328/Y R
(Nr. 3 in Fig.130), bei turbulenter Stréomung ist, wenn die Turbulenz gleich
vorn beginnt, etwa
Cr — 0,074/%0'2.
Diese Formel, Nr.1 in Fig. 1380, stebt in innerem Zusammenhang mit der
Blasius schen Widerstandsformel fiir Rohre, § 9, Gl. (4)1). Wenn ein lami-
nares Anfangsstiick vorhanden ist und erst weiter hinten die Turbulenz
einsetzt, so kann, entsprechend einer kritischen Reynoldsschen Zahl

® = 500000,
¢r = 0,074/R%% — 1700/R

1) Vgl. etwa Prandtl, Erﬁebniue der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu
Gottingen, III. Lief, 8.3. Minchen 1927.
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gesetzt werden (Nr. 2 in Fig. 130). Diese Formeln sind bis etwa : =— 5. 106
gut. Entsprechend der Abweichung der Rohrwiderstinde vom Blasiusschen
Gesetz bei den ganz grofien Reynoldsschen Zahlen liegen auch hier die
Widerstinde etwas hoher. Aus den neueren Messungen an glatten Rohren
haben Schiller und Hermann?) eine Formel fiir die ortliche Plattenreibung
berechnet, die fiir die bereits von der Vorderkante an turbulente Stromung
integriert
¢y = 0,024,R%2 + 850/%

ergibt (Nr. 4 in Fig.130). Fiir laminares Anfangsstiick ist davon wieder
1700/%t abzuziehen (Nr. 5). Diese Formeln gelten von R — 3.10% aufwirts.

Fig. 130.
’0_2
) [ 1 [ o Gebers
g 1 | = Blasius-q0006
5 > 3 o Wieselsberger
" o Kempf
4 ~ ol [) 4%
2 2l =0 lrd —
CF » "-. > .
ZRT_H B o > f 45
3 6
~ —R
! 5 5 7 7
10 2 5 170 2 5 L] 2 5 0 2 5
Reibungswiderstand von ebenen Platten, abhiingig von der Reynoldsschen Zahl.
5 _ -
1. ¢, = 0,074/VR 4 o= 0,024 7" 850/t
1'7; 5. ¢, = 0,024% ¥ — 850/%t
2. ¢ = 0,074/ .E— 1700/R o o 055
3. ¢, = 1,328/ V%R T (log P

Ganz neuerdings wurde von H. Schlichting eine neue Formel gefunden, die
das ganze Gebiet iiberdeckt; sie lautet

0 — 0,455

T (logy, R)>%8

Bei rauhen Oberflichen ist ¢; von der Geschwindigkeit, also von der
Reynoldsschen Zahl wenig oder gar nicht abhingig; Zahlenangaben mogen
hier unterbleiben, da es schwierig ist, die Art der einzelnen rauhen Ober-

flichen geniigend zu charakterisieren; vgl. indes die Ausfithrungen am Ende
von § 5.

(Nr. 6).

§14. Traglliigel. Bei der Behandlung der Widerstandsfragen sind
hier bisher nur solche Fille behandelt worden, wo vermdge einer vorhandenen
Symmetrie die Widerstandskraft in die Bewegungsrichtung fillt. Im all-
gemeinen ergibt sich aber eine Kraft in irgendeiner allgemeinen Richtung,
gegebenenfalls zuziiglich irgendeines ebenfalls allgemein orientierten Dreh-
moments. Beispiele, in denen eine seitliche Kraft oder ein Drehmoment
als gewollte Wirkung vorkommen, sind der Flugzeugtragfligel und das Rad

1) Ingenieurarchiv I, 8,891, 1930.



140 Tragfliigel. 1, §14.

einer Windmiihle. In beiden Fillen kommt zu der gewollten Wirkung noch
ein Widerstand in der Bewegungsrichtung hinzu.

Bei den Tragfligeln liegt die Aufgabe, wie leicht zu sehen ist, so, da
moglichst viel ,Auftrieb® mit einem Minimum von Widerstand erreicht
werden soll. Ebene Platten, die um einen kleinen Winkel (,,Anstellwinkel*)
gegen die Bewegungsrichtung geneigt sind, sind nicht ganz ungeeignet fiir
diese Aufgabe. Besser sind aber, wie O. Lilienthall) nachwies, flach ge-
wolbte Platten. Statt der diinnen Platten konnen vorteilhafterweise auch
ziemlich dicke ,Profile“ genommen werden, die man sich so entstanden denken
kann, dal man um eine flach gewolbte Mittellinie ein
Fischprofil nach Fig. 127 herumlegt. DaB auch recht
betrichtlich dicke Profile noch sehr brauchbar sind, hat
zuerst um 1917 Junkers durch Konstruktion seiner
< T Metallflugzeuge erwiesen, deren Fliigel vollstindig durch

Versteifungen getragen werden, die im Fligelinnern
¢ "= liegen. Einige heute gebriuchliche Fligelprofile sind
Gute Tragfiigelprofile. 11 Fig. 131 wiedergegeben, sie haben mit ({en Profilen
der Fliigel von gut fliegenden Végeln grofie Ahnlichkeit.

Um zahlenméBige Angaben iiber die Eigenschaften von Tragfligeln zu
machen, kann man die resultierende Luftkraft in zwei Komponenten zerlegen,
entweder nach im Fligel festen Richtungen (Normalkraft N und Tangential-
kraft T senkrecht und parallel zur
nFlugelsehne“ oder einer anderen
passend gewihlten Richtung) oder
nach der Richtung der Bewegung und it 7

Fig. 131.
C:>

Fig. 138.

A

wo|z0 4

Fig. 132,

a0\

80172 /
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\\ 201 4 /
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-2
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Auftrieb und Widerstand eines Tragfliigels,
abhiingig vom Anstellwinkel.

senkrecht dazu (Auftrieb A und Widerstand W). Die dimensionslosen Wider-
standszahlen werden hier zweckmiBig in der Weise gebildet, daB man sie nicht auf
die verinderliche Projektionsfliche in der Bewegungsrichtung bezieht, sondern

1) Vgl. O. Lilienthal, Der Vogelfiug als Grundiage der Fliegerkunst, 2. Aufl,,
S.73 u.f. Miinchen 1910.
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auf die ,grolte Projektionsfliche“ des Fliigels, also bei rechteckigen Fliigeln
einfach F' — b.{, mit b =— Breite (Spannweite) und ¢ = Tiefe (Ausdehnung

2
in der Flugrichtung). Ist wieder pg — 921

der in der deutschen Aerodynamik iiblichen Bezeichnung geschrieben:

A=1coFpsy, W=cyFpq
bzw. N=cyFpy, T =cFps }
Ist o« der Winkel zwischen der Profilsehne und der Bewegungsrichtung
(vgl. Fig. 132), so gelten fiir A und W einerseits und fir N und 7 anderer-
seits die bekannten Formeln firr die Transformation von einem Koordinaten-
system auf ein anderes um den Winkel o verdrehtes Koordinatensystem.
Durch Division mit Fpg erhdlt man hieraus die entsprechenden Formeln
fiir ¢, und ¢, einerseits und ¢, und ¢; andererseits. Diese lauten:

der Staudruck, so wird gemiB

Cp == CgCOS 06+ CypSiNOL
Cf == — CgSiN 0 cwcosoc}

Die Strémungsformen sind je nach der Grofle des ,Anstellwinkels® o
verschieden, daher sind auch ¢, und ¢, [und vermége Gl. (2) auch ¢, und ¢]
als Funktionen von & zu betrachten. Fig. 133 stellt den typischen Verlauf
dieser Funktionen fiir das erste der in Fig. 131 wiedergegebenen Profile dar
(und zwar fir ein Seitenverhiltnis 1:5 des rechteckigen Fliigels), Der
Winkelbereich von A4 bis B entpricht der ,gesunden Stréomung*, d. h. einer
Stromung, die iberall an dem Flugel anliegt; in den Bereichen jenseits 4
und B ist die Stromung auf der unteren bzw. oberen Seite des Fliigels ,ab-
gerissen“ und der Zwischenraum mit Wirbeln erfillt, vgl. die Stromungs-
aufnahmen, Fig. 134 (gesunde Stromung) und Fig. 135 (oben abgerissene
Stromung).

Eine andere viel verwendete Darstellung des Inhalts von Fig. 133 ergibt
sich durch Auftragung von A senkrecht zu dem zugehirigen W oder auch
von ¢q senkrecht zu dem zugehérigen c,; da A und W rechtwinklige Kom-
ponenten der resultierenden Luftkraft sind, stellt der Vektor vom Ursprung O
nach einem Punkt der A-W-Kurve die resultierende Kraft nach Gréfe und
Richtung dar. Fir die c4- ¢y -Kurve gilt ganz Entsprechendes. Man nennt
beide Kurven, da eine resultierende Kraft von einem Pol O aus aufgetragen
ist, auch ,Polarkurve“. Diese anscheinend zuerst von O.Lilienthal an-
gewandte Darstellung wurde von G. Eiffel dadurch verbessert, daB der meist
sehr kleine Widerstand bzw. die Widerstandszahl in einem fiinfmal gréBeren
MaB8stab aufgetragen wird als der Auftrieb bzw. die Auftriebszahl. Diese
Auftragungsart hat sich sehr stark eingebiirgert, da sie fiir die Verwendung
in der Flugtechnik sebr bequem ist. Wenn an die einzelnen Punkte der
Polarkurve die zugehorigen Anstellwinkel als Beziflsrung angeschrieben
werden, so enthilt die Darstellung alle Angaben der zwei Kyrven von Fig. 133
(vgl. Fig. 136, ausgezogene Kurve).

Eine weitere wichtige Angabe fiir die strémungstechnischen Eigenschaften
eines Fliigels ist die Lage der resultierenden Kraft zum Fligel fir jeden
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Anstellwinkel, die durch die Entfernung des Schnittpunkts der resultierenden
Kraft mit der Profilsehne O Q von dem Bezugspunkt O, also s in Fig. 132,
gegeben werden kann. Da jedoch s fiir N == 0 in der Regel unendlich wird,
liefert s in seiner Abhingigkeit von &« (die ,Druckpunktwanderung) eine
zeichnerisch und auch fiir Interpolationszwecke unbequeme Darstellung; besser

Fig. 134."

Gesunde Fliigelstrdmung.

Fig. 135,

Abgerissene Fliigelstrimung.

ist es, das Drehmoment M der resultierenden Kraft fiir den Bezugspunkt O
anzugeben, das einen sehr stetigen Verlauf zeigt. Es ist, wie leicht zu
sehen, M — N's,-woraus bei gegebenem M und N s ermittelt werden kann.
Um M durch eine dimensionslose Gréfle ausdriicken zu kénnen, mull noch
eine Liange eingefithrt werden. Als solche bietet sich die Profiltiefe 0@ — ¢
dar. Damit wird M — ¢, Fpgt. ¢n heibt Momentenzahl. In Fig.136 ist
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durch die gestrichelte Kurve c, (wagerecht) abhingig von ¢, (senkrecht)
wiedergegeben, Diese Darstellung empfiehlt sich dadurch, da8 ¢, in dem
flugtechnisch vor allem in Frage kommenden Gebiet der gesunden Stromung
mit wachsendem Anstellwinkel ziemlich gleichmiBig wichst. Ein anderer
Grund, warum die Wahl von ¢, als unabhingige Verdnderliche zweckmaBig
ist, wird sich aus dem Folgenden ergeben (§ 15).

Die Eigenschaften der Tragfligel wie auch die der ebenen Platten er-
weisen sich als stark von dem Seitenverhiltnis £:b abhangig, in dem Sinne,

daB der zu einem bestimmten Wert von ¢ Fig. 136.
gehorige Wert von ¢, um so kleiner ist, je o T T
kleiner £:b, d. h. je linglicher der Fligel ist. AL
Ahnliches gilt auch fir die zugehérigen s p
Anstellwinkel. Soweit es sich um die gesunde T p',
Stromung handelt, konnen theoretische Be- / /

trachtungen iiber die reibungslose Stromung = / T

um Tragfligel zur Aufklirung dieser Dinge & Aoa ,‘.4
herangezogen werden; der Reibungswiderstand yi
und etwaiger Druckwiderstand durch Ablésung | [ | |/

der Stromung bleiben dabei natiirlich un- [l 7/

beriicksichtigt, was beim Vergleich von Er- , / ) 14l
gebnissen der Theorie mit solchen der Versuche ZAERENEREA
immer zu beriicksichtigen ist. 2 ,‘.«\v'

Der einfachste Fall betrifft den Fliagel —{ N i
von unendlicher Spannweite bzw. den Fligel Polarkurve (ausgezogen) und
zwischeu parallelen dicht anschlieBenden  Momentenkurve (strichpunktiert),
Winden, was im wesentlichen auf dasselbe  Die Zablen ::j’dc,f“ ;ngucn:.emwho
hinauskommt. Die  stationdre Stromung der
reibungslosen Fliissigkeit fiir diesen Fall ist eine Potentialstromung mit
Zirkulation, vgl. zweiten Abschnitt, § 10. Wie gut diese von W. M. Kutta?)
und N. Joukowski?) entwickelte Theorie mit dem Versuch stimmt, mag
aus Fig.137%) entnommen werden, die Auftrieb und Widerstand eines Fliigels
zwischen Wiinden im Vergleich mit der Theorie nach Versuchen von A. Betz4)
abhingig vom Anstellwinkel darstellt. Das zugehorige Fliigelprofil (,Jou-
kowskiprofil“) ist das unterste von Fig. 131.

Der Widerstand ist theoretisch gleich Null, der praktische Widerstand
besteht in der Hauptsache aus Reibungswiderstand, der praktische Aufirieb
ist etwas kleiner als der theoretische, was ebenfalls auf Reibungseinfliisse
gurfickzufithren ist (Verkleinerung der Zirkulation durch die auf der Saug-
seite etwas breitere Reibungsschicht, die ebenso wirkt wie eine geringe

1y Sitzungsber. d. Bayr. Akad. d. Wiss. M.-Ph. KL 1910 u. 1911,

3) Zeitachr. f. Flugt. u. Motorluftsch. 1, 281, 1910; vgl. auch Joukowski,
Aerodynamique, Paris 1916,

3) Die Figuren 187, 138, 144, 145, 146, 147, 148 sind mit freundl. Erlaubnis
des Verlages Julius Springer (Berlin) dem Werke Karman-Levi-Civita: ,Vor-
trige aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik“ entnommen.

4) Zeitschr. f. Flugt. u. Motorluftsch. 6, 173, 1915.
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Gestaltinderung des Profils). Die theoretisch gerschnete und die praktisch
gemessene Druckverteilung an einem solchen Fligel fiir einen mittleren
Anstellwinkel ist in Fig.138 wiedergegeben.

Die Berechnungsmethoden fiir diese Potentialstromung mit Zirkulation
sind durch Arbeiten von v. Mises?), Geckeler?, Wilh. Miiller3),
Hohndorf*) u. a. so ausgebildet, dal man die Rechnung fir jedes
praktisch vorkommende Profil
mit der erforderlichen Ge-

{ nanigkeit durchfithren kann.

‘@/ / \ Ein elgenartiges Paradoxon
LI ergibt sich aus den hydro-
.éa / By (] Y

£

dynamischen Betrachtungen iiber
den Tragflichenauftrieb fiir die
unter einem Winkel ¢ gegen die
Anstromungsrichtung geneigte
ebene Platte, wenn die ideale
/ nichtreibende ~ Fliissigkeit zu-

e grunde gelegt wird. Die resul-
/ tierende Kraft setzt sich hier

aus den Druckunterschieden an
den einzelnen Stellen der Platte

o
~D
Q

/ zusammen. Die Drucke haben
aber iberall dieselbe Neigung «
gegen die Senkrechte, da sie

° uberall senkrecht auf der P'latten-
ebene gerichtet sind, also mul
auch die Resultierende R diese

04 Richtung haben, und daher neben

* dem Auttrieb A — R cose« auch

)'ée

Q

~
\\‘~

ein Widerstand W — Rsine
vorhanden sein.

Andererseits ergibt die Zir-

a
/ I /0{ kulationstheorie von § 10 des
4 Il Abschnitts und auch die

1 /// o > 50 709755 3lpe Impulsbetrachtung in §13, & des
7

. , leichen Abschnitts einen Auf-
peorerischertiderstond=0 o= fgrieb allein, und es ist auch nicht
—g2 moglich, in dieser Theorie einen
N IVViderstand' 1111nterzubr'ingen, 80

. . ange es sich um eine zwei-
Joukowski = Fldche dinigensionale Stromung handelt.
—44 Von Kutta wurde auch bereits
eine Potentialstromung um die
geneigte ebene Platte angegeben
und ein Auftrieb A= wovi.tsine

Auftrieb und Widerstand bei der ebenen Strémung, und ein Widerstand = 0 dafir

gefunden.
nach A. Betz. Die nihere Analyse dieser

Kuttastromung bringt auch die
Lésung des Paradoxons8). An der Hinterkante der Platte flieBt die Stromung glatt
ab, dhnlich wie in Fig.62, 8.60. An der Vorderkante ergibt sich aber eine Um-
stromung von der in %‘ig. 58, S.57 dargestellten Art, mit unendlicher Geschwindig-
keit an der Kante selbst. Der unendlichen Geschwindigkeit entspricht ein un-
endlicher negativer Druck. Man kann die Verhaltnisse klarer iibersehen, wenn
man statt der unendlich diinnen Platte eine von endlicher, aber kleiner Dicke an-

1) Zeitschr. £. Flugt. u. Motorluftsch. 8, 157, 1917 u. 11, 68 u. 87, 1920.

3) Ebenda 13, 137, 176, 191, 1922,

3) Zeischr. f. angew. Math. u. Mech. 8—8, 1923—1926.

+) Ebenda 6, 265, 1926. .

5) Von Kutta selhst angegeben (Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. Wiss. 1910,
2. Abh.; sieche dort S.25 und 42).
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nimmt und dabei die Gegend der Vorderkante nach einer der Stromlinien von
Fig.58 abrundet. Dann hat man es nur mit endlichen Geschwindigkeiten und
Unterdrucken zu tun. Die Unterdrucke auf dem endlich breiten Vorderende setzen
sich nun zu einer ,Saugkraft® zusammen, die der Widerstandskomponente der
Druckresultierenden auf dem Hauptteil der Platteaoberfliche entgegenwirkt. Die
nithere Durchrechnung ergibt nun, daB die resultierende Saugkraft von der Platten-
dicke praktisch unabhingig ist, indem die Unterdrucke um so hoher werden, je
kleiner der Kriimmungsradius an der Vorderkante wird. Es liegt daher nahe, auch
im Grenzfall der unendlich diinnen Platte mit einer Saugkratt von der gleichen
GroBe zu rechnen. Die Grofie der Saugkraft ergibt sich mit dem obigen Wert
von A zu 8 = A sin ¢, ihre Richtung liegt in der Plattenebene; die Resultierende
der iibrigen Druckkrifte, die senkrecht zur Platte steht, ergibt sich zu B = Acosa.
Die wagerechte Komponente von R ist Rsine« = A4 cos e sine nach hinten, die
wagerechte Komponente der Saungkraft ist Scose — A sin acos « pach vorne, eso
daBg die gesamte wagerechte Kraft gleich Null wird.

Fig. 138.

~
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Druckverteilung gem#f Theorie und Messung, nach A. Betz.

Dieses Resultat bezieht sich natiirlich nur auf die Potentialstrémung der
idealen Fliissigkeit mit Zirkulation. Bei der wirklichen Strémung um eine vorne
zugeschirfte Platte treten natiirlich keine unendlich hohen negativen Drucke auf,
sondern es ergibt sich eine Ablésung der Strémung; diese legt sich allerdings bei
kleinen Anstellwinkeln durch Vermittlung eines turbulenten Vorgangs wieder an
die Saugseite an, so daB eine der theoretischen in dem grofen %ﬁgen nicht un-
dhnliche Stromungsform mit &hnlich groBem Auftrieb entsteht. Bei dem Aue-
bleiben der Saugkraft erhilt man wpatiirlich hier einen Widerstand, der den
Reibungswiderstand um Afge iibersteigt. Das Aquivalent dieses zusitzlichen
Widerstandes ist in der Geschwindigkeitseinbule zu suchen, die durch den tur-
bulenten Vorgang auf der Saugseite entsteht.

Der Wert der theoretischen Betrachtung iiber die Saugkraft besteht einerseits
in der Aufklirung des obigen Paradoxons, andererseits aber in der Einsicht iiber
die Bedeutung der vorderen Abrundung der Fliigelprofile. Bei gut abgerundeten
Profilen kommt die Saugkraft auech praktisch durchaus zur Geltung. Wenn die
Resultierende eines Fligels mit 6° Anstellwinkel nur 20 gegen die Senkrechte
geneigt ist, was hiufig beobachtet wird, so ist darin deutlich die Wirkuog der

augkraft za erkennen.

Prandtl, Stromungslehre. 10
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§15. Tragfiigeltheorie!). Bei endlicher Spannweite des Tragfliigels
bildet sich an der Hinterkante eine Trennungsfliche aus, wie sie in §6 des
vorigen Abschnitts im AnschluB an Fig.40 beschrieben ist. Durch das dort
geschilderte Einrollen der Trennungsfliche entstehen zwei Wirbel, die sich in
der ganzen Linge der Flugbahn nach hinten erstrecken. Da in jedem Zeit-
abschnitt ein Stiick dieser Wirbel neu gebildet werden muB, ist nach dem
Energiesatz leicht einzusehen, daf hierfiir dauernd Arbeit geleistef werden
muB; diese Arbeit kann nur in der Uberwindung eines Widerstandes be-
stehen. Es ergibt sich also die Tatsache, dal der endliche Tragfliigel
auch in der reibungslosen Flissigkeit
einen Widerstand erfihrt. Eine an-
geniherte Berechnung dieses Widerstandes ist
in der im folgenden dargelegten Weise moglich.

Aus § 10 des vorigen Abschnitts wissen wir;
daf in der reibungslosen Flussigkeit der Auf-
trieb immer senkrecht zur Richtung der Ge-
schwindigkeit v steht. Beim endlichen Trag-
fliigel weicht die Fliissigkeit auf der Druckseite
nach auflen aus und stromt iiber die Fliigel-
spitzen zur Saugseite. Diese Bowegung kann als ein Nachgeben der Flissig-
keit unter dem Druck des Fliigels gedeutet werden, ihr entspricht auch
eine Geschwindigkeitskomponénte in Richtung dieser Druckkraft; die resul-
tierende Strémung am Fligel setzt sich daher aus der ungestorten Ge-
schwindigkeit » und der durch den Fliigel selbst hervorgerufenen Geschwindig-
keit w (4 v) zusammen und hat daher die Neigung tg ¢ — wjv (vgl. Fig. 139).
Die resultierende Luftkraft steht senkrecht zu dieser Richtung und hat daher

Fig. 139.

zwei Komponenten, den Auftrieb 4 und den Widerstand W= 4 {gp =— A i:—-

Die Aufgabe der Tragfligeltheorie besteht nun darin, die vom Tragfliigel
pinduzierte® Geschwindigkeit w zu ermitteln.

Die Ermittlung der induzierten Geschwindigkeit w gelingt unter der ver-
einfachenden Annahme, daB der Aufirieb A so klein ist, daB alle Ablenkungen
der Stromung nur klein sind und daB es daher geniigt, bei allen GréSen
nur die jeweils niedrigste Ordnung zu beriicksichtigen, wihrend alle Beitrige,
die von héherer Ordnung klein sind, vernachlissigt werden. Diese Annahme
schlieft z. B. ein, daf man bei den Winkeln, die die relativen Stromlinien
mit der Bewegungsrichtung bilden, Sinus, Tangens und Bogen verwechseln
und den Kosinus == 1 setzen darf.

Das Feld der von einem Tragfliigel induzierten Geschwindigkeiten laft
sich nun aus dem Wirbelsystem berechnen, das man fiir den Tragfliigel und
seine Trennungsfliche substituieren kann. Aufirieb ist immer mit Zirkulation
verkniipft, und zwar ist nach dem Kutta-Joukowskischen Satz, der auch

1) Vgl. Prandtl, Gotting. Nachr. 1918, S. 451 u. 1919, S. 107, wieder abgedruckt
in ,Vier Abhandlupgen zur Hydrodynamik“, Gottingen 1927, ferner Kérmaén-
Levi-Civita, Hydrodyn. Vortrige (Innsbruck 1921), Berlin 1928, Vortrige von
Trefftz und Wieselsberger.
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hier gilt, der Auftrieb pro Lingeneinheit = @ I'v (I" = Zirkulation, vgl. § 10
und § 13, a des vorigen Abschnitts). Der Flagel wirkt deshalb auf die Fliissig-
keitsteile, die weiter von ihm entfernt sind, wie ein Wirbellinienstiick von der
Wirbelstirke (Zirkulation) I. Da im iibrigen fiir einen solchen Wirbel, der
in Wirklichkeit ein Fligel ist, der Helmholtzsche Satz, daB der Wirbel
immer aus denselben Fliissigkeitsteilchen besteht, nicht gilt, spricht man hier
von einem ,tragenden Wirbel“, im Gegensatz zu den ,freien Wirbeln*, die
dem Helmholtzschen Satz unterworfen sind.

Das einfachste Wirbelschema eines endlichen Tragfliigels besteht nun
aus einem tragenden Wirbel von der Stirke [” mit zwei von den Fliugel-
spitzen nach hinten parallel ins Unendliche laufenden
freien Wirbeln von der gleichen Stiirke, vgl. Fig. 140.
(Der Satz, daf ein Wirbelfaden nirgends endigen
kann und auf seiner ganzen Erstreckung die gleiche
Stirke haben muB, ist rein kinematischer Natur A
und gilt deshalb fiir ein aus freien und tragenden . v o
Wirbeln zusammengesetztes Gebilde ebenso wie fiir verf::,f::}%::g:g;fbymm
freie Wirbel.) In Wirklichkeit pflegt die Auftriebs-
intensitit nach den Fligelspitzen zu abzunehmen. Dies 1afit sich in dem
Wirbelbild durch Uberlagerung sehr vieler Wirbelgebilde mit infinitesimaler
Stirke nach Fig.140 erreichen, von denen jedes eine andere Spannweite hat
als die iibrigen (vgl. Fig.141). Wenn man so verfihrt, so erbilt man eine
Naherungsdarstellung der frither besprochenen Trennungsfliche, bei der aber
bewult darauf verzichtet wird, die Umgestaltung, die die Trennungsfliche
mit wachsendem Abstand vom Fligel erfihrt, zu
beriicksichtigen. Je kleiner der Auftrieb ist, desto
langsamer geht diese Umgestaltung vor sich, so daB
man im Grenzfall sebr kleinen Auftriebs in der
Tat diese Umgestaltung ganz vernachldssigen kann,
wenn es gilt, das Geschwindigkeitsfeld in der Nahe
des Fligels zu berechnen.

Fur die hier vorliegende Aufgabe braucht man nur die Geschwindigkeit
parallel zur Auftriebskraft am Orte des Tragfligels zu berechnen. Unter
Zugrundelegung eines Wirbelsystems nach Fig. 140 ergibt sich fir die Mitte
des Tragfliigels das Folgende. Ein nach vorn und hinten unendlicher gerader
Wirbel von der Stirke I” gibt im Abstand a eine Geschwindigkeit w = I'/2 m a,
vgl. § 11 des vorigen Abschnitts. Ein von der ,Querebene* durch den Fligel
nur nach hinten sich erstreckender Wirbel gibt aus Symmetriegriinden in der
Querebene gerade die Hilfte des obigen Betrags, also I'/4ma. Ist b die
Spannweite des Tragfliigels, so ist fiir die Mitte des Tragfliigels & — b/2, und
es kommen zwei Betrige von dem rechten und linken Wirbel zusammen, so

r r . . 4
Z;—b./—é =3 wird, Mit ' = 537) nach dem Kutta-

Fig. 140.
0o
v

Verfeinertes Wirbelsystem.

daB also wy, == 2 -

Joukowskischen Satz wird w, — Neben der Mitte ergeben sich

ﬂ:gvb*'
10*
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groBere Geschwindigkeiten, wie leicht nachzurechnen ist, und in der Nihe
der Fligelenden gehen sie gegen Unendlich. Das heifit nur, da8 die An-
nahme eines bis zum Fligelende konstanten Auftriebs unzulissig ist. Die
genauere, an Fig. 141 ankniipfende Theorie zeigt, daB man ein tiber die ganze
Spannweite konstantes w erhilt, wenn man den Auftrieb nach einer halben
Ellipse (vgl. Fig. 142) tiber die Spannweite verteilt. Da hier die Zirkulation
in der Mitte 4/m-mal groBer ist als der Mittelwert und im iibrigen die einzelnen
Wirbelfaden durchschnittlich ndher zur Mitte liegen, wird w groBer als w,
und zwar ergibt sich durch Integration #ber alle

Fig. 142. .
Wirbelfiden 1) gerade
w == 2w, = *%A—Q 1)
D J— - mevb
Damit wird
Elliptische Auftriebs- ) w 2A A 9
verteilung. g9 = v — mh = ;pd"l“ﬂ (2)

Da w, wie erwihnt, bei elliptischer Auftriebsverteilung iiber die ganze Spann-
weite konstant ist, ist es auch ¢gg. s ist also die obige Beziehung

W=Ay o
unmittelbar anwendbar, und es ist daher
A2
= R ®
Dieser Widerstand eines Tragfligels in der reibungslosen Flissigkeit heilt
sinduzierter Widerstand“ (der Name kommt von der Ahnlichkeit der Be-
zieshungen zwischen den Wirbelfiden und den Geschwindigkeiten mit den
zwischen elektirischen Leitern und ihrem Magnetfeld). Eine nihere Unter-
suchung hat ergeben, daf der Widerstand nach Formel (3) das Minimum des
induzierten Widerstandes darstellt, das bei irgendeiner Verteilung des Auf-
triebs 4 in der Spannweite b erreicht werden kann; die Minimumseigenschaft
hingt dabei ursdchlich mit der Konstanz der induzierten Geschwindigkeit
iiber die Spannweite zusammen. Da ibrigens eine Grife in der Nihe des
Minimums sich meist nur wenig zu dndern pflegt, ist Formel (3) auch fir
andere Auftriebsverteilungen, wenn sie nicht allzusebr von der elliptischen
abweichen, als Niaherungsformel zu brauchen. Fir rechteckige Fliigel von
nicht alizu grofem Seitenverhiltnis ist dies z. B. der Fall
Formel (3) zeigt, dab der mit der Erzeugung eines bestimmten Auftriebs
verbundene induzierte Widerstand um so kleiner ist, auf eine je grofere

1) Der Beitrag eines Wirbelfadens von der Stirke —Z—f,— dz’ zu der Ge-

schwindigkeit an der Stelle x ist gemiaf Obigem
1 ar ,,
inz—2) dz .
Dieses ist iiber die ganze Spannweite zu integrieren, wobei die Stelle ' = z noch

eine besondere Betrachtung erfordert, vgl die zitiertéen Abhandlungen. (Es zeigt
sich, daB von dem Integral der ,Hauptwert* genommen werden muB.)
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Spannweite der Auftrieb verteilt wird. Dafl alle Flugzeuge Tragfligel von
verhaltnismiBig grofer Spannweite bei geringer Tiefe aufweisen, hat hierin
seinen Grund. Die Tiefe des Tragfligels in der Flugrichtung kommt in
Formel (3) nicht vor, was so zu verstehen ist, daB es nur darauf ankommt,
welcher Stromungszustand hinter dem Fltigel zuriickbleibt, nicht aber, ob
dieser Zustand durch groBe Druckunterschiede in einer wenig tiefen Zone oder
durch sanfte Drucke in einer etwas tieferen Zone erzeugt worden ist.

Die Betrachtung der hinter dem Tragfliigel zuriickbleibenden Stérung fiihrt
zu einer anderen anschaulichen Darstellung der hier obwaltenden Beziehungen.
Statt daB eine Stelle der Bahn des Fliigels nach der anderen in rascher
Aufeinanderfolge Drucke durch den Fliigel erfahrt, kann man sich denken,
daf alle Stellen der durchlaufenen Bahn gleichzeitig eine kurze Zeit lang
solche Drucke erfahren,
Die so entstehende Be-
wegung ist eine ebene
Potentialbewegung (vgl.
§9,c des vorigen Ab-
schnitts); die Fliche, auf
der die Drucke ausgeiibt
worden sind, ist dabei zu
einer Trennungsfliche ge-
worden. Fig. 143 1) stellt
eine solche Strémung
dar. Man kann die ,StoB-

Fig. 143.

drucke¥ j“pdt einerseits Stromung hinter dem Tragfliigel.
[
mit dem Stromungspotential, andererseits mit der Auftriebsverteilung in
Verbindung bringen und so Formeln gewinnen, die den frither erwihunten
gleichwertig sind. Hier soll lediglich eine vereinfachte Impuls- und Energie-
betrachtung Platz finden, in der angenommen wird, dal sich nach dem
Voriibergang des Tragfliigels eine Flissigkeitsmenge vom Querschnitt F)
mit der Geschwindigkeit w; in der Richtung der auf die Flissigkeit aus-
geiibten Kraft bewege, die iibrige Flissigkeit aber in Ruhe bleibe. (In Wirk-
lichkeit hat man es mit einer Geschwindigkeitsverteilung zu tun, in der die
Geschwindigkeiten in der Niahe der Bahn des Tragfligels von der GriSen-
ordnung w; sind und nach aulen asymptotisch gegen Null abnehmen.) Die
sekundlich neu in Bewegung gesetzte Masse ist gemiB unserer Annahme
m = ¢ Fiv. Der Impuls in der Richtung von w,, der der Wirkung des Auf-
triebs 4 in einer Sekunde dquivalent ist, ist also mw, — ¢ F,vw,, die erzeugte
kinetische Energie ist
w?

w? !
m— = oF,v 3

1) Nach Jahrbuch der Wiss. Gesellschaft fiir Luftschiffahrt 1920 mit freundl.
Erlaubnis der Verlagsbuschbandlung Julius Springer, Berlin.
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Diese muf gleich der sekundlichen Arbeitsleistung des induzierten Wider-
standes am Tragfligel sein, also

oF,; vj%lj = Wy;
nimmt man
o Fyvw, = A
hinzu, so kann 1w, eliminiert werden, und man erhilt
Az A?
== S oniF, = TF (4)
Der Vergleich von Gl. (3) und (4) zeigt, dal beim Eindecker mit elliptischer

Auftriebsverteilung die Hilfsfliche ¥, =— —’E b? gesetzt werden mub, also gleich

der Flache des Kreises ist, der tuber der Spannweite als Durchmesser be-
schrieben werden kann. Die Formel (4) gilt itbrigens, kleinen Auftrieb
vorausgesetzt, ganz aligemein fir jedes geradlinig bewegte Fliigelsystem. Es
mub nur jedesmal die Fliche F, besonders ermittelt werden.

Bei einem Doppeldecker steht jeder Fliigel auler seiner Wirkung auf
sich selbst auch unter derjenigen des anderen Fliigels (Selbstinduktion und
gegenseitige Induktion); unter der Annahme kleinen Auftriebs tiberlagern sich
die Einzelwirkungen additiv, and der induzierte Widerstand besteht aus vier
Beitragen:

W= Wi+ Wi+ Wo, + Wy,
(W, = Widerstand des 1. Flagels unter der Wirkung des 2. Fligels usw.).
Die Rechnungen fir Doppeldecker sind sehr weit durchgefithrt und haben
eine Reihe bemerkenswerter Bezichungen zutage gefordert, doch kann hier
darauf nicht niiber eingegangen werden?). Ein praktisches Ergebnis wird
am Schlusse des nichsten Paragraphen mitgeteilt werden.

§16. Praktische Anwendung der Tragfliigeltheorie; Bestlitigung
durch den Versuch. Will man die Ergebnisse der Tragfligeltheorie prak-
tisch anwenden, so muB man beriicksichtigen, daB bei den wirklichen Fliussig-
keiten Reibungswiderstand und auch Widerstand durch Ablésung der Stromung
vorhanden ist. Dieser Widerstandsanteil kann isoliert beobachtet werden
durch Versuche mit Tragfliigeln zwischen parallelen Winden, vgl. § 142); bei
diesen ist der induzierte Widerstand gleich Null, wenigstens in einem allseitig
geschlossenen Kanal$).

Beim endlichen Tragfliigel kommt zu diesem Widerstand W,, den man
nProfilwiderstand“ nennt, der induzierte Widerstand W; dazu:

W= W, + W

1) Vgl. hieriber etwa Prandtl, Gott. Nachr. 1919, 8.107—123 oder Ergeb-
nisse d. Aerodyn. Vers.-Anstalt 2, 9, 1923 und 3, 9, 1927; auch B. Eck, Zeitschr.
f. Flugtechn. u. Motorluftsch, 1925, 8. 183, .

%) Eine andere Methode, die den Impulssatz auf das Gebiet verminderter
Geschwindigkeit hinter dem Fligel anwendet, ist in § 20, ¢ niher geschildert.

%) Bei einem oben und unten freien Strahl zwischen parallelen Seitenwanden ist
ein induzierter Widerstand nach Formel (4) des vorigen Paragraphen mit Fy = Strabl-
querschnitt vorhanden.
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Damit diese additive Zusammensetzung erlaubt ist, darf man aber nicht Zu-
stinde bei gleichem Anstellwinkel vergleichen, sondern es mufl der Strémungs-
zustand am Fliigelelement derselbe sein: wenn dies der Fall ist, dann ist auch
(unter Vernachlissigung kleiner Grofen) die Auftriebsintensitit am Fliigel-
element dieselbe. Wir erkennen also, dal man zweckmiBig von der Auftriebs-
intensitat, also z. B. von der Auftriebszahl ¢, ausgeht, wenn man die Be-
ziehungen der Tragfliigeltheorie verwerten will. (Die Auftriebszahl ¢, stellt
allerdings bereits eine Mittelbildung iiber verschieden grofe Auftriebsinten-
sititen von der Mitte bis zu den Fliigelenden dar; da aber in dem Gebiet der
gesunden Stromung ¢, ungefihr linear mit & geht und die Profilwiderstands-
zahl ¢y, nicht stark verdnderlich ist, ist diese Mittelwertsbildung nicht be-
denklich). Geht man in Formel (3) von § 15 von 4 und W; zu ¢; und ¢,y
fiher (4 = ¢4 F'pg und Wy == c,; F'pg), 8o ergibt sich
aF
=

und daher, nach dem Vorstehenden, fiir ein gegebenes c,

coF
cw=0w0+cm.—_-cw0+;“1§- .......... (1)

Diese Formel kann zur Berechnung der Widerstandszahl eines endlichen Trag-
fligels aus der des unendlich langen verwendet werden. Noch genauer ist
sie aber fiir die Berechnung der Widerstandszahl eines endlichen Fligels aus
einem Versuch mit einem anderen endlichen Fligel mit anderem F/b?, denn
hier ist die Verteilung des Auftriebs @iber die Spannweite in beiden Fillen
ungefihr dieselbe, und die oben in der eingeklammerten Bemerkung erwihnte
Mittelwertbildung findet in gleicher Weise fiir das Gegebene und das Gesuchte
statt. Man #berzeugt sich durch zweimalige Anwendung von Gl. (1), einmal
auf den Fligel 1 (Spannweite b,, Fliche F;) und dann auf den Flugel 2
(Spannweite by, Fliche F3), wenn gemil dem friither Gesagten c49 == ¢4 go-
setzt wird, dafl hier die Beziehung besteht:

¢y / F. F
Cw2 = Cuw1 + ;"(_b:?’__ _b—li) .......... (2)
1

Fir rechteckige Flugel ist F' = b.{, hier wird also, wie bemerkt werden mag,

g— = %, also gleich dem ,Seitenverhiltnis“. Die Umrechnungsformel (2) hat
sich in dem praktisch am meisten in Betracht kommenden Bereich von Seiten-
verhiiltnissen 1:3 bis 1:7 fiir alle vorkommenden Aunftriebswerte sehr gut
bewihrt, obwohl sie zunichst nur fiir verschwindend kleine Auftriebe ab-
geoleitet ist. Die Ablenkungen der Stromlinien durch solche Fligel sind eben
hier im Bereich der gesunden Stromung, wenn man von der unmittelbaren Nach-
barschaft des Fliigels absieht, noch ziemlich klein. Bei einem Seitenverhiltnis
1:2 oder gar 1:1 hat die Ersetzung des Fliigels durch eine ,tragende
Wirbellinie* etwas zu Gewaltsames, und man kann nicht verlangen, daB hier
noch Ubereinstimmung mit den Formeln erreicht werden kann; trotzdem sind
die Abweichungen selbst in diesen Fallen nicht allzu bedeutend. Die im
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folgenden mitgeteilte Gottinger Versuchsreihel) mag das MaB der Uberein-
stimmung mit Formel (2) erweisen. In Fig.144 sind die Polarkurven fiir
eine Reihe von Fligeln von gleichem Profil und vom Seitenverhaltnis 1-1
bis 1:7 wiedergegeben. In Fig. 145 sind diese siimtlichen Messungen nach
Formel (2) auf das Seitenverhéltnis 1:5 umgerechnet, und man sieht, daB die
Mehrzahl der Versuchspunkte sich eng an die gemessene Kurve 1: 5 anschliefit.
Etwas weiter abseits liegt nur das Quadrat.

Fig. 144. Fig. 145.
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Polarkurven von sieben rechteckigen Umrechnung der Versuchsergebnisse
Tragfitigeln von Fig. 144
verschiedenen Seitenverhiltnisses, auf das Seitenverhiltnis 1: 5.

Die Zahlen sind das Hundertfache von ¢, und c,,.

Eine andere Nutzanwendung dieser Beziehungen besteht darin, daf man
bei den Polarkurven, die aus den Versuchen erhalten werden, die ,Parabel
des induzierten Widerstandes beifiigt, wodurch dann gemiaB Gl (1) dieses
Paragraphen zwischen der Parabel und der Versuchskurve der Profilwider-
stand abgelesen werden kann. In Fig. 146 ist diese Parabel zu der Polar-
kurve von Fig. 136 hinzugezeichnet.

Die Umrechnung der Aunstellwinkel fiir gleiches ¢, gelingt ebenso wie
die der Widerstandszahlen, Hier fihrt die folgende Uberlegung zum Ziel:
Dem Anstellwinkel des unendlich langen Fliigels in wagerechter Stromung
entspricht beim endlichen Fliigel der Winkel o zwischen der Profilsehne und
der unter dem Winkel @ geneigten Stromungsrichtung (vgl. Fig. 139, S.146).
Wir miissen also erwarten, daB die Abhéngigkeit zwischen ¢; und dem

1y Ergebnisse der Aerodyn. Vers.-Anst. 1, 50, 1921.
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awirksamen Anstellwinkel® o' = & — ¢ bef allen in Betracht kommenden
Seitenverhiltnissen dieselbe sein wird. Nach Gl (2) von § 15 ist

A o F Fi
—_— T =t g. 148.
g mpgb?  mb?’ : Y@
2 :
also ist, wenn o' = f(c,) geschrieben wird, 2 'w—lﬁ- /44
P F //M
) — e - -
v =o'+ =" )+ "% -(8) A
Will man wieder fiir gleiches ¢, einen An- ¥ / o
stellwinkel o, eines Fliigels 2 aus einem Ver- | |//,
such mit einem anderen Fliigel 1 berechnen,
so ergibt sich T
— ¢ (Fy FL) s
u’—'u‘—l—n(bzﬁ 5s) - (4)
s
Auch Gl (4) ist durch Versuche gut bestitigt. @ 2,
Fig. 147 gibt den Verlauf von ¢, mit dem
Anstellwinkel bei den vorhin erwihnten Ver- ~

suchen mit sieben Fligeln wieder; Fig. 148 [ .\ 0 4 1 30 terton Wider
zeigt die auf das Seitenverhiltnis 1:5 um- standes.
gerechneten Anstellwinkel. Auch hier ist die

Ubereinstimmung in den frither erwihnten Grenzen recht befriedigend.

Bei irgendwelchen zusammengeselzten Tragfliigelanordnungen, wie z. B.
bei Doppeldeckern, lassen sich sehr éhnliche Beziehungen angeben. Es zeigt
sich, daf man die Formeln (1) und (2) auch firr solche zusammengesetzte

Fig. 147.
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Auftriebszahlen von rechteckigen Tragfliigeln verschiedenen Seitenverhiltnisses,
abhingig vom Anstellwinkel.
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lj; statt 55 gesetzt wird, wobei

b

% ein nur von der Anordnung abhingiger Zahlwert ist; Bei den giinstigen
Anordnungen ist x regelmiBig kleiner als 1. Fir Doppeldecker von gleicher
Spannweite beider Fliigel kann gendhert
0,975+ L44 hd
14 8,6h/b
gesetzt werden; b ist dabei die Spannweite, & der Abstand der beiden Fliigel
voneinander. Die Formel kann von b =25 bis b = 15k verwendet werden.

Flagelanordnungen verwenden kann, wenn %

Fig. 148.
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Umrechnung der Versuchsergebnisse von Fig. 147 aut das Seitenverhiltnis 1:5.

An Stelle der Formeln (3) und (4) konnen ebenfalls mit gewisser Annéherung
ahnliche Formeln gebraucht werden, aber mit einem Wert %' an Stelle von x,
der groder als x ist [Einfluf der Stromlinienkriimmung, verursacht durch den
anderen Fligel]?).

§ 17. Propeller. Im Gegensatz zu den Tragfligeln, die eine zur
Bewegungsrichtung senkrechte Kraft erzeugen sollen, haben die Propeller die
Aufgabe, sine Kraft in der Bewegungsrichtung hervorzubringen und damit
also Nutzarbeit zu leisten. Ist die Kraft = S (,Propellerschub“) und die
Relativgeschwindigkeit des Fahrzeuges gegen das Medium — v, so ist die
sekundliche Nutzarbeit oder ,Nutzleistung“ L, == Sv. Nach dem Impuls-
satz arbeitet der Propeller so, da er dauernd neue Flussigkeitsmassen in
Bewegung setzt. Ist die sekundliche Masse = M und die erteilte Geschwin-
digkeit , so wird der Propellerschub S gleich dem Impuls Mw. Mit der
Erteilung der Geschwindigkeit w ist eine kinetische Energie der in Bewegung

1) Vgl. Ergebnisse der Aerodyn. Versucheanstalt 8, 9.
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gesetzten Flissigkeitsmassen verbunden, deren Erzeugung einen zusitzlichen
Envergieaufwand bedeutet. Pro Sekunde wird hierfir eine Leistung

2
'=M “ZL verbraucht. Ist der Propellerschub, also das Produkt Mw

gegeben, so wird L' offenbar um so kleiner, je kleiner w, also je groBer
M ist. Es gilt also, tunlichst grofle Massen M zu erfassen und diesen eine
kleine Geschwindigkeit zu erteilen, um die aufzuwendende Leistung L, + L’
moglichst zu verringern. Diese Leistung ist noch nicht der Gesamtaufwand;
dieser enthilt noch einen dritten Anteil L”, der durch Reibung und Ver-
wirbelung verbraucht wird. Man versteht unter dem Wirkungsgrad n das
Verhaltnis der Nutzleistung zum Aufwand, also
Lo

=K+L'+L” ...... .. (1)
Neben diesem ,Gesamtwirkungsgrad“ unterscheidet man noch den theoretischen

Wirkungsgrad

n

- L,
nth._.L—o-.—_PT]—.... A )
und den hydraulischen Wirkungsgrad oder Giitegrad
L+ U
Ny == To+ iR T 7 (3)

Wie leicht zu sehen, ist 1§ == ny,-%4. Fir den theoretischen Wirkungsgrad

2
1aBt sich wegen L' =— M %— == S-% (siehe oben) auch schreiben
. S-v ~_ v @
"= et Sw2  wtwe

Hieraus ist zu ersehen, daB 7, immer nahe an 1 gebracht werden
kann, wenn w klein gegen v gemacht wird, was nach dem Friitheren da-
durch erreicht wird, dal man grole Flissigkeitsmassen erfaft, also den
Querschnitt des vom Propeller verarbeiteten Flissigkeitsstroms grof macht.
In Wirklichkeit sind dem freilich durch technische Gesichtspunkte haufig
ziemlich enge Grenzen gezogen, auch haben zu grofe Propelier einen kleineren
hydraulischen Wirkungsgrad, wodurch unter Umstinden der Gewinn wieder
a.nfgehobe.n wird,

Die wichtigsten Arten der Propeller sind der Schaufelradpropeller
und der Schraubenpropeller. Der erstere findet sich bei dem ,Rad-
dampfer“ und wirkt so, daB die Schaufeln des Rades der Reihe nach in das
Wasser eintauchen und dem zwischen den Schaufeln befindlichen Wasser eine
Geschwindigkeit nach hinten erteilen. Die Schaufelkanten erzeugen dabei
Trennungsflichen (vgl. vorigen Abschnitt § 6); das Wasser zwischen den
Schaufeln erhilt anniahernd die Geschwindigkeit der Schaufeln und behalt
diese nach dem Herausziehen der Schaufeln zunichst bei (spiter erfolgt
patiirlich Vermischung mit dem iibrigen Wasser entsprechend den Aus-
fithrungen von § 5 des vorliegenden Abschnitts). Bei einer Fahrgeschwindigkeit
des Schiffes — v und einer Riickwartsgeschwindigkeit des angetriebenen
Wassers == w wird also die Umfangsgeschwindigkeit des Rades annihernd
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= v + w; wird die Umfangskraft — S gesetzt (genau genommen ist Snur die
wagerechte Komponente der Schaufeldriicke, deren Richtung im allgemeinen
gegen die Wagerechte abweicht!), so ergibt sich ein Leistungsaufwand
Se v
Setw ov+w
gleich mit dem Fritheren lehrt, daB hier im ganzen die Leistung L, + 2 L'
aufzuwenden ist, wovon das zweite L' auf Rechnung der durch die Schaufeln
erzeugten Wirbel zu setzen ist. Durch allerhand Nebeneinfliisse ergeben sich
noch weitere Verluste. Der Wirkungsgrad kann aber durch Wahl eines
kleinen w, d. h. groBer wirksamer Schaufelflichen immerhin ganz gut gemacht
werden (z.B. Anordnung von Schaufelridern hinter dem Schiff in der ganzen
Schiffsbreite, wie dies bei neueren Donaudampfern ausgefithrt ist). Die grofien,
langsam umlaufenden Rider sind aber vom maschinenbaulichen Standpunkt
aus unerwiinscht, so daf man sie nur bei FluB- und Binnenseedampfern aus-
fithrt, wo des geringen Tiefgangs des Schiffes wegen Schraubenpropeller nicht
anwendbar sind.

Diese letzteren sind da, wo der erforderliche Tiefgang vorhanden ist, durch
ihren kleineren Durchmesser und ihre grofiere Drehungszahl (die leichtere

Antriebsmaschinen ergibt) iiberlegen. Fiir

Fig. 149. den Antrieb von Luftfahrzeugen kommen

praktisch allein die Schraubenpropeller in
Betracht.

Die Schraubenpropeller erzeugen ihren
Schub nach dem Tragfligelprinzip, das nur
ingofern abgesandert ist, als die ,Schrauben-
fligel“ sich durch die Drebung des Pro-
pellers bei gleichzeitigem Fortschreiten auf
Schraubenlinien fortbewegen, statt der
geradlinigen Bewegung der Tragfliigel. Von
den Enden der Fliigel gehen auch hier Wirbel aus (vgl. Fig. 149); die in der
Nahe der Nabe austretenden Wirbel der verschiedenen Fliigel, die gleichen
Drehsinn haben, vereinigen sich dabei zu einem ,Nabenwirbel“; die #uferen
Wirbel umschlingen schraubenférmig die ganze durch den Propeller hindurch-
gegangene Fliissigkeitsmassel). Wenn wir voriibergehend sehr viele Propeller-
fliigel annehmen, dann schlieBen die 4uBeren Wirbel einen nahezu geschlossenen
Strahl ein (die enge Folge von Wirbeln ist nahezu einer Trennungfliche iqui-
valent, vgl. vorigen Abschnitt § 11, ¢). Der Strahl ist gegeniiber der iibrigen
Flissigkeit in fortschreitender und drehender Bewegung. Die fortschreitende
Bewegung hingt unmittelbar mit der Aufgabe des Propellers zusammen,
eine Schubkraft zu erzeugen; die drehende Bewegung ist ein notwendiges
Ubel; in giinstigen Fillen ist ihre kinetische Energie verhiltnismiBig gering.

Eine wirklich befriedigende Theorie der verwickelten Vorginge im
Schraubenpropeller ist bisher nicht vorhanden. Soweit man die vom Propeller

Der Ver-

= S (v + w), also ein Wirkungsgrad 7 =

Wirbelsystem einer Luftschraube.

1y Vgl H. Fottinger, Vortrag auf der flugwissenschaftl. Versammlung zu
Gottingen 1911 (Miinshen 1912, 8. 40).
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erzeugten Zusatzgeschwindigkeiten als sehr klein gegen die Fahrgeschwindig-
keit ansehen kann (schwach belasteter Propeller), lassen sich Uberlegungen
anwenden, die mit denen der Tragfliigeltheorie verwandt sind !); jedoch sind
die praktisch angewandten Propeller meist nicht schwach belastet. Hier mag
es ausreichen, zwei Gesichtspunkte etwas niher herauszuarbeiten, die einen
gewissen Uberblick iiber die obwaltenden Verhiltnisse vermitteln.

Der erste ergibt sich aus der Anwendung von Impuls- und Energiesatzen
auf eine idealisierte Schraube, bei der angenommen wird, da8 sie jedem durch
den Schraubenkreis hindurchtretenden Fliissigkeitsteilchen eine Druckerhéhung
erteilt. Eine solche Druckerhthung durch die Wirkung eines Fliigelsystems
ist nach den Darlegungen von § 13, a des vorigen Abschnitts verstindlich.
Zur Vereinfachung soll nun angenommen werden, da8 alle durch den
Schraubenkreis hindurchtretenden Fliissigkeitsteilchen genau die gleiche Er-
hohung ihres Druckes erfahren, was in den iiberwiegenden Teilen des
Schraubenkreises durch geeignete Wahl der Flugelbreite moglich, ist. In der
Nihe der Nabe, wo die Umlaufgeschwindigkeit der Fliigel ungeniigend ist, und
an den Fligelspitzen, wo die Flissigkeit dem Fliigel ausweichen kann, ist
dies allerdings nicht méglich, doch kann man diese Umstinde dadurch beriick-
sichtigen, daB man als ideale Schraubenkreisfliche F' eine Fliche wihlt, die
nach Abzug der unwirksamen Gebiete von der wirklichen Schraubenkreis-
fliche ibrigbleibt.

Weiter soll die Rotationsbewegung, die die Schraube der Fliissigkeit in
Wirklichkeit erteilt, unberiicksichtigt bleiben. Man hat also jetzt einen
Idealpropeller, der jedem durch eine gegebene Kreisfliche F' hindurchtretenden
Flussigkeitsteilchen eine Druckerbshung (d.h. Erhéhung der Konstanten der
Bernoullischen Gleichung) — 4 p erteilt, wihrend natiirlich die auBerhalb
des Propellerkreises vorbeistromenden Flissigkeitsteilchen eine solche Ver-
anderung nicht erfahren. Da sich in einiger Entfernung vom Propeller
der Druck vollig ausgleicht, erhilt man also einen Strahl mit erhéhter Ge-
schwindigkeit hinter dem Propeller. Die durch den Schraubenkreis gehenden
Stromlinien bilden dabei die Strahlgrenze (vgl. Fig. 160). Im einzelnen liefert
diese sogenannte ,Strahltheorie® die folgenden Aussagen:

In einem Bezugssystem, in dem der Schraubenmittelpunkt ruht, hat man
eine Zustromgeschwindigkeit v, die der Fahrgeschwindigkeit der Schraube
entspricht. Die Abstromgeschwindigkeit ist dann v 4 w, beides in solchen
Entfernungen von der Schraube, in denen das Druckfeld der Schraube als
ausgeglichen gelten darf, also der ungestorte Druck p, herrscht. Die Durch-
flubgeschwindigkeit durch die Schraube ist unter dem Einfluf des Druckfeldes
von v verschieden; sie liegt zwischen v und v 4+ w (vgl. Fig. 150). Wir wollen
dabei die Schraube auch noch in der Weise idealisieren, daB wir ihre Er-
streckung in der Stromungsrichtung vernachlissigen. Dann ist die Ge-
schwindigkeit unmittelbar hinter der Schraube aus Griinden der Kontinuitit

1) Vgl. etwa A.Betz, Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust,
Gottinger Nachr, 1919, 8.1938 — Vier Abhandl. zur Hydrodynamik und Aero-
dynamik, 8. 68.
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mit der unmittelbar vor der Schraube identisch; sie sei mit ¢' bezeichnet.
Der Drucksprung 4/ p kommt nun so zustande, daB der Druck p’ unmittelbar
vor der Schraubenkreisebene niedriger ist als der ungestorte Druck, der
Druck p” hinter der Schraube aber
hober als dieser, Die Bernoullische
Gleichung liefert nun fiir die Zustinde
vor und hinter der Schraube

ev: __ , @v?
Po+T——P +T

Fig. 150.

v+ w) . v'2
Po+9—(‘—;~“")—=19'+£;*'

Fiir den Drucksprung 4p — p" — p’ ergibt sich hierans durch Subtraktion

Ap=g_£’i'2{_i_’f’_)_2_9_2"f—_—9w<v+l;’_>. ... (5)

Wir wenden nun den Impulssatz auf zweierlei Weise an:

1. Fir eine Kontrollfliche, die die Schraubenkreisebene moglichst eng
umschlieft. Die Geschwindigkeit ist in der Grenze vor und hinter der
Schraubenkreisebene gleich und = ¢/, trigt also zum Impuls nichts bei, da-
gegen bringt der Drucksprung 4 p auf der Fliche F eine Kraft, die gleich
dem Schraubenschub S ist:

S::FAp:ng(v-}-';i) """"" (6)

2. Fiir eine Kontrollfliche, die durch die Stromlinien durch den Schrauben-
kreis und eine Fliche weit davor und eine Fliche weit dahinter abgegrenzt
ist. Die durchflieBende Menge ist hier = g F'¢/, sie hat vorher die Geschwin-
digkeit v, hinterher die Geschwindigkeit ¥ + w; das Druckintegral bringt, wie
eine nihere Untersuchung zeigt, keinen Beitrag, also wird der Schub S auch

S=¢Fvw ... ......... AT

Die aufzuwendende Leistung unseres ,idealen Strahlpropellers“ 148t sich an
Hand der Kontrollfliche I oder IT berechnen. Die erste liefert die Pumpleistung

L=Fv - dp=8¢V - ... . ..... )
(Volumen pro Zeiteinheit > Druckunterschied); die zweite in der fritheren
Weise Masse pro Zeiteinheit % Unterschied der halben Geschwindigkeits-

quadrate:
= o Fv' (L:t_"i)i__i’i)
L= ¢oFv ( 3 5
was dasselbe gibt. Die Nutzleistung ist wie frither L, = S:v, so daB der
Wirkungsgrad

— L —

5y _ v v
N"=%5d= v 4 w/2

()
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ist. Dies stimmt mit dem Ausdruck 7y von Gl (4) iberein. Der ideale
Strahlpropeller ist somit gleichzeitig ein Idealbild fir jede Propellerart und
eignet sich daher fiir Vergleichsrechnungen mit ausgefithrten Propellern.

Eine wichtige Beziehung ergibt sich noch, wenn man aus Gl. (6) w auns-
rechnet und diesen Wert in die Wirkungsgradformel (4) einfithrt. Man
erhilt zundchst

w:—v+1/l’2+§—1sr' ...... (11)
wofiir man unter Einfithrung der ,Belastungsziffer®
P
faFov?
auch schreiben kann:
%=_1+ Vl—fEs e (11a)

(das andere Vorzeichen der Wurzel hat keinen physikalischen Sinn). Diese
gibt nun
2

"l it e
Man sieht, daB mit verschwindender Belastungsziffer ny, gegen 1 geht;
wit wachsendem ¢; nihert es sich dagegen der Null. Die Formel (12) liefert
fir jede Schraube, die einen verlangten Schub S mittels einer gegebenen
Schraubenkreisfliche ' bei gegebener Fahrgeschwindigkeit v hervorbringen
soll, eine obere Grenze fiir den Wirkungsgrad. Sie liefert auch eine sehr
willkommene Vergleichsbasis bei Versuchen. Das Verhiltnis des gemessenen
Wirkungsgrades 7 zu )y, ist der frither schon erwahnte Giitegrad.

Die vorstehende Beurteilung versagt offenbar bei Hubschrauben, die eine
Last schwebend erhalten sollen. Hier ist zwar dauernd Leistung aufzu-
wenden, aber, falls kein Steigen vorliegt, ist keine Nutzleistung da. Man
kann hier nur nach dem theoretischen Leistungsaufwand bei gleichem
gehobenem Gewicht fragen und diesen mit dem wirklichen Aufwand
vergleichen.

Wir kénnen vnser Formelsystem so verwenden, dal wir » == 0 setzen.
Dann ist ¢ =— w/2 und gemiB (9)

Ly = 1/, 8w,
wobei hier S das gehobene Gewicht bedeutet, Gl. (6)
=130 Fu

........... (12)

liefort wieder das Mittel, um w fortzuschaffen. Es wird w — V%—SI—, und
daher

S8
Ly = Vm, (18)

hieraus 148t sich wieder ein Giitegrad — Ly,/L bilden.
Die erforderliche Leistung einer Huhschraube ist also bei gleichbleibendem
Giitegrad um so kleiner, je groBer F' gewidhlt wird! Andererseits wiichst in
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Wirklichkeit mit wachsender Grofe der Hubschranbe deren Eigengewicht und
damit also auch das zu hebende Gewicht S.

§ 18. Weiteres iiber Schraubenpropeller; Windmiihlen. Um den
Einblick in die Wirkungsweise der Propeller zu verbessern, seien nun die
Verhiltnisse an einem einzelnen Fligelblatt etwas niber studiert (sogenannte
nFliigelblatt-Theorie“).

Wir behandeln einen Abschnitt eines Fliigelblattes, der zwischen den
Radien r und r 4 dr liegt, wie ein Stiick eines Tragfliigels, und zwar, genauver
gesagt, wie ein Stiick eines unendlich langen Tragfliigels, falls wir uns vor-
behalten, diejenige Geschwindigkeit in die Rechnung einzufiihren, die sich
als Relativgeschwindigkeit zwischen dem Fliigelelement und der Flissigkeit
am Ort des Fliigelelements ergibt. Diese Geschwindigkeit ist nun wieder
durch den ganzen Propeller beeinflufit, und es hat hier also eine Rechnung
einzusetzen, die in ihren Grundgedanken mit der der Tragfliigeltheorie ver-
wandt ist. Auch hier mag wieder der Vereinfachung halber die Drehung
der Flissigkeit in der Schraube vernachlissigt werden. Die Beeinflussung
der axislen Strémung durch die Schraube kann dadurch beriicksichtigt
werden, daB man die Geschwindigkeit dieser Strémung
gleich dem Wert ¢’ nach GL (8) des vorigen Paragraphen
setzt, wobei mit w nach Gl (11a)

=Y (1+ Y1+
gesetzt werden kann. Die Umfangsgeschwindigkeit des
Fligelblattes ist r-® (@ die Winkelgeschwindigkeit).
Damit wird die Relativgeschwindigkeit des Schrauben-
blattes zur Flissigkeit — Vm die Richtung ist

durch tgp = o gegeben (vgl. Fig. 151). Ist das Flugelprofil um den kleinen

Fig. 151,

Winkel « gegen diese Richtung geneigt, so ergibt sich ein dem Staudruck
der Relativgeschwindigkeit und diesem Anstellwinkel entsprechender Auf-
trieb A in Richtung senkrecht zur Relativgeschwindigkeit und ein Wider-
stand W entgegengesetzt der Relativgeschwindigkeit, wobei 4 und W auf
die Lingeneinheit des Fliigelblattes bezogen sein mag (auf das Element dr
wiirde sich also Adr und Wdr ergeben).

Fir die weitere Rechnung werden nun zweckmiflig die Komponenten
normal zur Schraubenkreisebene (N) und tangential zur umlaufenden Bewe-
gung (T gebildet. Die ersteren wirken also in der Richtung von v, vgl. Fig. 151,
die letztere entgegengesetzt zur Richtung von r @. Wie leicht zu sehen, wird

N = Acosp— Wsing
T = Asingp 4+ Weos (p}

Die Integration der Normalkomponenten ergibt den Schub, die der
Momente der Tangentialkomponenten das Drehmoment D, also bei n Fligeln

r

r
S=ﬂJ‘Ndr; D=n£Trdr ........ )]
H
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Man hitte statt dessen auch die Arbeitsleistungen am Element, Ndr.¢' und
T dr-rw integrieren konnen und hitte daraus die Schubleistung gegen die
Geschwindigkeit ¢/, S-¢' (Pumpleistung) und die durch den Motor aufzu-
bringende Leistung D @ erhalten. Ein einfacher Begriff sei hier noch er-
wihnt, der Wirkungsgrad des einzelnen Fliigelelements

Np = % e e e e e e e e e (3)
Mit den obigen Werten von N und 7' und unter Beriicksichtigung von
¢' = r @ lg @ ergibt sich, wenn poch die ,Gleitzahl® W'A — ¢ eingefiihrt wird,

1—¢&tg

NrF = _1-{-_5(;{?%)) ........... (4)

Dieser Ausdruck weist ein Maximum bei einem Steigungswinkel ¢ auf, der

(genihert) bei Z —_ ; liegt. Da die Profilgleitzahl & sehr klein ist (8 =1/

bis 1/4,), ist aber das Maximum so flach, daB auch Steigungswinkel ¢
weit ab von diesem Maximum vom Standpunkt des Fligelwirkungsgrades
noch fast ebenso brauchbar sind. Erst bei sehr kleinen Neigungen wird der
Fligelwirkungsgrad unzulidssig klein. In der Praxis entscheidet der Umstand,
daf bei groBeren Werten tg @ der Fliissigkeit eine stirkere Drehgeschwindig-
keit erteilt wird?), die wegen ihrer kinetischen Energie schidlich ist; deshalb
wihlt man fir die duberen Fliigelteile, auf die es wegen ihrer grofen Um-
fangsgeschwindigkeit hauptsichlich ankommt, wesentlich kleinere Steigungen
als das obige Optimum, z.B. fgp = 15 bis 17,

Der Zusammenhang zwischen dem Auftrieb A des Fligelelements und
dem zugehdrigen Staudruck liefert nun einen Weg fiir die Ermittlung der
zu wihlenden Fliigelbreite in Abhidngigkeit von 7 und fur die des zuge-
hérigen Anstellwinkels ¢«. Jedoch ergibt sich bei schnellaufenden Wasser-
schrauben die Notwendigkeit, noch darauf Riicksicht zu nehmen, daB die
Wasserstrémung durch Luftausscheidung und Dampfbildung zerreifit, sobald
der absolute Druck im Wasser sich dem Wert Null nihert. Man nennt diese
Erscheinung ,Kavitation® oder Hohlraumbildung (vgl § 11 von Ab-
schnitt IV). Man wird desbalb bei sehr schnelliufigen Wasserschrauben ge-
notigt, sebr flache Profile und sehr kleine Anstellwinkel zu verwenden, um die
Unterdriicke auf der Saugseite der Profile klein zu halten, und man erhilt
dann sehr breite Flugelblatter. Fig. 152 enthilt nebeneinander die Stirn-
ansicht und einen Profilschnitt einer Luftschraube (a), einer langsam
laufenden Wasserschraube fiir einen Frachtdampfer (b) und einer schnell
laufenden Wasserschraube fiir einen Turbinen-Schnelldampfer (c). Bei Luft-
schrauben ergibt sich noch eine etwas anders geartete Storung, wenn die
Umfangsgeschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit erreicht. Auch hier ist es
nétig, sehr flache Profile anzuwenden, die aber meist sehr schmal bleiben
{Reedschraube).

1) Man kann sich bei Untersuchung derartiger Verhiltnisse auf die Theorie der
Schaufelsysteme stiitzen, wie sie (allerdings obue Reibung) in §18, a des vorigen
Abschnitts entwickelt worden ist.

Prandtl, Stromungslehre. 11
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Das wirkliche Verhalten der Wasser- und Luftschrauben pflegt durch
Versuche festgestellt zu werden. Hier seien nur solche Versuche eingehender
besprochen, bei denen die Schraube nicht in Verbindung mit dem Fahrzeug
gepriift wird, sondern in der ungestorten Flissigkeit fir sich allein fihrt.
Im anderen Falle ergeben sich Storungen durch das Fahrzeug und Wechsel-
wirkungen mit ihm, die das Gesamtbild sehr verwickelt machen?). Eine

Fig. 152a
Fig. 152b.
l | I Fig. 152¢c.
Langsam laufender Schnell laufender Wasser-
Wasserpropeller. propeller.
Luftpropeller.

mabBgebende Grofe fir die Ordnung von Versuchsergebnissen ist offenbar
das Verhiltnis Fahrgeschwindigkeit : Umfangsgeschwindigkeit. Wir schreiben
% = ;% == 4 (v = Fahrgeschwindigkeit, ¥ =— Umfangsgeschwindigkeit
r — Halbmesser des Schraubenkreises, @ = Winkelgeschwindigkeit) und
nennen A den Fortachrittsgrad. Fiir einen Schraubenpropeller, der aus Schrauben-
flichen von der Steigung h besteht, gibt es offenbar einen besonderen Fort-

schrittsgrad 4,, bei dem die Schraube sich in der Flissigkeit so verschiebt, da sie

+ Nur fir Werte

nur Reibungswiderstand erzeugt. Offenbar ist 4, — 5 ’;r

von A unterhalb 4, haben die Schraubenblitter einen Anstellwinkel gegen die
Stromung relativ zu ihnen, der einen positiven Schraubenschub erzeugt. Fir
die Betriebszustinde mit 4 = 1, hitte man keinen Propeller, sondern eine
Windmiible. Fiir die tiblichen Ausfithrungsformen der wirklichen Propeller
gilt ganz Entsprechendes, nur dal eine einfache geometrische Interpretation
von A, fehlt.

Die bei den Versuchen meBbaren Kraftgréfen sind der Schub S und das
zum Antrieb der Schranbe vom Motor aufgewandte Drehmoment D. Die
aufgewandte Leistung ist L == D, die Nutzleistung wie frither L, =— S-v,
so daBl der Wirkungsgrad

Sv
/I A AR ()

wird.

1) Vgl. etwa A.Betz, Zeitechr. f. angew. Math. und Mech. 7, 431436, 1927.
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Um die Versuchsergebnisse in einer von den speziellen Abmessungen der
Versuchsschraube unabhingigen Form darzustellen, verwendet man auch hier
dimensionslose Grofen, die dhnlich wie diejenigen der Tragfligel gebildet
sind. In Deutschland scheint jetzt das folgende System dieser Grofen das
gebriuchlichste zu sein1):

S S

ks = i;’;ouiﬂrg — 1779—52;‘-;‘ ............ (6&)
D D L

kd - 1/’0"2,‘7:3 - l/zgwﬁn_rﬁ - 1/290’57[_1'5 v e (6b)

Da v = A-rw ist, wird der Wirkungsgrad, wie sich an Hand von GL (5)
leicht ergibt,

Ak,

n = Fa .

Den Verlauf von k,, kg und 5 fiir eine Luftschraube gemi8 Fig. 162 a stellt
Fig. 153 dar. Man erkennt, da8 k; und kg in der Néhe von A = 0,35 durch
Null geben. 7 ist seiner Bedeutung nach = 0 fir A = 0 und fir k, = 0.
Es hat dazwischen also ein
Maximum. Um den Vergleich
mit 7y gemil Formel (12) des
vorigen Paragraphen zu ziehen,
konnen wir zunichst den Be- ¥y

Fig. 153.
20k5

4% 7PN

o

n

lastungsgrad ¢, ermitteln, der, 40 \ —
-
I " ks 36 @9 =
wie leicht nachzupriifen, ¢, — 5T A N
3z g8

ist. Damit kénnen wir also %y /7 \7

. 28 o1 1 }
punktweise ausrechnen und zu ’ /N / \\ i
dem zugehoérigen A auftragen. “ & / /I \\ \*
Das ist in Fig. 153 durch die go- 20 & 4

strichelte Linie geschehen. Man 76 & // \
sicht, daB die Werte von 77 denen 12
von 7 ziemlich nahekommen, 5 4f 4 -
ausgenommen in der Gegend 04 g // \
von X,, wo 74 gegen 1 und 1 N
gegen 0 geht. 00 0 90 408 QR 0F6 4 4% 4B 4R 48 A
Beziiglich der Windmiihlen,
die hier kurz berithrt werden
mogen, lassen sich ganz dhnliche Betrachtungen anstellen wie fiir die Luft-
schrauben. Der anstrémende Wind erfahrt beim Durchtritt durch den Fligel-
kreis einen Druckabfall 4p, durch den eine Leistung m72-v'Jp zur Ver-
figung gestellt wird, die nun entsprechend dem Fliigelwirkungsgrad in
Nutzleistung an der Windradwelle verwandelt wird; ¢' ist dabei wieder die

w
b~
]

Kurven einer Luftschraube.

) ¢, und ¢y, wenn die Krifte auf den Staudruck der Geschwindigkeit v be-
zogen werden; &, und k,, weon die Krifte auf den Staudruck der Geschwindigkeit u
bezogen werden.

11*
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axiale Durchtrittsgeschwindigkeit durch die Radebene. Die Formeln von
§ 17 lassen sich unmittelbar iibertragen, nur daf hier die Geschwindigkeit
hinter dem Rade kleiner ist als vorher. Es mufl also fiir den Geschwindig-
keitsunterschied % hier ein negativer Wert eingefiihrt werden. Schreibt man
—w an Stelle von w, um wieder eine positive Gréfe zu erhalten, so wird
gemial Gl. (5) von § 17

w
a2 = en(s—3)
und gemil Gl.(8)

so dafl die verwandelbare Leistung
3
lenfﬁ.v'dp=nrﬂ.gw<v—}g-> ....... (6)

wird. Es kann leicht nachgewiesen werden, dal diese Leistung bei gegebenem
v und r dann ein Maximum wird, wenn die Geschwindigkeit hinter dem Rade
v — w = /g0, also v/ =1/; v gewiihlt wird. Damit wird L; may = 8/p; 72025,
Man kann die Leistung L,, die durch den Radkreis flieBen wiirde, wenn das
Bad keinen Widerstand bieten wiirde, als VergleichsgroBe beranziehen und
den Ausnutzungsgrad ¢, = L/Ly bilden. Da die sekundlich durch den Rad-
kreis fliefende Masse — @@ r2v und die kinetische Energie der Masseneinheit
= 1/, 0 v? ist, wird L, = 1/, 0-r3y8, und damit der maximale theoretische
Ausnutzungsgrad Cimex = Limax/Lo = '%/57 = 0,5926.

Ein Wirkungsgrad hat bei den gewdhnlichen Windmiihlen keinen Sinn,
da die Windenergie in beliebigen Mengen zur Verfiigung steht. Die Wirtschaft-
lichkeit kann pur nach dem Verhéltnis der Leistung zu den aufgewandten
Kosten beurteilt werden, wobei eine billige Konstruktion unter Umstinden
besser abschneiden kann als eine aerodynamisch hochwertige, aber teurere

Fig. 154. - Konstruktion. Anders ist es mit

o Windmiihlen auf Luftfahrzeugen,
L =S durch die mittels des Fahrtwindes
n / irgendwelche Hilfsmaschinen an-
o5 o8 N getrieben werden. Hier mufl der
/ - N Schub S der Windmiithle vom
& ‘% \ Hauptpropeller des Luftfahrzeuges
@ o / / N N mit bestritten werden. Es wird
» AH e\ Iso die Leistung S- v aufgewands
7 AN also die Leistung S- v aufgewandt,

ws gz AN und der Wirkungsgrad ist

o1 A/ n = L/8v.

Bei den Versuchen mit Modellen

1 2 3 ¢ 5 6 7 & 9 %

Windmiihlen k bei ge-
Kurven einer Windmiihle, von Wincmuiuen kann man bel ge

gebener Windstirke verschieden
starke bremsende Drehmomente ausithen und erhilt mit wachsendem Moment
abnehmende Umfangsgeschwindigkeit. Ahnlich wie bei Schrauben kann man
Momentenzahlen bilden und diese abhiingig von dem Verhiltnis % :v (Unfangs-
geschwindigkeit zu Windgeschwindigkeit) auftragen. Ebenso kann man die
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Ausnutzungsgrade c¢; auftragen. Die Windrider zeigen dabei je nach ihrer
Schraubensteigung verschiedene ,Schnelliufigkeit“. Fig. 154 gibt als Bei-
spiel Kurven fiir einen ,Schnelldufer®.

§19. Stréomungsmaschinen. (Tarbinen, Pumpen und Geblase.) Wasser-
kraftmaschinen verwandeln die Arbeitsleistung des um eine Héhe H herab-
sinkenden Wassers in eine Arbeitsleistung an einer drehenden Welle, die
Pumpen Arbeitsleistung an einer drehenden Welle in Hebung von Wasser
auf eine Hohe I; die Geblise verrichten entsprechende Arbeitsleistungen
an stromender Luft. Geblise fiir niedrige Druckunterschiede heifien auch
Ventilatoren.

Ist die sekundliche Wassermenge (Volumen;sec) — @ und das Raum-
gewicht p, so ist die der Wasserkraftmaschine zugefiihrte Leistung L, = y Q H.

Zu den Wasserkraftmaschinen gehdren neben den Turbinen auch die
Wasserriader, deren charakteristisches Merkmal ist, daf das Wasser zwischen
den Schaufeln praktisch zur Ruhe kommt. Bei den Turbinen bleibt es relativ
zu den Schaufeln in Bewegung. Bei den Wasserridern kommt (sofern es
sich um die besseren Bauarten handelt, hauptsichlich die Gewichtswirkung
des Wassers zur Geltung, daneben auch der Impuls (Sto8) beim Eintritt des
Wassers zwischen die Schaufeln. Woeitere Einzelheiten mégen hier itber-
gangen werden, da die Wasserrider heate als ginzlich veraltet angesehen
werden miissen und auBerdem vom Standpunkt der Strémungslehre nicht
allzuviel Interesse bieten.

Die Turbinen arbeiten nach einem anderen Prinzip, sie wandeln die
kinetische Energie des unter einem Druckunterschied ausfliefenden Wassers
in nutzbare Arbeitsleistung um.

Das raschstromende Wasser wird durch eine Leitvorrichtung ,stoffrei
zwischen die Turbinenschaufeln eingefiihrt und nun durch die Schaufeln so
abgelenkt, dall es das Rad mit einer moglichst kleinen Absclutgeschwindig-
keit verlafit. Da bei diesen Vorgingen nirgends grifere Verluste auftreten,
so folgt aus dem Energieprinzip, daB von dem, was nach Abzug der kine-
tischen Energie des austretenden Wassers von der gesamten Gefilleleistung
noch verbleibt, der weitaus itberwiegende Teil an der drehenden Welle der
Turbine nachgewiesen werden kann,

In bezug auf die Form, in der sich die Energieumsetzung vollzieht,
unterscheidet man zwei Arten von Turbinen, die ,Gleichdruckturbinen“ und
die ,Uberdruckturbinen®. Bei den ersteren wird die ganze verfiigbare Gefille-
leistung vor dem Rade in kinetische Energie verwandelt, indem man das
Wasser durch geeignete Mindungen oder Leitkanile frei ausstrémen laBt.
Das Wasser, das mit der Absolutgeschwindigkeit ¢, 1) auf das mit der Ge-
schwindigkeit %, umlaufende Rad trifft, hat relativ zum Rade eine Ge-
schwindigkeit w, (vgl. Fig. 155). Die Eintrittskanten der Schaufeln haben

1) Die Bezeichnungen ¢ fir Absolutgeschwindigkeiten, « fiir Umfangsgeschwin-
d{) kegten, und w fiir Relativgeschwindigkeiten sind bei den Turbineningenieuren
iiblich.
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ungefihr die Richtung von #; das Wasser wird nun von den Schaufeln in
die Richtung w, abgelenkt, wobei, abgesehen von mafigen Verlusten durch
Oberflichenreibung, der Betrag der Relativgeschwindigkeit derselbe bleibt.
Die Absolutgeschwindigkeit ¢y wird durch Konstruktion eines Geschwindigkeits-
dreiecks aus w, und u, erhalten. Im giinstigsten Betriebszustand ist sie nahezu
senkrecht zum Schaufelsystem und sehr klein. Bei den Uberdruckridern wird
zunichst nur ein mafiger Teil des Gefilles in Geschwindigkeit umgesetzt; das
Wasser tritt deshalb mit einem erheblichen Uberdruck in das Rad ein. Die
Einzelheiten ergeben sich aus Fig.156. Das Wasser erfahrt nun in den sich
verengenden Schaufelkanilen einen erheblichen Zuwachs der Relativgeschwin-
digkeit und verbraucht dabei den Rest des Gefilles. Im giinstigsten Betriebs-
zustand ist die absolute Wassergeschwindigkeit hinter dem Rade wieder sehr
klein und ungefihr senkrecht zum Schaufelsystem.

Die Uberdruckturbinen arbeiten notwendig mit vollgefiliten Schaufel-
kanilen. Bei den Gleichdruckturbinen pflegt man dagegen durch geeignete

Fig. 155. Fig. 15686.
« Uy

Geschwindigkeitsplan einer Gleichdruck- Geschwindigkeitsplan einer Uberdruck-
turbine. turbine.

Ausbildung der Schaufelform dafiir zu sorgen, dal das Wasser mit einer
freien an Luft grenzenden Oberfliche durch die Schaufeln flieBt. Da hierbei
die Schaufeln nur einseitig vom Wasser berithrt werden, ergibt sich weniger
Reibung als in dem Falle der zweiseitigen Beriithrung.

Wenn von der Reibung und den Zentrifugalwirkungen im Rade abgesehen
wird, so ist

H — 2ig (cf + w,f — wf) ........... (]_)

Das erste Glied liefert das Teilgefille in der Leitvorrichtung, die Differenz
der beiden anderen das Teilgefille im Laufrad (fiir wg = wy, also fiir die
Gleichdruckturbine ist dieser letztere Anteil gleich Null).

Die Theorije der Turbinen, bei der eine gleiche Ablenkung aller Wasser-
teilchen angenommen wird, stammt von Euler. Von ihm stammt auch die
folgende ,Hauptgleichung der Turbinentheorie“, die auf den Impulsmomenten-
satz(§ 13 des vorigen Abschnitts, Abs. b) aufbaut. Die Umfangskomponenten
der absoluten Eintritts- und Austrittsgeschwindigkeit, dort mit w, cos §;, und
wg c0s B, bezeichnet, mogen jetzt in der bei den Turbinenfachleuten iiblichen
Bezeichnung ¢, und ¢y, heifen. Dann ist das Drehmoment an der Turbinenwelle

D= Q(ricy —raCu) =+« <+« .. (2)
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Die Nutzleistung L ist dann = D@; mit 7,0 = u, und r,@ = uy wird dann

L=0QWCy—Uslup) =+ ++ =« (3)
Andererseits ist L — 9L, = 1@ H, wobei 1 der hydraulische Wirkungs-
grad ist. Fir diesen ergibt sich also unter Beriicksichtigung von y = @g:

Uy Cyy — U

g Ltgh}._ic}fa ........... 2 (4)
Bei senkrechtem Austritt verschwindet ¢y, so daB wc,, = ngH wird.
Aus dieser letzteren Gleichung, in Verbindung mit Fig. 155 und 156, geht
deutlich hervor, dall bei gleichem Fig. 157,

Gefille die Uberdruckturbinen
wesentlich  groBere = Umfangs- : .
geschwindigkeit haben als die
Gleichdruckturbinen. Man findet
deshalb bei kleinen und mittleren
Gefillen regelmiBig Uberdruck-

turbinen, bei grofen Gefallen aber BelisubelstsSninng:
Gleichdruckturbinen ausgefiibrt.

Von der Annahme der gleichen Ablenkung aller Wasserteilchen sucht sich
die neueste hydrodynamische Auffassung des Turbinenproblems frei zu machen.
Man sieht nicht mehr den Raum zwischen zwei Schaufeln einer Uber-
druckturbine als einen ,Kanal“ an,
sondern betrachtet die Schaufeln als
einzelne in der Strémung befindliche
,Fliigel®, die sich dabei gegenseitig
beeinflussen ). Bei den modernen

Fig. 158.

Fig. 159.

WI011R

Pelton-Rad. Pelton-Rad mit Regulierdiisen.

Schnellauferbauarten, die sehr groBe Abstiinde der Schaufeln ~ aufweisen,
wird nur diese Auffassung den wirklichen Vorgingen einigermalen .gerecht.
Aber auch in den Fillen, wo man noch von Schaufelkanilen sprechen

1) Vgl. Bauersfeld, Zeitschr. d. Ver. Deutsch. Ing. 68, 461 u. 514, 1922, oder
Prandtl, ebenda 65, 959, 1921. Vgl auch die Rechnung iber das Schaufelgitter

in § 13 des vorigen Abschnitts.
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kann, zeigt sich, daB man die mittlere Eintritts- und Austrittsrichtung nicht
mit den entsprechenden ,Schaufelwinkeln“ gleichsetzen darf, wie man dies
im Rahmen der alten Theorie getan hat. Die Schaufelwinkel stellen vielmehr
ein Maximum der Ablenkung dar, alle nicht unmittelbar an den Schaufeln
anliegenden Wasserfiaden erfahren geringere Ablenkungen. Im Falle der ebenen
Stromung sind diese Verhiltnisse in neuester Zeit
durch verschiedene Arbeiten aufgeklirt worden ?).
Fig. 157 zeigt ein Beispiel einer solchen Schaufel-
stromung. Man erkennt, dal die mittlere Ab-
lenkung der Stromlinien hinter dem zwischen
Ein- und Austrittswinkel der Schaufeln erheblich
zuriickbleibt,

Um von den praktischen Ausfithrungsformen
der Wasserturbinen einige Beispiele zu geben, seien
einige typische Laufrider im Bilde wiedergegeben.
Fig.158 zeigt die moderne Ausfithrung eines Gleich-
druckrades oder Freistrahlrades, wie es sich aus
dem sogenannten Peltonrad entwickelt hat. Ein oder mehrere Wasserstrahlen
von kreisformigem Querschnitt werden auf die an den links unten befind-
lichen Schaufeln erkennbaren Schneiden gerichtet und werden in den links
und rechts von der Schneide befindlichen Muscheln um nahezu 180° umgelenkt.

. Die giinstigste Radgeschwindigkeit liegt

Hig. 188 eotwa bei der Hilfte der Wasser-

i geschwindigkeit im Strahle. Fig. 159
zeigt eine etwas vereinfachte Skizze
von dem Zusammenbau eines Frei-
strahlrades. In Fig. 160 ist eine iib-
liche Form von Uberdruckridern dar-
gestellt (sogenannte Francisturbine).
Das Wasser tritt, aus einem das Rad
umschlieBenden Leitapparat kommend,
durch die linken (ffnungen in das Rad
ein und verlaft es durch die rechten
| Offnungen. Der Weg durch das Rad
erfolgt in rdumlich gewundenen Bahnen,
doch ist im grundsitzlichen das Schema
von Fig. 156 eingehalten. Um auch bei
Kaplanrad, miBigen Gefillen eine hohe Schnell-

liufigkeit zu erhalten, ist man zu Formen

wie Fig. 161 gelangt (Kaplanturbine). Der Leitapparat ist dabei dhnlich wie
bei der vorigen Turbinenart; er erzeugt eine spiralige Bewegung des Wassers
von auBen nach innen. Der Durchtritt durch das Rad erfolgt dann in axialer
Richtung. Man kann es sich aus dem Francisrad entstanden denken, indem
man von diesem nur die dulersten Schaufelteile ganz rechts in der Ablildung

1)Vgl. Busemann, Z f. ang. Math. u. Mech. 1928, S.372; dort weitere Literatur.

Fig. 160.

Francisrad.
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beibehilt, die iibrigen Teile des Rades aber fortlift. Eine Skizze des Zu-
sammenbaues einer Kaplanturbine mit dem Leitapparat zeigt Fig. 162.
Bei den Uberdruckturbinen wendet

man regelmifig zur Verringerung der Aus- Fig. 162.

7
erweitertes ,Saugrohr an (vgl. Fig. 162,¢). —

trittsenergie noch ein meist schwach kegelig

Dadurch, daf man das Saugrohr unter
‘Wasser ausmiinden lalt, wird auch das
Gefille so vollstiddig wie moglich ver- 2
wertet.

Zur Anpassung der Turbinenleistung —\'R-—
an den vorliegenden Leistungsbedarf wird WA

die Wassermenge reguliert. Dies geschieht
meist in automatischer Weise so, dal die
Drehzahl der Turbine konstant gehalten
wird. Bei den Freistrahlturbinen dient

dazu die in den Diisen befindliche Regulier-
nadel. Beiden Uberdruckturbinen werden
die Leitschaufeln (a in Fig. 162) verdreht,
so dal die DurchfluBkanile weiter oder
enger werden. Bei den Kaplanridern
findet man auch Verdrehung der Laufrad-
schaufeln b, was eine verbesserte An-

passung an starke Veranderungen der Be- .
lastung ergibt. . Kaplanturbine.
> . . 6 Leitapparat, b Laufrad, ¢ Saugrohr.
Die Wirkungsgrade bewegen sich bei Die Leitschaufeln sind in der rechten Bilfte
guten Turbinen der verschiedenen Bau- derﬁ’:“d"mzeiﬂ‘"ung ‘é"” gedfinet, in der
inken geschlossen dargestellt.
arten in der Gegend von 85 bis 90 v. H.
Es mag bemerkt werden, daB auch bei den Dampfturbinen Gleichdruckrider
und Uberdruckriider unterschieden werden. Die Kompressibilitit des Dampfes
verursacht allerdings verschiedene Anderungen gegeniiber den Wasserturbinen.
Die auf dem Fligelradprinzip be-
ruhenden Pumpen, die gewissermaflen
Umkebhrungen der Turbinen (und zwar
speziell der Uberdruckturbinen) sind,
scheiden sich in solche mit axialem Durch-
tritt (Schraubenpumpen) und solche mit
radialem Durchtritt (Zentrifugalpumpen).
Fiir die Forderung von Luft gibt es ganz

entsprechende  Maschinen, Schrauben- * * +
geblise und Zentrifugalgeblise. Die
Schraubenpumpen und -geblise sind in Schaufelplan einer Schrauben-

ihrer Bauart den Schraubenpropellern pumpe.

ahnlich; die einfachsten unterscheiden sich von den Propellern nur dadurch,
daB sie im Innern eines Rohres oder in der Trennwand zweier Riume
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arbeiten, Durch ein Leitrad kann die im Pumpenrad erzeugte Energie der
drehenden Bewegung zum groGten Teile wieder in Druck verwandelt werden
(vgl. den Schaufelplan Fig.163).

Bei den Zentrffugalpumpen und -geblisen kommt zu der eben be-
schriebenen Schaufelwirkung unterstiitzend noch die Zentrifugalwirkung in
den rotierenden Schaufelkanilen dazu (in einem mit der Winkelgeschwin-
digkeit ® rotierenden Kanalsystem tritt die Zentrifugalkraft wie eine Massen-
kraft auf und liefert sowohl im Zustand relativer Ruhe wie auch — lings einer

* 2
Stromlinie — in der stationiren Bewegung einen Druckanstieg Q;’— (rf—rd

(vgl. Abschn.I, § 10). Die Sehaufeln der Zentrifugalrider kénnen radial, rick-
wirts geneigt oder auch nach vorn gebogen sein. Die riickwirts gekriimmten
geben die besten Wirkungsgrade, die anderen aber etwas hohere Drucke.

Fig. 164.

Fig. 165,

R

©

<7/

Zentrifugalpumpe mit Spiralgehduse, Hochdruck-Zentrifugalpumpe.

Statt eines Leitschaufelsystems zeigen die einfacheren Zentrifugalpumpen
und -gebldse ein geeignet geformtes Spiralgehduse (vgl. Fig.164). Die hoch-
wertigen Maschinen dieser Art, besonders die aus mehreren hintereinander
geschalteten Ridern bestehenden Hochdruckpumpen und Turbokompressoren,
besitzen dagegen ein besonderes Leitschaufelsystem (vgl. Fig. 165).

Die Nutzleistung L, der Pumpen ist, mit @ = sekundlichem Volumen
und A — Forderhohe,

Fir Geblise tritt in dem Falle, daB die Verdichtungsarbeit als klein ver-
nachlissigt werden darf, an Stelle von yh der Unterschied der statischen
Drucke vor und hinter dem Geblise, ps — p,, also

Ly=Q@g—Py) + « + + ¢ ¢ o v o s s (5b

Wird ohne eine lingere Rohrleitung aus einem Raume vom Drucke p, an-
gosaugt, so ist dabei p; = pp — %— w? zu setzen, mit w = mittlerer Geschwin-

digkeit in der Saugtffnung. Die kinetische Energie beim Austritt aus dem
Geblise usw. kann zum Teil durch einen Diffusor (ein erweitertes Rohrstiick)
wiedergewonnen werden, wodurch bei gleichbleibendem Gegendruck der
Druck p; hinter dem Geblise usw, verringert wird. Fir den Fall von
Geblédsen fiir hohere Druckunterschiede, bei denen die Verdichtungsarbeit
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nicht vernachlissigt werden kann, kénnen die entsprechenden Formeln fiir
Kolbengeblise benutzt werden.

Die Antriebsleistung L ist wegen der Strémungsverluste und der Lager-
reibung grofer als L,. Das Verhiltnis L,/L — % ist der ,Wirkungsgrad®
der Pumpe bzw. des Geblises. Sieht man von der Lagerreibung ab, so ist in
L = D.w das Drehmoment D nach der Eulerschen Gl (2) berechenbar,
und zwar fir Schraubenrider ebenso wie fiir Zentrifugalrider. Meist ist
¢y, = 0, es ergibt sich daher

D=0Qrycuy+ + -+« oo, (6)
Hiermit wird, da ry0 — u, ist,

L =0Quyty+ -« « o (N
Mit L, = n L und unter Beriicksichtigung von (5a) ergibt sich also

Cy, ist dabei jeweils aus den Geschwindigkeitsdreiecken ermittelbar; 7 ist ab-
zuschétzen.

§ 20. Hydrodynamisches und aerodynamisches Versuchswesen.
a) Herstellung einwandfreier Versuchsbedingungen. Vielfach liegt
die Aufgabe vor, die Bewegungen eines Korpers relativ zu einer sonst un-
gestorten Flissigkeitsmasse zu studieren. Hier sind zwei Methoden brauchbar.
Entweder bewegt man den Koérper in der vorher geniigend beruhigten Fliissig-
keit, oder man lilt einen gleichférmigen Strom der Fliissigkeit gegen den
Korper stromen. Die erstere Methode ist besonders fiir Wasserversuche ge-
eignet und wird in den Schiffsmodell-Schleppanstalten benutzt. Man schleppt
ein meist aus Paraffin hergestelltes Schiffsmodell mit Hilfe eines Schlepp-
wagens durch das Wasser, mifit dabei die Geschwindigkeit des Wagens
und den Widerstand des Modells, beobachtet die Wellenform usw. Das
Wasserbecken muB dabei reichlich groB und tief gewiahit werden, damit die
von den Wianden des Beckens herrithrenden Stérungen sich nicht bemerklich
machen. Bei verfeinerten Einrichtungen haben die Modelle auch angetriebene
Schrauben.

Die mechanische Ahnlichkeit in der Ausbildung der Wellen, auf die es hier
besonders ankommt, wird bei diesen Versuchen erreicht, wenn sich die Geschwindig-
keit des Modells zu der des Schiffes verhilt, wie die Wurzel aus Modellinge zu
Schiffslinge (dann sind nach AbschnittII. § 15 die Wellenlédngen proportional den
Kérperlingén). Eine gleichzeitige Ahulichkeit in bezug auf Reibung ist nicht er-
reichbar, ga diese gleiche Reynoldssche Zahl verlangen wiirde, was sich mit der
Regel fiir Ahnlichkeit der Wellen nicht vertrigt. Man verzichtet deshalb auf
Rei%)ungsﬁhnlichkeit. Um die hieraus entstehenden Fehler klein zu halten, wendet
man moglichst groBe Modelle an.

Fir die Anwendung in Luft hat sich die Schleppmethode nicht als ge-
eignet erwiesen. Da man genotigt ist, die Modelle verhiltnismiBig schwer
gegeniiber der verdringten Luftmasse zu machen, iiberwiegen hier die bei
unbeabsichtigten kleinen Beschleunigungen des Modells auftretenden Massen-
krifte die zu messenden Krifte in solchem MaBe, dal die Messungen sehr
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ungenau werden. AuBerdem machen sich die von dem MeBwagen aus-
gehenden Storungen stark bemerkbar, da dieser sich hier im gleichen Medium
wie das Modell bewegt. Man wendet deshalb in Luft immer die zweite
Methode an; die Luft wird durch grofe Geblise dem ruhend aufgehingten
Korper entgegengefiihrt. Der Luftstrom mul dazu aber riumlich und zeit-
lich sehr gleichférmig sein und so grofen Querschnitt haben, daf nicht nur
der Korper reichlich von ihm eingehiillt wird, sondern auch die von dem
Korper ausgehende Stérung an den Grenzen des Luftstroms bereits geniigend
abgeklungen ist. Anderenfalls hat man Abweichungen zwischen dem Ver-
halten des Korpers in dem begrenzten Luftstrom gegeniiber dem im unendlich
ausgedehnten Luftraum zu erwarten.

Der Versuchsluftstrom kann entweder in einen Kanal (Tunnel) gefithrt
werden oder als freier Stahl einen Raum, in dem die Luft ruht, durchfliefen.
Im ersteren Falie hat man bei parallelen Winden des Kanals durch die Wand -
reibung einen Druckabfall in der Stromungsrichtung; seine Wirkung auf
voluminése Koérper (z. B. Luftschiffmodelle) ist ahnlich wie der Schwimm-
auftrieb, bei dem ein Druckabfall nach oben vorhanden ist, liefert also eine
wagerechte Kraft, die gleich V- 88_::) ist und den Widerstand vermehrt. Man
kann diese storende Erscheinung vermeiden, wenn man dem Kanal eine
schwache Erweiterung gibt, so dal der Druck lings der Kanalachse gerade
konstant wird (genau genommen nur fiir eine Geschwindigkeit erreichbar).
Im Falle des freien Strahles ist der Druck an den Strahlgrenzen konstant, es
tritt also die oben geschilderte Schwierigkeit nicht auf; dagegen ist allerdings
das brauchbare Gebiet des Strahles dadurch eingeschrankt, dal dieser sich
von den Rindern her allmihlich mit der umgebenden ruhenden Luft ver-
mischt, wihrend die Reibungsschicht an den Winden des Kanals viel lang-
samer in das Innere des Luftstromes vordringt. Wegen der besseren Zu-
ginglichkeit sind die Versuche im Strahl natiirlich bequemer auszufihren.

Um einen moglichst gleichmaBigen und von Wirbelungen freien Luft-
strom zu erhalten, ist das beste Mittel, daB dieser auf einer kurzen Strecke
von einer sehr kleinen Geschwindigkeit auf die Versuchsgeschwindigkeit ge-
bracht wird, indem man den Kanal von einem sehr weiten Querschnitt in
einer geeignet abgerundeten Diise in einen engen Querschnitt (den Versuchs-
querschnitt) itbergehen 1iBt (vgl. Fig. 166). Das Druckgefille p, — py, das
von jedem Luftteilchen durchlaufen wird, teilt jedem den gleichen Zuwachs
an Bewegungsenergie mit. Es handelt sich also nur noch darum, dal die
geringe Bewegungsenergie, mit der die Luft in dem weiten Querschnitt an-
kommt, nicht allzu ungleich auf die einzelnen Luftteilchen verteilt ist. Ist
z. B. das Verhiltnis der Geschwindigkeiten 1:5, so ist das der Staudrucke
(= Bewegungsenergie) 1:25; jedes Teilchen erhilt also in dem Druck-
gefille 24/, der nachherigen Energie mitgeteilt; Schwankungen von 1/, der
ankommenden Energie bringen also Schwankungen von 1 v. H. in der end-
giltigen Energie oder von 1/, v. H. in der endgiltigen Geschwindigkeit.
Eines ist dabei aber noch von Wichtigkeit. Alle Drehungen der-ankonfmenden
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Stromung miissen sorgfiltig durch Gleichrichter, d. h. Systeme von parallelen
Kanilen (aus gekreuzten Blechen oder dergleichen gebildet, vgl. Fig.167)
ausgeschaltet werden. Eine um eine Achse parallel der Strémungsrichtung
rotierende Luftmasse erhilt ndmlich bei der Einengung ihres Querschnittes
auf 1/n die n-fache Winkelgeschwindigkeit 1);

s oo s Fig. 166.
da der Durchmesser quer zur Stromlinie im Ver- &

1
hiltnis —— abnimmt, ergibt sich eine Zunahme

n - L
der Quergeschwindigkeit (= r @) im Verhiltnis E \__(.,
V;, withrend die Lingsgeschwindigkeit im Ver- = D~
biltnis # zunimmt. Eine Rotation um eine = /
Achse quer zur Stromlinie ergibt im Gegensatz
zu dem Vorstehenden Verminderung der Dise.
Winkelgeschwindigkeit proportional zur Ver- Fig. 167.
minderung der Querabmessung?l), also auf das
Vl—;fache; hier wird danach die Stdrungs- E

v
geschwindigkeit r@ das 1/n-fache wie vorher,
in Ubereinstimmung mit der obigen an die Gleichrichter,

Bernoullische Gleichung angekniipften Betrach-

tung. Zur Ausgleichung von longitudinalen Geschwindigkeitsunterschieden
konnen im ibrigen noch Drahtsiebe vor dem Gleichrichter angebracht werden
notigenfalls solche, die an verschiedenen Stellen verschiedene Dichte auf-
weisen.

Mehrere empfehlenswerte Anordnungen von Windkanalen sind in Fig. 168
bis 170 dargestellt; >< ist die Versuchsstelle. Bei den offenen Bauarten ist
zu beachten, daB der austretende Luftstrom nach irgendwelchen Umwegen
wieder an die Eintrittstffnung gelangt und irgendwelche unregelmiSigen
Wirbel mit sich bringt. In Fig. 168 ist auch vor dem Schraubengeblise
ein Gleichrichter angeordnet, da sonst das Geblise, wenn es die Wirbel
einsaugt, die von dem Luftstrahl in dem Raume hervorgerufen worden sind,
schwankenden Druck liefert. In Fig. 169 ist hinter dem Geblise ein Kifig
angebracht, der ein ruhiges Abstromen der Luft bewirken soll. Bei der
geschlossenen Bauart pach Fig. 170 wird der Luftstrom hinter der
Versuchsstelle durch einen Trichter wieder aufgefangen, und es entfillt
dadurch die sonst erhebliche Belistigung der Beobachter durch Zugwind.
Durch die ,Diffusoren® (allmihlich erweiterte Kanile, vgl. § 10, d) wird bei
der Baunart nach Fig. 169 und 170 ein betrdchtlicher Teil der erzeugten
kinetischen Energie zuriickgewonnen.

Im Gegensatz zu den Schiffsschleppversuchen existiert bei den Anblas-
versuchen in Luft keine Regel, durch die die Modellgeschwindigkeit abhingig
vom Modellverhiltnis festgelegt wire. Genau genommen miibte allerdings die
Reynoldssche Ahnlichkeit beachtet werden. Das ist aber fast in allen Fillen
unmdglich, da sich zur Einhaltung der gleichen Reynoldsschen Zsahl fiir ein

1) Nach dem Helmholtzschen Wirbelsatz, vgl. II. Abschnitt, § 11.
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Modell im MaBstab 1:10 die zehnfache Geschwindigkeit des Originals ergeben
wiirde. Abgesehen davon, daB eine solche Geschwindigkeit meist fberhaupt un-
ausfithrbar ist, wiirde man hierdurch meist bereits in das Gebiet der Kom-
gressibilitit (vgl. Abschnitt IV) kommen, so daB wegen dieses Umstandes die
hnlichkeit gar nicht erreicht wiirde. Man muB deshalb auch hier auf genaue
Abnlichkeit in bezug auf Reibung verzichten.

b) Geschwindigkeits- und Druckmessung. Geschwindigkeiten
kénnen durch Anwendung der Bernoullischen Gleichung mit Hilfe von Druck-
unterschieden gemessen werden. Bei den Windkanilen bildet diese Messung
die Regel. Man kann hierzu die Druckdifferenz p, — p,; von Fig. 166 ver-
wenden. Statt dessen kann man auch ein Staugerit nach Fig. 46 (§ 7 von
Abschnitt II) anwenden.

Fig. 168.
Y.
{
- SAS; _5_6‘ Lx
Vi
Fig. 169.
-------- aan }
z |
=l x 14 i
= 2o i
Fig. 170

Windkanalanordnungen.

Woeitere Geschwindigkeitsmesser, die in der Praxis viel verwendet werden
in der Genauigkeit aber im allgemeinen gegen die vorige Methode zuriick-
stehen, sind die Anemometer, von denen Fig. 171 und 172 zwei Typen, das
Fliigeiradanemometer und das Schalenkreuzanemometer, darstellen. Das ent-
sprechende Instrument fir Wassergeschwindigkeiten heit hydrometrischer
Fligel; eine Ausfilhrungsform zeigt Fig.173. Man beobachtet entweder die
Anzahl der von einem Zihlwerk angezeigten Umdrehungen fiir eine bestimmte
Zeit, z. B. eine Minute, oder aber die Zeit fiir eine feste Zahl von Um-
drehungen, z. B. 500, die durch ein Signal kenntlich gemacht werden. Alle
diese Instrumente bedirfen der Eichung. Bei den Anemometern wurde diese
frither meist auf dem Rundlauf ausgefiihrt, d.h. auf einem um eine senkrechte
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Achse umlaufenden Arm, der das Instrument mit der gewiinschten Geschwindig-
keit in einem groBen Kreise herumfithrt. Hier storte aber, abgesehen von
unerwiinschten Zentrifugalkriften auf das Werk des Instruments, vor allem
der ,Mitwind¥, d. h. die von dem Arm verursachte umlaufende Luftbewegung
in dem Raume, durch die eine schwer richtig zu messende Verringerung
des Luftweges des Instruments verursacht wird. Deshalb zieht man heute
vor, die Instrumente im Windkanal zu eichen. Die hydrometrischen Fligel
werden geeicht, indem man sie in kleinen, den Schiffsmodell-Schleppanstalten
ihnlichen Wasserrinnen mittels eines Wagens entlang fihrt. Diese Eichung
int wesentlich zuverlissiger als die Rundlaufeichung.

Fig. 172.

Fig.171.

Fliigelrad- Anemometer.

Hydrometrischer Fliigel.

Neuerdings verwendet man auch die Abkiihlung von elektrisch geheizten
Dréhten zur Geschwindigkeitsmessung von Luftstromen. Da der elektrische
Leitungswiderstand der Metalle mit der Temperatur verinderlich ist, benutzt
man zur Bestimmung der Temperatur gewdhnlich eine passende Briicken-
schaltung. Entweder stellt man durch Regulierwiderstinde auf konstante
Temperatur des Drahtes ein und erhdlt dann eine abgefithrte Wirmemenge
(= zugefithrte Heizenergie), die bei diinnen Drihten sehr nahe der Wurzel
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aus der Geschwindigkeit proportional ist, oder man arbeitet mit konstantem
Heizstrom und sinkender Temperatur, wobei die Abhingigkeit zwischen dem
Drahtwiderstand und der Luftgeschwindigkeit empirisch durch eine Eichung
ermittelt wird. Die Methode eignet sich besonders fiir kleine Luftgeschwindig-
keiten, wo die anderen Methoden versagen, sonst aber auch fiir Messungen sehr
nahe an die Kérper herant!). Bei der Verwendung sehr feiner Drihte lassen sich
auch zeitlich sebr schnell veridnderliche Vorginge mit dem Hitzdraht verfolgen 2).

Druckmessungen erfolgen mit Manometern und Mikromanometern (vgl.
Abschnitt I, § 8). Schwierigkeiten macht dabei unter Umstinden die Druck-
entnahme. Ziemlich einwandfrei ist die Druckentnahme durch Anbohrungen
in glatter Wand (vgl. Abschnitt II, § 7). Als Drucksonde fiir das Innere der
Flissigkeit kann man die hintere Offnung der iiblichen Staugerite benutzen,
muB aber dabei darauf achten, daB das Gerit auf wenige Grade genau in
der Strémungsrichtung steht. Drucksonden werden am besten geeicht, wenn
man sie in eipen einwandfreien Parallelstrahl von nicht zu kleinen Ab-
mossungen bringt. Sie sollen dann den Druck der ruhenden Luft in der
Umgebung des Strahles anzeigen, oder genauer einen Uberdruck vou etwa
1, v. H. des Staudruckes des Strahles, da infolge der Vermischungsvorginge
an der Strahloberfliche ein solcher Uberdruck im Strahle herrscht3) (bei sehr
genauen Anemometer- und Staugeriteichungen ist dieser Uberdruck ebenfalls
zu beriicksichtigen!).

c) Krifteermittlung an Modellen. Unmittelbare Kraftmessung
durch Waagen. Die Modelle, die geschleppt oder angeblasen werden, pflegen
Fig. 174, durch Halteorgane so befestigt zu werden,

I e dal sie in ihrer Lage festgehalten sind. Die
A auf sie ausgeiibten Krifte wirken auf Waag-
hebel, an denen sie gemessen werden. Es gibt
sehr verschiedene Moglichkeiten der Anordnung;
7 eine, die sich fir Messungen in Luft bewihrt
hat, ist die folgende:

Das Modell (Fig.174) ist an drei Draht-
systemen gehalten, von denen eins wagerecht
nach vorn und zwei senkrecht nach oben fihren.
4 Das erste iibertrigt den Widerstand und das
zweite und dritte zusammen den Auftrieb. Das
andere Ende jedes Drahtsystems ist an einem
Waaghebel befestigt, an dem die genannten Krifte beobachtet werden konnen.
Aus dem Verhiltnis der Anzeige der zweiten und dritten Waage folgt noch
die Lage der resultierenden Auftriebskraft. Die in der Figur unten sicht-

Dreikomponenten-Aufhéngung.

1) J, M. Burgers und v.d. Hegge-Zijnen haben so die Grenzschichten an
ebenen Platten ausgemessen, vgl, Verh. XIlI, Nr. 8, 1924, Koningl. Akad. van Weten-
schap?en, Amsterdam. .

) Vgl. J. M.Burgers, Proe. XXIX, Nr. 4. Koningl, Akad. van Wetenschappen,
Amsterdam = Communication Nr. 8 des Labor. f. Aerodyn. und Hydrodyn. Delft;
ferner Fage und Johannsen, Roy. Soc. Proc. (A) 116, 1927.

3) W. Tollmien, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 6, 468—478, 1926.
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baren Spanngewichte — das rechte iiber eine leicht drehbare Rolle geleitet —
sorgen filr eine passende Vorspannung der Drihte. Das Modell pflegt um-
gekehrt aufgehingt zu werden, wie Fig. 174 zeigt, damit die Auftriebskraft
die Drihte spannt und nicht entlastet. Die Beobachtung geht auf die
Weise vor sich, daB zunichst alle Waagen ohne Wind ins Gleichgewicht ge-
bracht werden und nuun nach Anstellung des Windes der Unterschied aus-
gewogen wird. Waihrend der Wigung mit einer Waage werden zweckmiBig
die anderen Waagen in der Mittellage festgehalten.

Andere Arten der Widerstandsermittlung. Wie bereits in § 11,b
auseinandergesetzt, kann man durch Messung des Druckes in einer hin-
reichend grofBen Anzahl von Anbohrungen der Oberfliche die Druckverteilung
iiber den ganzen zu untersuchenden Korper ermitteln und daraus durch
numerische oder zeichnerische Integration die resultierende Druckkraft er-
fahren. Die Messung kann entweder so gemacht werden, daf man das
Innere des hohlen Korpers mit einem Manometer verbindet, und nun jeweils
alle Locher bis auf eines, das offen gelassen wird, mit Wachs oder dergieichen
verklebt. Da dieses Verfahren etwas zeitraubend ist, schlieft man in neuerer
Zeit vielfach an jede MeBanbohrung ein Réhrchen oder einem Schlauch an
und fithrt diese durch das Innere des Modells weiter zu ebenso vielen Druck-
messern, als Anbohrungen vorhanden sind. Die einfachste Anordnung dieser
Art bestebt in einer groBen Anzahl von senkrechten, halb mit einer MeB-
fliissigkeit gefillten, unten kommunizierenden Rohren, die dicht nebeneinander
angeordnet sind. Die beiden duberen haben ein freies oberes Ende und
zeigen so den ungestorten Druck an, die anderen sind oben an die MeB-
anbohrungen angeschlossen. Die Ablesung erfolgt zweckmiBig, indem man
das ganze ,Vielfachmanometer“ photographiert. Map kann in solcher Weise
die Druckverteilung nicht nur an Modellen, sondern auch an wirklichen
Flugzeugen, Luftschiffen usw. ermitteln.

Der in §11, b erwihnte ,Kielwasserwiderstand® laBt sich nach
einem von A.Betz!) vorgeschlagenen Verfahren durch Ausmessung der
Stérung, die der Koérper hinter sich zuriickldBt, des sogenannten Nachlaufs,
ermitteln, Der strenge Nachweis der Richtigkeit des Verfabrens ist keines-
wegs einfach, weil die von dem Korper ausgehenden Druckstérungen sich
nach allen Seiten hin in der Flissigkeit ausbreiten und erst nachgewiesen
werden muf, daf sie zum Widerstand nichts beitragen, oder im Falle des
Wellenwiderstandes oder des induzierten Widerstandes, dafl der von ihnen
hervorgerufene Widerstandsanteil und der im Nachlauf nachweisbare gerade
den Gesamtwiderstand zur Summe haben. Hier soll nur der Fall in niheren
Betracht gezogen werden, dal an der Stelle, wo die Geschwindigkeiten im
Nachlauf gemessen werden, der Druck bereits wieder mit dem ungestdrten
Druck ubereinstimmt. Dann werden auch die auf den Korper als ruhend
bezogenen Geschwindigkeiten, soweit die Fliissigkeitsteile keine Reibungs-

1) A, Betz, Ein Verfahren zur direkten Ermittlung des Profilwiderstandes.
Zeitschr, f. Flugtechnik u. Motorluftschiffahrt 15, 42, 1925,

Prandtl, Strémungslehre. 12
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wirkung erlitten haben, wieder der ungestdrten Geschwindigkeit gleich sein
(Bernoullische Gleichung!). Diese Geschwindigkeit heile U, diejenige der
durch Reibung, Wirbel usw. verzogerten Flussigkeitsteilp §m Nachlauf sei u.
Urspriinglich hatten diese Teile auch die Geschwindigkeit U, der Geschwindig-
keitsverlust U —u stellt also eine Impulsinderung dar. Legen wir quer
. iiber den Nachlauf eine Kontrolifliche,

Fig-175. so flieBt durch ein Stiickchen dF

v davon die sekundliche Masse od Fu;

die gesamte Impulsinderung, die dem

..................... Kielwasserwiderstand W; gleich ist,
@ ______________ mub also sein
Wi = jj 0d Fu(U— w).

Das Integral braucht nur iber
den Nachlauf erstreckt zn werden,
vgl. Fig. 175. Der Ausdruck kann fiir die praktische Anwendung hoch etwas
umgestaltet werden. Ein Pitotrohr (vgl. Abschnitt 2, § 4) gibt den Gesamt-

Nachlaufstréomung.

2
druck p + p2w an, der hier mit g bezeichnet werden mége. Die Ge-
schwindigkeiten quer zur Richtung von U seien vernachlissigbar klein, dann

2 2
kann innerhalb des Nachlaufs g = po + 2 2“ und auBerhalb g, = po + gg_

gesetzt werden.
Der Unterschied der Gesamtdrucke g, — g = —g (U% — u?), der allein

aus den Ablesungen des mit dem Pitotrohr verbundenen Manometers un-
mittelbar entnommen werden kann, lift sich, wie leicht nachzupriifen, in
die Form bringen

Go—9 = "(U—“)-F—;—(U—u)’.

Man erhilt also fiir den Kielwasserwiderstand
W = ”(go—g)dF—%” (U—updF.

Das zweite Glied wird klein gegeniiber dem ersten, wenn der Ge-
schwindigkeitsunterschied I/ — u klein wird gegen die ungestorte Geschwindig-
keit U'1). Will man ihn beriicksichtigen, so mu8 man den statischen Druck p,
gesondert ermitteln, so daB « und U berechnet werden konnen. Das Ver-
fahren ist u. a. auch zur Ermittlung des Profilwiderstandes an wirklichen
Flugzeugen im Fluge verwendet worden?).

Der Reibungswiderstand kann gemiaB §11, b als Differenz zwischen
dem gewogenen (Gesamtwiderstand und dem aus der Druckverteilung er-
mittelten Druckwiderstand (s. 0.) gewonnen werden. Neuerdings ist von

1) In der Betzschen Arbeit wird auch der Fall berﬁcksiohti}gt, daB der
Druck p von dem ungestérten Druck verschieden ist, wodurch die Formeln eine
etwas andere Gestalt erhalten.

%) M. Schrenk, Luftfabrtforschung, Bd. 2, Heft 1, Miinchen u. Berlin 1928.
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Fage und Falkner?!) ein direktes Verfahren zu seiner Bestimmung an-
gegeben worden. Das Verfahren kommt darauf hinaus, die Geschwindigkeit
ganz nahe an der Korperoberfliche zu ermitteln, wo die Strémung laminar

verlauft und also gemal § 1 dieses Abschnittes die Schubspannung v — y.%

ist (wo w die gemessene Geschwindigkeit und y der Wandabstand ist).
Es handelt sich dabei praktisch um Abstinde von der GrdSenordnung
/oo mm. Die MeBeinrichtung besteht in einer Wand-
anbohrung, die in diesem winzigen Abstand von einer
scharf geschliffenen Schneide iiberdeckt ist (vgl. Fig. 176).

Eine solche Sonde mufl natiirlich geeicht werden; sie ist %

deshalb herausschraubbar angeordnet. Die Eichung

Fig. 176.

erfolgt dadurch, daf die Sonde in einen engen Kanal Vorrichtung zur
K . . . Messung des Reibungs-
eingesetzt wird, fiir den man weiB, daB die Stréomung widerstandes.

laminar ist, und bei dem die Schubspannung aus dem
beobachteten Druckabfall berechnet werden kann. Die Einzelablesungen
liefern die Verteilung der Schubspannung an der Oberfliche, der gesamte
Reibungswiderstand kann daraus durch Integration gewonnen werden. Das
Verfahren ist allerdings nicht leicht zu handhaben und erfordert viel Zeit,
immerhin ist es wertvoll fiir grandsitzliche Aufschliisse.

1) A.Fage und V. M. Falkner, Proc. Roy. Soc. A, 129, 378, 1930.

12%



Vierter Abschnitt.
Stromung mit erheblichen Volumeninderungen (Gasdynamik).

Vorbemerkung.

Erhebliche Volumeninderungen ergeben sich bei den Stromungsvorgingen
hauptsichlich dann, wenn es sich um Gase und Dampfe handelt und grofle
Druckunterschiede vorkommen. In der Eirleitung zum zweiten Abschnitt war
bereits betont worden, dal bei miBigen Druckunterschieden (die klein sind
gegenitber dem absoluten Druck des Gases usw.) die Volumeninderungen
unbedeutend sind und daher in diesem Fall die Gasstromung in erster Nihe-
rung nach den fiir volumbestindige Fliissigkeiten geltenden Gesetzen be-
handelt werden darf. Wenn aber erhebliche Volumeninderungen auftreten,
dann ist einerseits der verdnderlichen Dichte wegen die Zuordnung der Ge-
schwindigkeiten und Drucke zueinander anders als bei volumbestindiger
Strémung, andererseits ergeben sich der Kontinuitit wegen bei gegebenen
Geschwindigkeiten andere Querabstinde der Teilchen und daher anch andere
Bahnen — oder bei gegebenen Querschnitten andere Geschwindigkeiten.

Fir das Eintreten von erheblichen Volumeninderungen und der hierfiir
nétigen betrdchtlichen Druckdnderungen kommen im wesentlichen die folgen-
den Fille in Betracht:

1. GroBe Hohenerstreckung von der Schwerkraft unterworfenen
Gasmassen. Die hauptsichlichste Anwendung dieses Falles betrifft die
Strémungserscheinungen in der freien Atmosphire. Die hier in Betracht
kommenden Probleme losgelést von den speziellen meteorologischen Frage-
stellungen zu behandeln, hiitte nicht viel Zweck; deshalb mag eine Behand-
lung dieses ohnehin noch wenig entwickelten Gebiets hier unterbleiben?).

1) Verschiedene Literatur findet sich in den meteorologischen Fachzeit-
schriften: Meteorologische Zeitschrift, Beitrige zur Physik der freien Atmosphire,
Geophysiske Publicasjoner, Oslo usw.; einige typische Arbeiten sind die folgenden:
V. Bjerknes, Das dynamische Prinzip ‘der Zirkulationsbewegungen in der Atmo-
sphire. Meteorol. Zeitschr. 17, 97 und 145, 1900. Derselbe, Uber Wellen-
bewegungen in kompressiblen schweren Fliissigkeiten, Abh. d. Kgl. Sichs. Ges. d.
Wissensch., Math.-Phys. Klasse 83, Nr.II, 37, 1916. H. Koschmieder, Beitrige
zur meteorologischen Aerodynamik. Meteorol. Zeitschr. 48, 246, 1926. P. Raethjen,
Zur Vertikalbewegung im atmosphirischen Kontinuum. Meteorol. Zeitschr. 486,
292, 329, 383, 420, 1929.
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2. GroBie Geschwindigkeiten der Gasstromung, solche treten auf,

a) wenn zwei Riume, zwischen denen ein mit den absoluten Drucken
vergleichbarer 1) Druckunterschied besteht, durch eine Offnung oder
einen Kanal verbunden werden,

b) wenn sich in dem Gase Korper mit sehr groBen Geschwindigkeiten
bewegen.

Diese beiden Fille sind theoretisch eng miteinander verwandt; man
braucht nur den Kérper in einen mit der entsprechenden Geschwindigkeit
flieBenden Luftstrom zu stellen, um die Verhiltnisse des in ruhender Luft
bewegten Korpers in einem geinderten Bezugssystem nachzuahmen.

Die hier in Frage kommenden Beziehungen finden praktische Anwendung
bei den Stromungen in Dampfturbinen und dhnlichen Maschinen, andererseits
auch bei der Bewegung von Geschossen, ferner auch bei Flugzengpropellern,
die ebenfalls sehr hohe Geschwindigkeiten aufweisen.

Diese Stromungslehre der hohen Geschwindigkeiten wird auch mit einem
kurzen Wort als ,Gasdynamik® bezeichnet.

3. Grofle Beschleunigungen, die in einer rubenden oder strémenden
Gasmasse auftreten, wenn Wandteile oder in der Gasmasse befindliche Korper
stark beschleunigte Bewegungen ausfilhren oder sonst irgendwelche plétz-
liche Verinderungen vor sich gehen. Hierher gehdren die Ausbreitungs-
vorginge rascher Schwingungen (die in der Akustik bebandelt werden), die
Ausbreitung von Explosionen u. dgl., die Folgeerscheinungen des raschen
Offnens und SchlieSens von Klappen und Ventilen u. a. m.

Fir die besondere Art dieser Vorginge, aber auch fiir die der
Stromungen mit hohen Geschwindigkeiten spielt die Geschwindigkeit, mit der
sich irgendwelche Druckdnderungen in einer Gasmasse fortpflanzen, eine
entscheidende Rolle. Deshalb sei zundchst dieser Fortpflanzungsvorgang
néher betrachtet.

§1. Druckfortpflanzung. Schallgeschwindigkeit. Der Betrachtung
der Druckfortpflanzung werde in Anlehnung an die Betrachtung iiber den
Wasserschwall in § 16 von Abschnitt II folgender einfache Fall zugrunde
gelegt. In einer ruhenden Gasmasse, die in einem weiten Rohr eingeschlossen
sein moge, werde durch geeignete Bewegung eines Stempels eine Druck-
steigerung erzeugt, die sich in der in Fig. 177 angedeuteten Weise in die
rubende Gasmasse hinein fortpflanzen soll.

Es sei dabei angenommen, daf die Druckverteilung ohne Anderung ihrer
Gestalt mit der konstanten Geschwindigkeit ¢ nach rechts weiterriickt. Da

1) Dieser Druckunterschied muB nicht immer absolut genommen grof sein,
gsondern es kommt nur darauf an, daB er gegeniiber den absoluten Drucken in
den beiden Riumen in Betracht kommt. Ist z.B. in einer Quecksilber - Dampf-
strahlpumpe, wie sie zur Herstellung von hohem Vakuum in Gebrauch sind, (fer
Druckunterschied zwischen dem Verdampfer und dem Kondeusator !/;, mm Hg,
und ist der Druck in dem letzteren Raume (der mit dem Vorvakuum in Ver-
bindung steht) auch nur !/;,,mm Hg, so ist der Druckunterschied in unserem
Sinne ,betrichtlich* und die Stromung muB hier nach den Gesetzen der ,Gas-
dynamik“ behandelt werden.
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das Gas hierbei zusammengedriickt wird, muB der Teil, tiber den der
Druckanstieg bereits hinweggegangen ist, eine Geschwindigkeit % nach rechts
hin besitzen. Fiir die Rechnung sei angenommen, da8 die Drucksteigerung

Fig. 177. P — Po klein gegen den Druck p, sei, dann wird
Tt auch die Dichteinderung g, — @, klein, ebenso wird
PR ;- auch w klein, wie sich aus dem Folgenden noch ergibt.

E : ’ Uber die Vorginge in dem Ubergangsgebiet von

-
-y |
=¥
-

der Breite b (vgl. Fig.177) lassen sich nun analog

n ::i ] der fritheren Betrachtung zweierlei Aussagen machen:
i mh 1. betreffend der Koutinuitit: Wihrend das
Druckwelle im Rohr. Gebiet b iber eine Stelle hiniiberriickt, steigt dort
die Dichte vom Werte g, auf ¢,. Die zugehorige

Zeit ist T = b/e. Die in der Zeiteinheit?) erfolgende Massenzunahme im
Ubergangsgebiet ist danach gleich dem Volumen des Gebietes F.b mal der

2
A4-r
g 9

Dichtigkeitszunahme in der Zeiteinheit (_’1_':_99, also == F (9, — Qo) .¢. Diese

Massenzunahme wird bewirkt durch die von dem verdichteten Gebiet her in
der Zeiteinheit zuflieBonde Masse @, F'w, es ergibt sich also

o W = (gl-—@o)c ............ (1)

2. der Satz: Masse mal Beschleunigung = resultierende Kraft gibt die

folgende Aussage. Innerhalb des Ubergangsgebiets nimmt die Geschwindig-

keit in der Zeit v von 0 bis w zu, die mittlere Beschleunigung ist also

-? = %ﬁ Die jeweils zu beschleunigende Masse ist @y F'D, Wo @y die mitt-

lere Dichte ist. Die resultierende Kraft ist F'(p, — p,), also ergibt sich die
dynamische Beziehung

OmWC == Py — P v+ v v ¢ s o v o o 2 o (2)

In Gl (1) dirfen wir links nachtriglich g, durch gm ersetzen, ohne einen
groferen Fehler zu begehen, als er schon in den bisher gemachten Ver-
nachlassigungen liegt. Dividiert man jetzt (2) durch (1), so wird nach Weg-
hebung von @, w:

=P " Po,
01— 0o
Der Ausdruck auf der rechten Seite hiingt aber nur vom Kompressionagesetz

des Stoffes ab, wir schreiben fir ihn den Differentialquotienten Z——p und

erhalten so

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir Druckénderungen wird also unter der
Annabme kleiner Druckinderungen unabhingig von der GrdBe der Druck-
anderung und von der Breite des {Jbergangsgebietes, und ist nur von dem

1) Man wihlt fiir diese Uberlegung zweckmaBig eine Zeiteinheit, die klein
gegen die Zeit v ist, Da im Endergebnis die Zeit r nicht mehr vorkommt, be-
eutet dies keine Einschriankung der Ableitung.
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Kompressionsgesetz des Stoffes abhingig. Deshalb konnen auch beliebige
positive und negative kleine Druckianderungen aufeinanderfolgen, ohne sich
gegenseitig zu stéren. Da der Schall aus solchen Folgen positiver und nega-
tiver Druckianderungen besteht, die nach obigem mit der Geschwindigkeit ¢
weiterlaufen, nennt man ¢ die Schallgeschwindigkeit.
Fiir Gase gilt nach dem Adiabatengesetz (vgl. Abschn. 1, § 5) p = const. ¥,
also
ap = %.const. ¥~} = x!’—,

do 0

mit @ == o_;_o_ (hier ¢, — Normaldichte beim Normaldruck und
e ¢ » Go Do

o 1+ ad
bei 0°C) wird daber

¢ = Vx§°(1+ua) ........... 7

Die Schallgeschwindigkeit ist also bei ein und demselben Gase lediglich mit der

Temperatur verdnderlich. Fir mittelfeuchte Luft ist Vx%g = 334 m/sec in
0
guter ﬁbereinstimmung mit beobachteten Schallgeschwindigkeiten.

Der fir uns wichtige Fall der Druckfortpflanzung in einer stromenden
Flitssigkeit 188t sich dadurch auf den hier betrachteten Fall zurickfithren,
daf man ein mit der Flissigkeit mitbewegtes Bezugssystem verwendet. Daraus
folgt, daB die Druckfortpflanzung relativ zu der Flussigkeit mit der Ge-
schwindigkeit ¢ erfolgt. Relativ zu einem Raum, in dem die Flussigkeit mit
der Geschwindigkeit w, stromt, erfolgt die Fortpflanzung stromabwirts mit
der Geschwindigkeit ¢ 4 w,, stromaufwirts mit der Geschwindigkeit ¢ — w;.
Man sieht leicht, daB in dem Falle, dal w grofer als ¢ ist, stromaufwarts
iberhaupt keine Fortpflanzung von Druckinderungen stattfindet. Daher zeigen
die Gase und Dimpfe bei Stromungsgeschwindigkeiten, die die Schall-
geschwindigkeit iibersteigen, ein von dem gewohnlichen wesentlich verschiedenes
Verhalten.

Zieht man die riumliche Ausbreitung der von einer kleinen Stelle
ausgehenden Druckstérungen in Betracht, so ergibt sich ein weiteres
Charakteristikum der Stromungen mit Geschwindig-
keiten, die kleiner bzw. gréfer sind als Schall-
geschwindigkeit. Eine momentane punktférmige
Stérung an einer Stelle 4 (Fig. 178) breitet sich in
einer gleichformigen Gasstromung in Form einer
Kugelwelle aus, deren Mittelpunkt mit der Stromungs-
geschwindigkeit weiterwandert. Eine andauernde
Stérung im Punkte 4, wie sie etwa durch ein dort
befindliches kleines Hindernis dargestellt wiirde, kann
als Aufeinanderfolge von momentanen Stérungen auf-
gefalt werden. Wenn die Strémungsgeschwindigkeit w kleiner ist als die
Schallgeschwindigkeit ¢, ergibt sich eine Ausbreitung der Wirkung des
Hindernisses nach allen Richtungen bin, wennschon in verschiedenen Rich-

Fig. 178.

Druckwelle, w < c.
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tungen mit verschiedener Stirke. Ist aber die Stromungsgeschwindigkeit
groBer als die Schallgeschwindigkeit, so erfillen alle Kugelwellen nur
einen Kegel hinter dem Punkte 4 (vgl. Fig. 179). Der Raum vor
dem Kegel bleibt véllig frei von jeder Einwirkung des Hindernisses.
Fir die Bewegung eines Korpers (z. B. eines Geschosses) durch eine.ruhende
Gasmasse gelten ganz entsprechende Beziehungen. Im Falle, daB die Geschol-
' geschwindigkeit gréfer ist als die Schall-
Fig. 179. geschwindigkeit, erstreckt sich die Wirkung
nur auf einen Kegel entsprechend Fig. 179
[E. Mach] ).
Der Winkel an der Kegelspitze ergibt
sich folgendermafen: Im Verlauf einer kleinen

Zeit T ist eine punktférmige Storung zu
einer Kugel vom Radius ¢.7 angewachsen,
deren Mittelpunkt hat sich um w.7 entfernt;
der Kegel beriihrt die Kugel, also ist

, c.T ¢
Druckwellen, w0 > c. e = e g | mwmEEs (6)
Man nennt & den Machschen Winkel.

Stromt das Gas an Wiinden entlang, die mit irgendwelchen Uneben-
heiten besetzt sind, so gleichen sich die von den Unebenheiten verursachten
Druckunterschiede nach dem Innern des durchstromten Raumes zu schnell
aus, wenn die Geschwindigkeit unterhalb der Schallgeschwindigkeit liegt; bei
,Uberschallgeschwindigkeit“ geht dagegen von jeder Unebenheit eine Welle
~ unter dem Machschen Winkel aus,
Fig. 180. die sich durch den ganzen Strémungs-
raum ausbreitet und auch an einer
gegeniiberliegenden Wand reflektiert
wird. Fig. 192 (S.196) zeigt eine
solche Strémung bei kiinstlich auf-
gerauhten Winden; an der Abnahme
des Machschen Winkels von links
nach rechts ist deutlich die von
links nach rechts zunehmende Ge-

schwindigkeit zu erkennen.
Dieselben Beziehungen lassen
Schlierenbild eines fliegenden Infanterie- sich auch auf die Bewegung von
geschosses nach Cranz. Kérpern in einer ruhenden Luftmasse
; anwenden. Erfolgt die Bewegung
mit Uberschallgeschwindigkeit, so breitet sich die durch den Korper hervor-
gerufene Storung lediglich in einem Kegel entsprechend Fig.179 aus, vor
diesem Kegel herrscht vollkommene Ruhe. Die GeschoBbewegung von

1) E. Mach, Sitzungsber. d. Wien. Akad. Ila, 95, 164, 1887; 98, 1810, 1889;
105, 605, 1896,
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Fig. 180') bietet ein Beispiel dafir. Aus dem Winkel der Kopfwelle laft
sich die GeschoBgeschwindigkeit ziemlich genau berechnen, wenn man die
weiter von dem Geschol entfernten Teile dieser Welle benutzt. Ganz nahe
am GeschoB sind die Druckunterschiede so groff, daf hier die Kopfwelle
sich mit Uberschallgeschwindigkeit fortpflanzt und daher der Winkel o
grofler ist.

Anmerkung. Eine endliche Druckanderung 1laft sich als eine Folge von
vielen kleinen Druckénderungen auffassen. Nach él. (2) ist an den Orten hoheren
Druckes eine ungefahr dem Druckunterschied proportiorale Geschwindigkeit in
der Fortpflanzungsrichtung vorhanden (umgekehrt an Orten tieferen Druckes eine
in der entgegengesetzten Richtung). Nach der vorangehenden Darlegung ist dann
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der auf eine Verdichtung folgenden weiteren
Verdichtung = ¢+ w, also grofer; entsprechend die einer weiteren Verdiinnung
kleiner, so dal man also schlieBen mull, da starke Verdichtungen mit mehr als
Schallgeschwindigkeit fortgepflanzt werden, starke Verdiinnungen mit weniger als

Pig. 181 Fig. 182.
it St Narbkeh wiedated e R
S AN \_\ - Pt =
i N T 1
. N i e
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Verdichtungswel le. Verdiinnungswelle.

Schallgeschwindigkeit. Die exakte Theorie dieser Erscheinungen ist von B.Rie-
mann?) durchgefihrt worden. Sie ergibt in Ubereinstimmung mit der obigen
Uberlegung, dab von einer Druckwelle mit endlicher Verdichtung die Teilverdich-
tungen mit um so groferer Geschwindigkeit fortschreiten, je héher der Druck
bereits gestiegen ist, so dal also der Kopf der Welle schneller lauft als der Fufl
und diesen daher mit der Zeit einholt. Von da ab ergibt sich ein unstetiger Ver-
dichtungsvorgang, iiber den spater noch mehr zu sagen sein wird. Bei einer Ver-
diinnungswelle bleibt das Ende gegen den Anfang zuriick, so daB die Form der
Welle immer flacher wird. Fig. 181 und 182 veranschaulichen diese Vorgénge.

§ 2. Stationiire Stromungen bei erheblichen Volumeniinderungen
in eindimensionaler Behandlung. Hier gilt fiir einen Stromfaden die
verallgemeinerte Bernoullische Gleichung [Gl. (3 b) von Abschnitt II, § 3].
Bei Vernachlissigung der Schwere lautet diese, wenn wie in diesem ganzen
Kapitel von Reibung abgesehen wird-

w2
P+—é~=const=P1...........(1)

Die Druckfunktion P =— J’%g ist dabei fir die adiabatische Zustands-

1y Nach C.Cranz, Lehrbuch der Ballistik 2, 451. Mit freundlicher Erlaubnis
des Verlages Julius Springer, Berlin 1926. . . ) .

%) Vgl.z.B. B.Riemann und H. Weber, Die partiellen Differentiaigleichungen
der mathematischen Physik, Bd. 2, S. 507, 5. Aufl  Braunschweig 1912.
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dnderung zu nehmen, die allein hier in Betracht kommt. Fir ideale Gase ist

1
0=0 (—;—’—)" ; durch Auswertung des Integrals erhilt man somit
1

Ist p, der Druck, bei dem w = 0 ist, also z. B. bei AusfluBvorgingen der
Druck im Kessel, so wird

w=Y2(P,— P)= Vf_’_‘ - ";i[ (1%)—“—] ...... )

Man sieht leicht, daB die Geschwindigkeit, die sich beim Expandieren des
Gases bis in das duBerste Vakuum ergibt, endlich ist. Sie entspricht p = 0
in GL (3) und ist also

wmu =

e S e D D e

.

////.";-, o

v, w und v/w abhingig von p.

Fir Luft von gewohnlicher Temperatur (rund 15°C) und Atmosphirendruck
als Ausgangszustand gibt dies, wenn in kg und m gerechnet wird:

/2.1,4056 10330

V 0,405 0,125

Der Zusammenhang von w mit p ist in Fig. 183 dargestellt. Diese
Figur enthalt noch das spezifische Volumen v — 1/¢ abhingig von p gemil

= 757 m/s.

(P]'
der Adiabatengleichung. Die schraffierte Fliche‘[vdp ist nichts anderes

als P, — P. Uber die Kurve v/w abhingig von p siehe unten.

Die Kontinuitit liefert fiir die stationire Strémung einer zusammen-
driickbaren Flissigkeit entsprechend Gl. (3) von § 2 als Aussage, daf durch
alle Querschnitte eines Stromfadens dieselbe sekundliche Masse stromt:

F@w = CONSE. + o v e e s s e s e s e s . (5)

lings des Stromfadens. Der Verlauf des Stromfadenquerschnitts F' mit dem
Druck p ist durch den Verlauf der Funktion 1/¢ w == v/w gegeben, vgl. die
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beziigliche Kurve in Fig. 183; er lift sich auch durch folgende Uberlegung
im Anschlu8 an Gl (3) und (5) klarmachen: Wenn man mit p = p, beginnt,
so ist zunichst w — 0 und daher F = oc, Wenn p pun abnimmt, so
wiichst w allmihlich an, ohne da8 @ sich vorerst viel éndert, also muB F
abnehmen. Ist jedoch p bereits sebr klein geworden, so nidhert sich w dem
Betrage wmax, andert sich also nicht mehr viel, ¢ nimmt aber mit unbegrenzt
abnehmendem p ebenfalls unbegrenzt ab, also muB F in diesem Gebiet zu-
nehmen und gegen oo streben.

Zwischen dem Gebiet, wo F abnahm, und dem, wo es zunimmt, mufl
offenbar ein Minimum von F liegen; es liegt da, wo die verhiltnismiBige Zu-

nahme der Geschwindigkeit Ez—'—:i geradeso groB ist wie die verhiltnismiSige

Abnahme der Dichte ——% - Die Nachrechnung zeigt nun, daf dieses Mini-

mum gerade da legt, wo die Stromungsgeschwindigkeit gleich der zu diesem
Zustand gehérigen Schallgeschwindigkeit ist. Wegen der erfolgten adiaba-
tischen Abkiihlung ist diese Schallgeschwindigkeit nicht die des Anfangs-
zustandes, sondern entsprechend der niedrigeren Temperatur kleiner (bei Luft
von gewohnlicher Temperatur im Ausgangszustand rund 315m/sec). Die
eben erwihnte Beziehung lift sich auch ohne alle Rechnung aus der
Betrachtung des vorigen Paragraphen erschlielen. Betrachtet man namlich
den in Fig. 177 dargestellten Vorgang von einem Bezugssystem aus, das sich
mit der Geschwindigkeit ¢ nach rechts hin fortbewegt, so erscheint das Gas
dort, wo es in Ruhe ist, als mit der Geschwindigkeit ¢ von rechts nach links
stromend, und die Druckwelle bleibt an ihrem Orte stehen. Von diesem
Bezugssystem aus hat man also eine stationdre Stromung von der Besonder-
heit, daB ein Druckunterschied in einer Strémung ohne Querschnittsinderung
des Stromfadens besteht. Das ist aber auch gerade die kennzeichnende Eigen-
schaft der Stelle in unserem Stromfaden, wo der Querschnitt ein Minimum
hat, also weder zunimmt noch abnimmt.

Nach Uberschreitung des Minimums ist die Geschwindigkeit somit grofer
als die Schallgeschwindigkeit. In einer solchen Stromung nimmt nach obigem
bei Druckabnahme, also Geschwindigkeitszunahme, der Querschnitt zu (statt
abzunehmen, wie es bei volumenbestindigen Fliissigkeiten der Fall wiire);
bei Druckzunahme (Geschwindigkeitsabnahme) nimmt er ab. Hieraus resul-
tiert ein stark von dem Gewohnten verachiedenes Verhalten solcher Stromungen.
Ein regelmafiges Anwachsen der Geschwindigkeit bis zu dem aus der Druck-
gleichung sich ergebenden Endwert ist, wenn dieser Endwert groBer ist als
die Schallgeschwindigkeit, nur dann méglich, wenn die Rohre, in der die
Stromung erfolgt, sich zuerst verengt und hinterher um einen genau be-
stimmten Betrag wieder erweitert (De Lavalsche Dampfdiise, siehe unten).
Bei einer einfachen (ffnung ohne Erweiterung kann sich daher, sobald der
Gegendruck klein genug ist, um Uberschallgeschwindigkeit zu erzeugen, in
der Offnung selbst nur noch derjenige Druck einstellen, der einer Stromungs-
geschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit entspricht [bei Luft und
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anderen zweiatomigen Gasen rund 0,53 des Druckes des ruhendén Gases?)).

Die Ausflubmenge ist dann von dem Gegendruck ganz unabhingig. Auler-

halb der Miindung erweitert sich der Querschnitt des Gasstrahles, und zwar

durch Tragheitswirkung der Gasstrémung so stark, dal in seinem Innern

Unterdruck entsteht. Infolge des Unterdruckes wird die Stréomung dann
Fig. 184.

Fig. 186.

Fig. 187. P, Pz

]

wieder konvergent und verdichtet sich wieder ungefihr auf den Miindungs-
druck, worauf das Spiel von neuem beginnt. Fig.1849) zeigt eine Aufnahme
eines solchen Luftstrahles von E. Mach?®) mit der Toplerschen Schlieren-
methode (iiber diese siehe § 4).

Der Miindungsdruck p,, kann durch eine Anbohrung der Diise knapp vor
dem freien Rand gemessen werden, vgl Fig. 185. Er ist fiir Aullendriicke p,,

1) Formel: p' = p, - Ll AW 1; zugehorige Geschwindigkeit
x+1
2x p
r .
w=c = ]/ T o

%) Die Fig.178, 179, 181—190, 192—203, 212—215 sind mit freundl. Erlaubnis
des Verlages Gustav Fischer (Jamg dem Artikel des Verfassers fber ,Gas-
bewegung® im Handworterbuch der Naturwissenschaften, Bd. IV, entnommen.

3) E. Mach, Sitzungsber. &. Wien. Akad. IIa 98, 1303, 1889 und 108, 1025,
1897; vgl auch R. Kmden, Ann. d. Phys. u. Chem. (3) 69, 264 u. 426, 1399 und
L. Prandtl, Physik. Zeitschr. 8, 28, 1907.
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die kleiner sind als der ,kritische Druck® p’, sehr gut konstant und gleich
dem kritischen Druck, Fiir hobere Gegendriicke p, stimmt er praktisch mit p,

tiberein. L&bt man p, von dem Wert = p, an allmihlich sinken, so steigt
die Ausflufmenge

1 2% z—1
— — Pa\y _—— 1 — P_ﬁ )
M__Fgng_F<pl> Vx—1p191< (P,) ) . ()
allmahlich bis zu einem Maximum beim kritischen Druck, das sich zu
2\, / 2%
— k-1 . I o .
Mmax_(x—}—l) F‘/x+1 o (M

ergibt. Bei weiterem Sinken von p, bleibt dann M = consi = M,yax. Der

Verlauf von p,, und M abhingig von p, ist in Fig. 186 wiedergegeben.

Der Verlauf der M -Kurve fiir p; << py << p’ ist nahezu ein Viertel einer
Ellipse; man kann diesen Umstand pach Fliegner zur Aufstellung von prak-
{ischen Niherungsformeln verwenden, die fir atmosphirische Luft folgendermaBen
auten:

1. fiir py > Yy py:
M =076 FV(——.-P‘ 2k,
2. fiir py < Vopu: !
M=038pF 2L.
VT,
Hierin ist p in kg/em? und ¥ in em? einzufithren; 7)) ist die absolute Temperatur
im Kessel; dann gibt die Formel die sekundliche Ausflubmenge in Kilogramm.

Das geschilderte Verhalten 148t sich auch von dem in § 1 dargelegten
Gesichtspunkt der Druckausbreitung gut verstehen. Wir wollen annehmen,
daB an das Austrittsende der Diise eine Kammer anschlielit, in der der Druck
durch ein AusfluBventil oder dergleichen geregelt. werden kann, vgl. Fig. 187
Der Druck in der Kammer, also p,, moge augenblicklich grifer als der
kritische Druck sein. Wird nun p, durch weiteres Offnen des AusfluB-
ventils usw. erniedrigt, so lauft eine Verdiinnungswelle in die Diise hinein
und stellt den neuen Stromungszustand her. (Zusatzgeschwindigkeit ent-
gegen der Richtung der Wellenfortpflanzung, also im Sinne einer Vermehrung
der Strémungsgeschwindigkeit.) Bei weiterem Sinken von p, geht dies aber
nur so lange weiter, bis in der Miindung Schallgeschwindigkeit erreicht ist.
Die nun folgenden Druckerniedrigungen konnen sich jetzt, da sie in dem
Gase nur mit Schallgeschwindigkeit vorwirts kommen, nicht mehr in die
Miindung hinein fortpflanzen, der Zustand dort bleibt also von jetzt ab un-
gedndert. Das Ergebnis ist also dasselbe wie vorber.

Um bei einem weit iiber das kritische Verhiltnis hinausliegenden Druck-
verhéltnis eine geregelte Expansion zu erhalten, hat der schwedische Ingenieur
de Laval bei der Konstruktion seiner Dampfturbine AusfluBdiisen von der
in Fig. 188 zu erkennenden Gestalt angewandt. Die Vorginge in solchen
Diisen sind, da sie ein groBes praktisches Interesse haben, sehr eingehend
theoretisch und experimentell untersucht; diesen Studien verdankt man die
Losung vieler prinzipieller Fragen der Gas- und Dampfstrémung.

Hier mag nur die reibungslose Stromung durch eine solche Diise erortert
werden. Der Druck vor der Diise p, sei vorgegeben, dann lassen sich die
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zu jedem niedrigeren Druck p gehérigen Werte von % und % aus den Formeln
oder mittels der Fig.183 bestimmen. Da die Durchflubmenge (Masse pro
Sekunde) M — Fow = Fi;)- ist, laBt sich hiernach fiir jeden gegebenen

Wert von M der zu jedem Querschnitt F' gehirige Wert von —:—;— bestimmen

und aus Fig.183 der zugehorige Druck aufsuchen. Fiir den normalen Be-
triebszustand muf offenbar das Minimum des Stromfadenquerschnitts, also

das von %, mit dem Querschnittsminimum der Diise zusammenfallen; die

AusfinBmenge wird hier ein Maximum und bestimmt sich wie bei einer ein-
fachen Miindung nach Gleichung (7). Der in der beschriebenen Weise er-

Fig. 188.

Strdmung durch eine Lavaldiise.

mittelte Druckverlauf ergibt die in Fig. 188 stark gezeichnete Linie (voun p,
nach dem untersten Druck p,). Da aber zu einem Werte von % nach

Fig. 183 immer zwei Driicke gehoren, findet sich von der engsten Stelle an
noch ein zweiter moglicher Druckverlauf, der zu dem oberen Enddruck p,
hinfithrt.

Ermittelt man in gleicher Weise den zu kleineren Ausflubmengen ge-
hérigen Druckverlauf, so erhilt man die in Fig. 188 oberhalb p, endigenden
Linien. Der Verlauf der Ausflubmenge mit der Veranderung des Druckes p,
am Diisenende ergibt sich demnach (vgl. die rechts an Fig. 188 angefiigte
Darstellung) so, daB von py — p; bis py = p, die Ausflubmengen von Null
bis My.; anwichst. Von da ab ist im engsten Querschnitt die Schall-
geschwindigkeit erreicht, und man kann deshalb nach den obigen Auseinander-
setzungen itber die Rolle der Schallgeschwindigkeit auch ohne genaue Kennt-
nisse der hier eintretenden Vorgiinge erwarten, daB bei weiterem Sinken
von p, die Vorginge oberhalb der engsten Stelle sich nicht mehr #&ndern und
die Ausflubmenge daher konstant bleibt. Der geschilderte Verlauf der Aus-
fluBmenge ist denn auch durch viele Versuche gut bestitigt.
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Die vorstehende Betrachtung zeigt, daB auf Driicke pg zwischen p, und p,
keine verlustlose Stromung hinfithrt. Beobachtungen des Druckverlaufs
filhrten A.Stodola zu der Erkenntnis, daB hier unstetige Verdichtungen
auftreten, die” den von Riemann theoretisch vorausgesagten Unstetigkeiten
(vgl- § 1) verwandt sind. Bei solchen Vorgingen treten tatsichlich Verluste
auf, sie kénnen daher nicht mehr mit den Formeln fir verlustlose Stromung
behandelt werden. Dagegen gelingt eine Theorie dieser Vorginge durch
Anwendung der Impulsgleichung, wie sie in § 12 des zweiten Abschnitts ab-
geleitet ist, in Verbindung mit einem Energiesatz, der in allen Fillen wichtig
wird, wo Strémungen mit erheblicher Volumeninderung mit Widerstinden
verkniipft sind. Es soll deshalb zunichst dieser Energiesatz allgemein ab-
geleitet werden.

§3. Energiesatz fiir Stromungen mit Widerstiinden. Stromungs-
widerstinde haben bei Gasen eine doppelte Wirkung: neben der mechanischen
Hemmung der Stréomung eine Zufuhr von Wirmeenergie, die der vernichteten
mechanischen Energie entspricht. Es ist so, im Gegensatz zu der Strémung
volumbestindiger Flussigkeiten, die Méoglichkeit vorhanden, einen Teil der
Widerstandsenergie, weil sie in Wirme verwandelt wurde, bei einer weiteren
Expansion wieder nutzbringend zu verwerten.

Um einen Uberblick iiber die hier obwaltenden GesetzmiBigkeiten zu
erhalten, wird zweckmiBig ein Energiesatz hergeleitet, der durch ganz &hn-
liche Betrachtungen erhalten wird, wie die Impulssitze in Abschuitt 2, § 12.
Man betrachtet die Energieinderung in einem irgendwie abgegrenzten Teil
einer stationdr stromenden Gasmasse. Am bequemsten nimmt man hierzu ein
Stiick eines Stromfadens, vgl. Fig. 72, S.66. Hier besteht, da die Bewegung
stationdr sein soll, die Anderung im Zustand der abgegrenzten Gasmasse in
der Zeit d¢ einfach darin, dal bei A ein Massenteilchen dm — @4 Fyw4d?
verschwunden und bei B ein Massenteilchen dm' — gp F4 wpdt hinzu-
gekommen ist; wegen der Kontinuitat ist dm — dwm'.

Es ist nun auszusagen, daf die bei dieser Verschiebung in der Gasmasse
auftretende Anderung des Energieinhalts gleich der wihrend der Zeit d¢ von
auben zugefiihrten Energie sein muB. Der Energieinhalt eines Massenteilchens
besteht nun aus seiner kinetischen Energie, seiner potentiellen Energie und
seiner Wirmeenergie, der sogenannten ,inneren Energie®, die fiir die Massen-
einheit den Wert % haben soli; u soll dabei nicht im WirmemaB, sondern im
Arbeitsma8, wie eine mechanische Energie, gemessen sein. Der Energieinhalt
der Masse dm ist demnach, wenn die potentielle Energie lediglich von der

2
Erdschwere herrithrt, — dm (% 492+ u). Die Energiezufuhr an die in

der Stromrohre befindliche Masse besteht ans Druckarbeit an den Endflichen
und aus einer etwaigen Warmezufuhr durch die Seitenflichen. Reibungs-
arbeiten kommen hier nicht in Ansatz, weil sie nur Verwandlung von Arbeit
in Warme, aber keine Anderung des Energieinhalts bedeuten. Die Druck-
arbeit an der Fliche F, ist Kraft x Weg: F ps.wsdt oder durch Ein-
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fihrung von dm: = dm-f:—A = dm.pyv,; ebenso bei B: —dm.pgup.
4

Eine eotwaige Wiarmezufuhr zwischen 4 und B sei mit ¢4 p.d m bezeichnet
(dann bedeutet g4 p die jeder Masseneinheit auf dem Wege von A nach B
mitgeteilte Wirme). So lautet dann die obige Aussage iiber die Anderung
des Energieinhalts:

a9 2
dm(%g +ges+ "B) -—dm(%i'*- g2za+ '“A> =dm(pava—Ppve+494B)-

Es ist also

wh w
—25 + 92+ up+ppop = "52;4* 924+ s+ patat yas
oder, da man den Endquerschnitt B beliebig variieren kann:
2
%+gz+u+pv:const+q .......... 1)

Die Gleichung wird auch hiufig in differenzierter Form benutzt:
wdw+gdz+dutd(pv) =dg -+« . « .. (1a)
Die Groe # | p v wird in der Thermodynamik viel verwandt. Sie wird
Warmeinhalt oder auch Warmefunktion genannt. Sie pflegt mit ¢
bezeichnet zu werden. '
Fiir permanente Gase gelten die Formeln

U= k_—l—l pv = ¢ T,
k
k—1
¢y und ¢, sind dabei in Arbeitseinheiten zu messen, d.h. ihre gewshnlichen

‘Woerte sind durch das Wirmeiquivalent zu dividieren.

Zu der Energiegleichung kann man die weitere Aussage hinzunehmen,
die dem sogenannten I. Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie entspricht.
Es muB nidmlich fir jedes Massenelement des Gases die Beziehung gelten,
daB die durch Leitung zugefithrte Wirme und die in Wirme verwandelte
Reibungsarbeit dazu verwendet wird, die innere Energie zu erhihen und
Expansionsarbeit zu leisten. Die auf einem Element des Stromfadens in der
Masseneinheit auftretende Reibungsarbeit heife d R, dann ist:

dgq+dR=dut+pdv .. ... ...... @)

Addiert man diese Gleichung zu der differenzierten Gleichung (1), so
ergibt sich mit d (pv) = pdv 4 vdp:

wdw+4gde +vdp+dR=0, - . . . ... .. 3

woraus sich durch Integration die fiir Bewegungen mit Widerstiinden erginzte
Bernoullische Druckgleichung ergibt:

2
—Z——I—gz+jvdp=R=const --------- (3a)

R bedeutet hierbei die der Masseneinheit vom Anfangsquerschnitt bis zu
dem fraglichen Querschuitt zugefithrte Reibungsarbeit.

t=u-t+pv=— po ==cp T.
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R
Die Grole g kann als ,Reibungshohe® bezeichnet werden, so daB sich

also hier die Konstanz der Summe aus Geschwindigkeitshohe, Ortshéhe,
Druckhéhe (vgl. Abschn. 2, § 3) und Reibungshéhe ergibt.

§4. Theorie des geraden VerdichtungsstoBes. Das einfachste Bei-
spiel einer unstetigen Verdichtung ist der von Stodola!) zuerst behandelte
ngerade stationdre VerdichtungsstoB“ Das Gas kommt in Parallel-
stromung mit der Geschwindigkeit w;, einem Drucke p, und Volumen v, an
und verdichtet sich in einer Ebene A A, Fig.189 unter Verringerung der
Geschwindigkeit auf w, und Erhohung des Druckes auf p, auf das kleinere
Volumen v,. Der Vorgang, der gewisse Ahnlichkeit mit dem in §15 von
Abschn. IT beschriebenen ,Schwall“ hat, wird
durch die folgenden Gleichungen beherrscht: Fig. 189.

1. die Kontinuititsgleichung (in der _—J—
die sekundlich strémende Masse m zweck- —
miBig auf die Flicheneinheit bezogen wird):

a

2

W w
m = -1 - ~»2i‘
¥y Vg A
. . — —— | o el
. vV e e v e —e
2. die Impulsgleichung: — e
m (W, — wy) == Py — Py, i

A

3. die Energiegleichung (keine Wirme- Gerader VerdichtungsstoS.

zu- oder -abfuhr g!):

w2 w2}
—21‘+“1+P1”1 = "21 + uy + pyva

Wenn also drei Gréfen, z. B. p;, v, und p,, gegeben werden, so lassen
gich die drei anderen: w,, w, und v, berechnen. Die Rechnungen sind aber
otwas umstindlich. Von den Resultaten seien die wichtigsten angegeben:

Fir die Geschwindigkeiten erhilt man unter Voraussetzung der einfachen
Gasgesetze die Beziehung

w0, wy = ¢'?,

wo ¢’ die kritische Schallgeschwindigkeit nach Gleichung (8) ist. Es ergibt
sich also immer von den Geschwindigkeiten w, und w, die eine gréfer, die
andere kleiner als die Schallgeschwindigkeit. Nach den Formeln, die simt-
lich vollig symmetrisch sind, wire sowohl unstetige Verdichtung, wie unstetige
Verdiinnung moglich. Jedoch 1iBt sich durch Betrachtung der Entropie, die
bei abgeschlossenen Systemen nur wachsen, niemals abnehmen kann, zeigen,
daB nur der Verdichtungsstof,, bei dem die Entropie zunimmt, physikalisch
moglich ist. Dies ist auch in bestem Einklang mit den Ausfiihrungen am
Ende von §1, nach denen nur die unstetige Verdichtung Bestand hat, die
unstetige Verdiionung sich aber sofort zu einer stetigen Verdiinnungswelle
umformt. Es ist also immer w, groBer als Schallgeschwindigkeit.

1) Vgl. z. B. Stodola, Dampf- und Gasturbinen. 5. Aufl, S.68ff. Berlin
1922,

Prandtl, Stréomungslehre. 18



194 Theorie des geraden VerdichtungsstoBes. 1v, §4.

Die Beziebungen iiber den stationdren VerdichtungsstoB lassen sich durch
eine Anderung des Bezugssystems sofort auch auf eine iiber eine ruhende
Luftmasse hinwegschreitende Verdichtungswelle anwenden. Denkt man
namlich dem stromenden System in Fig. 189 eine Geschwindigkeit von der
GroBe w, nach links erteilt, so wird die Geschwindigkeit vor der StoBebene
zu Null, der StoB riickt mit der Geschwindigkeit ¢ = w,; nach links, und die
Gasmasse hinter dem Stof stromt mit der Geschwindigkeit «w =— w, — w, nach.

Die Impulsgleichung erhalt hier die Form: py, —p, — @, cw, woraus
sich fiir kleines w, wo ¢ nahezu gleich der Schallgeschwindigkeit ist, der Zu-
sammenhang der Druckerhéhung mit der Nachstromungsgeschwindigkeit w
abschitzen liBt. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ ist hier also immer
groBer als die Schallgeschwindigkeit, und kaon fir beliebig groSe Druck-
unterschiede auch beliebig gro8 werden. Solche grofie Fortpflanzungs-
geschwindigkeiten sind bei Explosionen beobachtet worden.

Zieht man in Betracht, da die Gase eine, wenn auch kleine Wirmeleit-
fihigkeit haben, so findet man statt der mathematisch scharfen Unstetigkeit
einen allmihlichen Ubergang von p, auf p,, der sich allerdings meist auf
Strecken von der Groéfenordnung von 1,50 mm vollzieht [Prandtl?),
R. Becker?)]. Die oben erwihnte Entropievermehrung wird dabei in der
Hauptsache durch Warmeitbergang von den bereits verdichteten und daher
heiferen Gasmassén an die noch unverdichteten hervorgebracht.

2 2
wl—w,
2

Beim Verdichtungsstof wird der Betrag in Vermebrung des

Wirmeinhalts iibergefihrt; von ihm kann nur ein Teil durch Expansion von
py auf p, wieder in Form von kinetischer Energie zuricckgewonnen werden.
Beim inhomogenen Verdichtungsstof (z. B. der Kopfwelle bei Geschossen,
Fig. 212, oder der Unstetigkeit in Fig. 198) erfahren die verschiedenen Strom-
fiden verschiedene Erwitmung, so daf also die Homogenitit der Gasmasse
und deshalb auch die Drehungsfreiheit verioren geht.

Anmerkung: Mit diesen unstetigen Verdichtungsvorgiingen sind die ,Ex-
plosionswellen“ verwandt, die bei der Verbrennung von entziindbaren Gasgemischen
auftreten konnen. Diese Vorgiinge, bei denen in der Verdichtungsebene durch die
bei der Verdichtung erfolgende Krhitzung die Entziindung und sofortige Ver-
brennung erfolgt, zeigen enorme Fortpflanzungsgeschwindigkeiten (bei Hy O-Knall-
gas bis 2800 m/sek).

Durch die rechnerische Beherrschung der VerdichtungsstéBe ist man
jetzt auch in der Lage, die in § 2 offengelassene Frage zu beantworten, was
in einer Lavaldiise zu erwarten ist, wenn der Aufendruck hinter der Diise p,,
zwischen p, und p, liegt. Wir wollen annehmen, dab sich in solchen Fillen
irgendwo hinter der engsten Stelle ein gerader Verdichtungsstof einstellt,
durch den sich der Ubergang von der Uberschallgeschwindigkeit zur Unter-
schallgeschwindigkeit vollzieht. Da beim Verdichtungsstof die Gesamtenergie
ungeindert bleibt, erhidlt man iiber die hier auftretenden Vorginge Aufschlu,
wenn man die Fig. 188 durch Druckverlauflinien erginzt, die derselben

1) L. Prandtl, Zeitschr. f. d. gesamte Turbinenwesen 3, 241, 1906.
?) R. Becker, Zeitschr. f. Physik 8, 321, 1922,
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sekundlichen Menge und derselben Gesamtenergie, aber geringeren Anfangs-
driicken p, entsprechen. Dies ist in Fig. 190 geschehen. Der Ubergang von
der Linie des normalen Druckverlaufs p, — p, zu den neuen Kurven wird
durch den VerdichtungsstoB hergestellt,
dessen Lage durch die Erfiilllung der Impuls- Fig. 190.
gleichung eindeutig festgelegt ist. In Wirk-
lichkeit sind die Vorginge allerdings keines-
wegs so eindeutig, da an Stelle des geraden
VerdichtungsstoBes auch schrige Verdich-
tungsstoBe (vgl § 6) oder andere Wider-
standsvorginge auftreten kénnen. In Wirk-
lichkeit wird der Vorgang dadurch moch v oW 0 der Lavaldiise
etwas gedndert, daB bei dem Druckanstieg mit VerdichtungsatdBen.
an der Verdichtungsstelle infolge der Wand-
reibung eine Loslosung der Strémung von der Wand erfolgt (vgl. § 6 von
Abschn, III). Infolge der hierdurch verdnderten Strémungsquerschnitte folgt
der Druck hinter dem Stol nicht mehr genau den berechneten Kurven; viel-
fach treten auch Wellen in dem freien Strahl innerhalb der Diise auf.
Fig.192 bis 195, die Schlierenaufnahmen von Stromungen durch eine
Diise von rechteckigem Querschnitt mit Seitenwinden aus Glas darstellen,
illustrieren diese Vorgiinge. Uber die [von Tépler?) angegebene] Schlieren-
methode mag folgende kurze Erliuterung vorausgeschickt werden. Sie dient
dazu, kleine Dichtigkeitsunterschiede durch Beleuchtungsunterschiede sichtbar

Fig. 191.

0

Schlierenoptik.

zu machen, Zu diesem Zweck wird zunichst (vgl. Fig.191) das Licht einer
passenden Lichtquelle durch eine Sammellinse auf einen kleinen Fleck kon-
zentriert und an dieser Stelle ein Schirm S, aufgestellt, dessen scharfe Kante
einen Teil des Lichtes abschneidet. Von dem Lichtfleck und der Kante wird
durch eine gut korrigierte Linse L, ein scharfes Bild auf einem zweiten
Schirm S, erzeugt, der eine der ersten parallele scharfe Kante hat. Diese
Kante wird so eingestellt, daB ein schmaler Lichtstreifen iiber die Kante von
S, hinweggeht, das Ubrige aber abgefangen wird. Bringt man nun, etwa
bei O, ein storendes Objekt, z. B. eine Kerzenflamme, in den Strahlengang, das
den durchgehenden Lichtstrahlen kleine Ablenkungen erteilt, so wird von
dem Licht, das vom Lichtfleck aus durch eine Stelle des Objekts hindurch-
geht, die eine Ablenkung nach oben hervorruft, mehr iiber die Kante von

1) A. Topler, Beobachtungen nach einer neuen optischen Methode. Bonn
1864 — Ostwalds Klassiker, Bd. 157.

13%
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S, hiniibergehen, als ohne Ablenkung der Fall wire; bei Ablenkung des Licht-
strahls nach unten kommt weniger oder auch gar kein Licht mehr durch.
Wenn man also jetzt durch eine zweite Linse L, das Objekt O scharf auf
eine Mattscheibe oder photographische Platte abbildet, so erhilt man ein
Bild B des Objekts O, bei dem die nach oben ablenkenden Stellen hell, die
nach unten ablenkenden dunkel erscheinen. Die Ablenkungen in einer in-
homogenen Luftmasse sind pro-
portional der Komponente des
Dichtigkeitsgradienten in der
Richtung senkrecht zur Kante.
Es wird also in einem be-
stimmten Fall Dichtigkeits-
abnahme von links nach rechts
Helligkeit und Dichtigkeits-
zunahme Dunkelheit ergeben; bei
Stromung von links nach rechts
bedeutet also in diesem Falle
Helligkeit Expansion, Dunkel-
heit, Verdichtung. _
Von der in Fig. 192 bis
195 dargestellten Versuchsreihe
zeigt Fig, 192 die ungestorte
Expansion von Druckluft von.
etwa 7 Atm. Anfangsdruck auf
Atmosphiarendruck. In dem Ge-
biet der Uberschallgeschwindig-
keit erkennt man die sich
kreuzenden feinen stationdren
Schallwellen, die hier besonders
kriftig in Erscheinung treten,
weil die Diisenwinde absicht-
lich mit einer Feile rauh ge-
macht waren. Die Ausmessung
der Winkel, unter denen sich
die Wellen schuoeiden, lieferte
eine Bestimmung von w/¢,
die gute Ubereinstimmung mit
" der Vorausberechnung ergab?).
Fig. 193 veranschaulicht den
Dichteverlauf ohne Erreichung der Schallgeschwindigkeit (py > po); die
Dichte fillt bis zum engsten Querschnitt und steigt dann wieder an. Nirgends
zeigen sich stationdre Schallwellen. Fig.194 zeigt einen Verdichtungsstol
(pa <po); man sieht deutlich die ersten stationiren Schallwellen vor der

Fig. 192.

Fig. 193.

Fig. 194.

1) L. Magin, Diss. Géttingen = Forschungsheft 62 des Vereins Deutsch.
Ing. 1908,
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StoBstelle, hinter ihr aber nur die gleichformige Fliche der Unterschall-
geschwindigkeit. Fig. 195 zeigt einen Zustand mit noch kleinerem Gegen-
druck, mit deutlicher Strahlablésung und mit Querwellen. Soweit Uber-
schallgeschwindigkeit herrscht, ist jedes feine Schallwellchen identisch mit
dem entsprechenden in Fig. 192, was wieder zeigt, daB, soweit die Schall-
geschwindigkeit iiberschritten bleibt, die Verhiltnisse stromabwirts ohne

jeden EinfluB bleiben.

Anmerkung. Die Ahnlichkeit der Strémung durch eine Diise mit den Vor-
gingen beim Uberstrémen von Wasser iiber ein Wehr (Abschnitt II, § 16) ist un-
verkennbar. In der Tat spielt dort die Grundwellengeschwindigkeit dieselbe Rolle,
wie hier die Schallgeschwindigkeit.

§5. Stromung mit Widerstéinden. a) Stationdre Stréomungen.
Bei einer stationdren Stromung mit Widerstinden, aber ohne Warmemitteilung
durch die Winde, bleibt die Gesamtenergie konstant, indem die Reibungs-
arbeit vollstindig in Warme verwandelt wird. Da meist die Hohenunter-
schiede keine Rolle spielen, regeln sich die Vorginge nach der Energie-
gleichung [Gl. (1) von § 8], es ist also hier

w2
9 + u + pv = const;

fiir permanente Gase nimmt diese Gleichung die einfache Form an

= const (4)

oder
w?
o + ey T' == const - (4a)

{cp in Arbeitseinheiten zu messen, vgl. §3). Hieraus ist die wichtige
Tatsache abzulesen, daB — unter Voraussetzung der einfachen Gasgesetze —
die Temperaturabsenkung gegen den Anfangszustand, unabhingig von
der GroBe der Widerstinde, lediglich von der an der betreffenden Stelle
vorhandenen Geschwindigkeit abhingt. Ist die Geschwindigkeit iiberall un-
bedeutend, wie es bei Stromung mit sehr groBen Widerstinden vorkommt, so
expandiert das Gas wibrend der Stromung bei konstanter Temperatur. Die
Expansionsarbeit wird hierbei eben vollstindig in Reibungsarbeit umgesetzt
und dadurch die der Expansion zukommende Abkiithlung durch Reibungs-
warme wieder wettgemacht. Gleiches gilt, wenn eine bereits erzeugte Ge-
schwindigkeit durch Widerstinde wieder vernichtet wird.

Die wirklichen Gase zeigen eine geringe Abweichung von diesem Verhalten,
die zuerst von W Thomson und Joule gefunden wurde. Diese fanden beim
Durchstrémen von Luft mit grofem Druckunterschied durch einen Wattepfropfen
eine geringe Abkithlung, die durch die molekulare Anziehung erklirt wirtf. Diese
Abkiihlung, die bei Luft von gewdhnlicher Temperatur 1/,6 C fiir jede Atmosphire
betrigt, bei tiefen Temperaturen jedoch bedeutend stirker ist, bildet die Grund-
lage der Lindeschen Luftverflissigungsmaschine.

Die Stromung mit Widerstinden durch Réhren usw. lalt sich in der
Woeise rechnerisch verfolgen, da man zur Energiegleichung (1) oder (4) die
Kontinuititsgleichung und die Druckgleichung (3a) von § 3 hinzunimmt, in der
noch fiir die Widerstandsarbeit R ein spezieller Ansatz gemacht werden musf;



198 SBtrémung mit Widerstéinden. Iv, §5.

hier soll jedoch nicht nidher darauf eingegangen werden, es mégen lediglich
fir ein Rohr von konstantem Querschnitt, fir das die Rechnungen in der
angedeuteten Weise von Grashofl) durchgefithrt worden sind, einige quali-
tative Uberlegungen angestellt werden.

Zur Vorbereitung sei eine Stromung mit Widerstinden betrachtet, bei
der die Geschwindigkeit  konstant bleibt; dann ist nach Gleichung (4)
pv — congt. Da nun hier die Widerstainde durch einen Druckabfall in der
Stromungsrichtung bestritten werden miissen, ergibt sich ein in der Strémungs-
richtung wachsendes Yolumen und daher nach der Kontinuititsgleichung
wachsender Querschnitt. Um auf das Rohr von konstantem Querschnitt
zuriickzukommen, mul man eine nachtrigliche Verengung des erweiterten
Rohres hinzunehmen; diese bringt, wegen der Erhshung der Geschwindigkeit,
eine weitere Druckabsenkung, die wegen der damit verbundenen erneuten
VolumenvergroBerung um so groBer wird, je ndher die Geschwindigkeit an
die Schallgeschwindigkeit berankommt (vgl. die v/w-Kurve in Fig. 185).
Die Schallgeschwindigkeit ¢', vgl. die Fubnote 1 von S. 188, stellt hier die Grenz-
geschwindigkeit dar, die am Rohrende hochstens erreicht werden kann.

b) Ausstromen aus GefidBen und Einstréomen in Gefafle. Von
Interesse sind noch die Vorginge beim Ausstréomen aus einem Gefife und
beim Einstromen in ein Gefi. Wenn man von Wirmeaustausch des
Gasinhalts mit den Winden absieht, dann findet in einem Ausstrémungs-
gefill adiabatische Expansion, daher Abkiihlung statt. Das ausgestromte
Gas hitte, wenn es sich wieder beruhigte, ohne sich zu vermischen, nach
Gleichung (4a) die Temperatur, die im Gefafl herrschte, als es austrat. Da
die GefaBtemperatur allmahlich von T, auf 7', gesunken war, hat das Ge-
misch, das man etwa unter einer Gasglocke auffangen kénnte, eine Tempe-
ratur Ty, zwischen beiden Temperaturen. Die Abkithlung der Gasmengen im
Gefil auf T’y und in der Gasglocke auf T, ist auf Rechnung der Arbeit zu
setzen, die gegen den AuBendruck beim Heben der Gasglocke geleistet worden
ist. Beim Einstrémen eines unter atmosphirischem Druck stehenden Gases
in ein teilweise evakuiertes Gefial wiirde sich das in einem Moment ein-
gestromte Gas ohne Vermischung wieder auf die Aufentemperatur erwiarmen,
withrend es sich beruhigt; das bereits im Gefd befindliche Gas wiirde adia-
batisch komprimiert und also erhitzt. Der wirkliche Zustand (mit Ver-
mischung) wird also eine geringere Erwirmung ergeben, als der adiabatischen
Kompression entspricht. Die Erwirmung ist auf Rechnung der vom &uBeren
Luftdruck beim Eindringen des Gases geleisteten Arbeit zu setzen. Im Falle
des Eindringens eines Gases von konstantem Druck in ein véllig evakuiertes
Gefif ergibt sich das bemerkenswerte, auch durch die eben erwihnte Energie-
beziehung leicht zu beweisende Resultat, daB die Temperatur T’ im Gefille
withrend des ganzen Einstromens konstant = k Ty ist (T, = AuBentemperatur).

Findet Uberstrémen von einem Gefal in ein zweites statt, so kithlt
gich der Gasinhalt des ersteren ab, der des zweiten erwirmt sich. Da hier

1) Grashof, Theoretische Maschinenlehre, Bd.I, 8. 592; Leipzig 1875; vgl.
auch Zetdner, Techn. Thermodynamik, Bd. I, 2. Aufl,, 8,261, Leipzig 1900.
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aubere Arbeit nicht geleistet wird, bleibt der Gesamtwirmeinhalt der beiden
Gefie bei dem Vorgang konstant.

§ 6. Mehrdimensionale Behandlung der Uberschallstrimung.
Stromung um eine Ecke. Gasstrahlen. a) Stromung mit Uberschall-
geschwindigkeit um eine Ecke. Zur Einfihrung in die Darlegungen
dieses Abschnitts sei zunichst eine Gasstromung mit Uberschallgeschwindig-
keit betrachtet, bei der im Punkte A der Wand (Fig. 195a) unstetig eine kleine
Druckerniedrigung eintritt. Diese Druckerniedrigung wird sich unter dem
Machschen Winkel o (vgl. §1) fortpflanzen und wird eine Beschleunigung
der Stromung in der Richtung senkrecht zu dem Drucksprung veranlassen.
Dadurch wird die Stromungsgeschwindigkeit etwas erhoht und gleichzeitig
etwas abgelenkt. Laf8t man nun im Punkt A eine weitere unstetige Druck-
erniedrigung eintreten, so pflanzt sich diese in der abgeinderten Stréomung
unter einem anderen Machschen Winkel & (kleiner als &) fort und bewirkt
weitere Vergrilerung und Ablenkung der Geschwindigkeit, usw. usw,

Fig. 195 a. Fig. 196.

Uberschallstromung mit Druck-
erniedrigung.

Dieser Stromungsvorgang, der
in Wirklichkeit stetig verlauft,
liBt sich nach L. Prandtl?) und
Th.Meyer%) als Potentialstrémung
theoretisch behandeln; er hat dem Stromung ins Vakuum.
Vorstehenden entsprechend folgende
Eigenschaften: lings eines jeden vom Punkte A aus gezogenen Fahrstrahles
ist der Druck, sowie GroBe und Richtung der Geschwindigkeit konstant;
jeder Fahrstrahl schlieft mit der Stromungsrichtung auf ihm den Machschen
Winkel ein, es ist deshalb die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum
Fahrstrahl immer gleich der dem dortigen Zustand entsprechenden Schall-
geschwindigkeit.

Der Verlauf der vollstindigen Stromung von Schallgeschwindigkeit bis
zur Maximalgeschwindigkeit (vgl. § 2), also bis zur Expansion in volles Va-
kuum, wird fiir ¥ = 1,405 durch die Fig. 196 dargestellt. Die Richtung des
Strahles biegt hierbei um 129° um.

1) L. Prandtl, Physikal. Zeitschr. 8, 23, 1907.

%) Th. Meyer, Diss. Gottingen = Forschungsheft 62 des Vereins Deutsch.
Ing. 1908.
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Der Hauptwert dieser Lésung der theoretischen Stromungsgleichungen
besteht nun darin, daf man wegen der Eigenschaft der Fahrstrahlen als
Linien der Druckfortpflanzung beliebige, von zwei Fahrstrahlen eingeschlossene
Stiicke mit geradlinigen Stromungen kombinieren kann. Wenn z. B. ein Gas-
strom mit Uberschallgeschwindigkeit (w,) parallel zu einer Wand flieit, und
es herrscht hinter dem Ende der Wand (4 in Fig.197) ein um einen end-
lichen Betrag kleinerer Druck (p,) als in dem Gasstrahl (p,), so wird bis zu
dem Fahrstrahl 1, der den Machschen Winkel ¢, mit der Stromungsrichtung
einschlieBt (sin o, — ¢,/w,), die Gasstromung unverindert weitergehen; von
da ab ergibt sich Expansion von dem Druck p, auf p; in einem keilformigen
Raum zwischen den Fahrstrahlen 1 und 2; nach Erreichung des Druckes p,
auf dem Fahrstrahl 2 geht die Stromung in der neuen Richtung geradlinig
und gleichformig weiter. Die Strémungsrichtung schlieBt mit dem Fahr-
strahl 2 den Winkel a4 ein, der zu w, gehort.

Fig. 198.
Fig. 197.
b4
a4\
[ A2
P2 <ps ) \
Verdiinnungswelle. Stromung lings krummer Wand.
Fig. 199. Ist eine Wand mit einer oder mehreren
(IZ)ﬂ,/ konvexen Ecken vorhanden, so erfolgt die
// S~ Stréomung auch hier in einer Kombination
- ;;/7 4 von geradlinigen Strémungen und kejl-
77 formigen Expansionsionsgebieten, die immer
; ——" unter Machschen Winkeln aneinander-
[ grenzen. Auch die Stromung lings einer

Sohiefer Verdichtungsstos. stetig gekriimmten Wand 1ifit sich durch

Zusammensetzung aus Elementen der an-
finglich beschriebenen Strémung beurteilen. Die Wand kann auch konkav
sein, die Losung bleibt in diesem Falle allerdings nur insoweit richtig, als
nicht zwei der unter dem jeweiligen Machschen Winkel gezogenen Fahr-
strablen sich schneiden (Fig.198). Im letzteren Falle wird die Stréomung an
dieser Stelle unstetig. Bei einer konkaven Ecke, die einer Drucksteigerung
entspricht, sowie auch beim Austritt des Gasstrahls in einen Raum mit hoherem
Druck wird die Stromung immer unstetig, es ergibt sich ein ,schiefer Ver-
dichtungsstoB*, Fig.199 (iiber den geraden Verdichtungsstol vgl. §4). Es wiirde
namlich hier der Fahrstrahl 2 der Fig. 197 vor den Fahrstrahl 1 zu liegen
kommen, was unmiglich ist; statt dessen ergibt sich die unstetige Verdichtung,

wobei die Verdichtungsebene zwischen den Richtungen 1 und 2 liegt.

Die Gleichungen fiir die senkrecht zur Verdichtungsebene stehenden Ge-
schwindigkeitskomponenten sind dieselben, wie fiir den geraden VerdichtungsstoB;
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es iberlagert sich einfach der in Fig. 189 dargestellten Bewegung die beim Stof
unverindert bleibende transversale Geschwindigkeitskomponente.

Die mit der Téplerschen Schlierenmethode gewonnenen Bilder 202 bis 204
geben gute Belege fiir diese theoretischen Ergebnisse.

b) Vorginge in freien Gasstrahlen. In dem Strahl, der sich beim
AusfluB von Gas aus einer Miindung bildet, wurden bei hoheren Uberdrucken
von E. Mach und P. Salcher?) durch Schlierenbeobachtung regelmaBige
Wellen entdeckt. Sie wurden spiter von anderen Forschern auch durch
Druckbeobachtungen nachgewiesen. Man kann diese Wellen, die immer auf-
treten, wenn die Geschwindigkeit im Strahl groBer ist als die Schall-
geschwindigkeit, gut verstehen, wenn man weil, daB die im vorstehenden be-
schriebenen schrigen Verdinnungs- und Verdichtungswellen sich ohne wesent-
liche gegenseitige Storung durchdringen kénnen und daB sie ferner an den
freien Sf:rahlgrenzen total reflektiert werden, so zwar, daB eine Verdiinnungs-
welle als Verdichtungswelle zuriickgeworfen wird und umgekehrt.

Fig. 200. Fig. 201.

Wellenfigur bei anfanglicher Uber- Wellenfigur bei anfinglicher
schallgeschwindigkeit. Schallgeschwindigkeit.

Fir einen Gasstrahl, der in paralleler Strémung mit Uberschall-
geschwindigkeit aus einer Offnung ins Freie tritt, 1aBt sich hiernach unter
der Voraussetzung ebener Bewegung, d. h. einer linglich rechteckigen Mindung
das Folgende aussagen. Herrscht in dem Austrittsraum ein geringerer Druck
als im Strahl (Fig.200), dann gehen von jeder Austrittskante keilférmige
Verdiinnungswellen nach Fig. 197 aus, die sich durchkreuzen und an der
gegeniiberliegenden Strahlgrenze als Verdichtungswellen reflektiert werden.
Diese pflanzen sich unter keilférmiger Verschmilerung fort und werden nach
Durchmessung der Strahlbreite als Verdiinnungswellen reflektiert, worauf das
Spiel von neuem beginnt. Der Druck im Mittelfeld der Welle, ps, ist dabei
in dhnlichem MaBe niedriger als der Aulendruck p,, als p, hoher ist wie dieser.
Ist der AuBendruck grofer als der Druck im Strahl, so erfolgen zunichst
schiefe Verdichtungsst68e nach Fig.199; diese werden als keilférmige Ver-
diinnungswellen reflektiert, die sich im weiteren Verlauf wie oben geschildert
verhalten. Ist die Anfangsgeschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit [wie
es bei Offnungen, die nicht nach Art einer Lavaldiise (vgl. § 2) erweitert sind,
immer der Fall ist], so ist der anfingliche M achsche Winkel &« — 90° und
die Fig.200 #ndert sich durch Ausbreitung der Keilgebiete iiber die ganze
Flache zu Fig. 201; aus dem Doppelkreuz ist hierdurch ein einfaches geworden.

1) E. Mach und P. Salcher, Sitzungsber. d. Wiener Akad., math.-naturw.
Klasse 98 II a, 1803, 1889,
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Die Fig. 202 bis 205 zeigen photographische Aufnahmen von solchen Wellen
(Prandtl). Fig. 202 bei Uberdruck im Strahl, Fig.208 bei Gleichdruck, Fig.204
bei Unterdrpck im Strahl; die Mindungsgeschwindigkeit ist bei allen drei Auf-
nahmen dieselbe. Fig. 205 zeig]’: ein Beispiel fir den Fall, daf die Mindungs-

eschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit ist (bei allen Aufnahmen be-
ﬁentat Helligkeit Verdiinnung, Dunkelheit Verdichtung).

Fig. 202.

Uberschallstrémung bei Uberdruck in der Mimdung.

Fig. 208,

Uberschallstromung bei Gleichdruck.

Fig. 204.

U'berschallstromung bei Unterdruck in der Miindung.

Fig. 205.

AusstrSmen mit Schallgeschwindigkeit in der Miindung.

Wenn, wie es meist der Fall ist, der Strahl die Miindung nicht in reiner
Parallelbewegung verlift, werden die Wellenbilder wesentlich verwickelter;
die Wellenlinge bleibt dabei ziemlich konstant, sie ist, da es gich im wesent-
lichen um zweimalige Durchmessung des Strahls mit einer unter dem Mach-
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schen Winkel laufenden Welle handelt, fiir die ebene Bewegung, unter Be-
riicksichtigung von Gleichung (6) von §1

w2
A= 2dyctgo, —= 2d,, (?) —1;
m

hierbei ist d,, ein mittlerer Strahldurchmesser, &, und (%) sind Mittelwerte
m

von o und w/c.

Bei Strahlen, die aus kreisforinigen Offnungen kommen, sind die Ver-
hiltnisse wegen der kegelféormigen Durchkreuzung der Wellen, durch die
diese stark veriandert werden, weit weniger einfach. KEine Aufnahme des
Strahls bei einer verengten Offnung, von L. Mach, ist oben in Fig. 184
wiedergegeben worden. Die Wellenlinge in solchen Strahlen, bei denen also
die Miindungsgeschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit ist, wurde von
R. Emden aus Versuchen zu

A =089d |/£’;1'91”
Do

ermittelt; d bedeutet dabei den Mindungsdurchmesser, p, den Druck im
Kessel, p, im Austrittsraum.

§ 7. Allgemeines Niherungsverfahren fiir zweidimensionale Uber-
schallstromungen. Die Uberlegungen des vorhergehenden Paragraphen
lassen sich wie folgt unter Einfithrung eines Niherungsverfahrens noch ver-
allgemeinernl). Die in Wirklichkeit stetigen Zustandsinderungemn, wie sie
z. B. in Fig.196 oder in den einzelnen Feldern von Fig.197, 200 oder 201
vorkommen, seien in einzelne unstetige Schritte aufgelost, von denen jeder
von der Art der Vorginge von Fig.195a und 199 ist (dhnlich wie man zu
Integrationszwecken eine stetig gekriimmte Kurve durch eine Treppenlinie
oder einen Polygonzug ersetzt). Die einzelnen vorkommenden Verdiinnungs-
und Verdichtungswellen sollen nun alle von der Art sein, daB die Stromlinie
an ihnen immer um einen bestimmten festgewihlten Winkel, z. B. 29, ab-
gelenkt wird, so daB also nur diskrete Richtungen fiir die Geschwindigkeiten
zwischen den Wellen vorkommen, die sich jeweils nur um ein Vielfaches von
2° unterscheiden. Vermdge des Zusammenhangs der GréSe der Geschwindig-
keit vor und nach jeder Welle mit dem gegebenen Ablenkungswinkel kommt
jetzt auch nur eine diskrete Reihe von absoluten Werten der Geschwindigkeit
vor. Wenn man einen Geschwindigkeitsplan (Hodographen) zeichnen will
d. h. die Geschwindigkeitsvektoren simtlich von einem Ursprung O aus ab-
tragt, so erhalt man daher ein regelmiBiges Netzwerk von Kreissymmetrie,
vgl. Fig. 206. Die Netzpunkte sind die zugelassenen Geschwindigkeiten, jede
Verbindungslinie zwischen zwei Nachbarpunkten stellt einen der Uberginge
dar, die sich in eimer 2°-Welle vollziehen. Die Zustéinde der Stromung von
Fig. 196, wo auf jedem Radius konstante Geschwindigkeit herrscht, sind durch

1) Das Verfahren stammt von L. Prandtl und A, Busemann, s. Festschrift
zum 70. Geburtstag von Prof. A. Stodola, Ziirich 1929, S. 499,
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die stirker ausgezogene Kurve in Fig.206 wiedergegeben. (Solange man es,
wie bei den Stromungen von Fig.196 und 198, nur mit Wellen von einer
Seite zu tun hat, bewegt man sich im Geschwindigkeitsplan immer nur auf
einer Kurve vor oder zuriick; im allgemeinen hat man aber Wellen von
beiden Seiten.) Die Aufgabe, die Stromlinien fiir eine gegebene Aufgabe zu
zeichnen, ist nur vollstindig bestimmt, wenn auf einem Querschnitt die Ge-
schwindigkeiten und die Richtungen gegeben sind und an den zwei Seiten-
rindern der Stromung der Druck oder die Strémungsrichtung vorgegeben
ist. Die Angabe des Druckes, zu dem nach der Bernoullischen Gleichung

Fig. 206.
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Geschwindigkeitsplan. Die Differenzen der an zwei sich schneidende Kurven an-

geschriebenen Zahlen geben ohne weiteres den Winkel des nach dem Schnittpunkt

gezogenen Geschwindigkeitsvektors in Grad, die SBumome gibt eine Zahl, mittels deren
aus einer Tabelle Geschwindigkeit und Druck abgelesén werden kann.

eine Geschwindigkeit gehort, entspricht einer freien Strahlgrenze, diejenige
der Stromungsrichtung einer gegebenen festen Wand. Diese Randbedingungen
werden dadurch erfiillt, daf man von den Rindern solche Verdichtungs-
oder Verdiinnungswellen neu ausgehen lilt, daf den Bedingungen geniigt
wird. An den Grenzen von innen ankommende Wellen werden dabei reflek-
tiert, und zwar so, daB an der freien Strahlgrenze, wo die Geschwindigkeit
konstant bleiben soll, aus einer Verdichtungswelle eine Verdiinnungswelle
wird und umgekehrt, an der festen Wand dagegen, wo die Richtung bleiben
soll, Verdichtung als Verdichtung und Verdiinnung als Verdinnung reflektiert
wird.. Beide Beziehungen lassen sich unschwer aus dem Geschwindigkeits-
plan ablesen.
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Wichtig ist noch die Bemerkung, dall das Verfahren nur fiir Bewegungen
mit einheitlicher Bernoullischer Konstante fiir alle Stromlinien, also fir
Potentialbewegungen (vgl. Abschn. 2, § 8) anwendbar ist. Nur hier kommt
man mit dem einfachen Geschwindigkeitsplan aus.

Wenn mehrere Verdichtungswellen derselben Art zusammenlaufen, so setzen
sie sich als Verdichtungsstof fort. Solange der Drucksprung im Verdichtungs-
stoB nicht sehr groB ist, kann man den StoBvorgang niherungsweise als reversibel
behandeln, also die Geschwindigkeiten und Richtungen weiter aus dem Ge-
schwindigkeitsplan entnehmen. Far stirkere Verdichtungsstofle ergeben sich je-
doch betrachtiiche Abweichungen. Ein graphisches Verfahren, das diese Ver-
dichtungestofe mit umfabt, ist von A. Busemaun angegeben worden?).

Fir die Durchfiihrung der Konstruktionen ergeben sich nun noch eine
Reihe von Hilfen. Zundchst stebt die Linie, die die Verdiinnungs- oder Ver-
dichtungswelle reprisentiert, jeweils senkrecht auf der Verbindungslinie der
beiden Zustandspunkte im Geschwindigkeitsplan. Dies liBt sich wie folgt
einsehen. Wie frither erwidhnt, bleibt die Komponente parallel zur Wellen-
front beim Durchtritt durch die Welle ungeindert, und nur die zur Wellen-
front senkrechte Komponente nimmt zu oder ab, je nachdem es sich um eine
Verdiinnungs- oder Verdichtungswelle handelt, das heit aber nichts anderes,
als daB der Verbindungsvektor zwischen den Zustandspunkten im Ge-
schwindigkeitsplan, die zu den Zustinden vor und hinter der Welle gehéren,
senkrecht zur Wellenfront steht.

Wenn es sich um ein ideales Gas, d. h. um die einfache Adiabatenformel
p — const. * handelt, so wird die stark ausgezogene Linie in Fig.206 (und
ebenso die iibrigen Linien gleicher Art) eine Epizykloide, und es gelten dann
besondere Erleichterungen fiir das Aufsuchen der Tangentenrichtungen an
diese Kurven. Hier kann auf diese Einzelheiten nicht niher eingegangen
werden, und es muf auf die erwihnte Veréffentlichung verwiesen werden.

Als Anwendungsbeispiel mag die Losung der Aufgabe angegeben werden,
wie eine divergente Diise gestaltet werden muB, damit sie einen Parallelstrahl
liefert. Hier ist die Bedingung die,
dal die an der Wand ankommenden
Wellen nicht mehr reflektiert werden A

diirfen, damit der Strahl von ab- - =z
lenkenden Wellen frei wird. Dies A
wird dadurch erreicht, da.§ die Wand \%}

an jedem Punkt, wo eine Welle auf- %\\
trifft, eine passende Richtungsinde- ~

, . . N
rung erfihrt. (Die Verdinnungs-
welle wiirde ohne Richtungsinderung
der Wand als Verdiinnungswelle
reflektiert; gibt man der Wand einen solchen Knick, daB dieser fir sich
allein eine gleich starke Verdichtungswelle ergeben wiirde, so loschen Ver-
diinnung und Verdichtung sich gegenseitig aus.) Das Ergebnis der Kon-
struktion mit 2° Richtungssprung ist in Fig.207 wiedergegeben.

Fig. 207

Herstellung eines Parallelstrahls.

1) A. Busemann, Verdichtungsst68e in ebenen Gasstrﬁmunéen. Vortrige aus
dem Gebiet der Aerodynamik, Aschen 1929. Herausgegeben von Gilles, Hopf und
v.Kdrman. Berlin 1930, S. 162.
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Die Strémungen von Fig. 200 und 201 kénnen natiirlich mit dem an-
gegebenen Verfahren auch planmiBig durchkonstruiert werden. (Es ergeben
sich dabei allerdings kleine Abweichungen; die Strémungen sind nicht genau
periodisch.) Zwei andere Beispiele werden in § 10 behandelt werden.

§8. Betrachtungen iiber Strémungen mit Unterschallgeschwindig-
keit. Diesem Abschnitt mag eine allgemeine Betrachtung vorausgeschickt
werden, die sich auf stationire Stromungen bezieht, bei denen die Ge-
schwindigkeit sowohl nach GroBe wie nach Richtung nur wenig von einer
gegebenen Geschwindigkeit u, abweicht. u, selbst mag dabei grof an-
genommen werden, und es sei zunichst offengelassen, ob es unterhalb oder
oberhalb der Schallgeschwindigkeit liegt. Die Stromung mdge der Einfach-
heit zuliebe als eben (zweidimensional) angenommen werden. Die kleinen
Abweichungen der Geschwindigkeit von %, mogen » und v heifflen und es
seien alle Rechnungen nur auf GréBen erster Ordoung durchgefithrt. Die
Strémung sei eine Potentialstromung.

Zunichst gilt die verallgemeinerte Bernoullische Gleichung [Gl. (1) von
§ 2 dieses Abschnitts]

J‘ﬁg_‘_ (g + w4 0?

== const,
(] 2

oder differenziert:
d—:i + ugdu -+ 2. Ordn. = 0.

Fir d—;i kann aber Z{: %:—, = c’—d—éq geschrieben werden [vgl. Gl. (3) von §1
dieses Abschnittes]. Es ist also
e Uo
dg = —p¢ a du - oo oo - (1)

Die Kontinuitit wird durch die Gleichung
0 (/]
5;[9(“04‘“)]4‘8—?;(@”) =0

ausgedriickt, vgl. die entsprechende Formel fiir volumbestindige Stromungen
in § 2 von AbschpittII. Auf I. Ordnung gibt dies mit g, als Mittelwert von ¢

0 ou , 0v
u05£+ 90(5_;_{__ =0,

0y
oder mit Beriicksightigung von (1), wo auch ¢ == ¢, gesetzt werden kann,
nach Kiirzung mit @,:
ou ud ?v
—_ —— ] 0 . . . . 2
o (16 ) +ay ®
Setzt man nun unter Einfihrung des Potentials @ (vgl. § 9 von Abschnitt II)
o9 _09
© = 0% und v = 9y’
so wird aus (2): '
2 ul 20
— —_ == c e e e e e e 3
Ox? 1 c’>+8y’ 0 3
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Aus dieser Differentialgleichung ergibt sich wieder sehr deutlich der Unter-
e
0x?
geht durch Null, wenn u, die Schallgeschwindigkeit durchschreitet. Unter-
halb dieser Grenze ist die Differentialgleichung vom Typus derjenigen fiir
volumbestindige Potentialstromungen (elliptischer Typus), oberhalb ist sie
vom Typus der Differentialgleichung der Saitenschwingung (hyperbolischer
2

Typus). Fir uy = ¢ ist %?% = g—; = 0 und % = g—g willkiirlich,
d. h. es konnen Wellen mit Fronten parallel der y-Achse stationir bestehen,
Fir 4y >> ¢ ist jede stetige und zweimal differenzierbare, sonst willkiirliche
Funktion F von y + xtg o eine Losung, falls ¢ passend bestimmt wird. Es
wird némlich

schied der Unter- und ﬁberschallstrémungen. Der Zahlenbeiwert von

% _ oy .
PP F".tg?w und o F",;
zur Erfiilllung von Gl (3) muB also
2
tg2 o0 (% — 1) =1
gesetzt werden, also
lgoe — j—_ﬁ .
u ——
Damit wird °
sinw — 9% y°.
Y1+ tpa %

Die Liosung stellt also Wellen von beliebiger Wellenform dar, deren gerade
Fronten (y = +xztgo -+ const) unter dem Machschen Winkel o gegen die
X-Achse (mittlere Stromlinienrichtung) nach links oder rechts geneigt sind,
also genau das, was wir in § 1 durch die vereinfachte Betrachtung geschlossen
hatten.

Fir den Fall der Unterschallgeschwindigkeit, zu der wir jetzt zuriick-
kehren wollen, ergeben sich charakteristische Losungen in folgender Form.
Wir wollen unsere Stromung in Vergleich ziehen mit derjenigen einer volum-
bestindigen Stromung mit gleicher Dichte und gleicher Grundgeschwindig-
keit #, in einem entsprechenden Fall. Die Koordinaten der volumbestindigen
Stromung mogen mit X und Y bezeichnet werden, die zu der Grund-
geschwindigkeit hinzutretenden kleinen Geschwindigkeiten mit U und V, das
zugehorige Potential mit @. Dieses muB gemil GL (2) von § 9 des IL. Ab-
schnitts die Differentialgleichung

0o o
ox2 oY
erfiillen. Die Zuordnung der beiden Stromungen kann nun so vor sich gehen,

daB die Potentiale ¢ und @ in einander entsprechenden Punkten einander
proportional gesetzt werden:

=0 .- . ... .(4)
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Damit nun gleichzeitig ¢ die Differentialgleichung (3) und @ die Gl. (4) er-
fallen kann, muf die Zuordnung der Koordinaten z und X einerseits und y
und Y andererseits fiir entsprechende Punkte mit verschiedenen MaB-

stiben erfolgen. Wird yz = ﬂf gesetzt, so kann durch pussende Wahl

von f3 die Zuordnung der Potentiale gemaB (B) ermoglicht werden. Wir
setzen zur Vereinfachung willkiirlich X = x und erhalten damit

Y:ﬂy ............... (6)

Mit Hilfe von (5) und (6) kann GL (3) auch folgendermaflen umgeschrieben
werden:

2P ( ul , 2@

aa_X_; 1___02_)+uﬁ 8Y9—0 ...... - (7)
2

Diese Gleichung wird mit (4) identisch, wenn 2 — 1 —-% gesetzt wird;

o bleibt zunichst willkiirlich. Da f immer kleiner als 1 ist, wird die Seiten-
ausdehnung y eines Geschwindigkeits- oder Druckfeldes in der kompressiblen

Stromung grober als in der volumbestindigen Stromung. Bei Anniherung
an die Schallgeschwindigkeit geht 8 gegen Null,

Fig. 208. die Breite des Stoérungsfeldes wiichst dann un-
— begrenzt an.
% Der Winkel &, den eine Stromlinie mit der
T——————  x-Achse bildet, ist gegeben durch
v
tgd = '
9 Uy + %
- . v 109 .,
wofiir in unserer Naherungsrechnung auch — =— — - geschrieben werden
%o Uy 0y
kann. Eotsprechend ist fiir die Vergleichsstrémung
14 1 00
A = — = P
tg Uo Uo oY

‘Werden die beiden Stréomungen durch ein und denselben Koérper, etwa einen
nach Fig. 208 hervorgerufen, so muB fiir die Begrenzungsstromlinie fgd — g4

gefordert werden, also %%J = g—g—:, oder mit Riicksicht auf (5) und (6)
off =1,dh
1
o —
%y
T e

Um die Druckverteilung der beiden Strémungen zu vergleichen, geniigt es,
den Druckgradienten in der z-Richtung zu vergleichen. Da das Ma$ der
z-Richtung nicht gedindert ist, verhalten sich dann die endlichen Druck-

unterschiede in den beiden Stromungen wie diese Gradienten. Wir bilden
o2

. 0 . ou .
das Hauptglied @ (4o -+ ) 5—2, das wieder zu @ %o Py 0 uo—a-x—f verein-
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2
facht werden darf, und vergleichen es mit @ uog—;;’ fiir die volumbestindige

Stromung. Das Verhiltnis ist offenbar = &, woraus wir schlieBen, daB die
Druckunterschiede der kompressiblen Strémung in erster Niherung um das

1
—___——%__2-fache starker sind als bei der Vergleichsstromung mit demselben
u
Vl o

o3
(zugescharften) Korper.

Wir konnen nun aber umgekehrt auch die Frage stellen, wie ein Korper
geformt werden muf, damit die Druckunterschiede in der kompressiblen
Stromung gleich groB werden wie in der Vergleichsstromung. Diese Frage

Fig. 209. Fig. 210.

uy = 1,25¢.

hat offenbar Bedeutung firr den Fall, daf der Druckverlauf bei der Vergleichs-
stromung an der Grenze liegt, bei deren Uberschreitung die Stromung sich
infolge der Reibungswirkungen von dem Korper ablost. Offenbar muf in
diesem Fall « =— 1 gewihlt werden. Dann aber wird tgd =— fig 4, d.h.
der Korper in der kompressiblen Strémung mufl um so schlanker geformt
werden, je mehr sich u, der Schallgeschwindigkeit nihert, wenn eine Ab-
lésung der Stromung vermieden werden soll. Diese Erkenntnis ist mit der
Verauchserfahrung in gutem Einklang. Unter anderem zeigt sich, daf ein
und derselbe Korper bei Anniherung an die Schallgeschwindigkeit immer
mehr zum AbreiBen der Stromung neigt?).

Ein bequem zu verfolgendes Rechenbeispiel zu dieser Theorie ergibt sich aus
folgender Aunfgabe: Eine Stromung von der mittleren Geschwindigkeit u, fliefe an

einer Wand entlang, die leicht gewellt ist: y = asindx. Aus 2 = %Y wird

1) Beispiele von Fligelmessungen nahe der Schall eschwindigkeit finden sich
in den Berichten von Briggs und Dryden, Rep. Nr. 255, 319 u. 366 des National
Adv. Comm. for Aeronautics, Washington 1927—1930.

Prandtl, Strémungslehre. 14
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v =wupgaAcos Ax in der Nihe von y = 0. Die Losung fiir das Potential ist in
der Vergleichsfliissigkeit ® = — A cos i Xe™*Y, in der kompressiblen Fliissigkeit

u

1— ~—5

o
¢ =—AcosAzxe @

Die obige Bedingung fiir v bei y = 0 gibt:
u
Uga i = AZVI—(’—.(;,
Uy 2

also 4 = ————== in Ubereinstimmung mit dem oben Dargelegten. Fig. 209
u
1—29
0]

c
veranschaulicht die volumbestindige Stromung, Fig.210 diejenige mit u, =— 09 ¢c.
Die entsprechende Strémung fir v = 1,25 ¢ (sin « — 0,8) zeigt Fig. 211.

§9. Bewegung von Kirpern mit Uberschallgeschwindigkeit.
GeschoBwiderstand. Da8 bei der Bewegung eines kleinen Kérpers durch
eine Gasmasse — oder beim gleichférmigen Voriiberstromen einer Gasmasse
an einem kleinen ruhenden Hindernis, was dasselbe ist — die vom Koérper
ausgehenden Druckwirkungen sich nur in einem Kegel hinter dem Xérper
ausbreiten kénnen, sobald die Geschwindigkeit grofer ist als die Schall-
geschwindigkeit des Gases, ist bereits in §1 auseinandergesetzt worden.
Dieses Resultat gibt jedoch nur die groben Ziige des Vorganges. Sobald

. man den Korper nicht als klein ansehen will,
Fig. 212. gondern seine raumliche Ausdehnung in Be-

_ tracht zieht, wird man das Bild verbessern

miissen. Vorausgesetzt, der Korper sei vorn
____%————- stumpf, dann wird er etwas Gas vor sich her-
] schieben, vor seiner Mitte wird sich ein Stau-
——/ punkt (§ 4, ¢ von Abschn. II) ausbilden (4 in

—-—‘N—_—Q Fig. 212). Da diese Gasmasse relativ zum
——-—b Korper mit Unterschallgeschwindigkeit stromt,

AN so pflanzt sich in ihr der Druck auch nach
vorn fort; sie findet nach vorn ihre Grenze in
einem Verdichtungssto, der sogenannten Kopf-

welle, in der die Geschwindigkeit (relativ zum Korper genommen) von
Uberschallgeschwindigkeit (auBerhalb) auf Unterschallgeschwindigkeit (inner-
halb) heruntersinkt. Die Hohe der Verdichtung stellt sich dabei so ein,
daB der Verdichtungssto8 mit der gleichen Geschwindigkeit wie der Korper
fortschreitet. Der Drucksprung der Kopfwelle setzt sich seitlich als
schriger Verdichtungssto fort. Mit zunehmender Entfernung vom Kérper
nimmt der Druckanstieg immer mehr ab, der Vorgang geht dabei immer
mehr in eine gewthnliche Kegelwelle iiber. Die Kopfwelle liegt bei groBen
Geschwindigkeiten eng am Korper an, bei geringeren ist sie weiter vor'ihm.
Fig. 180 auf S. 184 [Aufnahme von C. Cranz?), gewonnen mit der Tépler-
schen Schlierenmethode] gibt die Luftbewegungen um ein Infanteriegeschol
wieder.

Kopfwelle.

1) Vgl. FuBnote 1 von S. 185.
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Die von dem mit Uberschallgeschwindigkeit bewegten Korper ausgehenden
Kegelwellen, die sich in der Richtung senkrecht zur Kegeloberfliche wie andere
Schallwellen fortpflanzen, werden als scharfer Knall vernommen. Es mag erwihnt
werden, daB der Peitschenknall von #abnlicher Art ist; er entsteht dadurch, daB
das duBerste Ende der Deitschenschnur sich mit Uberschallgeschwindigkeit dureh
die Luft bewegt.

Die Druckerhohung, die die Luft in dem vor dem Korper entstehenden
Staupunkt erfahrt, ist von gewissem Interesse. Sie besteht bei Geschwindig-
keiten iiber der Schallgeschwindigkeit aus zwei Teilen, der unstetigen Druck-
erhohung in der Kopfwelle und der stetigen von der Kopfwelle bis zum
Staupunkt. Die Berechnung zeigt, daB diese Druckerhhung nicht nur fir
die kleinen Geschwindigkeiten (§ 4, ¢ des II. Abschn.), sondern auch wieder fiir
die sehr groBen Geschwindigkeiten proportional dem Quadrat der Geschwindig-
keit ist; dazwischen wiichst sie etwas
schneller. Ihr Verhalten lilt sich durch
die Formel 2

o w? e .

P =P = 5 B //—'

darstellen, wo der Faktor § eine Funk-

Fig. 218.

tion des Verhiltnisses Bewegungsgeschwin- & o A
digkeit : Schallgeschwindigkeit ist; seine o Q.;\‘
Werte fiir k¥ — 1,405 (Luft) kénnen aus S

o

der nachfolgenden kleinen Tabelle ent-

nommen werden; den Verlauf von f
zeigt Fig.213.

Fiir die Geschwindigkeitsermittlung durch ein Pitotrohr (Staudruckmessung,
vgl.§ 4, c und §7 des Abschn. I1) gelten die hier gegebenen Ausfiihrungen in ent-
sprechender Weise. Auch hier bildet sich fir w > ¢ vor dem Pitotrohr eine
Kopfwelle aus. Man wird hier gerne dem Pitotdruck mit dem Uberdruck in
einem Kessel vergleichen, der erforderlich wiire, um die Geschwingigkeit w durch

w'
Bo = B fir w < ¢, aber g, > B fir w > ¢, was mit dem Verlust in der Kopf-
welle zusammenhingt.

B abhingig von w/e.

Ausstromen zu erzeugen. Setzt man diesen Uberdruck = o * Bo» 80 wird

w/e — 0 1 2 oo

B = 1 1,25 1,65 1,84
Unstetiger Anteil — — 0 1,25 1,65
Bo = 1 1,25 2,41 )

Die mit dem Aufstau des Gases vor dem Kérper verbundene Temperatur-
erhéhung kann aus Gleichung (4a), §5, entnommen werden; sie ergibt sich zu

w?
W]
2 Cp

(in Arbeitseinheiten) — 0,238 .427.9,8

T,— Ty =

wird w in m/sec gemessen, so wird
2 1000, .

Dies gibt fiir 800 m/sec (ArtilleriegeschoB) 2509, fiir 20000 m/sec (Meteor)
2000000, Die letztere Temperatur wird in Wirklichkeit vermutlich durch die
starke Ausstrahlung der verdichteten Luft nicht erreicht.

‘p

Durch einen Analogieschlu8 aus dem Verhalten des Staudrucks 1a6t sich
schliefen, da8 auch der GeschoBwiderstand bei sehr groflen Geschwindig-
keiten wieder proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit wird, wenn auch
mit einem anderen Beiwert, wie bei kleinen Geschwindigkeiten.

14%



212 Bewegung von Korpern mit i'Jberschallgeschwindigkeit. Iv, §9.

Der Widerstand kann iibrigens auch dort, wo diese Beziehung nicht
zutrifft, aus Dimensionsgriinden ebenso wie bei den volumbestindigen Fliissig-
Fow?

keiten durch die Formel W — ¢, dargestellt werden, wo F der

Querschnitt des Geschosses ist; allerdings darf ¢, hier nicht wie dort als
eine Konstante angesehen werden, sondern es ist eine Funktion von w/c.
Die Versuchswerte, die durch Messung der Verziogerung der Flug-
geschwindigkeit der Geschosse gewonnen werden, zeigen bei zunehmender
Geschwindigkeit zuerst unterhalb der Schallgeschwindigkeit ein leichtes Ab-

Fig. 214.
Cw

08}—

N T I
04 N
~—-m
[ R x
01
w
c

1 2 E)
Widerstandszahlen von Geschossen.

Fig. 215,
I II 111 v
GeschoBSformen.

sinken, bei Uberschreitung der Schallgeschwindigkeit aber ein starkes An-
wachsen, Dieses ist dadurch zu erklaren, daB jetzt zu dem bisherigen Wider-
stand, der in der Hauptsache durch die Wirbelbildung hinter dem Kérper
verursacht wird, noch ein Wellenwiderstand hinzukommt, der der erzeugten
Schallenergie entspricht. Bei groferen Geschwindigkeiten nimmt die Luft-
widerstandszahl wieder etwas ab und scheint sich dann einem konstanten
Woert zu nihern. Die Abnahme hingt zum Teil mit der Anderung der
Wellengestalt zusammen, andererseits damit, daB’die Saugwirkung am hinteren
GeschoBende nicht quadratisch weiterwachsen kann, sondern in dem absoluten
Vakuum eine Grenze findet.
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In Fig. 214 ist der Verlauf von ¢, fiir einige Artilleriegeschosse nach
0. v.Eberhard!) und fir ein InfanteriegeschoB (S-GeschoB) nach K. Becker
und C. Cranz?) aufgetragen. Fig.215 gibt die zugehérigen Geschofformen
wieder.

§10. Zweidimensionale Uberschallstromungen an zugeschirften
Korpern und Tragfliigeln. Bei geniigend zugeschirften Kérpern lassen
sich die Uberschallstromungen nach den in § 7 angegebenen Methoden niher
verfolgen3). Der Druck auf jedem Oberflichenelement ist dann durch die

Fig. 216.

Uberschallstromung an einem zugeschiirften Korper.

Zustromgeschwindigkeit und die Neigung des Elements vollig gegeben. Bei
einem linsenférmigen Querschnitt nach Fig. 216 beginnt die Stromung vorn
mit einem schrigen VerdichtungsstoB mit Uberdruck dahinter; die konvexe
Krimmung der Oberfliche gibt Anlaf zu Verdiinnungswellen, durch die der
Uberdruck mehr und mehr abgebaut wird und sich auf der Hinterseite des
Korpers in Unterdruck verwandelt. Am Hinterende stoBen die beiden
Stromungen von beiden Seiten des Korpers unter endlichen Winkeln zu-
sammen, was wieder zu einem VerdichtungsstoB fithrt. Hinter dem zweiten
Verdichtungsstof ist der Druck wieder annihernd gleich dem ungestérten
Druck. Die Verdiinnungswellen verlaufen divergent; die vom Vorderteil aus-
gehenden treffen dabei auf den vorderen Verdichtungsstol, die vom Hinterteil
ausgehenden auf den hinteren, die Stirke dieser Verdichtungsstofe allmahlich
immer mehr abschwichend. Das in dieser Weise theoretisch entworfene
Bild hat sich durch Schlierenaufnahmen vollstindig bestitigt, vgl Fig. 217.

1) Artilleristische Monatshefte Nr. 69, S.196, 1912.
2) Ebenda Nr.69, S.189, 1912 und Nr.71, S. 833, 1912,

3) Erstmalige Anwendung bei J. Ackeret, Zeitschr. f. Flugtechnik u. Motor-
luftsch. 16, 72, 1925.
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Aus der geschilderten Druckverteilung ergibt sich ein Widerstand des
Korpers (ohne alle Reibung). Nach A. Busemann!) entspricht die Entropie-
vermehrung der in der Zeiteinheit von den beiden Verdichtungsstéfen iiber-
schrittenen Luftmasse genau der sekundlichen Arbeitsleistung dieses Druck-

Fig. 217.

Uberschallstrémung an einer schriigen Platte.

widerstandes. Aus dem Impulssatz ergibt sich auch, daf als weitere Folge
der VerdichtungsstoBe eine Nachlaufbewegung der Luft zu beiden Seiten des
Kérpers auftritt, deren Impuls (= Integral der sekundlich betroffenen Massen-
teilchen, jedes mit seiner Nachlaufgeschwindigkeit multipliziert) gleich dem
obigen Druckwiderstand entspricht. AuBer dem Druckwiderstand ist in
Wirklichkeit natiirlich auch ein Reibungswiderstand vorhanden, dem ein be-
sonderer Reibungsnachlauf in der Reibungsschicht entspricht.

Als Typus eines ,Fliigels“, d.h. eines Korpers, der durch Neigung um
einen kleinen Winkel gogen die Bewegungs- bzw. Stromungsrichtung (,, Anstell-

1) Handbuch d, Experimentalphysik, Bd. IV, Teill, 8. 443, 1931. Akademische
Verlagsgesellschaft, Leipzig, die auch die Wiedergabe der Fig. 216—218 und 220/21
freungliahst. gestattete. _
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winkel“) Auftrieb erfihrt, mag hier zunichst die diinne ebene Platte be-
trachtet werden, vgl. Fig. 218. Die Stromung teilt sich an der Vorderkante
ohne Umstrémung mit ,unendlicher Geschwindigkeit an der Kante“; auf der
Druckseite setzt ein Verdichtungssto ein, auf der Saugseite eine Verdiinnungs-
welle, beide in solcher Stirke, daf die Ablenkung der Strémungsrichtung um
den Winkel o hervorgebracht wird. Solange die Richtung konstant bleibt,
ist es auch der Druck, die resultierende Kraft greift daher hier genau in der
Mitte der Platte an. An der Hinterkante findet ein Druckausgleich statt, der
auf der Saugseite einen VerdichtungsstoB und auf der Druckseite eine Ver-
diinnungswelle zur Folge hat. Die Stromung wird also auch hier wieder
auf beiden Seiten der Platte von je einem Verdichtungssto$ erfalt, der eine
Nachlaufstromung zur Folge hat. Die resultierende Kraft ist bei kleinen
Anstellwinkeln annihernd proportional zu dem Anstellwinkel und steht, da
hier keine ,Saugkraft® (vgl. § 14 von Abschn. ITl) vorhanden ist, genau senk-
recht auf der Platte. Das Aquivalent des Auftriebs ist in der seitlichen
Bewegung in den beiden Wellen enthalten. In diesen wird zwar mit
wachsender Entfernung die Quergeschwindigkeit durch das Einminden von
Verdiilnnungswellen in die VerdichtungsstoBe geringer, in demselben M.a.B
wiichst aber die Breitenausdehnung, so daB hinter der Platte in jedem Quer-
schnitt senkrecht zur Bewegungsrichtung der Auftrieb als Impuls weiter
tibertragen wird. '

Die diinne, vorne und hinten zugeschirfte Platte, gegebenenfalls mit
schwach gewolbter Saugseite, erweist sich als das giinstigste Profil fiir Uber-
schallstromung, die wblichen, vorn verdickten Fligelprofile sind hier wegen
groBen Widerstandes ziemlich schlecht. Das beste Verhiltnis W/A4 ist
dabei im Gegensatz zu den miBigen Geschwindigkeiten niemals kleiner
als tg o

Die Beziehungen iiber den induzierten Widerstand (§ 15 von Abschn. III)
gelten bei Uberschallstromung nicht mehr. Die Abhingigkeit vom Seiten-
verhaltnis ist hier wesentlich geringer.

§11. Kavitation. Im Anschluf an die Ausfiihrungen iiber die
Stromungsformen der Gase mag noch kurz eine andere Stromungsform mit
Volumeninderung behandelt werden, bei der es sich um Bildung von dampf-
erfillllen Hohlrdumen in einer strémenden Fliissigkeit handelt. Die technisch
wichtigsten Vorginge dieser mit dem Namen ,Hohlraumbildung“ oder
sKavitation“ belegten Erscheinungsgruppe verlaufen so, daB in einer
Flassigkeit, deren ungestorter Druck p, iber dem Dampfdruck p’ liegt, durch
Bewegungsvorginge Unterdrucke p hervorgerufen werden, die niedriger als p’
sind. In diesem Zustand setzt nun stirmische Verdampfung ein und der
Druck stellt sich auf p’ ein. Die Stromungsformen sind durch den Volumen-
zuwachs bei der Verdampfung natiirlich gegeniiber der gewshnlichen Strémung
verindert. Wo beim Weiterstromen der Druck wieder ansteigt, stiirzen die
Hohiraume unter Kondensierung des Dampfes wieder zusammen, was meist
von einem heftigen rasselnden Gerdusch begleitet ist.
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Die Hohlraumbildung wird durch mitgerissene Luftblasen und auch
durch im Wasser geloste Gase wesentlich unterstiitzt. Sehr luftfreies Wasser
vertrigt dagegen auf kurze Zeit nicht nur Druckerniedrigungen bis unter
den Dampfdruck, sondern auch sogar betrichtliche Zugspannungen, ohne da
Hohlriume entstehen. Dies duBert sich bei Versuchen u. a. darin, dalb haufig
der Anfang der Hohlraumbildung mit .der Ablosungsstelle der Strémung
(vgl. § 6 von Abschn. III) zusammenfallt, d. b. mit derjenigen Stelle, an der
die wandnahen Grenzschichtteile zur Ruhe kommen und daher lingere Zeit
in diesem Zustand verweilen. Bei Druckmessung durch Anbohrungen kann
man auch keinen tieferen Druck als den Dampfdruck messen, da die ruhende
Flissigkeit in der Anbohrung immer zu sieden beginnt, wenn der Druck
aullen den Dampfdruck unterschreitet. Fiir das folgende soll vorausgesetat
werden, daB immer Luft oder Gasblischen in der stromenden Fliissigkeit vor-
handen sind, an denen die Kavitation beginnt, wenn der Dampfdruck p’ er-
reicht wird.

Ein besonders einfacher und iibersichtlicher Fall von Kavitation ergibt
sich beim Durchstromen durch verengte und wieder erweiterte Kanile. Be-
sonders wenn die Erweiterung allmahlich erfolgt, ergeben sich bei grofer
Geschwindigkeit der Stromung grofe Drucksteigerungen im erweiterten Teil,
so dal es moglich ist, daB das Ausfliefen unter Atmosphirendruck erfolgt
und doch stromaufwirts in der engen Sfelle sehr niedrige Drucke auftreten.
Wenn hierbei der Dampfdruck erreicht wird, so flieBt die Hauptmasse der
Flissigkeit hinter der engsten Stelle als freier, allerdings meist sehr unruhiger
Strah] durch den Kanal, an den Seiten begleitet von einem schaumartigen
Gemisch von Dampfblasen und Flissigkeit. Weiter stromabwirts prallt der
Strahl in einer Art von Verdichtungsstof gegen langsamer flieBende Flissig-
keit, die nun den Kanal wieder ausfiillt; die Dampfblasen fallen bei der
Drucksteigerung mit heftigem Aufprall zusammen, lediglich kleine Luft-
blaschen (vorher gelost gewesene Luft) zuriicklassend. Vorginge der hier
beschriebenen Art treten vielfach in Wasserleitungshihnen, besonders bei
hohem Leitungsdruck, auf und verraten sich durch die bekannten kreischen-
den Gerausche.

Als Beispiel fir den Druckverlauf in einem verengten und wieder er-
weiterten Kanal seien Messungen an Druckanbohrungen in der Kanalwand
wiedergegeben, die aus einer Forschungsarbeit von H. Hochschild !) stammen.
Durch einen Kanal mit Rechteckquerschnitt von konstanter Hohe und gema(
Fig. 219 verinderlicher Breite wurde immer dieselbe Wassermenge hindurch-
gepumpt, wobei der Druck am Auslaufende durch ein Drosselventil geindert
wurde. Bei geniigend hohem Gegendruck unterscheiden sich die Druck-
verlaufskurven nur durch eine additive Konstante (Kurve ¢ und b). Wenn
aber der Druck in der engsten Stelle so niedrig wird, daB sich merkliche
Luftausscheidung einstellt, dann ergeben sich grofe Strémungsverluste

1) H. Hoehschild, Versuche iiber die Stromungsvorginge in erweiterten und
verengten Kanilen. Forschungsheft Nr.114 des Vereins deutsch. Ing. 1912.
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(Kurve ¢ bis i); der sonst sehr betrichtliche Druckwiedergewinn verringert
sich wesentlich bzw. bleibt vollig aus.

Die grofite technische Bedeutung kommt den Kavitationserscheinungen
bei den schnellaufenden Wasserturbinen und Schiffspropellern zu. Bei diesen
Jbeiden Maschinengattungen hat man ein Interesse daran, moglichst hohe
Geschwindigkeiten anzuwenden, andererseits hat man triftigen Grund, Kavi-
tation zu vermeiden, nicht nur wegen der hierbei eintretenden Stromungs-
verluste, sondern auch wegen der ,
eigenartigen Zerstorungen (Anfres-

4 r 7
sungs- oder Korrosionserscheinungen), W
777

Fig. 219.

die mit den Kavitationsvorgingen
verbunden sind (s. unten). Die ein-
fache Regel zur Vermeidung der Ka-

vitation ist: Vermeidung der niedrigen 7 =TT I
Drucke; dies gelingt durch flache ,, N ! L
Profile und sehr kleine Anstellwinkel, 5t "_'-"-\\ \ ; 7 - =t
also niedrige Flachenbelastung. Eine T T TWIZAVZ T =43 il
kennzeichnende GroBe fiir die Kavi- % W/ 1A i
tationsgefahr ist der Brach 2 “-\‘: // 5 a9

o= ¥

o BT 2w 0 20 # bt

- 0 v? &0 8¢ 100 mm

5" Druckverlauf bei Kavitation.

Bei Propellern ist es gelungen, einen brauchbaren Betrieb bis zu etwa 4 — 0,2
herunter zu erreichen.

Zu den erwihnten Anfressungserscheinungen ist zu sagen, daf diese an
dem Ort des VerdichtungsstoBes, wo die Dampfblasen zusammenstiirzen, auf-
zutreten pflegen. Hierbei prallen Wasserteile, die durch die Blasen getrennt
waren, mit endlich verschiedenen Geschwindigkeiten hart anfeinander, wobei
sehr hohe értliche Druckschlige auftreten. Zu dieser himmernden Wirkung
treten offenbar noch chemische Einflisse hinzu. Die aus dem Wasser aus-
geschiedene Luft ist sauerstoffreicher als gewdhnliche Luft, und diese sauer-
stoffreiche Luft wird unter hohem Druck in die Poren des Metalls hinein-

Fig. 220.

Anfressungen durch Kavitation.



218 ' Kavitation. 1V, §11.

geprebt und bei der Entlastung sofort wieder herausgespillt, so daB ein
starker Wechsel bis in die feinsten Poren hinein stattfindet. Das Ergebnis
dieser noch keineswegs genau aufgeklirten Vorginge ist ein Narbigwerden
der Metalloberfliche, das sich allmahlich bis zu ganz starken Ausbriichen

Fig. 221.

Bchnitt durch das angefressene Stilck

und Aushéhlungen steigert, wenn der Kavitationsvorgang lingere Zeit hin-
durch aufrechterhalten bleibt. Fig. 220 zeigt als Beispiel die zerfressene
Oberfliche eines Torpedobootpropellers aus hochwertiger Bronze, Fig. 221 eine
Schnittfliche desselben Stiickes. '
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