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Vorwort
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Vorlesung Lineare Algebraische Gruppen, die ich im Sommersemester 2001
an der Universitit Gottingen gehalten habe. Die Vorlesung schloss sich an
die Algebra-Vorlesung an. Entsprechend setzt dieser Universitatsdruck die
ebenfalls als Universitéitsdruck erschienene Reihe Analytische Geometrie
und Lineare Algebra (AGLA) und Algebra fort und dient im WS 2007/08
als Begleittext zur Vorlesung {iber lineare algebraische Gruppen. Soweit
Ergebnisse aus den Universitdtsdrucken AGLA I,1I und Algebra benutzt
werden, werden sie in der Form von ,vgl. AGLA 11.4% oder ,,vgl. Algebra
16.1¢ zitiert.

Herzlich danke ich Nils Achtergarde und Kristin Stroth fiir das Korrektur-
lesen. Ein ganz besonderer Dank geht an Kristin Stroth fiir viele Anmer-
kungen und Verbesserungsvorschlége.

September 2007 Ina Kersten

Ein Beispiel

Wurzelsystem vom Rang 2:

5 0+« 54 2

8-«

LINEARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



Schreibweisen und Bezeichnungen

Abkiirzende Schreibweisen
A:=B A ist definitionsgemif gleich B

3 es gibt
v fir alle
== folgt
<= genau dann, wenn
\ ohne
(I Ende des Beweises

| M| Anzahl der Elemente der Menge M

m € M m ist Element der Menge M

M C N M ist Teilmenge von N (schliefit M = N mit ein)
a<b a ist kleiner oder gleich b
a<b aistkleiner als b

Standardbezeichnungen

N :={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
No :={0,1,2,3,...}

Z :={0,£1,£2,4,...} Ring der ganzen Zahlen
Q Korper der rationalen Zahlen

R Korper der reellen Zahlen

C Korper der komplexen Zahlen

I, Korper mit ¢ Elementen

() Leere Menge (besitzt kein Element)

Bezeichnungen

M, x»(K) Ring der n x n-Matrizen iiber K,

E,, Einheitsmatrix in M,,«, (K),

GL,,(K) Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintriigen in K,
GL(Z) Gruppe der Automorphismen eines Vektorraums Z,

id: M — M, m — m, Identitit,

tz zu x transponierte Matrix,

K algebraischer Abschluss von K,

K[X1,...,X,] Polynomring in n Unbestimmten,

K|V]:= K[X31,...,X,]/3(V) affiner Koordinatenring einer Varietéit V,
JV)y:={fe€ K[ﬁXl, oy Xyl | f(z) =0 Va € V} Verschwindungsideal,
B(I):={xeK | f(x)=0 Vfel}, wobeiI Ideal im Polynomring,
Rad(I) := {r € R|r™ € I fiir ein m} Radikal eines Ideals I im Ring R,
JvW):={pe K[V]|p(w)=0Vwe W} fir WCV,

By () ={veV]pv)=0Y¢ecl}, wobei I Ideal in K[V],

IE euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt F x E — R, («, ) — (a, ).
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10 0 Worum geht es?

0 Worum geht es?

Wir gehen von einem Korper K aus. Bekanntlich bildet die Menge der
invertierbaren n x n-Matrizen

GLn(K) = {z = (z45)1<i,j<n € Mpxn(K) | det(z) # 0}

eine Gruppe beziiglich Matrizenmultiplikation fiir jedes n € IN.

Lineare Gruppen sind Untergruppen einer ,allgemeinen linearen Gruppe*
GL,(K).

Lineare algebraische Gruppen sind Untergruppen einer Gruppe GL,(K),
die durch endlich viele polynomiale Gleichungen f(X;;) = 0 in n? Un-
bestimmten X;; definiert sind (die n? Unbestimmten stehen fiir die n?
Matrixeintréige).

0.1 Beispiele fiir lineare algebraische Gruppen
1) Es ist
SLy(K) = {z € GLy(K) | det(z) = 1}

= {(ﬁi 22) € GLy(K) ’ T11%922 — T12%21 — 1 = 0}
definiert durch die polynomiale Gleichung X717 X2 — X12X21 — 1 =0.
2) Allgemein ist die spezielle lineare Gruppe
SL,(K) :={x € GL,(K) | det(z) =1}

durch die polynomiale Gleichung det(X;;) —1 = 0 in den n? Unbe-
stimmten X;; definiert. Dass die Determinante als Polynom im Ring
K[(Xij)1<i,j<n] aufgefasst werden kann, folgt aus der Leibniz-Formel
fir die Determinante (vgl. Aufgabe 1). Fiir © = (z;;) € My, x, (K) gilt

det(x) = Z sign(a) Tio(1) * -+ " Tpo(n) |-
ocES,,

3) Die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen

AL(K) = .. 1| € GL,(K)
0 *
ist durch die @ polynomialen Gleichungen X;; = 0 fiir ¢ > j defi-

niert.
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0.1 Beispiele fiir lineare algebraische Gruppen 11

4) Die Gruppe der Diagonalmatrizen

* 0
D,.(K):= € GL,(K)
0 *
ist durch die n?—n polynomialen Gleichungen X;; = 0 fiir i # j definiert.

5) Die Gruppe der unipotenten Matrizen

1 *
U, (K) := € GL,(K)
0 1

ist durch die polynomialen Gleichungen X;; = 0 fir i > j und X;;—1 =0
definiert.

6) Die orthogonale Gruppe

O3(R) := < =z € GL3(R) : B3

= o O
I

1 0
bhe=|(0 1
0 0

ist durch die 9 polynomialen Gleichungen

’Xlinj + XiXo; + X3, X35 — 035 =0

1 firi— i
urz. j das Kronecker-
0 firi#y

Symbol bezeichnet. Analog ist fiir n > 1 die orthogonale Gruppe O, (R)
durch n? polynomiale Gleichungen definiert.

mit 4, j € {1, 2,3} definiert, wobei §;; =

Bemerkung
Es ist O3(R) = Stab E3 der Stabilisator von E5 unter der Operation

M3X3(R) X GL3(R> — M3><3(IR,), (A,T) — 26711471 .
7) Die symplektische Gruppe (char(K) # 2)
_ ¢ 0 | En _ 0 E,.
Spgm(K)—{xEGLgm(K) ’ 33( —Z 10 )*=\—E. T30
ist durch (2m)? polynomiale Gleichungen definiert.

LINEARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



12 0 Worum geht es?

8) Die multiplikative Gruppe K* := {z € K |  # 0} ist isomorph zur
linearen algebraischen Gruppe

Cm(K) == {(g xol) € GL2(K)}

definiert durch die Gleichungen X12 = O, X21 =0 und X11X22 —-1=0
(der Buchstabe ;,m‘ bei Gy, steht fiir multiplikativ).

9) Die Gruppe GL, (K) ist isomorph zur linearen algebraischen Gruppe

0

x = Y mit y € GL,(K)
0
0 ... 0]det(y)™"

x € GLn+1 (K)

definiert durch die Gleichungen X; 11 = Xpq1,; =0 fir 1 <i,5 < n
und det ((Xij)lgi,jgn) . Xn+1,n+1 —1= O .

0.2 Beispiele fiir affine algebraische Gruppen

Eine affine algebraische Gruppe G ist eine Teilmenge von K", die durch po-
lynomiale Gleichungen definiert ist und die mit einer algebraisch definierten
Gruppenstruktur

GxG—G, (x,y) —zoy,

G—G,z—at,

versehen ist (genaue Definition in Kapitel 3).

e Matrizenmultiplikation ist algebraisch definiert. Jede lineare algebrai-
sche Gruppe ist also eine affine algebraische Gruppe.

Wir werden in der Vorlesung zeigen, dass umgekehrt jede affine algebraische
Gruppe eine lineare algebraische Gruppe ist.

Beispiele 1. Die additive Gruppe G,(K) := {x € K} ist durch das Null-
polynom definiert und hat die Gruppenstruktur

(v, ') —z+2" und z— —x.

Esist Go(K) ~ KT ~ Uy(K) (wie in 0.1.5 definiert).
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0.3 Bemerkung zur Klassifikation 13

2. Die Kreisgruppe S*(R) = {(a,b) € R? | a® + b> = 1} ist eine affine
algebraische Gruppe mit der Verkniipfung
(a,b)(a’,b') = (aa’ — bV, ab’ + a'b),

dem Einselement (1,0) und dem Inversen (a,b)~! = (a, —b) fiir alle
(a,b) € S*(R). Es ist S1(R) isomorph zur linearen algebraischen

Gruppe
SO, (R) := {(‘g _ab) € SLZ(R)} ,

definiert durch die Gleichungen: X1; — X9o = 0 und X5 + X5 = 0.
Diese Gruppe beschreibt die Drehungen der Ebene um 0, vgl. auch
AGLA 10.8.

Frage
Was passiert, wenn man Koeffizienten aus C zuldsst?

Es ist (analog zu oben)

S0,(C) := {(2 ZQ) € SLQ(C)} .

Setze T := (1 ") . Dann ist T invertierbar mit 7' = &~ ( ; {), und man

hat einen Isomorphismus SO2(C) = G, (C) ~ C* mit
(Zl 22) — T (2’1 ZQ) 71
Z2 2 22 2

_ Zl—iZQ 0 _ Zl—iZQ 0
- 0 21 + 129 - 0 (Zl — ’L'Zg)il ’

Allgemein nennt man eine affine algebraische Gruppe G iiber K einen n-
dimensionalen Torus, wenn es eine Korpererweiterung L von K gibt mit

GXxL~L*x---xL*.
—_——

n Faktoren

0.3 Bemerkung zur Klassifikation

CHEVALLEY hat in den Jahren 1955-58 die , halbeinfachen“ algebraischen
Gruppen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper mittels ,,Dynkin-
Diagrammen* klassifiziert. Er hat auch gesehen, dass diese Gruppen iiber Z
und damit iiber jedem Korper definiert sind.

In dieser Vorlesung werden wir einige Grundlagen der Theorie der line-
aren algebraischen Gruppen kennenlernen und damit Klassifikationsséitze
formulieren.
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14 0 Worum geht es?

0.4 Ubungsaufgaben 1-2
Aufgabe 1

Sei K ein Korper. Man zeige fiir jede Matrix = (2i;) € My, (K) die
LEIBNIZ-Formel

det(z) = Z Sign(o) L1501y -+ Tpo(n) -
oES),
Dabei ist S, = {o: {1,...,n} — {1,...,n} | o bijektiv} die symmetrische
Gruppe der Ordnung n! mit der Hintereinanderausfithrung von Abbildun-
gen als Verkniipfung.

Aufgabe 2
Sei ¢: R — S ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Fiir ein Ideal I
in R sei I° das von ¢(I) in S erzeugte Ideal, also

endl.
IQZ@(I)SZ{ZW(W)SHHGI, s;€85}.

Fiir ein Ideal J in S sei J¢ das durch J¢ = ¢~ 1(J) definierte Ideal in R.
Man zeige:

(a) I CI° und J D Je.
(b) I¢ = ¢ und J°¢ = Jeee.

(c) Das Radikal Rad(I) := {r € R | 3m € IN mit ™ € I} ist ein Ideal
in R.

(d) Ist p ein Primideal in R, so ist Rad(p™) = p fiir alle n € IN.

(Der Buchstabe e bei ¢ steht fiir ,extended®, und der Buchstabe ¢ bei J¢
steht fiir ,contracted“. Wenn S eine Ringerweiterung von R ist, dann ist
J°=JNR.)

LINEARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



1 Hilbertscher Nullstellensatz 15

1 Hilbertscher Nullstellensatz

Sei R ein kommutativer Ring (Beispiel R = Z).

1.1 Kommutative Algebren

Definition

Eine kommutative R-Algebra ist ein kommutativer Ring A zusammen mit
einem Ringhomomorphismus ¢4: R — A. Es ist dann A ein R-Modul mit
der Skalarmultiplikation ra:=t4(r)a firaller e R,a€ A.

Beispiele 1. Ist R ein Unterring eines kommutativen Ringes .S, so ist .S
eine R-Algebra, wobei tg die Inklusion ist. Man nennt S eine Ring-
erweiterung von R.

2. Der Polynomring R[X7, ..., X,] ist eine R-Algebra, sogar Ringerwei-
terung von R (vgl. Algebra 20.3).

Definition
Ein Homomorphismus ¢: A — B von kommutativen R-Algebren ist ein
Ringhomomorphismus, fiir den zusétzlich gilt:

p(ra) =rp(a) VreR, acA.

Man nennt ¢ dann auch einen R-Algebrahomomorphismus.

1.2 Endlich erzeugte Algebren

(1) Eine kommutative R-Algebra A heifit endlich erzeugt (als R-Algebra),
wenn es ein n € IN und einen surjektiven R-Algebrahomomorphismus

v: R[X1,...,Xn] > A

gibt. Die Elemente 1 := ¢(X1),..., 2, := ¢(X,,) heiflen dann Erzeu-
gende von A (als R-Algebra). Man schreibt dann A = R[z1,...,%y] .

(2) Sind y1,...,y, beliebige Elemente einer kommutativen R-Algebra A,
so gibt es stets einen R-Algebrahomomorphismus

v: R[X1,...,Xn] — A

mit o(X;) = y; fir i = 1,...,n, den sogenannten Einsetzhomomor-
phismus (dieser ist eindeutig bestimmt, wie aus Algebra 20.6 folgt). Es
ist dann

bild(p) =: Rly1, - - -, Yn)

die von y1,...,y, erzeugte Unteralgebra von A.

LINEARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



16 1 Hilbertscher Nullstellensatz

Bemerkung
Es gilt

A endlich erzeugt als R-Modul ‘ = ’ A endlich erzeugt als R—Algebra‘.

Die Umkehrung gilt i. Allg. nicht, wie schon der Polynomring K[X] iiber
einem Korper K zeigt. Es ist {X* | i € No} eine Basis von K[X] als K-
Vektorraum, aber das eine Element X erzeugt K[X] als K-Algebra.

Ist L eine Korpererweiterung eines Korpers K , so unterscheiden wir sogar
zwischen drei Endlichkeitsbegriffen!

(a) L ist endlich-dimensional als K-Vektorraum ( = L ist endlich erzeugt
als K-Vektorraum),

(b) L ist endlich erzeugt als Ringerweiterung von K ,
(¢) L ist endlich erzeugt als Korpererweiterung von K .

Es gilt (a) = (b) = (c¢), die umgekehrten Richtungen gelten i. Allg.
jedoch nicht.

Beispiel
Sei K ein Koérper. Der Quotientenkérper L := K(X,...,X,) des Poly-
nomrings A := K[Xi,...,X,] in n Unbestimmten ist endlich erzeugt als

Korpererweiterung von K , aber nicht endlich erzeugt als Ringerweiterung
von K (vgl. auch Lemma 1.10 unten).

Beweis. Angenommen, L besitzt endlich viele Ringerzeugende

:ﬁw“ahm:fimmit fi,gi €A, g #0firi=1,...,m.

g1 9m

hy

Dann gibt es zu jedem h € L Polynome f,g € A mit g # 0 so, dass h =
gilt und in der Primfaktorzerlegung von g nur Primelemente auftreten, di
eines der g; teilen (denn A ist faktoriell, vgl. Algebra 8.9 und 9.4).

Da A unendlich viele Primelemente besitzt, gibt es ein Primelement p € A
mit p 1 g; fiir alle ¢ = 1,...,m. Dann ist aber h = 1% nicht so darstellbar
wie oben beschrieben. Widerspruch. O

o~

1.3 Ganze Ringerweiterungen

Die Ubertragung des Begriffs ,,algebraische Korpererweiterung® in die kom-
mutative Ringtheorie fithrt zum Begriff , ganze Ringerweiterung*.
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Definition

Sei S eine kommutative Ringerweiterung von R. Ein Element s € S heifit
ganz iber R, wenn s Nullstelle eines normierten Polynoms f € R[X] ist,
d.h. wenn es ein Polynom

f :Xn+an—1Xn_1 +~-~+a1X+a0

mit ag,...,a,—1 € R und f(s) = 0 gibt. Der Ring S heifit ganz diber R,
wenn jedes Element s € S ganz iiber R ist.

Beispiel
Z[i] :={a+bi|a,be Z} C Cist ganz iiber Z, denn

f=X?—-2aX +da® + b?

erfiillt f(a + bi) = 0 fiir alle a,b € Z.
Frage

Ist Q eine ganze Ringerweiterung von 7 7
Dariiber gibt der folgende Satz Aufschluss:

Satz
Sei S eine ganze Ringerweiterung von R. Wenn S ein Korper ist, dann ist
R ein Korper.

Beweis. Sei 7 € R\ {0}. Da S ein Kérper ist, existiert das Inverse r—*

in S. Zu zeigen: r—1 € R. Da S ganz iiber R ist, erfiillt 7~! eine Gleichung
P T g =0 [T
mit ag,...,a,_1 € R. Es folgt
P b ap g Fanor o Far™ =0

und also 7! = —qgr" ' — - —qa,_1 € R. O

1.4 Endliche Ringerweiterungen sind ganz

Satz
Sei S eine kommutative Ringerweiterung von R. Wenn S als R-Modul
endlich erzeugt ist, so ist S ganz iber R.

Beweis. Sei s € S, und sei {s1,...,s,} ein Erzeugendensystem von S als
R-Modul. Dann ist ss; = a;181 + -+ + ain Sy, fir gewisse a;1,...,a;, €
Rund i=1,...,n, und fir die Matrix A = (a;;)1<i,j<n gilt
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S1 S$81 S1
Al 1| = ; beziiglich Matrizenmultiplikation. Sei 5:= | : | und

87L Ssn Sn

1 0 -
B := A—sFE,, mit der Einheitsmatrix F,, = ( ) Dann folgt .

Zeige nun, dass det B = 0 gilt, d. h. dass s Nt?llstehe des charakteristischen
Polynoms det(A — X E,,) und somit ganz ist.

Sei B = (gik) € M, xn(R) mit bip = (—1)**?det(By;) , wobei By; aus B
durch Streichen der k-ten Zeile und i-ten Spalte entsteht. Sei B = (by;).
Dann ist nach Definition der Matrizenmultiplikation BB = (cij) mit

Ccij = Zgikbkj = Z(—l)kH det(By;i) br;  (nach Definition von E)
k=1 k=1
=det B’ (Entwicklung nach der j-ten Spalte, gilt auch iiber R)

wobei B’ aus B entsteht, indem die i-te Spalte durch die j-te Spalte ersetzt
wird, also

det B fliri=j
Cii —
’ 0 fiir 4 # j, da dann in B’ zwei Spalten gleich sind.

Es folgt BB = det(B)E,. Da B§ = 0 gilt, erhalten wir 0 = BB3 =
det(B)E, S und also det(B)s; =0 fir allei =1,...,n. Da {s1,...,s,} ein
Erzeugendensystem von S als R-Modul ist, gibt es A1,..., A\, € R mit

1=Msi+-+Ausn,

und es folgt det(B)-1=0. O

1.5 Charakterisierung endlicher Ringerweiterungen

Sind K C L Korper und ist x € L, dann gelten nach Algebra 11.12:

’:1: algebraisch iiber K ‘ = ’dimK K(z) < o0 ‘

und nach Algebra 12.1:

<— ’L:K(Il,...7xn,) mit algebraischen zl,...,xn‘.

Wir beweisen nun die ringtheoretische Version dieser beiden Aquivalenzen.
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Definition
Sei S eine kommutative Ringerweiterung von R . Dann heifit S endlich iber
R, wenn S als R-Modul endlich erzeugt ist.

Satz

(a) FirseS gilt: = ’R[s] endlich iber R |.

(b) Es sind dquivalent:
(i) S ist endlich iber R.

(ii) S wird als R-Algebra von endlich vielen ganzen Elementen erzeugt.

Beweis. (a) ,—* Da s ganz iiber R ist, gibt es ein normiertes Polynom
f € R[X] mit f(s) = 0. Nach Algebra 8.1 ist jedes Polynom
g € R[X] darstellbar als g = hf 4+ r mit grad(r) < grad(f) (oder
r =0). Es folgt g(s) = h(s)f(s) +r(s) =r(s), da f(s) =0 ist.
Also bilden 1,s,...,s" ! ein Erzeugendensystem von R[s] als R-
Modul, wobei n = grad(f) gilt.

»<=“ Wende Satz 1.4 mit S = R[s] an.

(b) ,,(i)=(ii)“ Wenn S endlich iiber R ist, so besitzt S als R-Modul ein
endliches Erzeugendensystem, dessen Elemente nach Satz 1.4 ganz
iiber R sind. Da jedes Modulerzeugendensystem auch ein Alge-
braerzeugendensystem ist, folgt (ii).

»(i1)=(1)“ Sei S als R-Algebra von n ganzen Elementen si,...,s,
erzeugt. Fiihre Induktion nach n durch:
Fiir n = 1 folgt die Behauptung aus (a).

Nach Induktionsvoraussetzung ist R’ := R[sy,...,S,—1] endlich
iiber R, und nach (a) ist S = R'[s,] endlich iiber R’, also auch
iiber R.

]

1.6 Die Eigenschaft ,,ganz* ist transitiv

Satz
Seien R C S C T kommutative Ringerweiterungen. Wenn S iber R und T
tber S ganz sind, so ist T iiber R ganz.

Beweis. Sei t € T ganz iiber S. Dann gibt es sg,...,s,-1 € S so, dass
t" 4 5, 11" 4+ .- 4+ 59 = 0 gilt. Nach Voraussetzung sind sq,...,5,_1
ganz iiber R, also ist R’ := R|[sy, ..., sy—1] endlich iiber R nach 1.5 (b). Da
t ganz iiber R’ ist, folgt mit 1.5 (a), dass R'[t] endlich iiber R’ ist. Es folgt,
dass R'[t] endlich iiber R ist, und daher ist ¢ ganz iiber R nach 1.4. O
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1.7 Homogene Bestandteile eines Polynoms

Sei R ein kommutativer Ring, und sei f € R[X;,...,X,] ein Polynom in n
Unbestimmten Xi,...,X,,, also
f= Y G XX

(ma,...,mn)ENy

mit Koeffizienten ay,,...m, € R, die bis auf endlich viele gleich 0 sind.

Definition

Ist f # 0, so heifit f homogen vom Grad j, falls my + - - - +m,, = j fiir alle

(mq,...,my) € Nj mit am,. m, # 0 gilt.

Beispiel

X% — X1 X3 +5X3 ist homogen vom Grad 2 in Z[X;, X»].

Bemerkung

Das Nullpolynom ist homogen von jedem Grad j € INg . Ist f # 0 und nicht

homogen, so fasst man die Summanden mit m; + --- + m, = j zu einem

Polynom f; zusammen und nennt f; den homogenen Bestandteil von f vom

Grad j. Es gibt dann ein d € Ng mit f4 # 0so, dass f = fo+ fi+ -+ fa

gilt. Es ist also f; = 0 oder f; = > g ooy Xq e X,
my4-4mp=j

Ist f # 0, so heifit max{j € Ny | f; # 0} der Totalgrad von f.

1.8 Algebraische Unabhingigkeit

Definition
Sei S eine kommutative Ringerweiterung eines kommutativen Ringes R.
Dann heiflen z1, ..., x, € S algebraisch unabhdingig oder transzendent iiber

R, wenn der Einsetzhomomorphismus
R[Xla'-an} _>S7 f’_)f(xla"wxn)a

injektiv ist. In diesem Fall kann man den Unterring R[x1,...,2,] von S als
Polynomring auffassen. Sind x1,...,x, € S nicht algebraisch unabhéngig,
so heiflen sie algebraisch abhdngig iber R.

1.9 Noethersches Normalisierungslemma

Lemma (EMMY NOETHER)

Sei K ein Korper, und sei A eine kommutative, endlich erzeugte K-Algebra.
Dann ist A entweder ganz iber K oder es gibt algebraisch unabhdngige
Elemente Y1,...,Y,, € A iiber K so, dass A ganz iber K[Y1,...,Yy] ist.
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Beweis. Der Beweis wird fiir den Fall gefiihrt, dass K unendlich viele Ele-
mente hat (der Fall |K| < oo ist komplizierter zu beweisen und wird hier
nicht benétigt).

Da A endlich erzeugt ist, gibt es x1,...,z, € A so, dass A = K[z1,...,2,]
gilt. Sind z4,...,z, algebraisch unabhingig, so folgt die Behauptung, da
A ganz iiber A ist.

Sei nun A = Klz1,...,z,], wobei x1,...,2, algebraisch abhingig (und
# 0) sind. Dann gibt es ein Polynom f € K[Xq,...,X,] mit
(%) flx1,...,2,) =0 und f#0.

Induktion nach n:

n = 1: Da f normiert werden kann, ist x; ganz iiber dem Koérper K nach
Definition 1.3, und daher ist auch A = K[x;] ganz iiber K nach 1.5, 1.4.
n > 2: Zerlege f in seine homogenen Bestandteile f = fo + --- 4+ fg mit
fa # 0 wie in 1.7. Dann ist fq(X1,...,Xp-1,1) € K[X1,...,X,1]. Da K
unendlich ist, gibt es also nach Aufgabe 4 Elemente A1,...,\,—1 € K mit
fd()\lv ey )\nfl, ].) 7& 0. Setze
folgt durch Ausmultiplizieren:

Ui :za:i—)\ixn‘fﬁrizl,...,n—l.Dann

0 (T) f(yl + )\1$n, ey Yn—1 + Anflxn’:rn)

= falMye e A, D) 2+ gz gy

£0 in K

mit g; € K[y1,...,yn—1] fiir i = 1,...,d. Also ist x,, und damit A ganz
iiber Ky1,...,yn—1] nach 1.5 und 1.4. Nach Induktionsvoraussetzung ist
Kly1,...,Yyn—1] ganz iiber K , oder es gibt iiber K algebraisch unabhéngige
Elemente Y7,...,Y,, so, dass K[y1,...,yn—1] ganz iiber K[Yy,...,Y,,] ist.
Aus der Transitivitit der Ganzheit 1.6 folgt nun die Behauptung. O

1.10 Schwacher Nullstellensatz

Lemma
Sei K ein Korper, und sei L eine Korpererweiterung von K , die als Ringer-
weiterung von K endlich erzeugt sei. Dann ist L algebraisch (sogar endlich)
tber K .

Beweis. Wiare L nicht ganz {iber K, so wére L nach 1.9 ganz {iber einem
Polynomring R := K|[Y1,...,Y], und R wire nach Satz 1.3 ein Korper.
Das ist ein Widerspruch, da Y7,...,Y,, in R nicht invertierbar sind (nach
Algebra 6.13). O
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Satz (Schwacher Nullstellensatz)
Im Polynomring K[X1,...,X,] sind die Ideale der Form

(X1 —a1,..., X —a,) mit ay,...,ap €K

mazimale Ideale. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so gibt es
keine weiteren mazimalen Ideale in K[X1, ..., X,].

Beweis. Sei ¢: K[X1,...,Xn] — K, f — f(a1,...,a,), der Einsetzho-
momorphismus. Dann ist ¢ surjektiv, da ¢(a) = a fir jedes a € K gilt.
Wir berechnen den Kern von ¢. Jedes f € K[X,...,X,] hat die Ge-
stalt f = amy..m, X1 " - - X7 Hierin setzen wir X; = Y; + a; fir
i=1,...,n ein und erhalten f in der Form

f=Far,an)+ Y g Yi=flan, . an) + > gi- (Xi—a;)
i=1

i=1

mit g; € K[X1,...,X,]. Es ist also f genau dann in ker ¢, wenn f in dem
von X; —aq,...,X, — a, erzeugten Ideal liegt. Nach dem Homomorphie-
satz fiir Ringe folgt, dass K[X1,...,X,|/(X1 —a1,..., X, —ay,) ~ K gilt
(vgl. Algebra 7.7). Das Ideal (X7 —aq, ..., X, — ay) ist also maximal nach
Algebra 7.4.

Sei nun K algebraisch abgeschlossen, und sei m ein beliebiges maximales
Ideal in K[X1,...,X,]. Dann ist L := K[X;,...,X,]/m ein Kérper (nach
Algebra 7.4), und L ist endlich erzeugt als Ringerweiterung von K nach
Definition 1.2. Da K algebraisch abgeschlossen ist, folgt nach dem Lemma
L =K und also K — K[Xy,...,X,]/m = K. Es gibt daher a4,...,a, € K
mit a;4+m = X;+m, d. h. mit X;—a; € mfiri=1,...,n (vgl. Algebra 7.2).
Dal:= (X1 —ay,...,X, — a,) maximales Ideal ist, folgt 7 =m. O

Korollar

Ist K algebraisch abgeschlossen, so gibt es eine Bijektion zwischen den
Punkten von K™ und den mazimalen Idealen in K[X,...,X,], ndmlich

K™ — {mazimale Ideale in K[X1,...,X,]},

(a1y...yan) — (X1 —a1,..., Xpn —ay) .

Geometrie Algebra
Hier liegt der Ursprung der algebraischen Geometrie.
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1.11 Losbarkeit von Systemen polynomialer Gleichun-
gen
Definition

Sei K ein Korper, und sei K ein algebraischer Abschluss von K (gemif
Algebra 20.2). Fiir eine nichtleere Teilmenge I C K[X;, ..., X,] setzen wir

V() :={zeK"|flz)=0 Vfel}

und nennen U(I) eine algebraische Menge in K" oder die Nullstellenmenge
von I in K .

Satz
Ist I # (1) ein Ideal in K[X1,...,X,], soist B(I)#0.

Beweis. Es ist I in einem maximalen Ideal m von K[X3, ..., X, ] enthalten
(vgl. Algebra 7.6), und L := K[Xy,...,X,]/m ist dann ein Korper, der
als Ringerweiterung von K endlich erzeugt ist. Nach Lemma 1.10 ist L
also algebraisch iiber K und kann daher in K eingebettet werden (vgl.
Algebra 20.5). Setze x; = X; + min L und « = (x1,...,2,). Dann ist

x € B(m) C V(). O
Korollar

Das System f1 = O,..Lfm =0 mit f1,..., fm € K[X1,...,X,] hat genau
dann keine Losung in K ', wenn es Polynome pu, ..., pm € K[X1,...,X,]

gibt so, dass 1 =pif1 + -+ + pm fm gilt.

Beweis. Sei R = K[X;,...,X,], und sei I das von fi,..., f; erzeugte
Ideal in R, also I = {q1f1 + -+ gmfm | ¢1,---,¢m € R}. Dann gilt
VI) ={x e K" | fi(x) = 0,..., fm(z) = 0}, wie leicht zu sehen ist.
Gilt U(I) = 0, so ist 1 € I nach dem Satz. Ist umgekehrt 1 € I, so ist
I =K[Xy,...,X,] und ersichtlich B(I) = 0. O

1.12 Radikalideale
Sei I ein Ideal in einem kommutativen Ring R, und sei
Rad(I) := V1 :={r € R|r™ € I fiir ein m € N}.

das Radikal von I. Ersichtlich gilt I € Rad(I), und Rad(I) ist ein Ideal
in R nach Aufgabe 2c.

Definition
o Ein Ideal I heifit Radikalideal, falls I = Rad([I) gilt.
e Ein Element r € R heifit nilpotent, falls r™ = 0.
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Beispiel
Jedes Primideal ist ein Radikalideal (vgl. Aufgabe 2d).

Bemerkung
Es ist I genau dann ein Radikalideal in R, wenn R/I reduziert ist (d. h.
kein nilpotentes Element auler 0 enthélt).

Beweis. Sei I ein Radikalideal in R, und sei r € R. Ist » + I nilpotent in
R/I, so gilt r™ € I fiir ein m € IN und also r € Rad(I) o I. Hieraus folgt

or.

r+1=1=0g,;. Ist umgekehrt » € Rad() und R/I reduziert, dann folgt
r™ € I fiir ein m € IN und also r € I. O

1.13 Verschwindungsideal

Definition o
Seien K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss von K. Zu jeder
Teilmenge V C K " gehort das Ideal

JV):={feK[X1,...,Xn]| f(z) =0 Vz eV},

genannt das Verschwindungsideal oder Ideal von V.

Lemma

J(V) ist ein Radikalideal.

Beweis. Sei f € Rad(J(V)). Dann existiert ein m € IN mit f™ € 3(V),
also mit f™(x) = 0 fiir alle + € V. Da der Einsetzhomomorphismus
0z K[X1,...,X,] = K, g— g(x), multiplikativ ist, folgt

0=f"(@) =¢a(f") = a(f)" = flx)" VzeV.
Da K ein Kérper ist, folgt f(z) =0Vz € V und daher f € (V). O

1.14  3(B(I)) = Rad(])

Seien K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K und [ ein Ideal
in K[X1,...,X,] sowie V.C K". Wie gehabt seien

V() :={zeK"|flx)=0Vfel}
IV):={feK[Xy,...,X,] | f(x) =0 Vz e V}.

Nullstellensatz (DAvID HILBERT)
J(B(I)) = Rad([).
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Beweis. Wir zeigen zunéchst Rad(I) C J(U(I)). Sei g € Rad(I). Dann ist
g™ € I fiir ein m € N und also 0 = g™ (x) = g(z)™ fiir alle x € B(I). Da
g(z) im Koérper K liegt, folgt g € 3(U(1)) .

Wir zeigen nun umgekehrt: J(U(I)) C Rad([).

Sei R = K[X1,...,X,]. Nach dem Hilbertschen Basissatz (Algebra 6.14)
ist I endlich erzeugt, d.h. es gibt ein £ € IN und Polynome f1,...,fs € R
mit I = (f1,..., fe) == {Zlepifi | pi € R}. Sei g € 3(B(I)) und g # 0.
Dann folgt

(%) gz) =0 Yz e K" mit fi(z)=0,..., fi(z) =0

nach Definition von J((I)) . Zu zeigen: Im € IN mit g™ € I. Betrachte in
R[X] die £+1 Polynome f1,..., f¢,1—gX . Diese kénnen keine gemeinsame

Nullstelle in & " haben, da jede gemeinsame Nullstelle von fi,..., fe
nach (*) auch Nullstelle von g ist und daher keine von 1 — ¢ X sein kann.
Nach Korollar 1.11 gilt also 1 = p1f1 + -+ + pefe + per1(1 — gX) mit
P, .-, Pet1 € R[X]. Setze é fiir die Unbestimmte X ein. Dann folgt

l=pr1fi+--+pefe

mit p1,...,p¢ € R[L]. Multipliziere diese Gleichung mit g™, wobei m so
grofl gewiahlt wird, dass alle Nenner in den Potenzen von g verschwinden.
Es folgt ¢ = pifi + -+ pj fe mit p; € R und also g™ € I. (,Trick des
Rabinowitsch*) O

1.15 Folgerung

Seien K ein Kérper und K ein algebraischer Abschluss von K . Eine Teil-
menge V C K" heifit algebraisch, falls es ein Ideal I in K[Xy,..., X,] mit
V=0I):={zeK"| f(x)=0 Vfel}gibt.

Theorem
FEs gibt eine inklusionsumkehrende Bijektion

{VcK" |V agebraisch} = {I c K[X1,...,X,] | I Radikalideal}
V—3(V)
Objekte der Geometrie Objekte der Algebra
Beweis. Sei I ein Ideal in K[Xq,...,X,]. Dann gilt B(I(V(1))) = V()
(vgl. Aufgabe 7). Hieraus folgt die Injektivitit. Die Surjektivitit ergibt

sich direkt aus Hilberts Nullstellensatz 1.14. Dass J(V) ein Radikalideal
ist, wurde in 1.13 gezeigt. O
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Eine kommutative K-Algebra heiit affin, wenn sie endlich erzeugt (als K-
Algebra) ist und keine nilpotenten Elemente aufler 0 besitzt.
Korollar

Sei A eine affine K-Algebra. Dann gibt es einn € IN und eine algebraische
Menge V C K" so, dass A~ K[X1,...,X,]/3(V) gilt.

Beweis. Da A endlich erzeugt ist, gibt es ein n € IN und einen surjekti-
ven K-Algebrahomomorphismus ¢: K[X,..., X, ] —> A nach Defini-
tion 1.2. Der Homomorphiesatz ergibt A ~ K[X1,...,X,]/kernp. Da A

reduziert ist, ist kern ¢ ein Radikalideal nach Bemerkung 1.12. Nach dem
Theorem gibt es eine algebraische Menge V € K " mit J(V) = kernp. O

1.16 Ubungsaufgaben 3-7

Aufgabe 3

Sei S ein Integritdtsring. Man zeige:

Wenn S eine ganze Ringerweiterung eines Korpers ist, so ist S ein Korper.
Aufgabe 4

Sei K ein Kérper mit unendlich vielen Elementen und f € K[Xy,..., X,,]
ein Polynom mit f # 0.

Man zeige, dass es unendlich viele Punkte (ai,...,a,;,) in K™ gibt mit
fla,...,am) #0.

Hinweis zu Aufgabe 4:

Man iiberlege sich, dass f in der Form f = g9 + g1 Xm + -+ + ¢- X, mit
gi € K[X1,...,Xm—1] und g, # 0 geschrieben werden kann, falls m > 2 ist
und X,, in f wirklich vorkommt, und fithre Induktion nach m durch.
Aufgabe 5

Sei S eine kommutative Ringerweiterung eines kommutativen Ringes R.
Man zeige, dass die Menge R := {s € S | s ist ganz iiber R} ein Unterring
von S ist.

Aufgabe 6

Sei R ein Integritdtsring und sei R* die Gruppe der Einheiten in R. Man
zeige, dass (R[Xq,...,X,])" = R* gilt.

Aufgabe 7

Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Man zeige:

(a) J3(0) = K[X1,...,X,] und J(K ") = (0).
(b) Ist V ¢ K" algebraisch, so gilt B(I(V)) = V.
(c) Sind V;,V, ¢ K" algebraisch, so gilt J(V; UVa) = 3(V1) N TI(Va).
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2 Affine algebraische Varietéiten

Sei K ein Kérper, und sei K ein algebraischer Abschluss von K .

2.1 Algebraische Mengen
Fiir eine nichtleere Teilmenge M C K[X7,...,X,] sei

VM) :={zeK"|flx)=0VfeM}|

Ist I das von M erzeugte Ideal in K[X7,...,X,], so gilt B(M) = B(I).

Definition o
Eine Teilmenge V' C K" heifit algebraisch oder (K)-abgeschlossen, falls es
endlich viele Polynome fi,..., fi, € K[X1,...,X,] so gibt, dass

V={zeK"|filx)=0Vi=1,...,m}

gilt. Der Buchstabe V steht fiir Varietét.

Da jedes Ideal in K[X7, ..., X,] endlich erzeugt ist (nach dem Hilbertschen
Basissatz, Algebra 6.14), stimmt diese Definition mit der in 1.15 gegebenen
Definition einer algebraischen Menge iiberein.

2.2 Zariski-Topologie

Satz

Die algebraischen Mengen in Fnjrfdllen die Axiome fiir die abgeschlosse-
nen Mengen einer Topologie aufKn.

Die Topologie ist kompakt, aber nicht hausdorffsch.

Beweis. (a) Die Mengen 0 = 0({1}) und K" = 2({0}) sind algebraisch.

(b) Endliche Vereinigungen algebraischer Mengen sind algebraisch, denn
fir Vi = O({f1,.-., fm}) und Vo =B({g1,...,9¢}) ist

%UVQZW({figj|i=1,...,m,j:1,...,€}).

(¢) Beliebige Durchschnitte algebraischer Mengen sind algebraisch, denn
tiir jedes System (I;)jecs von Idealen in K[X;,...,X,,] gilt

o) =s|JL =% >

jeJ jeJ jeJ
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(d) Die Topologie ist kompakt. Zu zeigen: In jeder Familie abgeschlossener
Mengen, deren Durchschnitt leer ist, gibt es endlich viele Mengen, deren
Durchschnitt leer ist.

Es gelte 0 =(;.,B(I;) Y v (Zje] Ij> . Dann folgt
W) = 30 =3(3(Z,e L)) =, Rad (Tes 1)

Aufg.7
und also 1 € Zje, I; . Es gibt daher endlich viele Ideale I, ..., I, unter
den Idealen {I; | j € J} mit 1 € Zle I; und also mit (1) = Zle I

Hieraus folgt o B((1) =T (ijl Ij> 5 ﬂ§:1 B(1;) .

(e) Eine (K)-offene Menge in K" ist das Komplement einer (K)-abge-
schlossenen Menge in K " Das hausdorffsche Trennungsaxiom:
»Je zwel verschiedene Punkte besitzen disjunkte Umgebungen“
gilt nicht, da K" irreduzibel ist. Letzteres besagt, dass je zwei nicht-

leere (K )-offene Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzen (vgl.
2.3, 2.4 unten). O

Definition o
Die durch den Satz definierte Topologie auf K " heiBt Zariski-K -Topologie
von K". Im Fall K = K spricht man von der Zariski- Topologie.

Punkte und endliche Mengen in K" sind in der Zariski-Topologie stets
abgeschlossen.

2.3 Irreduzible algebraische Mengen

Definition

Eine algebraische Menge V # ) in K" ist irreduzibel, falls es keine Dar-
stellung V' = V3 U Vo mit abgeschlossenen Mengen Vi # V und V, # V
gibt.

Satz

Eine algebraische Menge V. # () in K" st genau dann irreduzibel, wenn
I(V) ein Primideal in K[X1,...,X,] ist. Insbesondere ist K " irreduzibel.

Beweis. Sei V irreduzibel und f1, fo € K[X1,...,X,] mit f1- fo € J(V).
Dann folgt f1(z) - fa(x) = 0 fiir jedes € V und also

V=WVnU(f)uVnD(fs)).

Da V irreduzibel ist, folgt V' C B(f1) oder V' C B(f2) und also f1 € J(V)
oder fo € J(V). Damit ist gezeigt, dass J(V) ein Primideal ist.

LINEARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



2.4 Irreduzible topologische Riume 29

Sei umgekehrtl(V) ein Primideal. Angenommen, es gibt algebraische Men-
gen V1, V5 C K" mit Vi ¢ Vund Vo C V sowie V = V3 U V,. Dann
gibt es Polynome f; € J3(V1) \ J(V) und fo € J(Va) \ J(V). Es folgt

fi-fo € I(V1)NT(Va) N J(V1UV,) =3(V). Da J(V) Primideal ist, folgt
ufg.

der Widerspruch f; € 3(V) oder fo € 3(V). Da 3(K") = (0) Primideal in
K[X,...,X,] ist, folgt die letzte Behauptung. O

Beispiel

V= {i,—i} = V(X2 +1) C C ist beziiglich der Zariski-R-Topologie von C
irreduzibel, da X2 + 1 ein Primideal in R[X] ist, aber V ist beziiglich der
Zariski-Topologie nicht irreduzibel, da V = U(X — i) UU(X + 1) gilt.

2.4 Irreduzible topologische Riume

Ein topologischer Raum T # 0 heifit irreduzibel, wenn T' nicht als Vereini-
gung zweier abgeschlossener echter Teilmengen darstellbar ist.

e Durch Negation und Komplementbildung erhélt man:

T ist genau dann irreduzibel, wenn je zwei offene, nichtleere Teilmengen
einen nichtleeren Durchschnitt haben.

e FEine Teilmenge S # () in T heifit irreduzibel, wenn S als topologischer
Raum beziiglich der induzierten Topologie irreduzibel ist.

e Fiir S C T sei S der Abschluss von S in T, d.h. der Durchschnitt aller
abgeschlossenen Teilmengen von T, die S enthalten. Es ist S genau dann
abgeschlossen in T, wenn S = S gilt.

e S C T heifit dicht in T, wenn S = T gilt.

Satz
Seien T # 0 und T' # () topologische Riume. Dann gelten:

(a) Fir jede nichtleere Teilmenge S C T gilt:
S irreduzibel <= S irreduzibel.

(b) T irreduzibel <= Jede nichtleere offene Menge U C T ist dicht in T.
(¢) f: T — T stetig und T irreduzibel =  f(T) irreduzibel.

Beweis. (a) ,=—=*:

Sei S irreduzibel, und sei S = A; U Ay mit abgeschlossenen Mengen
A, Ay € S. Dann ist S = (4; N S) U (A2 N S) die Vereinigung zweier
in S abgeschlossener Mengen, und also gilt S = A; NS oder S = AN S,
da S irreduzibel ist. Es folgt S C A; oder S C Ay und daher S C A; oder
S C As nach Definition von S . Also ist S irreduzibel.
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(a) ,=*

Sei S irreduzibel, und sei S = (BN S) U (By N S), wobei By,By C T
abgeschlossen in T seien. Nach Definition von S ist dann S C B; U B; und
also S = (BiNS)U(ByNS). Da S irreduzibel ist, folgt S = By NS
oder S = B, NS . Hieraus folgt S = B; NS oder S = ByN S. Also ist S
irreduzibel.

(b) ,=—

Essind UN(T\U ) = ) und T\U offen. Da T irreduzibel ist, folgt T\U = ()
und also U =T

(b) ,, <=

Seien Uy, U, offen in T und nichtleer. Dann gilt nach Voraussetzung U; =
T = Uy . Angenommen: U; NUs = (). Dann folgt U; C T\ Us und also der
Widerspruch Uy = U; C T\ Us.

(c):

Seien Uy, Us offen in 77 mit Uy N f(T) # 0 und Ua N f(T) # 0. Zu zeigen:
UiNUsN f(T) # 0. Da f stetig ist, sind f~*(Uy) und f~1(Us) offen in T
(und nichtleer). Da T irreduzibel ist, folgt U := f=1(Uy) N f~1(Uz) # 0
und also @ # f(U) c U1 NUN f(T). O

2.5 Zerlegung in irreduzible Komponenten

Sei T' # () ein topologischer Raum.
Definition (1)
Eine irreduzible Komponente von T ist eine (beziiglich Inklusion) maximale
irreduzible Teilmenge.
Definition (2)
T heift noethersch, wenn jede absteigende Kette 47 D Ay D -+ von ab-
geschlossenen Mengen in T stationir wird. Aquivalent: T ist noethersch,
wenn jede nichtleere Menge von abgeschlossenen Mengen in 7" ein minimales
Element besitzt (vgl. Aufgabe 13).
Satz
Es gelten:

(a) Jede irreduzible Menge S C T st in einer irreduziblen Komponente

von T enthalten.
(b) T ist die Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten.

(¢) Ist T noethersch, so besitzt T endlich viele irreduzible Komponenten
Vi,..., Vi . Diese sind abgeschlossen, und es ist T = Vi U---UV,,.

Beweis. (a) mit dem Lemma von Zorn (vgl. Algebra 7.5):
Sei M := {T" c T | T’ irreduzibel und S C T"}. Dann ist M beziiglich
Inklusion halbgeordnet, und es ist M # (), weil S € M .
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Sei N eine geordnete Teilmenge vom M . Dann ist V := (Jp oy T € M,
denn: Seien Uy, U, offen in T und U; NV # @ fiir ¢ = 1,2. Dann existieren
Ty, T, € N mit Uy NTy # @ und Uy NTy # . Da N geordnet ist, kénnen
wir Ty C Ty annehmen. Es folgt 0 # U NUsNTy c U NUNV .

T irr.
Damit ist gezeigt, dass V irreduzibel ist. Da S C V gilt, folgt V € M,
und V ist obere Schranke fiir N. Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein
maximales Element in M .
(b):
Fiir jedes t € T ist {t} eine irreduzible Menge. Daher folgt (b) aus (a).
(c):
Angenommen: T ist nicht als endliche Vereinigung irreduzibler, in 7" ab-
geschlossener Mengen darstellbar. Da T noethersch ist, gibt es dann eine
nichtleere minimale abgeschlossene Menge A in T', die sich nicht als endli-
che Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Mengen in T' darstellen lift.
Es ist A reduzibel, also A = A; U Ay, wobei Ay, As abgeschlossene echte
Teilmengen von A sind. Da A minimal ist, sind A; und Az endliche Vereini-
gungen irreduzibler abgeschlossener Teilmengen im Widerspruch dazu, dass
A = AjUA; dies nicht ist. Es folgt T' = V1 U- - -UV,, , wobei V; , ..., V,, irre-
duzibel und abgeschlossen sind. Sei V' eine irreduzible Komponente von T'.

Dannist V = [J(VNV;) und also V.=V NV, fiir ein ¢ nach Definition der
i=1
Irreduzibilitdt. Es folgt V' C V; und daher V =7V, da V maximal. O

Korollar o
Ist V' eine algebraische Menge in K", so besitzt V. nur endlich viele irre-
duzible Komponenten Vi,..., Vi, und esist V=V U---UV,,.

Beweis. Esist V ein topologischer Raum beziiglich der induzierten Zariski-
K-Topologie von K"

Sei A1 D Ay D --- eine Kette von (K-)abgeschlossenen Mengen in V. Die
aufsteigende Kette

J(A1) CTJ(Ag) C -+

ist stationér, da K[Xi,...,X,] nach dem Hilbertschen Basissatz (Alge-
bra 6.14) noethersch ist. Also ist

A1 =U(I(A1)) D Ay =V(I(A2)) D -+

stationdr. Es folgt, dass V' noethersch ist. Satz (c) ergibt die Behauptung.
O
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2.6 Affiner Koordinatenring K[V]

Sei K ein algebraischer Abschluss von K . Dann gibt es Bijektionen

o {Punkte in K"} ﬁ» {maximale Ideale in K [X1,...,X,]}

o {K-abgeschl. Mengen in ?n} <1—:5> {Radikalideale in K[Xq,...,X,]}

o {irred. K-abgeschl. Mengen in K "} % {Primideale in K[X1,...,X,]}

Analoge Resultate werden erzielt, wenn man links (statt von f”) von einer
beliebigen algebraischen Menge V C K " ausgeht und rechts (statt von
K[X,...,X,]) von der K-Algebra K[X1,...,X,]/3(V) (vgl. Aufgabe 18).
Definition o

Fiir eine algebraische Menge V C K " heift die K-Algebra

(K[V] = K[X1,..., X,]/3(V)]|

der affine Koordinatenring von V oder die affine Algebra von V .

Beispiele
o Ist V=K" soist K[V]=K[X1,...,X,]/(0) = K[X1,..., X,].
o Ist W=0,s0ist K[V]=K[Xy,...,X,]/(1) = (0) (Nullring).

2.7 Eigenschaften des affinen Koordinatenrings

1) K[V] ist reduziert (d.h. enthilt keine nilpotenten Elemente auBer 0)
und endlich erzeugt als K-Algebra, also eine affine K -Algebra, vgl. 1.13,
1.12 und 1.2.

2) K|[V] ist noethersch (als homomorphes Bild eines noetherschen Ringes).

3) Die Elemente von K[V] lassen sich als Funktionen V — K auffassen:
Ist p € K[V], soist ¢ = f+ J(V) mit einem f € K[Xy,...,X,]. Fir
v € V setze p(v) := f(v). Man erhilt so eine wohldefinierte Inklusion

K[V] = Abb(V.K ).
denn fiir f,g € K[X,...,X,] gilt:
FHIV)=g+3(V) = fogedV)
- o)) =0 eV

Dcf113
— f(v) = gv) Yo eV.
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Es folgt
KlV]={p: V=K |3f € K[Xy,...,X,] mit o(v) = f(v)VveEV}.

Es ist K[V] die K-Algebra der ,polynomialen Funktionen® V' — K.
Wir schreiben K[V] = Mor(V, K ).

Beispiele
Zu jedem z; := X; + J(V') gehort die i-te Koordinatenfunktion
xi: VoK, (a1,...,an) — a;, firi=1,...,n.

4) Mit der Interpretation aus 3) ist das Verschwindungsideal einer Teil-
menge W C V definiert als

JvW):={pe K[V]|pw)=0Vwe W}.

Es gilt Iy (W) = 3(W)/3(V), und die Zuordnung ¢ — ¢|y induziert
einen Isomorphismus

K[V]/3vy(W) = K[W],
denn nach dem zweiten Noetherschen Isomorphiesatz (Algebra 1.6) gilt:
K[Xq,.... X,]/3(W) = (K[X1,..., Xa]/3(V))/(3(W)/3(V)) .

K[W] K[V] Jv (W)

5) Sei umgekehrt I ein beliebiges Ideal in K[V] = K[Xy,...,X,]/3(V).
Dann ist die Nullstellenmenge von I definiert als

Vy(I):={veV]pwv)=0Vpel}.

Es ist Uy (I) eine K-abgeschlossene Menge in V', denn I ist endlich
erzeugt nach 2), also I = (¢1,...,¢m) mit ¢; = f; + J(V) und f; €
K[Xy,...,X,]firi=1,...,m,und es folgt Vv (I) = V(f1,..., fm)NV.

2.8 Morphismen von algebraischen Mengen

Seien V C K" und W c K" algebraische Mengen.

Definition
Eine Abbildung «: V' — W heifit polynomial oder Morphismus, wenn es
Polynome fi,..., fm € K[X1,...,X,] gibt mit

a) = (fi(v),..., fm()) YoeV.

Ein Morphismus a: V' — W heifit Isomorphismus, wenn es einen Morphis-
mus : W — V gibt mit c« o 8 =idy und foa =idy .
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Beispiel

Sei V ={(a,b) €K’ |b=0a?} =B(X?— Xo) und W = K = B(0-K[X]).
Die Projektion von V' auf die x1-Achse (= W) ist dann ein Isomorphismus
7: V. — W, (a,a®) — a, mit Unkehrabbildung 7=1: W — V, a — (a,a?).
Es sind 7 und 7! polynomial, denn es ist 7(a,a?) = a = f(a) mit f =
X1 € K[X1,X5] und 77 a) = (a,a?) = (f1(a), f2(a)) mit f; = X und
fo= X2 in K[X].

2.9 Eine Aquivalenz von Kategorien

Seien VCc K und W c K" algebraische Mengen. Dann induziert jeder
Morphismus a: V — W einen K-Algebrahomomorphismus

K[W]

K[V]

a*: Mor(W,K ) — Mor(V, K )
P > o

und fiir Morphismen V—a>V’—ﬁ>V” gilt (8 oa)* = a* o §*. Ferner
ergibt sich (idy)* = idgqyy -

In Kategoriensprache: Es gibt einen kontravarianten Funktor

Kategorie der algebraischen Kategorie der affinen
F: Mengen in K — ¢ K-Algebren und K-Algebra-
und Morphismen homomorphismen
Objekte: Vi~ K[V], Morphismen: I~ g*

Sei Mor(V, W) die Menge der Morphismen V' — W,
und sei Homa(K[W], K[V]) die Menge der K-Algebrahomomorphismen
K[W]— K[V].
Satz
Der Funktor F ist volltreu, d. h. die Abbildung
Fv,w: Mor(V,W) — Homp (K[W], K[V]), a— o™,

st bigektiv. Insbesondere gilt

V isomorph W = ’K[V] isomorph K[W] ‘
als algebraische Mengen als K-Algebren
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Beweis. Injektivitat von Fy y :
Fiir a, 8 € Mor(V, W) sei a* = *. Zu zeigen: « = . Nach Definition 2.8
eines Morphismus gibt es f1,..., fm und g1,...,9m € K[X1,...,X,] mit
a(0) = (f1(0), .. fun(®)) und B0) = (1(0), . gou(v)) fiix alle v € V.
Fiir alle ¢ € K[W] = K[Y1,...,Y,]/3(W) = Mor(W, K ) gilt

poa Def?on * @ (QO) - ﬁ (SD) Def?on * SOOﬂ
Es folgt y; oo =y; 0 B fiir alle s = 1,...,m, wobei y; = Y; + J(W) die i-te
Koordinatenabbildung ist (vgl. 2.7.3) und also

fi(v) = (yi o a)(v) = (yi 0 B)(v) = gi(v)

Def \:)n Yi Def \:)n Yi
fir alle i =1,...,m und alle v € V. Es folgt a(v) = S(v) fir alle v € V.
Surjektivitit von Fyy :
Sei v: K[W] — K[V] ein K-Algebrahomomorphismus. Wihle f1,..., fi, €
K[X1,...,X,] so, dass y(y;) = f; + I(V) fir alle i = 1,...,m gilt.

Der Morphismus a: V. — K, v — (f1(v),..., fm(v)) induziert den K-
Algebrahomomorphismus o*: K[Y1,...,Y,,] — K[V], g — go«a, wobei

goa = go(fi,....fm)=g0o (1), -, 7(Ym))

Def von «

=(g+3I(W)) siehe folgende Bemerkung
=7 (0gm) falls g € I(W)

Da W = G(3(W)) gilt, folgt a(v) € W fiir alle v € V. Weiter folgt, dass a*
auch auf K[W] = K[Y3,...,Y,,]/3(W) wohldefiniert ist und a* =~ gilt.

Bemerkung

endl
Es ist g = > apy. e Y{' oY woraus folgt:
(r15--,7m ) ENG
g+IW)=>ar, ...ar, y1* -... -y und also

Yg+TW) =>ar, - ar, Yy1)™ .. Y (ym)™ = go (v(y1), .-, Y(Um))-

Die letzte Behauptung des Satzes folgt leicht:

»=* gilt, weil F ein Funktor mit (a0 8)* = " oa* und (idy)* = idgqv]
ist.

=" gilt, weil Fy y bijektiv ist. =

Folgerung

Der Funktor F ist eine Aquivalenz von Kategorien, denn F ist volltreu,
und jede affine K-Algebra ist von der Form K[X7,...,X,]/3(V) mit einer
geeigneten algebraischen Menge V' C K" (vgl. Korollar 1.15).
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2.10 Zum Tensorprodukt

Gegeben seien ein kommutativer Ring R und R-Moduln M, N . Das Tensor-
produkt M ®@pr N wurde in Algebra 10.7 eingefiihrt. Es besteht aus endlichen
Summen der Form z = > m; ® n; mit m; € M,n; € N. Da R kommutativ
ist, ist M ® g N ein R-Modul, und es gelten die Regeln

(m+m)@n=men+m'@n
m@n+n)=men+men
rm@n=m®rn Ym,m € M nn € NyrcR.

Universelle Eigenschaft
Zu jeder R-bilinearen Abbildung v: M x N — P in einen R-Modul P gibt
es eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung g: M ® g N — P mit

’g(m@n)zv(m,n) VmeM, neN|.

Folgendes Diagramm, bei dem t(m,n) = m ® n gilt, ist also kommutativ:

M x N i P

A

M ®r N
Dabei ist v eine R-bilineare Abbildung, falls die Abbildungen

Yn: M — P, m— ~y(m,n) firjedesn € N
und v, : N — P, n— y(m,n) fiir jedes m € M

jeweils R-linear sind.

Beispiele (i) Sei A eine kommutative R-Algebra. Dann ist die Multipli-
kation A x A — A, (a,d’) — ad’, ersichtlich R-bilinear, und es gibt
eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung

’mA: A®rA— A, mit mala®ad)=ad Va,a' € A

genannt Multiplikationsabbildung oder Multiplikation.
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(i)

(iii)

Die beiden Abbildungen M x N — N ®r M, (m,n) — n ® m, und
NxM — M®pgN, (n,m) — m® n, sind R-bilinear. Es gibt also
eine kanonische R-Modulisomorphie

M@rN SNRrM, m@n—n@m.

Tensorprodukt von R-linearen Abbildungen
Gegeben seien R-lineare Abbildungen w: M — M’ und v: N — N’.
Zu der R-bilinearen Abbildung

M x N — M @rN', (m,n) — u(m) @ v(n)

gibt es genau eine R-lineare Abbildung w: M @ g N — M’ @ N’ mit
wim®n)=u(m)®v(n) Vme M, ne N.

Die Abbildung w heifit Tensorprodukt von u und v .

Tensorprodukt von kommutativen Algebren

Seien A, B kommutative R-Algebren. Dann ist das Tensorprodukt
A ®p B eine kommutative R-Algebra mit Einselement 1 ® 1, und
es gilt

(a®b)(a @b)=ad @bV’ Va,a €A, bl €B,
denn nach (ii) gibt es eine R-Modulisomorphie
h: (A®r B) ®r (A®r B) —» (A®r A) ®r (B ®r B)

mit h((a®b) R (a @) =(a®d)@(bRV)Va,d € A, b € B,
und A ®pg B ist eine R-Algebra beziiglich des Produktes

x-y=(ma@mp)(h(z®y)) firz,y € AQr B,
wobei m4 ® mp durch (i) und (iii) gegeben ist.

Fiir kommutative R-Algebren A, B ist A®g B sowohl eine A-Algebra
als auch eine B-Algebra, denn

A— A®RrB,a—~a®1
B—-A®rB, b—1®0b

sind Ringhomomorphismen (vgl. Definition 1.1 einer kommutativen
Algebra).
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(vi) Ist I ein Ideal in R, so wird durch (r,m) — rm + IM, eine bilineare
Abbildung R/I x M — M/IM, (r + I,m) — rm + IM, induziert
und daher eine (R/I)-lineare Abbildung

R/I®r M 5 M/IM .

Diese ist bijektiv; die Umkehrabbildung wird durch m +— (1 +1)®@m
induziert.

(vii) Seien S eine kommutative Ringerweiterung von R und I ein Ideal
in R[X1,...,Xp], und sei J = I-S[Xy,...,X,]. Dann wird durch
(R[X1,...,X,)/I) xS — S[X1,....X,]/J, (f+1,8)— sf+J,en
Isomorphismus (R[X7,...,X,]/I) ®r S — S[X1,...,X,]/J von
S-Algebren induziert. (Durch X; — (X; +I) ® 1 wird die Umkehrab-
bildung erhalten.)

2.11 Tensorprodukt von affinen Algebren

Satz
Seien A, B endlich erzeugte kommutative Algebren iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Kdorper K . Dann gelten:

(i) Sind A und B reduziert, so ist A @y B reduziert.
(ii) Sind A und B Integrititsringe, so ist A @k B ein Integrititsring.

Beweis. Nach Korollar 1.15 gibt es eine algebraische Menge V' C K™ und
eine algebraische Menge W C K™ so, dass A = K[V] und B = K[W] gilt.
Nach 2.121) unten ist V' x W eine algebraische Menge, und nach 2.12ii)
unten gilt K[V x W] ~ K[V] @ K[W]. Da der affine Koordinatenring
K[V x W] reduziert ist (vgl.2.71), folgt nun (i).

(ii): Seien f = >  a; ®b; und g = ) ¢; ® d; Elemente in A ®x B, und

i=1 j=1
es gelte fg = 0. Zu zeigen ist, dass f = 0 oder g = 0 gilt. Wir kénnen
annehmen, dass {b1,...,b,} und {dy,...,d,} jeweils linear unabhingig

sind, vgl. Algebra 10.11 (1). Sei 9 ein maximales Ideal in A. Dann gilt
A/M = K, wie aus Lemma 1.10 folgt, da K algebraisch abgeschlossen
ist. Sei @ := a4+ M fiir a € A. Dann ist (3} a; ®b;)(3¢ ®d;) =0 in
A/M@ K B=K®k B~ B. Da B ein Integritétsring ist, folgt > a,®b; = 0
oder Y ¢; ® d;j = 0. Also sind alle a; in 9 oder alle ¢; in 9. Es ist
M, = Jy({v}) fir jedes v € V ein maximales Ideal in A = K[V], da
Jy({v}) =kern(K[V] — K, ¢ — ¢(v)) gilt. Fiir jedes v € V folgt nun

Vo, Ty m) € By (ar, .o am) Uy (cr, s cn).
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Da V nach Voraussetzung und 2.3 irreduzibel ist, folgt V' = Uy (a1, ..., am)
oder V.=Uy(e1,...,¢,). Da Uy (0) =V gilt, erhalten wir im ersten Fall

Aufg18 ~
Rad(0) "= 3y (Vv (0)) = Iy (V) = Iy (Vv (a1, .. ., am))
Aug1s Rad(ai,...,am) -
Hieraus folgt a; € Rad(0) und also a; = 0 fiir alle 4, da A ein Integritéitsring
ist. Analog folgt ¢; = 0 fiir alle j im zweiten Fall. 0
Bemerkung

Mit den im Beweis von (ii) benutzen Methoden erhilt man einen alterna-
tiven Beweis von (i).

Der obige Satz ist i. Allg. falsch, wenn K nicht algebraisch abgeschlossen
ist, z. B. ist C ®R C kein Integrititsring, vgl. Aufgabe 22.

2.12 Produkt algebraischer Mengen

Satz
Seien V. C K™ und W C K™ algebraische Mengen, wobei K algebraisch
abgeschlossen sei.

i) Die Menge V- x W ist algebraisch.
ii) Es gibt eine Isomorphie K[V x W] = K[V] @k K[W].
iiil) Wenn V und W irreduzibel sind, so ist V. x W irreduzibel.

Beweis. 1) Esist V. =0(f1,..., fx) mit f1,..., fr € K[X1,...,X,] und
W =2(g1,...,9¢) mit gq,...,9¢ € K[Y1,...,Y},] nach 2.1. Dann ist

VXW:m(f17"'7fk7gl7"'7gf) CKn+m7

wobei f1,..., fk,91,.-.,ge als Polynome in K[X1,...,X,,,Y1,...,Y]
aufgefasst werden.

ii) Die Abbildung

VxW-—-K

v: K[V x K[W] = K[V x W], (g.h) = {(v w) = g(v) - h(w)

ist K-bilinear und induziert also nach 2.10 einen K-Algebrahomomor-
phismus I': K[V] @ K[W] — K[V x W].
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Surjektivitdt von I': Jedes Polynom aus K[X1,...,X,,Y1,...,Y,]
ist als endliche Summe von Produkten gh mit g € K[Xq,...,X,] und
h € K[Y1,...,Yy] darstellbar. Dies gilt dann auch fiir die polynomialen
Funktionen, vgl. 2.7.3.

k
Injektivitit von I': Schreibe f € K[V] @k K[W]als f =Y g;:® h;
i=1

mit minimalem k. Sei I'(f) = 0.
Angenommen: f # 0. Dann gibt es ein w € W und ein j € {1,...,k}

k
mit hj(w) # 0. Da > gi(v)hi(w) = 0 fir alle v € V gilt, folgt
i=1

k
> hi(w)g; =0, und also sind g1, . .., gi linear abhingig {iber K , und
i=1

es ist g; eine Linearkombination der iibrigen g;. Es folgt £ = 1, da
man sonst einen Widerspruch zur Minimalitdt von k hétte. Folglich
gilt f = g1 ® hy mit g1(v) = 0 fiir alle v € V und also f = 0 im
Widerspruch zur Annahme.

(i)

iii) Nach 2.11 ist K[V x W] o K[V]®k K[W] ein Integrititsring und also

J(V x W) ein Primideal in K[Xy,...,X,,Y1,...,Y,]. Mit 2.3 folgt,
dass V' x W irreduzibel ist. O]

Bemerkung

1. Die algebraische Menge V x W trégt die durch die Zariski-Toplologie
von K™+t™ induzierte Topologie. Diese stimmt nicht mit der Produkt-
topologie iiberein.

2. Das Produkt V xW zusammen mit den Projektionen w1 : VW — V|

(vyw) —»vund m: VX W — W, (v,w) — w, ist ein Produkt im
Sinne der Kategorientheorie und daher bis auf Isomorphie eindeutig.
Es gilt: Fiir jede algebraische Menge 7' und Morphismen ¢1: T — V
und @o: T"— W gibt es genau einen Morphismus ¢: T'— V x W mit
mo =; firi=1,2.

\%4
Y1 Tﬂ'l
T=-— —H—W— =V xW
\ iwz
w
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Das Problem der Existenz und gegebenenfalls Konstruktion von Quo-
tienten ist i. Allg. schwierig.

2.13 Lokalisierungen

Sei R ein kommutativer Ring. In Algebra 6.10 haben wir jeder multiplikativ
abgeschlossenen Menge S C R\ {0} einen Quotientenring zugeordnet:

S—le{g|reR,seS}.

Satz
Seien p ein Primideal in R und S = R\ p. Dann ist

R, :=S'R= {g | r,seR,s¢p}
ein Ring mit genau einem maximalen Ideal m = {g €ER,|TE€ p} .

Beweis. Es ist m ein Ideal, da % + Z—j = 't o und A - = €m fiir alle

ss’

r,r’ €p,s,s’ €S, A€ R,. Sei I ein Ideal in R, mit I O m. Dann enthélt
I ein Element ~ mit r ¢ p, also mit 7 € . Es ist dann % invertierbar in
R, , und es folgt I = R, . Also ist m ein maximales Ideal in R, , und zwar
das einzige, weil alle Nichteinheiten aus R, in m liegen. O

Definition 1. Ein lokaler Ring ist ein kommutativer Ring mit genau
einem maximalen Ideal.

2. Der Ring R, heifit Lokalisierung von R nach p.

3. Ist f € R kein Nullteiler in R und S = {f™ | m € Ny}, so wird die
Bezeichnung R; anstelle von S 1R benutzt. (Auch dieser Ring wird
manchmal Lokalisierung genannt.)

2.14 Regulire Funktionen
In diesem Abschnitt sei K algebraisch abgeschlossen (also K = K ).

Definition
Sei V' C K™ eine irreduzible algebraische Menge. Dann ist die affine Algebra
K|[V] ein Integritdtsring nach Satz 2.3. Sei

K(V) = {% | g,h € K[V], h o}

der Quotientenkorper von K[V (vgl. Algebra 6.11). Der Korper K (V') heifit
Funktionenkorper von V oder Korper der rationalen Funktionen tiber K .
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Beispiel
V ={(x1,72) € K? | 21 = 0} = U(X;). Dann ist

K[V] = KXy, X5]/(X1) = K[X2],

und f = %2 € K(V) ist in (0,0) nicht definiert (und also nicht ,,regulér®).
Der Punkt (0,0) ist ein ,,Pol“ von f.

Dabei heifit allgemein ein Punkt x € V' Pol einer Funktion f € K(V), falls
fir alle g, h € K[V], fiir die f = { gilt, h(x) = 0 ist.

Wie in 2.7.3 beschrieben, fassen wir die Elemente von K[V] als Funktionen
V — K auf. Zu jedem v € V gehort ein lokaler Ring

O, = {% | g,h € K[V], h(v);«éo} .

Es ist O, gerade die Lokalisierung K[V], nach dem maximalen Ideal

m, = {g € K[V] | g(v) = 0} = kern(K[V] = K, g — g(v)) .

Die Elemente von O, kénnen wir nun i. Allg. nicht mehr als Funktionen
V — K interpretieren. Daher ordnen wir jeder nichtleeren, offenen Menge
U C V den folgenden Ring zu

Ov(U):= (] O |.

zeU

Dann lassen sich die Elemente aus Oy (U) als Funktionen U — K auffassen,
denn ist ¥ € Oy (U), so gibt es zu jedem x € U Elemente g,h € K[V]

mit ¢ = £ und h(z) # 0. Wir setzen (z) := Z%ig und erhalten eine

wohldefinierte Funktion ¢: U — K: Ist { = %, wobei h(z) # 0 und
B (z) #0, soist g(z)h/(z) — ¢'(z)h(x) = 0 und also ig‘zg = Z:Ei; . (Hier ist
eingegangen, dass V irreduzibel und also K[V] ein Integritétsring ist.)
Satz

Sei A= K[V], und fir f € A sei D(f) :=V;:={ve V| f(v) #0}. Dann
ist Oy (Vy) = Ay . Insbesondere gilt Oy (V) = K[V].

Beweis. Esist Ay C Oy (Vy), denn fiir /% mit g € A gilt & € O, fiir alle

v € Vy (nach Definition von Vy und O,). Alsoist % € (] O, = Oy (Vy).
veEVy

Zu zeigen: Oy (Vy) C Ay . Seip € Oy (Vy). Dannist ¢ € O, fir allev € V.

Nach Definition von O, folgt ¥ = Z—Z mit gy, h, € A und h,(v) # 0 fir alle

v € Vy. Dies ergibt h, € I :=={h' € A | Wy € A} und v ¢ By (I) fiir alle
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v € V. Es folgt By (I) C V\Vy =By (f), und daher gilt f € Rad(l) nach
dem Hilbertschen Nullstellensatz (vgl. 1.14 und Aufgabe 18). Es gibt also
ein m € IN mit f™ € I. Nach Definition von I folgt f™¢ =: g € A und also
1 € Ay nach Definition von Ay. Fiir f: V — K, v 1,ist Vy =V und
Ay = A. Daher folgt die zweite Behauptung. O

Bemerkung

Sei nun V' C K™ eine beliebige algebraische Menge. Dann orden wir jeder
nichtleeren offenen Menge U C V' wie im irreduziblen Fall eine K-Algebra
Oy (U) zu, und zwar die Algebra der reguliren Funktionen auf U, wobei
folgende Definition gilt.

Definition
Eine Funktion f: U — K heifit regulir in x € U, wenn es g,h € K[V] und

eine offene Umgebung U’ C U NV}, von z gibt so, dass f(y) = % fiir alle

y € U’ gilt. Man nennt f reguldr, falls f in jedem Punkt x € U regulér ist.

2.15 Geringte Riaume

Sei V wie in Bemerkung 2.14 gegeben. Fiir nichtleere, offene Mengen U’ C U
von V gilt dann
Oy (U) — Oy (U").

Die Zuordnung Oy : U — Oy (U) aus Bemerkung 2.14 definiert eine Garbe
von Funktionen.

Dabei ist allgemein ist auf einem topologischen Raum T eine Garbe O von
Funktionen gegeben, wenn es zu jeder nichtleeren, offenen Menge U in T
eine K-Algebra O(U) von Funktionen U — K gibt und Folgendes gilt:

1) Ist U’ # 0 eine offene Teilmenge einer offenen Menge U, so definiert
f— flur einen K-Algebrahomomorphismus O(U) — O(U’).

2) Sei U # 0 offen in T und U = |J U; eine offene Uberdeckung von
jeJ
U, wobei J eine Indexmenge sei. Wenn fiir jedes i € J ein f; € O(U;)
gegeben ist, und wenn f;|y,nu; = fjlu,nu; fiir alle 4, j € J gilt, so gibt
esein f € O(U) mit fly, = f; fir allei € J.

Das Paar (T, O) nennt man dann einen geringten Raum.

2.16 Morphismen von geringten Ridumen

Seien (T,0) und (T’,0') geringte Raume wie in 2.15 definiert, und sei
a: T — T eine stetige Abbildung. Ist U eine offene Menge in T, so induziert
« eine Abbildung aj;: O(U) — Abb(a ' (U),K), f— foals-11)-
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Definition

Man nennt « einen Morphismus von geringten Raumen, wenn of;(O(U)) C
O(a~Y(U)) fiir jede offene Menge U in T ist.

Ein Morphismus «: T" — T heif3t Isomorphismus, wenn es einen Morphis-
mus B: T — T’ mit «o 8 =1id und fo «a = id gibt.

2.17 Algebraische Varietéiten

Wir kennen zwei Moglichkeiten der Definition der additiven Gruppe:
Ga(K) = K C K' mit Addition und G,(K) = {(é ‘1‘) € SLQ(K)} c K*
mit Matrizenmultiplikation. Was ist nun die Definition von G,(K)? Dies
klart der Varietdtenbegriff.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper.

1) Irreduzible affine algebraische Varietiten
Eine irreduzible affine algebraische Varietit (oder kurz irreduzible affine
Varietit) iiber K ist ein geringter Raum der Form (V,Oy) mit einer
irreduziblen algebraischen Menge V' C K™ fiir passendes n € IN und
einer Garbe Oy , definiert durch Oy (U) = (), ¢y O wie in 2.14.

2) Der affine Raum
Fiir jedes n € IN ist (K™, Ogn) =: A" ein Beispiel zu 1).

3) Affine algebraische Varietiten
Eine affine algebraische Varietit (oder kurz affine Varietit) iiber K ist
ein geringter Raum der Form (V, Oy ) mit einer algebraischen Menge
V € K™ und passendem n € IN, wobei Oy (U) fiir eine offene Menge
U C V wie folgt gegeben ist: Es ist V =V, U--- UV, mit irreduziblen
Komponenten Vi, ..., V,, nach Korollar 2.5 und also U = U U---UU,,,
wobei U; = U NV, offen in V; ist fiir alle i = 1,...,m. Setze

Ov(U):={f:U—K|f

v, €Oy (U;) Yi=1,...,m}.

Es ist dann Oy (V) = K[V] wie im irreduziblen Fall, vgl. Satz 2.14.
Die Zariski- Topologie von V ist die durch die Zariski-Topologie von K™
induzierte Topologie.

4) Priavarietiten
Eine Privarietit (iiber K) ist ein geringter Raum (V,O0), wobei V
noethersch ist und jeder Punkt v € V eine offene Umgebung U so besitzt,
dass der geringte Raum (U, O|y) isomorph zu einer affinen algebraischen
Varietét ist. Jede solche Menge U heif3t offene affine Teilmenge von V.
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Ein Morphismus von Prdvarietdten ist ein Morphismus von geringten
Réaumen wie in 2.16 definiert. Auch fiir Pravarietéiten V, W existiert ein
Produkt V' x W, das bis auf Isomorphie eindeutig ist, vgl. [5], 2.4.

Projektive Varietiten

Beispiele fiir nicht affine Pravarietdten sind projektive Varietdten, das
sind abgeschlossene Untervarietéiten eines projektives Raumes P"(K).
Eine projektive algebraische Menge in P™(K) ist eine Menge der Form

B*(I):={(xg: - :x,) € PYK) | f(zo,...,2,) =0V feET},

wobei I ein homogenes Ideal in K[Xy,...,X,] ist, d. h. ein Ideal, das
von homogenen Polynomen erzeugt wird (vgl. 1.7).

Dies sind dann die abgeschlossenen Mengen in der Zariski-Topologie von
P™(K) . Es gibt einen projektiven Hilbertschen Nullstellensatz, und mit
Hilfe von reguldren Funktionen kann man eine Garbe Op~ definieren.

Algebraische Varietiten

Eine Prévarietit heiit algebraische Varietit oder Varietit (iiber K),
wenn das folgende Hausdorff-Axiom erfiillt ist:

Die Diagonale Ay = {(v,v) | v € V'} ist abgeschlossen in V x V. Hierbei
tragt V x V die Zariski-Topologie und nicht die Produkttopologie, vgl.
Aufgabe 11.

Beispiel: Ist V eine affine Varietit, so ist dieses Hausdorff-Axiom erfiillt
(Ay ist abgeschlossen in V' x V.)

Zum Begriff eines Schemas

Es gibt einen allgemeineren Garbenbegriff als den der Funktionengarben
aus 2.15. Ist R ein kommutativer Ring, so definiert man auf der Menge
Spec(R) der Primideale von R eine gewisse ringwertige Garbe Ogpec(r) -
Das Paar (Spec(R), Ogpec(r)) nennt man dann ein affines Schema. Ein
Schema ist ein , geringter Raum* (topologischer Raum mit einer Garbe
O von Ringen), in dem es zu jedem Punkt eine offene Umgebung U
so gibt, dass (U, Oly) isomorph zu einem affinen Schema ist, vgl. z. B.
[9] Kap. V.

Man kann dann von einem Schema iiber einem beliebigen Grundkorper
ausgehen statt von einer Prévarietét iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper wie in 4).

2.18 Bild eines Morphismus

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Wir schreiben meist V' statt
(V, Oy ) fiir eine Varietét V iiber K. Ein Morphismus von Varietéten ist als
Morphismus von Prévarietédten zu verstehen.
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Satz 1

Seia: V. — W ein Morphismus von affinen algebraischen Varietiten V, W,
und sei o : K[W] — K[V], ¢ — @ oa, der zugehirige Algebrahomomor-
phismus. Dann ist a(V') genau dann dicht in W, wenn o injektiv ist.

Beweis. Sei a(V') der Abschluss von «(V') in W. Dann ist

kerna”™ = {p € K[a(V)] | ¢(a(v)) =0Vv € V} = Tw(a(V))

=Jw(a(V)).

Also gilt kern a* = {0} genau dann, wenn W = «(V) ist. O

Sei V eine irreduzible affine algebraische Menge in K™. Dann ist die affine
Algebra A = K|[V] ein Integritéitsring und wird von n Elementen y1, ..., y,
als Algebra erzeugt. Fiir jedes f € A\ {0} ist dann Ay die von y1,...,yn
und f~! im Quotientenksrper K (V) von A erzeugte K-Algebra, vgl. 2.13.
Nach Korollar 1.15 gehort zu Ay eine algebraische Menge in K"*!. Fiir
diese kénnen wir die in V' offene Menge V; := {v € V| f(v) # 0} nehmen,
und es gilt dann Ay = K[V}], vgl. Satz 2.14.

Das folgende Fundamentallemma wird im néchsten Kapitel gebraucht, um
zu zeigen, dass auch das Bild einer linearen algebraischen Gruppe unter
einem Homomorphismus eine lineare algebraische Gruppe ist.

Fundamentallemma
Seia: V. — W ein Morphismus von affinen algebraischen Varietiten V, W .
Dann enthdilt a(V') eine nichtleere Menge, die offen in (V) ist.

Beweis. Seien Vy, £ € L die Irreduzibilititskomponenten von V. Dann ist
a(V) = U, @(Ve) mit irreduziblen Mengen «(Vy), vgl. Satz 2.4. Falls die
Aussagen des Lemmas fiir alle o := a|y, gelten, so auch fir a. Also kann
man ohne Einschrinkung kann man annehmen, dass V irreduzibel ist. Oh-
ne Einschrinkung kann man W = (V) setzen, sodass (V') dicht in W ist.
Dann ist auch W irreduzibel nach Satz 2.4, und es ist o*: K[W] — K|[V]
injektiv nach Satz 1 oben. Man kann also S := K[W] als Unterring von
R := K|[V] auffassen. Es sind R und S Integritétsbereiche, die als K-
Algebren endlich erzeugt sind. Thre Quotientenkorper seien ' C F'.

Sei R’ die Lokalisierung von R beziiglich der multiplikativen Menge S\ {0}
der Nichtnullteiler in S. Wegen F C R’ kann R’ als E-Algebra aufgefasst
werden. Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma 1.9 gibt es iiber
E algebraisch unabhiingige Elemente Ti,...,T, in R’ so, dass R’ ganz
iber E[T,...,T,] ist. Die Elemente T, ...,T, konnen offenbar sogar in
R gewéhlt werden, da alle auftretenden Nenner invertierbar in E sind.
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Es ist R als Ring endlich erzeugt iiber S, und jeder Erzeuger erfiillt eine
normierte polynomiale Gleichung iiber E[T},...,T,]. Sei f € R ein ge-
meinsames Vielfaches der Nenner aller Koeffizienten in diesen Gleichungen.
Dann ist Ry ganz iiber S;[T7,...,T,], wobei die T; weiterhin algebraisch
unabhéngig iiber Sy sind, vgl. Definition 2.13. Wegen R; = K[V}] und
Sy = K[Wy] kann S¢[Th,...,T,] = Sy @k K[T1,...,T,] als affine Algebra
K[V; x A"] von Vy x A" aufgefasst werden, vgl. 2.12.

Nun kann die Einschrinkung aly,: Vy — Wy als V; LA Wy x A™ & Wy
geschrieben werden. Der Morphismus 3 erfiillt die Voraussetzungen von
Satz 2 unten und ist demgemé&f surjektiv. Schlieflich ist U = W; die ge-
suchte offene Teilmenge von a(V), denn a~!(U) = V;, und sowohl my als
auch 0 sind surjektiv, d.h. U C a(V). O

Satz 2

Sei B:V — W ein Morphismus von affinen Varietiten V,W so, dass
8% K[W] — KI[V] injektiv ist und K[V], betrachtet als Ringerweiterung
von K[W], ganz iber K[W] ist. Dann ist 3 surjektiv.

Beweis. Die Punkte w = (a1, ...,a,) von W entsprechen bijektiv den ma-
ximalen Idealen m,, = (1 — a1,..., %, — ay) von K[W], wobei
Tt WHK7 (ala"'aan)Hai;

die i-te Koordinatenfunktion bedeutet, vgl. Satz 1.10, 2.7.3 und Aufgabe 16.
Die algebraische Menge 37! (w) wird durch die Gleichungen

Br(x1) —ar=0,...,0%(xn) —an =0

definiert, und es ist 371 (w) = () genau dann, wenn m,, K[V] = K[V] gilt.
Letzteres ist aber nach dem Hilfssatz unten nicht méglich, da K[V] nach
Voraussetzung ganz und damit nach Satz 1.5 endlich iiber K[W] ist. Des-
halb gilt 371 (w) # 0 fiir alle w € W. O

Hilfssatz
Sei B eine kommutative endliche Ringerweiterung eines kommutativen Rin-
ges A, und sei I ein echtes Ideal in A. Dann gilt B # IB .

Beweis. Angenommen, es gilt B = IB. Wir zeigen durch Induktion nach
der Anzahl n eines Erzeugendensystem {zi,...,2,} von B als A-Modul,
dass es ein Element a € A so gibt, dass a —1 € I und aB = {0} gilt.
Letzteres impliziert a = 0, weil 1 € B gilt, und damit folgt 1 € I im
Widerspruch dazu, dass I ein echtes Ideal ist.

Sein =1 und also B = Azy. Da B = IB gilt und I ein Ideal in A ist,
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folgt Azxy = IAx; = Ix;. Es gibt also ein y € [ so, dass x1 = yx; gilt. Fiir
a=1-—y folgt dann a — 1 € I und az; = 0, also aB = {0}.

Sein > 1. Der A-Modul B’ = B/Ax,, wird von n—1 Elementen erzeugt, und
es gilt B’ = IB’. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein a € A so, dass
a—1¢€ I und aB’ = {0} gilt. Letzteres impliziert aB C Ax,,. Da B =IB
gilt, folgt auBerdem aB = IaB C [Ax, = Iz, . Es ist also az,, = yx, mit
einem y € I. Hieraus folgt, da aB C Az, gilt, dass (a — y)aB = {0} ist.
Ferner gilt (a —y)a =1 mod I, denn es ist a = 1 +x mit einem z € I. O

Bemerkung

Sei a: V. — W ein Morphismus von Varietdten. Dann heiflit o dominant,
wenn das Bild «(V) dicht in W ist. Sind V und W affine Varietéten, so
heiBt o endlich, wenn der affine Koordinatenring K[V] ganz iiber dem Un-
terring o* (K [W1]) ist. Mit diesen Begriffen lautet Satz 1:

Ein Morphismus a: V. — W wvon affinen Varietditen ist genau dann domi-
nant, wenn o*: K[W] — K[V] injektiv ist.

Und Satz 2 lautet:

Dominante endliche Morphismen von affinen Varietdten sind surjektiv.

2.19 F-Strukturen

Sei F' ein Teilkorper eines Korpers K, und sei V' C K" eine algebraische

Menge (geméis 2.1).

Definition 1. V heifit F'-abgeschlossen, falls V = U (I) mit einem Ideal I
in F[Xq,...,X,] gilt.

2. V heifit F-definiert (oder definiert iber F), falls das Verschwindungs-
ideal 3(V) = {f € K[X1,...,Xy] | f(z) =0 Yz € V} ein Erzeugen-
densystem in F[X7,...,X,] besitzt.

Da V =3(3(V)) gilt, folgt

’ V ist F-definiert ‘ == ’ V' ist F-abgeschlossen ‘

Warnung

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (da J(U(I)) = Rad([)).
Beispiel

Sei p eine Primzahl, und sei ¥, := Z/pZ der Primkérper mit p Elementen.
Ferner sei F' := F,(Y") der rationale Funktionenkérper in einer Unbestimm-
ten Y iiber I, . Es ist dann K := F({/Y) ~ F[X]/(X? —Y). Fiir das Ideal

[:=(X? —Y) in F[X] gilt V() = {{’/}7}
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Also ist V := U(I) eine F-abgeschlossene Menge. Aber es ist

(V) =3(8(1) = {f e KIX] | f (¥7) =0} = (X = V) - K[X],

und also ist V' nicht F-definiert. (Es ist (X — W)p =XP-Yel).

Bemerkung

1) Ist F vollkommen, so kann man zeigen:

V' ist F-abgeschlossen <= V ist F-definiert.

2) Sei V iiber F definiert. Dann gibt es ein Ideal [ in F[X1, ..., X,] so, dass
J(V)=1-K[Xy,...,X,] gilt. Setzt man F[V]:= F[Xy,...,X,]/I, so
hat man eine K-Algebraisomorphie K ®@p F[V] ~ K[V] nach 2.10 (vii).
Diese Beobachtung fithrt zur folgenden Definition.

3) Definition: Eine F-Struktur auf V ist eine F-Unteralgebra F[V] der
zu V gehorigen affinen Algebra K[V] mit den Eigenschaften:

(a) F[V] ist endlich erzeugt als F-Algebra.

(b) Der von der Multiplikation K x F[V] — K[V], (A,a) — Aa, in-
duzierte F-Algebrahomomorphismus K ®p F[V] — K[V] ist ein
Isomorphismus.

Im Allgemeinen besitzt V' verschiedene F-Strukturen.

4) Die Menge der F'-rationalen Punkte einer F-Struktur F[V] ist die Menge

V(F) := Homayg(F[V], F) der F-Algebrahomomorphismen F[V] — F'.
Diese Definition ist durch Aufgabe 15 motiviert, in der F' = K = K ist.

Wegen der geschilderten Schwierigkeiten werden wir hier bis auf wenige
Ausnahmen nur algebraische Gruppen iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper studieren.

2.20 Ubungsaufgaben 822

Aufgabe 8
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper. Man ermittle, welche der
folgenden Teilmengen von K™ algebraisch sind:

(a) K™ und die leere Menge 0,
(b) die Mengen {z} mit x € K",
(c) alle endlichen Teilmengen,
(d) {(%,2%)eC?|zeC}.
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Aufgabe 9

Fiir einen kommutativen Ring R sei Spec(R) die Menge der Primideale von
R. Man zeige, dass Spec(R) eine Topologie triigt, deren abgeschlossenen
Mengen gerade die sogenannten Zariski-abgeschlossenen Mengen

Z(I):=={p €Spec(R) |[pD 1}

sind, wobei I alle Ideale von R durchliuft.

Aufgabe 10

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R = K[Xy,...,X,] und
Max(R) die Menge der maximalen Ideale von R. Man zeige, dass die Ab-
bildung

: K" — Max(R), (a1,...,a,) — (X1 —a1,..., X, — ay),

ein Hom6omorphismus ist, wenn K™ die Zariski-Topologie tragt und die
Topologie von Max(R) durch die in Aufgabe 9 beschriebene Topologie von
Spec(R) induziert wird.

Aufgabe 11

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man zeige, dass die Diagonale
A :={(a,b) € K? | a = b} beziiglich der Zariski-Topologie abgeschlossen
in K? ist und dass A beziiglich der Produkttopologie nicht abgeschlossen
in K! x K ist (wobei K! jeweils die Zariski-Topologie trage).

Ein topologischer Raum heif3t zusammenhdngend, wenn er nicht als dis-
junkte Vereinigung zweier abgeschlossener echter Teilmengen geschrieben
werden kann.

Aufgabe 12
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Man zeige, dass

Vi={(a,b) e K* |ab=10}

eine abgeschlossene Menge in K? ist, die zusammenhingend, aber nicht
irreduzibel ist.

Aufgabe 13
Sei T ein topologischer Raum, T # (. Dann heifit T noethersch, wenn jede
Kette Ay D Ay D ... von abgeschlossenen Mengen in T stationéir wird,

d.h. wenn es ein n € IN gibt mit A, = A, fiir alle k € IN.

Man zeige, dass T genau dann noethersch ist, wenn jede nichtleere Menge
M von abgeschlossenen Mengen in 7' ein minimales Element besitzt (d. h.
eine abgeschlossene Menge A enthélt mit der Eigenschaft: B € M und
BC A= B=A4).
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Aufgabe 14
Seien R ein kommutativer Ring, I ein Ideal in R und m: R — R/I der
kanonische Homomorphismus. Man zeige, dass die Abbildung

{Ideale a in R/I} — {Ideale J in R, die I enthalten}, a+ 7~ '(a)

eine inklusionserhaltende Bijektion mit Umkehrabbildung J +— = (J) = J/I
ist.

Aufgabe 15

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, V eine algebraische Menge
in K™ und K[V] = K[X;y,...,X,]/3(V) die affine Algebra von V. Man
zeige, dass es Bijektionen

V — Max(K[V]) und Max(K[V]) — Homa(K[V], K)

gibt, wobei Homais(K[V], K) die Menge der K-Algebrahomomorphismen
von K[V] nach K bezeichnet.

Aufgabe 16

Sei K ein Korper und A eine affine K-Algebra, die von n Elementen
z1,...,T, erzeugt werde. Man zeige, dass es eine algebraische Menge V'
in K" und einen K-Algebraisomorphismus K[V] = A gibt, bei dem die
i-te Koordinatenfunktion auf V mit z; fiir « = 1,..., n identifiziert wird.
Hinweis zu Aufgabe 16

Man modifiziere den Beweis von Korollar 1.15 entsprechend.

Aufgabe 17

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei V' C K™ eine algebraische
Menge. Man zeige, dass Uy (Jy(U)) = U fiir jede Teilmenge U von V gilt.
Hierbei bezeichnet U den Abschluss von U in V beziiglich Zariski-Topologie.
Aufgabe 18

Seien K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K und V eine
K-abgeschlossene Teilmenge von K". Man zeige:

(a) Fiir jedes Ideal I in K[V] gilt Rad(I) = Ty (Vv (1)) .
(b) Durch W — 3y (W) wird die Menge der K-abgeschlossenen Teilmen-

gen W von V bijektiv auf die Menge der Radikalideale von K[V] ab-
gebildet.

(c) Beider Zuordnung W — Jy (W) entsprechen die irreduziblen Teilmen-
gen von V eineindeutig den Primidealen in K[V].

(d) Bei der Zuordnung W +— Jy (W) entsprechen die irreduziblen Kompo-
nenten von V eineindeutig den minimalen Primidealen in K[V]. Deren
Anzahl ist somit endlich.
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Aufgabe 19
Sei K ein Korper, und sei n € IN. Man zeige, dass die Abbildung

mit ¢y : K" — K, (a1,...,a,) — f(a1,...,a,), genau dann injektiv ist,
wenn K ein Korper mit unendlich vielen Elementen ist.
Aufgabe 20

Sei V = {(21,22) € C* | 22 + 23 = 1}. In C[V] = C[X1, X2]/I(V) seien
a=X;+3(V)und b = X5 + J(V). Man zeige, dass die R-Unteralgebren
R[a, b] und Rlia,ib] von C[V] verschiedene R-Strukturen auf V' definieren.
Aufgabe 21

Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei K (V') der Funktionenkérper einer
irreduziblen algebraischen Menge V C K™. Man zeige, dass die Menge der
Pole einer Funktion f € K (V) eine algebraische Menge in V ist.
Aufgabe 22

Man zeige, dass C @ C kein Integritétsring ist.
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3 Lineare algebraische Gruppen

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Alle Varietédten seien Va-
rietdten iiber K .

3.1 Definition

1. Eine algebraische Gruppe ist eine algebraische Varietéit G, die so mit
einer Gruppenstruktur

p:GxG— G, (x,y) — xy

versehen ist, dass p und

i:G—G,r—az !

Morphismen von Varietéiten sind. Ist die Varietét affin, so heifit G eine
affine algebraische Gruppe oder eine lineare algebraische Gruppe. (Es
ist hierbei G x G mit der Zariski-Topologie versehen, und nicht mit
der Produkttopologie.)

2. Ein Homomorphismus G — G’ von algebraischen Gruppen G,G' ist
ein Morphismus von Varietéiten, der gleichzeitig ein Gruppenhomo-
morphismus ist (entsprechend ist ein Isomorphismus definiert).

3. Eine Untergruppe H einer linearen algebraischen Gruppe G heifit ab-
geschlossene Untergruppe, falls H abgeschlossen beziiglich der Zariski-
Topologie auf G ist.

Fiir die additive Gruppe G,(K) ist z. B. pu(z,y) = z+y und also i(z) = —x .

Bemerkung

Ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer linearen algebraischen Gruppe
G, so ist die Inklusion H — G ein Homomorphismus von algebraischen
Gruppen.

3.2 Affine Algebra K[G]

Sei G eine lineare algebraische Gruppe, und sei A := K[G] = Mor(G, K)
die affine Algebra geméifl 2.6 und 2.7.3. Die affine Algebra kénnen wir je-
der algebraischen Menge in K™ geméfl 2.9 zuordnen, und es erhebt sich
die Frage, ob oder wie sich die Gruppenstruktur von G in der Algebra A
widerspiegelt. Tatséichlich entspricht der Gruppenstruktur von G eine so-
genannte , Koalgebrastruktur von A, wie aus der folgenden Tabelle mit
kommutativen Diagrammen zu ersehen ist.
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| Morphismen von Gruppen

L Algebrahomomorphismen

i:G—G,r—a!

Multiplikation Komultiplikation

w:GxG—G A:,u*:A—>A®KA2:12K[G><G]
FEins Koeins (Augmentation)

e:{e} =G e=e": A—>K, f— f(e)

Inverses Koinverses (auch Antipode genannt)

1=t A— A, f (z flx™l))

Konstanter Morphismus
p:G—G, x—e

p:A— A, fo (@ fle))

Assoziativitdt von G

Koassoziativitit von A

id
G¢>GXG

(id,p)l id \L#

GxG a G

CxGxG—" L oxa | Aok Aok A<289  Ag, A

idwi J{u id®AT TA
GxG - G ARk A 2 A

ex=ze=xzVxeG Identifiziere K @ x A= A=AQg K

A< Agr A

id ®ET id TA

A9 A<—2 =4y

rlxr=xxl=eVz el

i,id
G%GXG

(id,5) i \ iu
m

Gx@aG G

m: A®g A — A Multiplikation =

mo(t®id
A" g a

o
TA

A

mo(id ®L)T
ARk A

Man nennt eine mit obiger Kostruktur versehene Algebra eine Hopf-Algebra.

3.3 F-Gruppen

Definition

Die Bezeichnungen seien wie in 3.2. Sei F' ein Teilkérper von K . Dann heifit
G eine F-Gruppe, wenn G mit einer F-Struktur geméif 2.19.3 versehen ist
und also A ~ K ®p A mit einer endlich erzeugten F-Algebra Ay gilt, und
wenn es F-Algebrahomomorphismen

Aol 140—)140(@1:‘1407

602A0—>F, L02A0—>A0

so gibt, dass A = id ®A( und € = id ®ep und ¢ = id ®¢ gelten.
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3.4 Beispiele

1)

Die additive Gruppe G = G,(K) . Dann ist K[G] = K[X] der Polynom-
ring in einer Unbestimmten X . Es ist A(X) = X ® 1 + 1 ® X sowie
t(X)=—-X und ¢(X) =0.

Fir p: GxG— G, (z,y) — z+y,ist p* = A: K[G] — K[G x G] 5
K[G]®k K[G] gegeben durch p*(X)(z,y) = (Xop)(z,y) = X(z+y) =
z+y,undesist (X®@1+1® X)(z,y) 2:12X(x)~1+1-X(y) =x+4y

nach 2.12ii), wo K[G] @ K[G] = K[G x G] gezeigt ist..

™)

Die multiplikative Gruppe G = Gy (K). Dann ist K[G] = K[X, X 1]
umd AX)=X®X,eX)=1,uX)=X""1

Die allgemeine lineare Gruppe GL,,(K) = {x € Myxn(K) | det(z) # 0}
ist eine offene Menge in M, x,(K) =~ K™, Die Gruppenstruktur ist
durch Matrizenmultiplikation gegeben. Ferner ist GL,,(K) irreduzibel,
denn K™ ist irreduzibel nach 2.3, und also ist GL,(K) dicht in K™
nach 2.4 (b), was nach 2.4 (a) die Irreduzibilitéit von GL,,(K) impliziert.

Es ist GL, (K) eine lineare algebraische Gruppe nach Definition 3.1 und
2.17.1 sowie 0.1.9, und es ist

K[GLn(K)] = K[Xij,d™ i< j<n
mit d = det(X;;) . Ferner gilt:

A(X;j) = ZXik ® Xk;j
k=1

sowie E(Xij) (Sij
und  o(Xi5) = (1) d 7 det(Xps)rezj, i -

3.5 Zusammenhangskomponente der Eins

Satz
Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Dann gelten:

(1) Es gibt genau eine irreduzible Komponente G° von G, die das neutrale

FElement e € G enthdlt.

(2) GO ist abgeschlossener Normalteiler von endlichem Index in G, und die

Nebenklassen gG° sind gerade die Irreduzibilititskomponenten von G .

(3) G =G < G irreduzibel <= G zusammenhingend.
(4) Jede abgeschlossenen Untergruppe von endlichem Index in G enthdlt

GY.
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Beweis. (1) Nach Korollar 2.5 hat G nur endlich viele irreduzible Kompo-

nenten. Seien G4, ..., G, die irreduziblen Komponenten, die e enthal-
ten. Zu zeigen: m = 1. Es ist G1 - ... - G, als Bild der Multiplikation
Gix- - xGpm stetle G1-.. .-Gy, irreduzibel. Also gibt eseini € {1,...,m}
mit Gy - ... G, C Gy, da jede irreduzible Menge in einer irreduziblen
Komponente enthalten ist nach 2.5(a) und e € Gy -.. .- G,, ist. Es folgt
G; C G;firallej =1,...,m,da G; C Gy ... Gy gilt. Hieraus

folgt G; = G| fiir alle j = 1,...,m, da G; als irreduzible Komponente
maximal nach Definition 2.5.1 ist. Es ist also m = 1.

Als irreduzible Komponente ist G° abgeschlossen in G .

(i) GO ist eine Untergruppe von G, denn:
Als Bild der Multiplikation G x G — GOGP ist G°G? irreduzibel.
Da G° c GYGY gilt und GY maximal ist, folgt G° = G°G?. Da
i:G — G7', z — 27!, ein Homdomorphismus ist, ist (G°)~!
eine irreduzible Komponente von G, die e enthilt, und also gilt
GY = (G°)~! nach (1).

(i) G ist Normalteiler in G, denn:
Fiir jedes z € G ist zG%2~! eine irreduzible Komponente von G,
die e enthélt, und also gilt G2~ = GO fiir alle z € G nach (1).

(iii) Jede Nebenklasse *GY mit # € G ist homdomorph zu G° und
also eine irreduzible Komponente von G'. Da G nur endlich viele
davon besitzt, folgt (2) mit Hilfe von Korollar 2.5.

Nach Definition ist G genau dann zusammenhéngend, wenn G nicht
als disjunkte Vereinigung zweier abgeschlossener echter Teilmengen ge-
schrieben werden kann. Aus ,,G irreduzibel“ folgt also stets ,,G zu-
sammenhéngend“. Aus (2) folgt auch die umgekehrte Richtung, denn
danach ist die Zerlegung von G in irreduzible Komponenten disjunkt.

Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von endlichem Index in G.
Dann ist auch H eine abgeschlossene Untergruppe von endlichem In-
dex in G°. Es gibt also ein k € IN so, dass G = H'Ug, HU---U g, H°
mit g1,...,9r € GY gilt. Es ist dann GV \ HY eine endliche Vereini-
gung abgeschlossener Mengen und daher selbst abgeschlossen. Es folgt
H% = GV, weil es andernfalls eine Zerlegung G° = HO U G® \ H? in
echte abgeschlossene Teilmengen von G° geben wiirde im Widerspruch
zur Irreduzibilitit von G°. Aus HY = G° folgt nun G° C H .

O

Bemerkung (a) Ist F ein Teilkérper von K und G eine F-Gruppe, so ist

G° eine F-Gruppe. (Hier ohne Beweis)
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(b) Wegen (3) nennt man eine irreduzible algebraische Gruppe auch zu-
sammenhdngend und reserviert den Begriff | irreduzibel“ fiir die Dar-
stellungstheorie von Gruppen.

Beispiel

Sei Gr = {x € M, « ( ) | 'zz = e} die orthogonale Gruppe diber R. Dann
ist 1 = det(e) = det(rz) = det(r)? und daher det(z) = £1. Also ist
Gy = ()*{SEGG’]R|det():l},undesistG]R:G%UG];L
mit G]R = {z € Gy | det(z) = —1} die Zerlegung von G in irreduzible
Komponenten. Es ist G eine Nebenklasse von G in Gg, denn es gilt
Gz = aG} mit a = —e, falls n ungerade ist, und mit @ = —e™*!, falls n
gerade ist.

3.6 Produkt gewisser Teilmengen

Satz
Seien U,V Teilmengen einer algebraischen Gruppe G . Ist U offen und
nicht-leer und ist V dicht in G, so ist UV = G.

Beweis. Sei g € G . Zu zeigen: UNgV ! # () (denn dann gibt es u € U und
v €V mit u = gv~! und es folgt g = uv € UV).
Esist ¢: G — G, z +— gz~ ', ein Homdomorphismus, und also folgt
= = vV = LV = 771

G =v(G) V dicht ¥(V) ¥ Homéo. v(V) =gVt
Angenommen: U N gV~! = (). Dann folgt gV ' € G\ U, und G \ U ist
abgeschlossen, da U offen ist. Dies ergibt ¢V —! C G\ U nach Definition
des Abschlusses, und also gilt U VC G = gV—! ¢ G\ U. Dies ist ein

or.

Widerspruch, da U # (). O

Bemerkung

Ist G irreduzibel, so ist G = UV, falls U,V offen und nicht-leer sind,
vgl. 2.4 (b).

3.7 Abschluss einer Untergruppe

Satz
Sei H eine Untergruppe einer algebraischen Gruppe G .

(i) Der Abschluss H ist eine Untergruppe von G .

(ii) Enthdlt H eine nichtleere Menge, die offen in H ist, so ist H abge-
schlossen.
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~

Beweis. (i) Da G = G, x +— z~ !, ein Homdomorphismus ist, folgt

H'=H1 = 0
H Gruppe
Da G — G, x — gz, ein Hombomorphismus fiir jedes g € G ist, folgt
hH = hH = H fiir jedes h € H und also HH = H .
o H Gruppe o o o L o
Ist y € H, so folgt Hy C HH = H und also Hy = Hy C H . Daher
git HH =H .
(ii) IstUCHoffeninFundU#(Z),sofolgtHDUngfjﬁ. O

3.8 Kern und Bild eines Homomorphismus

Satz
Sei a: G — G’ ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen.
Dann gelten:

(i) kern(«) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G .
(i) bild(«) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G’ .
(i) a(G") = (a(G))" .
Beweis. (i) Es ist kern(a) = a=1({e}) und « stetig.
(ii) Nach dem Fundamentallemma 2.18 enthilt a(G) eine nicht-leere Teil-

menge, die offen in «(G) ist. Nach 3.7 (ii) folgt daher, dass a(G) ab-
geschlossen ist.

(iii) Nach (ii) ist «(G?) abgeschlossen, und nach 2.4 (c) irreduzibel. Da
e € a(GY), folgt a(G°) C (a(G))° nach 3.5(1). Da (G : G°) <
nach 3.5(2) gilt, ist auch (a(G) : a(G°)) < oo, und mit Hilfe von
3.5 (4) folgt a(GY) D (a(G))°. O

3.9 Operationen von G

Sei G eine lineare algebraische Gruppe, die vermoge
a: GXV =V, (z,0) — zv,
auf einer affinen Varietidt V operiere. Es gelte also
z(yv) = (xy)v und ev=v Vz,yeG, veV.
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Ist o ein Morphismus von Varietéten, so induziert « einen K-Algebrahomo-
morphismus

T K[GxV] & K[Gox K[V]
Mor(V, K) Mor(G x V, K)

£ foar > fi@hi,
wobei Folgendes gilt
(1) (foa)(z,v)= Zfl hi(v) YzeG, veV.
Der Homéomorphismus V' — V, v — g~ 'v, induziert einen K-Algebra-
homomorphismus

A V] = K[V, £ {V .

genannt Linkstranslation mit g, und es gilt
)\gh:)\g')\h Vg,hEG.

Satz
Sei Z ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von K[V]. Dann gelten:

(i) Es gibt einen endlich-dimensionalen Untervektorraum W von K[V],
der Z enthdlt und der stabil unter allen Linkstranslationen Ay ist, d. h.
es gilt A\g(W) C W fir alle g € G'.

(i) X\g(Z)C Z firallege G < a*(Z) C K|G)®k Z .

Beweis. (i) Sei zunéchst Z erzeugt von einem Element f € K[V]. Dann

gil: (g (M)(0) = flg~ >(1)2Hf1< g Ohi(v) Vv eV, g € G.

Def. Ay
Es folgt A\,(f) = Yir, filg~')hi, und also liegt Ay(f) in dem von
hi,..., h, erzeugten Untervektorraum W’ von K[V] fiir jedes g € G.
Der Untervektorraum W von W', der von allen A\,(f), g € G erzeugt
wird, erfiillt Ay(W) C W und enthidlt Z = K f.
Ist Z endlich-dimensional und {z1, ..., 2} eine Basis von Z , so bildet
man die Summe der Rdume, die man in der oben beschriebenen Weise
zu jedem z; fiir i = 1,...,k erhélt, und (i) folgt.
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(ii) ,,<=“:1Ist a*(Z) C K[G] ®Kk Z, so zeigen der obige Beweis und (1),
dass jedes h; aus Z gewéhlt werden kann.

»==“ 1 Sel \j(Z) C Z fur alle ¢ € G. Wille eine Basis B =
{z1,..., 2k} von Z und ergénze diese zu einer Basis BU {h; | j € J}
von K[V]. Fiir f € Z gilt dann

k endlich
(=Y wozn+ Y vohcKG ok K[V]
i=1 j

mit eindeutig bestimmten u;,v; € K[G] (vgl. Algebra 10.11). Nach
(1) und Voraussetzung gilt dann

endlich

k
Ag(f) = Zui(g’l)zi + Z Uj(gfl)hj c Z
i=1 j

Vor.

fiir alle g € G. Es folgt v;(g~*) = 0 fiir alle g € G, und daher v; = 0.
Dies ergibt a*(f) = Zle u; ® z; € K|G] @k Z fur jedes f € Z. O

3.10 Linearisierung affiner Gruppen

Wir wenden nun Satz 3.9 mit V = G an. Fiir jedes ¢ € G gibt es die
Linkstranslation

G— K,
A K[G] — K[G], f+— {yl—>f(g_1y)

und die Rechtstranslation

G- K,
pyM@ﬁKWLﬁﬁtHﬂwy

Hierdurch erhélt man injektive Gruppenhomomorphismen

A: G — GL(K[G]), g Ay

p: G — GLKIC), g+ py.
wobei K[G] als K-Vektorraum aufgefasst wird und GL(K[G]) die Gruppe
der K-linearen bijektiven Abbildungen K[G] — K|[G] beziiglich der Hinter-
einanderausfithrung von Abbildungen bezeichnet. Es gilt p; = 1o X\j 0071,

wobei ¢: K[G] — K|[G] fur alle g € G wie in 3.2 definiert ist, und Satz 3.9
ist auch fiir Rechtstranslationen anwendbar.
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Satz
Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Dann gibt es ein n € IN und eine
abgeschlossene Untergruppe H von GL,(K) so, dass G ~ H ist.

Beweis. Wihle ein K-linear unabhéingiges Erzeugendensystem {h1,..., h;}
von K|[G] als K-Algebra. Nach 3.9 (i) gibt es einen p-stabilen Untervektor-
raum W von K[G] mit B := {hy,...,hg, hgt+1,-..,hn} als Basis. Nach
3.9(1) und Satz 3.9 (i) gibt es Elemente a;; € K[G] mit 1 < ¢, < n und

pg(hj) = Zaij (9)h; fiir jedes g € G.
i=1

Es ist also (aij(9))1<s,j<n die Matrix von py|lw beziiglich der Basis B,
und ¢: G — GL,(K), g — a;;(g), ist ein Gruppenhomomorphismus. Wir
zeigen nun, dass v injektiv ist. Sei ¢(g) = e. Dann ist py(h;) = h; fiir alle
J, und also gilt py(f) = f fur alle f € K[G], da hq,...,h, die Algebra
K|[G] erzeugen und p, ein Algebrahomomorphismus ist. Es folgt p, = id
und also g = e. Ferner ist 1 ein Morphismus von affinen Varietéiten. Der
zugehorige Algebrahomorphismus

V" K[GLy(K)] = K[X;5,d""] — K[G]

w

ist gegeben durch ¢*(X;;) = a;; und ¥*(d~') = det(a;;)~'. Die Gruppe
¥ (G) ist abgeschlossen in GL, (K) nach 3.8 (ii). Noch zu zeigen ist, dass
¥: G — (G) ein Isomorphismus von Varietéiten ist. Es ist

hi(g) = hj(eg) = (pg(h;))(e) = Zam‘(g)hj(e)

und also hj = Y"1 | hj(e)a;;. Hieraus folgt, dass ¢* surjektiv ist (und also
folgt nach Aufgabe 24 (b) erneut, dass 1(G) abgeschlossen in GL,, (K) ist).
Ferner gilt

K[(G)] ~ K[GLy(K)]/ kern(¢") ~ K[G],
und also vermittelt ¢ einen Isomorphismus G ~ 1(G) nach Satz 2.9. O

Bemerkung

Ist F' ein Teilkérper von K , so lasst sich 3.9 leicht auch fiir F-Strukturen
beweisen, und der Beweis von 3.10 geht auch durch. Man wéhle das Erzeu-
gendensystem f1, ..., fi als Erzeugendensystem der F-Strukturen.
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3.11 Ubungsaufgaben 23-30

Aufgabe 23

Sei K ein Kérper, und sei K ein algebraischer Abschluss von K. Sei V C K"
eine algebraische Menge, und sei D(f) := {v € V' | f(v) # 0} fiir f € K[V].
Man zeige:

(a) Die Menge D(f) ist offen in V.

(b) Jede nicht-leere, offene Menge in V' ist eine Vereinigung von Mengen
der Form D(f).

(c) Man zeige, dass die Eigenschaften (a) und (b) auch fiir die in Aufga-
be 9 definierte Topologie auf der Menge Spec(R) der Primideale eines
kommutativen Ringes R gelten, wenn D(f) = {p € Spec(R) | f ¢ p}
fir f € R ist.

Aufgabe 24

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Sei a : V- — W ein Mor-
phismus von algebraischen Mengen V' C K™ und W C K™.

Ferner sei o* : K[W] — K[V],¢ — po«, der zugehoérige K-Algebrahomo-
morphismus. Man zeige:

(a) « ist stetig beziiglich der Zariski-Topologie.
(b) Wenn o* surjektiv ist, ist a(V') abgeschlossen in W.

Aufgabe 25
Seien R ein kommutativer Ring, 9 der Durchschnitt aller Primideale und
R der Durchschnitt aller maximalen Ideale in R. Man zeige:

(a) Es ist 91 die Menge der nilpotenten Elemente in R.
(b) r € R <= 1 — ar ist eine Einheit in R fiir jedes a € R.

(Man nennt 9 das Nilradikal und R das Jacobson- Radikal von R.)
Aufgabe 26

Sei K ein algebraisch abgeschlossenen Korper, und sei G eine lineare alge-
braische Gruppe iiber K mit affiner Algebra A = K[G]. Dann induzieren
die Multiplikation G x G — G, die Einsabbildung {e} — G und die Inver-
senabbildung G — G, z +— x7!, jeweils einen K-Algebrahomomorphismus

Ap:A— ARk A (Komultiplikation)
ea:A— K, f— f(e) (Koeins)
ta:A— A, fr— (v f(z71)) (Koinverses).
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Den Gruppengesetzen von G entsprechen gewisse Kobedingungen fiir A.
Man iiberpriife den in 3.2 angegebenen Ubersetzungsschliissel von Grup-
pengesetzen zu Koalgebragesetzen.

(Man nennt A dann eine Hopf-Algebra.)

Aufgabe 27

Sei G eine lineare algebraische Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Koérper K, und sei A = K[G]. Man zeige, dass die Menge Hom (A, K)
der rationalen Punkte von G eine Gruppe ist, und gebe die Gruppenstruktur
explizit an.

Aufgabe 28

Seien G, H lineare algebraische Gruppen mit affinen Algebren A = K|[G]
und B = K[H], und sei « : G — H ein Morphismus von Varietéten.

(a) Man zeige, dass « : G — H genau dann ein Gruppenhomomor-
phismus ist, wenn o : B — A, f —— foa«a, ein Koalgebraho-
momorphismus ist (das heifit, wenn Ay o a* = (o* ® a*) o Ap und
gpaoa =¢p gﬂt).

(b) Sei G kommutativ. Man ermittle eine entsprechende Bedingung dafiir,
dass A kokommutativ ist.

Aufgabe 29
Man zeige, dass die multiplikative Gruppe G, (K) nicht isomorph zur ad-
ditiven Gruppe G, (K) ist.

Aufgabe 30
Man gebe ein Beispiel fiir einen Morphismus « : V' — W von algebraischen
Mengen V, W derart an, dass das Bild «(V') nicht abgeschlossen in W ist.
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4 Jordanzerlegungen

4.1 Simultane Diagonalisierbarkeit

Sei K ein Korper, und sei W ein K-Vektorraum mit dimg W =: n < oc.

Definition
Eine Teilmenge S C Endg (W) heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis
B von W gibt derart, dass M&(o) fiir alle o € S eine Diagonalmatrix ist.

Satz
Wenn o o1 = T1oao fir alle o,7 € S gilt, und wenn jedes o € S diagonali-
sierbar ist, dann ist S diagonalisierbar.

Beweis. Durch Induktion nach n:

Ist n =1, so erfiillt jede Basis von W die Behauptung. v/

Sein > 1. Ist jedes o € S ein skalares Vielfaches der Identitit, so ist M5 (o)
eine Diagonalmatrix fiir jedes o € S und jede Basis B von W. v

Es gebe nun ein o € S, das kein skalares Vielfaches der Identitdt ist. Fiir
jedes A € K ist Wy :={w € W | o(w) = Aw} = kern(o — Aid) stabil unter
allen 7 € S, denn fiir w € W), und alle 7 € S gilt

o(r(w)) Vor. 7(o(w)) Def. von Wy 7(w) 7 lin. Ar(w)
und also 7(w) € Wy . Da o diagonalisierbar ist, gilt W =Wy, & --- & W, ,
wobei A1, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte von o sind (vgl. AGLA 8.8).
Nach Wahl von o ist £ > 1 und also dimg Wy, < n firallei =1,... k.
Die Induktionsvoraussetzung angewandt auf jedes W), ergibt dann die Be-
hauptung. O

4.2 Additive Jordanzerlegung
Sei K ein Korper, und sei W ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Satz (Additive Jordanzerlegung)

Sei o € Endg (W) ein Endomorphismus, dessen Eigenwerte alle in K lie-
gen. Dann gibt es eindeutig bestimmte Endomorphismen o, oy, € End g (W)
so, dass 0 = og + oy ist, o5 diagonalisierbar und o, nilpotent ist und
0500y = 0y 00y gilt.

Beweis. Nach Voraussetzung zerfillt das charakteristische Polynom x, von
o in Linearfaktoren, also y, = =+ Hle(X — A)™, wobei A1,..., \; paar-
weise verschieden seien und nq,...,n; € IN. Sei W; := kern((o — A; id)™)
der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert \; fuir i =1,...,k.
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Esgilt W =W, ®---@® Wy und dimg W; = n; sowie o(W;) C W; fir
alle i = 1,...,k, vgl. AGLA 14.4. Nach dem Chinesischen Restsatz (vgl.
Algebra 7.8) gibt es ein Polynom P € K[X] mit

(%) P=Xmod (X —\)™ Vi=1,...,k,

und, falls 0 kein Eigenwert ist, zusétzlich mit P = 0 mod (X). Wir setzen
os = P(o). Dann folgt

() os(w) = w VweW; und Vi=1,...,k,

denn nach (x) gibt es f; € K[X]| mit P — X\; = f; - (X — A\;)™ und also mit
s — Aiid = fi(o)(oc — A\;id)™, da o5 = P(o) gilt. Es folgt os(w) — Ajw =0
fiir alle w € W; nach Definition von W;. Also ist o|w, diagonalisierbar fiir
alle i = 1,...,k und daher auch og, da W = W7 & - - - & W},. Ferner folgt,
dass oy, := 0 — 0 nilpotent ist, denn fiir jedes w € W; gilt

0= (0= Xid)"(w) = (0= )" (w) = o} (w).

und es ist 0,(W;) C W;. Da P(o) = o5 mit o vertauschbar ist, folgt
0,005 = (0—05)00s=0005—02=0500—02=050(0—0g) =0500y.
FEindeutigkeit:

Sei oy + 05 = 0 = ol + o). Da o/ mit o] kommutiert, kommutieren o,
und o/, mit ¢ und also mit o5 = P(0). Es folgt, dass auch o, und o,
kommutieren. Also gilt o5 — o = o}, — oy, wobei o5 — o, diagonalisierbar
und o], — oy, nilpotent ist, wie aus 4.1 folgt, vgl. Aufgabe 34 . Die Eigenwerte
eines nilpotenten Endomorphismus sind alle 0 (vgl. Aufgabe 32). Es folgt
os — oL = 0, da o5 — o} diagonalisierbar ist. Also ist auch o], —op, =0. O

Korollar
Die Voraussetzungen seien wie im Satz, und es sei 0 = os+ oy, die additive
Jordanzerlung von o . Dann gelten:

(i) Es gibt Polynome P,Q € K[X] ohne konstanten Term derart, dass
P(o) = 05 und Q(o) = oy gilt. Insbesondere kommutieren os und oy
mit jedem Endomorphismus von W, der mit o kommutiert.

(i) Ist Z C W ein o-stabiler Untervektorraum von W, so ist Z auch os-
und oy -stabil, und o|z = 0|z + on|z ist die additive Jordanzerlegung
von Z .

Beweis. (i) folgt direkt aus dem Satz nach Definition P(c) = o5 und
Qo) =0y

Aus (i) folgt, dass Z von o und o, stabilisiert wird. Das charakteristische
Polynom von o|z teilt das charakteristische Polynom von o, vgl. AGLA 14.2
und (ii) folgt analog wie im Satz mit dem Polynom P. O
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4.3 Multiplikative Jordanzerlegung

Seien K ein Korper und W ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Es
bezeichne Autg (W) die Gruppe der Vektorraumisomorphismen W — W.
Aus der additiven Jordanzerlegung lésst sich leicht die entsprechend mul-
tiplikative Aussage herleiten.

Satz (Multiplikative Jordanzerlegung)

Seio € Aut g (W) ein Automorphismus, dessen Eigenwerte alle in K liegen.
Dann besitzt o eine eindeutige Zerlegung o = o500y, , wobei o5 € Auty (W)
diagonalisierbar und oy € Autg (W) unipotent (d. h. o, — id nilpotent) ist
und og 0 0y = 0y 005 gilt. Ferner gilt: Ist Z ein o-stabiler Untervektorraum
von W, so ist Z auch os- und oy-stabil, und olz = oslz o oul|z ist die
multiplikative Jordanzerlegung von olyz .

Beweis. Seien A1, ..., A, die Eigenwerte von o (wobei mehrfache Eigenwer-
te entsprechend mehrfach aufgefiihrt werden), und sei P := det(oc — X id).
Nach Voraussetzung ist P = (A} —X)-...- (A, — X) und also P(0) = det(0)
= A1-...- Ay . Da o invertierbar ist, ist det(c) # 0, und es folgt det(oy) # 0,
also o5 € Autyg (W). Nach Satz 4.2 ist 0 = o4 0 0y mit o, = id+o; oy,
und o, ist unipotent. Die letzte Behauptung folgt aus Korollar 4.2. O

4.4 Jordanzerlegung von Matrizen

Seien K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K und W ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition

Eine Matrix € M, x,(K) heifit halbeinfach, wenn x iiber K diagonali-
sierbar ist, d.h. wenn es ein s € GL, (K ) so gibt, dass szs~! eine Diago-
nalmatrix in M, (K ) ist. Analog heifit ein Endomorphismus o: W — W
halbeinfach, wenn o ® id: W @ K — W ®§ K diagonalisierbar ist. (Im
Fall K = K stimmen die Begriffe ,halbeinfach® und ,diagonalisierbar®
iiberein.) Sei E,, die Einheitsmatrix in M, x, (K).

Eine Matrix € M, »n, (K) heifit unipotent, wenn x — E,, nilpotent ist.
Beispiel

= (}¢) ist unipotent, denn z — E = (§¢) und (z — E2)? = (J9).

Die matrizentheoretische Version von 4.2 und 4.3 lautet:

Satz

Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann besitzt jede Matriz x € My xp (K)
eine Jordanzerlegung x = x5 + x, und jede Matriz g € GL,,(K) eine Jor-
danzerleqgung g = gsgu = gugs , wobei gs, x5 halbeinfach, x,, nilpotent und g,
unipotent sind und xs o xy, = T, o0 g gilt. Die Zerlegungen sind eindeutiq.

LINEARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



4.5 Jordanzerlegung der Rechtstranslation in K[G] 67

Beweis. Da K = K ist, liegen alle Eigenwerte der Standardabbildung

ay a a a
o: K" —=K" | . | —xz]| : bzw. ey
Qn Qn Qn Qn

in K. Auf o kénnen wir 4.2 bzw. 4.3 anwenden, und dann folgt die Behaup-
tung auch fiir die zugehorigen Matrizen, vgl. AGLA 5.4, 5.6 und 5.11. [

Bemerkung
Sei G eine Untergruppe von GL,, (K). Dann besitzt jedes g € G nach dem
Satz eine Jordanzerlegung g = gsgu mit gs, gu € GL,(K).

Problem

Liegen g5 und g, wieder in G?

Im Allgemeinen: nein. Das ist aber der Fall, wenn G abgeschlossen und also
eine lineare algebraische Gruppe ist, vgl. 4.6 unten.

4.5 Jordanzerlegung der Rechtstranslation in K[G]

Seien K algebraisch abgeschlossen, G eine lineare algebraische Gruppe und
KI[G] = Mor(G, K) die affine Algebra zu G. Der Isomorphismus

G—G, z+— zg,
induziert nach 2.9 fiir jedes g € G einen K-Algebraautomorphismus

G- K,

py: K[G] — K[G], f— {fo(xg),

genannt Rechtstranslation mit g .
Satz
Fiir jedes g € G besitzt die Rechtstranslation pg: K[G] — K[G] eine Jor-

danzerlegung pg = (pg)s© (Pg)u = (pg)u© (pg)s so, dass (py)s|lw halbeinfach
und (pg)u|lw unipotent fir jeden endlich-dimensionalen py-stabilen Unter-
vektorraum W von K[G] ist. Die Zerlegung ist eindeutig.

Beweis. Induktiv konstruieren wir eine Kette von endlich-dimensionalen
Untervektorraumen

wWicWecCc.--CcW,C---

von K[G], wobei py(W,,) C W, fiir alle g € G und K[G] = {J,,cx Wh gilt.
Da K|[G] als K-Algebra endlich erzeugt ist, besitzt K[G] eine abzihlbare
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Basis {w; | ¢« € IN} als K-Vektorraum. Der von w; erzeugte Untervek-
torraum von K[G] liegt nach Satz 3.9 (angewandt auf Rechts- statt auf
Linkstranslationen) in einem endlich-dimensionalen Untervektorraum W
von K[G], der stabil unter allen Rechtstranslationen p, ist, d.h. es gilt
pg(W1) C Wy fur alle g € G.

Analog liegt beim Induktionsschluss von n nach n + 1 der von W,, und
wWn41 erzeugte Untervektorraum von K[G] in einem endlich-dimensionalen
Untervektorraum W, 41 von K|[G], der stabil unter allen p, mit g € G ist.
Jedes f € K[G] ist eine endliche Linearkombination von endlich vielen wj .
Hieraus folgt f € W, fiir ein n € IN. Also ist K[G] = U, cy Wn - Nach 4.3
besitzt (pg)|w,, eine Jordanzerlegung pg|w, = (pglw.,)s© (pglw, )u fiir jedes
n € IN und jedes g € G, die nach 4.3 kompatibel mit der Jordanzerlegung
von pglw, _, ist.

Sei nun g € G vorgegeben, und sei W ein pg4-stabiler Untervektorraum von
K[G] mit einer endlichen Basis B. Dann ist jedes f € B in einem W,, ent-
halten und also ist B C W, fiir ein m € IN. Es folgt W C W,,, und mit 4.3
die Behauptung. O

4.6 Jordanzerlegung in G

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei G eine lineare al-

gebraische Gruppe iiber K . Fiir jedes g € G sei p; = (pg)s © (pg)u die

Jordanzerlegung der Rechtstranslation p,: K[G] — K[G] wie in 4.5 be-

schrieben.

Satz (i) Zu jedem g € G gibt es eindeutig bestimmte Elemente g5 und
gu € G mit den Eigenschaften (pg)s = pg. und (pg)u = pg, Sowie
9 = 9sYu = GuJs -

(ii) Ist a: G — G’ ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen, so
ist a(gs) = a(g)s und a(gy) = a(g)y fir jedes g € G .

(i) Ist G = GL,(K), so ist gs der halbeinfache und g, der unipotente
Anteil von g € G wie in Satz 4.4.

Beweis. (i) Sei p: K[G) @k K[G] — K|G] die Multiplikation in K[G].
Da p, ein K-Algebrahomomorphismus ist, gilt 110 (pg ® pg) = pgo 1,
und also ist das folgende Diagramm kommutativ.

K[G] ®k K[G] —"——— K[G]

pg®pgi lpg

14

K[G] @k K[G] ——— K[G]
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Wie man mit Hilfe von 4.3, 4.2 nachpriift, erhéilt man hieraus ein
kommutatives Diagramm

K[G) @k K[G] —- K|G]
(pg)s®(Pg)sl l(pg)s
K[G) @k K[G] —- K[G].

Es ist also (pg)s: K[G] — K[G], f — (pg)s(f) ein K-Algebrahomo-
morphismus, was einen K-Algebrahomomorphismus

¢: K[G] = K, [ ((pg)s(f))(e)

ergibt. Es gibt also einen Punkt g5 € G so, dass f(gs) = o(f) fiir alle
f € K[G] gilt, vgl. Aufgabe 15. Es ist also

[ £(9) = ((pg)s()(e) V€ K[G|.

Da p, ein Automorphismus ist, der mit allen Linkstranslationen

G— K,

Ao KIGT = KIGL S {y = f(z™ty)

kommutiert, folgt aus 4.2 (i), dass (pg)s mit A\, kommutiert fiir jedes
x € G. Fir alle f € K[G] und z € G folgt nun

((pg)s(f))()

(Az=10(pg)s)(f))(e) mnach Definition von A,—1
(

(
(((pg)s © Aa=1)(f))(e) mach 4.2(i)
= (Az-1(f))(gs) nach Definition von gs

f(zgs) mnach Definition von A\ -1

= (pg.(f))(2) -

Es ist also (pg)s = pg, . Analog zeigt man die Existenz von p,, € G
mit (pg)u = pg, - Da p: G — GL(K[G]) ein injektiver Gruppenhomo-
morphismus ist (vgl. 3.10), folgt nun (i) mit Hilfe der Jordanzerlegung
von p, aus 4.5.

a: G — @G spaltet in zwei Morphismen G —= a(G)———— G’. Da
(@) nach Satz 3.8 (ii) abgeschlossen in G’ ist, geniigt es, die zwei
Fille ,,a surjektiv und ,,« injektiv* abzuhandeln.

Ist a surjektiv, so ist a*: K[G'] — K|[G] injektiv (folgt aus 2.9) und
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(iii)

4.7

K[G'] kann als Untervektorraum von K[G], der stabil unter allen p,
mit g € G ist, aufgefasst werden. Es gilt py|x(a/] = pa(g) » und mit 4.3
folgt die Behauptung.

Ist « injektiv, so kann G als abgeschlossene Untergruppe von G’ auf-
gefasst werden. Sei I :=Jq/(G) ={f € K[G']| f(z) =0Va € G} das
Verschwindungsideal von G (vgl. 2.7.4). Dann ist K[G] = K[G']/I .
Ferner gilt

G={zeG |p(I)C1},

denn: Sei x € G. Dann ist (p,(f))(y) = f(yx) = 0 fiir alle y € G und
f €I und also p,(f) € I fur alle f € I. Sei umgekehrt p,(f) C I fir
ein € G'. Dann gilt (p,(f))(e) =0 fiir alle f € T und also f(z) =0

fir alle f e€l.Es folgt T € Vg (’JG/ (G)) A ?17
ufg

Sei nun g € G und g = gsgy mit gs, gy € G’ die Jordanzerlegung von
g in G'. Dann wird I durch p,. = (pg)s und pg, = (pg)u stabilisiert,
und daher sind gs, g, in G.

Sei G = GL,,(K). Identifiziere jedes x € G mit der Standardabbildung
K" — K", v zv. Fir g € G zeigen wir, dass es eine injektive K-
lineare Abbildung @: K™ — K[G] gibt so, dass

Js = @71 © (pg)s °op

gilt. Da (pg)s|bila(g) nach 4.5 halbeinfach ist, ist auch g halbeinfach.
Sei ¢ # 0 in Homg (K™, K) . Dann ist

G — K,

@:K”—>K[G],vb—>{
x — p(zv),

injektiv, und es gilt (F(g.0))(x) = (rg) sowie (o, (F(0)))(x) =
(P(v)(zgs) = p(xgsv) fiir jedes x € G. Es folgt

pogs =Pgso§5= (pg)sOSZ'

Analog ist g, = ¢! o (pg)u © @ und also g, unipotent. Aus den Ein-
deutigkeitsaussagen in (i) und 4.4 folgt nun (iii). O

Unipotente Gruppen

Sei K ein Korper. Eine Untergruppe U von GL, (K) heifit unipotent, falls
jedes Element aus U unipotent, d.h. von der Form FE, + a mit einer nil-
potenten Matrix a € M, x,(K) ist. Hierbei ist E, := 1y, (k) die n x n-
Einheitsmatrix.
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Beispiel

Un(K) = C GL,(K)

ist eine unipotente Gruppe.

Beweis. Betrachte in M,,«,,(K) die Unteralgebra aller oberen Dreiecksma-
trizen und darin das Ideal

0 *
N = € Myxn(K)
0 0
Dann ist N = (0) und also U, (K) = E,, + N . O

Sei nun K algebraisch abgeschlossen, und sei G eine lineare algebraische
Gruppe iiber K. Dann hat jedes ¢ € G nach 4.6 eine Jordanzerlegung
g = gsgu mit einem halbeinfachen Element g5 € G und einem unipotenten
Element g, € G . Die Menge

(Gui={9€G|g=gu}]

ist abgeschlossen in G . Dies folgt aus 3.10 und 4.6 (ii), weil fiir eine unipo-
tente Matrix z € GL,, (K) stets (z — E,)™ = 0 gilt.

Definition

Eine Untergruppe U einer linearen algebraischen Gruppe heifit unipotent,
wenn jedes Element aus U unipotent ist.

Warnung

Halbeinfache algebraische Gruppen sind nicht analog definiert.
Bemerkung

Falls K algebraisch abgeschlossen ist, kann man zeigen, dass jede unipotente
Untergruppe von GL, (K) konjugiert zu einer Untergruppe von U, (K) ist.

4.8 TUbungsaufgaben 31-34

Seien K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K und W ein K-
Vektorraum der Dimension n < oo.

Fiir einen Endomorphismus o : W — W sei p, := det(c — X -id) das
charakteristische Polynom von o .
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Aufgabe 31

Sei o € Endg (W). Jedes Polynom f = a,, X™+---4+a; X +ap € K[X] defi-
niert einen Endomorphismus f(o) = ay, 0™+ - -4a1 0+agid € Endg(W).
Man zeige:

Ist A € K ein Eigenwert von o, so ist f(\) € K ein Eigenwert von f (o) fiir
jedes Polynom f € K[X].

Aufgabe 32

Man zeige, dass die folgenden Bedingungen fiir o € Endg (W) dquivalent
sind:

(i) o ist nilpotent.

(ii) o™ =0 fiir ein m € N mit m < n .
(iii) Alle Eigenwerte von o in K sind 0.
(iv) po =£X".

Aufgabe 33
Man zeige, dass ein Endomorphismus o € Endg (W) genau dann unipotent
ist, wenn alle Eigenwerte von ¢ in K gleich 1 sind.

Aufgabe 34
Fiir o, 7 € Endg (W) gelte 0 o7 =17 00. Man zeige:

(a) o, 7 nilpotent = o + 7 nilpotent |,
(b) o, 7 diagonalisierbar = o + 7 diagonalisierbar |,

(¢) o, 7 halbeinfach = o + 7 halbeinfach .
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5 Kommutative algebraische Gruppen

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

5.1 Strukturtheorem

Sei G eine kommutative lineare algebraische Gruppe. Dann gelten:

(i) Die Mengen Gs:={g € G |g=gs} und Gy :={g9 € G| g=gu} sind
abgeschlossene Untergruppen von G .

(ii) Die Produktabbildung p: G5 x Gy — G ist ein Isomorphismus von
algebraischen Gruppen.

(i) Ist G zusammenhdngend, so sind Gs und Gy zusammenhdingend.

Beweis. Nach Satz 3.10 und Satz 4.6 konnen wir annehmen, dass G eine
abgeschlossene Untergruppe von GL,, (K) mit einem n € IN ist.

(1) Gs ist eine Untergruppe von G, denn seien z,y € Gy, dann gibt es
nach 4.4 und 4.1 ein g € G so, dass grg~! und gyg~! Diagonalmatrizen
sind. Dann ist auch gryg~! = gyg~tgxg~! eine Diagonalmatrix. Es ist
gr~lg™1 = (gzg~!)~! eine Diagonalmatrix und also 2% € G . Ferner
gilt E,, € G fiir die Einheitsmatrix E,, aus GL,,(K).

(2) Gy ist eine Untergruppe von G, denn seien z,y € G, . Dann gilt © =
E, +aund y = E,, + b mit nilpotenten Matrizen a,b € M,,,, (K) und
also xy = E, + b+ a + ab. Es ist ab nilpotent, da zy = yx und also
ab = ba gilt. Daher ist b+ a+ ab nilpotent, und es folgt zy € G, . Es ist
' '=FE,—a+a?—a®+--- und also 7! € G, . Ferner gilt E,, € Gy,.

(3) Gy ist abgeschlossen in G nach 4.7.

(4) Sei D,,(K) die Gruppe der Diagonalmatrizen und A, (K) die Gruppe
der oberen Dreiecksmatrizen in GL,(K). Diese Gruppen sind abge-
schlossen in GL,,(K) nach 0.1. Da G kommutativ und K algebraisch
abgeschlossen ist, kann G nach Aufgabe 35 simultan trigonalisiert wer-
den. Es gibt also ein z € GL,(K) so, dass G vermoge

G — An(K), g— 292",

in A, (K) eingebettet werden kann. Die Jordanzerlegung wird dabei
nach 4.6 (ii) respektiert. Sei also ohne Einschrinkung G C A, (K) (dies
wird in (5) gebraucht).
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Nach 4.1 kann Gy simultan diagonalisiert werden. Es gibt also ein z €
GL,(K) so, dass G5 vermoge G5 — D, (K), gs — wgsx~!, in D, (K)
eingebettet werden kann. Fiir jedes g € G gilt dann

Sei also ohne Einschrinkung G C A, (K) und Gy = GND,(K). Letz-
teres impliziert, dass G abgeschlossen in G ist. Mit (3) folgt nun of-
fensichtlich, dass p ein Morphismus von algebraischen Gruppen ist.

p G — Gs x Gy, g+ (gs,gu), ist ein Morphismus, denn die Eigen-
werte von g =: (a;;) € G C A,(K) sind nach (4) die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

a1 - X a2 ... A1n
0 : .
det = H(CL“—X),
: - Gn—1,n 1=1
0 o0 apn— X

bilden also gerade den Diagonalanteil von g . Da g5 dieselben Eigenwerte
wie g hat (vgl. Beweis von 4.2) und gs € D, (K) nach (4) ist, folgt
aus 4.2, dass gs der Diagonalanteil von g ist. Daher ist die Projektion
ms: G — Gg, g — gs, ein Morphismus und ebenso die Projektion
mu: G — Gy, g|—>gs_1g:gu,

Ist G zusammenhéngend (d. h. irreduzibel nach 3.5), so sind Gy als Bild
von s und G, als Bild von 7, irreduzibel nach 2.4 (c), da 7y und 7,
nach (5) stetig sind. O

5.2 Dimension einer irreduziblen affinen Varietit

Sei V eine affine algebraische Varietét iiber K . Dann gilt:

V irreduzibel = ’K [V] Integritdtsring |.

Ist V irreduzibel, so ist die Dimension von V der Transzendenzgrad des
Quotientenkorpers K (V). Wir schreiben dim V' dafiir.

Ist K[V] = K[x1,...,2n], so ist dim V' die maximale Anzahl algebraisch
unabhéngiger Elemente unter den z; (vgl. 1.2, 1.8 und 2.6).
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Beispiele (1) Die multiplikative Gruppe G = G, (K) ist eindimensional,
denn es ist K[G] = K[X, X 1], und G ist diagonalisierbar nach 0.1.8.

(2) Auch die additive Gruppe G = G,(K) ist eindimensional, denn es ist
K|[G] = K[X], und G ist unipotent nach 0.2.1.

Lemma
Seien V1,V affine irreduzible algebraische Varietiten. Dann gelten:

(a) dim(Vy x V2) =dimV; +dim V5.

(b) Ist Vi eine abgeschlossene echte Untervarietit von Vs, so gilt

Beweis. (a) Sind {x1,...,2mn} und {y1,...,y»} maximale Mengen von al-
gebraisch unabhiéingigen Elementen in K[V;] bzw. K[V3], so ist

{191, 2, @1,1Qy1,...,1 @yn}

eine solche Menge in K[V1] @ x K[V3] ) K[V x V3.

2.1

(b) Esist K[Vi] = K[V2]/p mit einem Primideal p # 0 (vgl. 2.7.4 und 2.9).
Sei dimV; = d, und seien T = 21 mod p,...,Tg = x4 mod p algebra-
isch unabhingig in K[V4]. Dann sind 21, . . ., 24 algebraisch unabhingig
in K[Vs]. Es folgt d < dim V5.
Angenommen d = dim V5 . Sei a € p und a # 0. Da dim V5 = d ist, gibt
es ein Polynom f € K[Xy,..., X4 mit f # 0 und f(a,21,...,24) =0.
Da a # 0 ist, darf angenommen werden, dass f nicht von X, geteilt
wird. Dann gilt:

g(Xl,...,Xd) = f(O,Xl,...,Xd) 750,

aber ¢(Z71,...,%Zq) = f(0,Z1,...,Tq) = 0 im Widerspruch dazu, dass
acp
1, ...,Tq algebraisch unabhingig sind. O

Bemerkung

Mit Hilfe des Lemmas und der Tatsache, dass die Kommutatorgruppe
[G, G] einer zusammenhingenden linearen algebraischen Gruppe G zusam-
menhéngend ist, zeigt man Folgendes:

Jede eindimensionale zusammenhéngende lineare algebraische Gruppe ist
kommutativ, und es gilt entweder G = G oder G = G, . Mit Hilfe der
Theorie der ,,diagonalisierbaren Gruppen“ und der ,, Vektorgruppen* zeigt
man dann weiter, dass sogar entweder G ~ Gy, (K) oder G = G,(K) gilt.
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5.3 Charaktere

Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei G eine lineare algebraische Grup-
pe iiber K. Ein Charakter von G ist ein Morphismus von algebraischen
Gruppen x: G — G, (K). Das Produkt zweier Charaktere y,1 ist defi-
niert durch

(x¥)(z) = x(z) () fiir alle x € G .

Die Charaktere von G bilden eine abelsche Gruppe X*(G), genannt Cha-
raktergruppe von G.

Es ist X*(G) C K[G] & Mor(G, K). Ist F ein Teilkorper von K , und ist
G iiber F' definiert, so bilden die iiber F' definierten Charaktere von G eine
Untergruppe von X*(G).

Lemma

Sei G irgendeine Gruppe, und sei L ein Kdrper, so bilden die Homomor-
phismen G — L* eine linear unabhdngige Teilmenge der Menge aller Funk-
tionen G — L.

Beweis. Algebra 18.4. O
Beispiel
Sei G = D, (K) die Gruppe der Diagonalmatrizen in GL,,(K) (wie in 0.1.4).
Dann ist G kommutativ, und man hat fiir jedes i = 1, ..., n einen Charakter
aq 0
xit G — K*, - a;.
0 an

Es ist K[G] = K[X1,- -, Xn> X1 s, X5 ] mit

a1 0
it G — K*, s a; b
0 Qn,
Nach dem Lemma sind die Monome x7"*-. . .-x~ linear unabhéngig in K[G]|
fiir alle Tupel (myq, ..., my) € Z™ und bilden daher eine Basis von K[G] als

K-Vektorraum. Da insbesondere jeder Charakter ein solches Monom ist,
folgt

X (G)~2z"|.
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5.4 Diagonalisierbare Gruppen

Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei G eine lineare algebraische Gruppe
iiber K. Dann heiflt G diagonalisierbar, wenn G isomorph zu einer abge-
schlossenen Untergruppe von D, (K) fiir ein n € N ist. Eine diagonalisier-
bare Gruppe ist offensichtlich kommutativ und besteht aus halbeinfachen
Elementen.

Satz
Aquivalent sind:

(a) G ist diagonalisierbar.

(b) Die Charaktergruppe X*(G) ist eine endlich erzeugte abelsche Grup-
pe, und die Elemente von X*(G) bilden eine Basis von K[G] als K-
Vektorraum.

(c) Ist a: G — GL,(K) ein Morphismus, so ist a(G) konjugiert zu einer
abgeschlossenen Untergruppe von Dy, (K).

Beweis. (a) = (b): Identifiziere G mit dem Bild von G in D,,(K) =: D,, .
Die Inklusion ¢: G — D,, induziert dann nach 2.7.4 einen surjek-
tiven K-Algebrahomomorphismus ¢*: K[D,| — K[G], f — fla.
Dann wird K[G] nach Beispiel 5.3 erzeugt von den Restriktionen
von Charakteren von D, . Mit Lemma 5.3 folgt, dass X*(G) eine
Basis von K|[G] ist. Also ist der von ¢ induzierte Homomorphismus
X*(D,) - X*(G), x — xlg, surjektiv. Da X*(D,,) ~ Z" nach
Beispiel 5.3 gilt, folgt, dass X*(G) endlich erzeugt und abelsch ist.

(b) = (¢): K[G] wird von endlich vielen Charakteren x1,...,xq als K-
Algebra erzeugt. Definiere

0: G — Gy X - X Gy (= Dy)
—_———

d Kopien

durch ¢(z) = (x1(x),...,xa(z)) fiir € G. Dann ist ¢ ein Morphis-
mus von algebraischen Gruppen mit trivialem Kern, da xi,..., x4
Algebraerzeugende von K[G] sind. Also ist G kommutativ und be-
steht aus halbeinfachen Elementen. Gleiches gilt fiir o(G) C GL,,(K)
nach 4.6 (ii). Nach 4.1 (simultane Diagonalisierbarkeit) gibt es ein
z € GL,(K) so, dass za(G)z=! C D,,. Da a(G) nach 3.8 abge-
schlossen in GL,, (K) ist, folgt (c).

(¢) = (a): Nach Satz 3.10 gibt es eine Einbettung G — GL,(K) mit
einem n € IN. Wende hierauf (c) an, dann folgt (a). O
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Korollar
Sei G diagonalisierbar. Dann gelten:

(i) Jede abgeschlossene Untergruppe H von G ist diagonalisierbar.

(ii) Ist a: G — G’ ein Morphismus von algebraischen Gruppen, so ist
a(G) diagonalisierbar.

Beweis. (i) Der von der Inklusion ¢: H < G induzierte K-Algebrahomo-
morphismus *: K[G] — K[H|, f — f|u, ist surjektiv nach 2.7.4.
Da K|[G] nach (a) = (b) von X*(G) erzeugt wird, wird K[H]| von
den Restriktionen von Charakteren erzeugt, und diese sind linear un-
abhéngig nach Lemma 5.3. Ferner folgt, dass mit X*(G) auch X*(H)
endlich erzeugt und abelsch ist. Nach (b) = (a) folgt nun, dass H
diagonalisierbar ist.

(ii) Nach Satz 3.10 ldsst sich G’ in GL,(K) fiir ein n € IN einbetten.
Nach (a) = (c) ist dann «(G) konjugiert zu einer abgeschlossenen
Untergruppe von D, (K) und also a(G) diagonalisierbar. O

5.5 Charaktere zusammenhingender Gruppen

Satz

Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei G eine zusammenhdngende lineare
algebraische Gruppe. Dann ist die Charaktergruppe X*(QG) torsionsfrei, d. h.
X*(G) besitzt keine Elemente endlicher Ordnung aufler 1.

Beweis. Sei x: G — Gp(K) =: Gy, ein Charakter. Dann ist x(G) zusam-
menhéngend nach 2.4 (¢). Die einzigen zusammenhéngenden Untergruppen
von Gy, sind {1} und G, . Es folgt x" # 1 fiir allen > 1. O

5.6 Tori

Definition

Sei K algebraisch abgeschlossen. Eine lineare algebraische Gruppe G heifit
algebraischer Torus oder kurz Torus, falls G ~ D,,(K) fiir ein n € IN gilt.
Hierbei bezeichnet D,, (K') wie bisher die Untergruppe der Diagonalmatrizen
in GL,(K).

Satz

Fiir eine lineare algebraische Gruppe T sind dquivalent:

(a) T ist ein n-dimensionaler Torus.

(b) T ist zusammenhingend und diagonalisierbar, und es gilt dimT =n .
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(¢c) T ist diagonalisierbar, und es ist X*(T) ~ Z™.

Beweis. (a) = (b): Da D, (K) ~ GL1(K) x -+ x GL1(K) mit n Kopien
gilt und GL; (K') nach 3.4.3 irreduzibel ist, ist auch D,, (K) irreduzibel
nach 2.12iii). Ferner folgt dimg D,,(K) = n nach Beispiel 5.3.

(b) = (c¢): DaT diagonalisierbar ist, ist X*(T') eine endlich erzeugte abel-
sche Gruppe, die eine Basis von K[G] als K-Vektorraum bildet, vgl.
Satz 5.4. Nach 5.5 ist X*(7') torsionsfrei, und nach dem Hauptsatz fiir
endlich erzeugte abelsche Gruppen (Algebra 10.12) folgt X*(T) ~ Z"
mit n = rang(X*(T)) = dimT.

(¢c) = (a): Sei x1,...,Xn eine Z-Basis von X*(T'). Dann ist
K[T] :K[Xla"'vXTHXl_lv'-wX;l]

nach 5.4 und also dim7T = n. Da T diagonalisierbar ist, ist T iso-
morph zu einer abgeschlossenen Untergruppe von D, (K). Es folgt
T ~ D, (K) nach 5.2 (b), da dim7T = dim D, (K). O

5.7 Strukturtheorem fiir diagonalisierbare Gruppen

Seien K algebraisch abgeschlossen, G eine lineare algebraische Gruppe und
G° die Zusammenhangskomponente von e € G wie in 3.5.

Satz
Ist G diagonalisierbar, so ist G = H x GO mit einer endlichen Gruppe H ,
und G ist ein Torus. Falls char(K) =p > 0 ist, so gilt p{|H]|.

Beweis. Man kann annehmen, dass G eine abgeschlossene Untergruppe von
D, (K) =: D,;, mit einem m € IN ist, vgl. 5.4 und 3.10. Nach Korollar 5.4 (i)
ist GV ein Torus. Die Inklusion G° — D,, induziert wie im Beweis von
Satz 5.4 einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

m . * ¥ * 0\ ~ 7n
Z™ = X*(Dn) & X*(G°) = Z

mit n := dim G°. Es folgt X*(D,,) =~ kernp & X*(G°), weil X*(G°) ein
freier Z-Modul ist. Also besitzt X*(ID,,) eine Z-Basis x1,. .., Xm S0, dass
xi(z) = 1 fiir alle z € G° und fiir alle i = 1,...,m — n ist. Man hat also
einen Isomorphismus

x1(x) 0
]Dm:’]Dmv T — 9
0 Xm ()

bei dem fiir jedes 2 € G° die ersten m — n Diagonaleintriige gleich 1 sind.
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Es folgt

D,, =Dy x G°  und
G=HxG" mit H=GND,,_,,.

Nach 3.5 (2) ist H ~ G/G" eine endliche Gruppe. Ferner ist die Multipli-
kation H x G° — @ ein Isomorphismus von algebraischen Gruppen. Da H
endlich ist, besteht H aus Einheitswurzeln aus K .

Ist char(K) = p > 0, so besitzt K aber keine p-te Einheitswurzel # 1 nach
Algebra 17.1. O

5.8 Torsion in diagonalisierbaren Gruppen

Korollar
Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei G diagonalisierbar. Dann ist die
Torsionsuntergruppe Giors von G dicht in G .

Beweis. Nach 5.7 ist

G~HXGy X---x Gy
—_——

dim G° Kopien

mit einer endlichen Gruppe H und G,, = K*. Es geniigt also, die Behaup-
tung fiir G = Gy, zu zeigen. In diesem Fall besteht Gyo,s aus allen Einheits-
wurzeln von K*, also ist |Giors| = 00, da K algebraisch abgeschlossen ist.
Da dim G = 1 ist, folgt Gyors = G aus Lemma 5.2 (b). O

5.9 Rigiditiat diagonalisierbarer Gruppen

»Rigid* heif3t ,starr” und bedeutet ,, wenig Automorphismen*.

Sei K algebraisch abgeschlossen. Seien H, H' algebraische Gruppen mit den
Eigenschaften

(1) H' enthélt fiir jedes m € IN nur endlich viele Elemente der Ordnung m .
(2) Hiorps ist dicht in H .

Diese sind erfiillt, wenn H und H' diagonalisierbar sind (nach Algebra 17.1
und 5.8) Sei V eine irreduzible Varietit, und sei a: V x H — H’ ein
Morphismus von Varietdten so, dass zusétzlich gilt:

(3) Fiir jedes v € V ist a,: H — H', h+— «a(v,h), ein Gruppenhomomor-
phismus.
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Satz
Dann ist die Abbildung V — Mor(H, H'), v — a, , konstant.

Beweis. Fir h € H ist die Abbildung £,: V — H', v — «a(v,h), ein
Morphismus von Varietiten, da « ein solcher ist. Ist ord(h) < oo, so ist
Bn(V) eine endliche Menge nach (1) und (3). Da mit V nach 2.4 (c) auch
Br(V) irreduzibel ist, ist B(V) = {h’} mit einem A’ € H'. Fiir v,w € V
schickt
YV H e H b ag(h) an(h)

—— ——

=Bn(v) =B (w)~?
jedes h € H mit ord(h) < oo nach ¢’ = 1g/. Da mit {e’} auch y~(¢)
abgeschlossen ist, folgt aus (2), dass v(h) = ¢’ fiir alle h € H gilt. Es folgt
Q, = qy, fiir alle v,w € V. O

5.10 Normalisator und Zentralisator
Sei GG eine beliebige algebraische Gruppe. Dann operiert G per Konjugation

a:GxG—G, (g,7) — grg

auf sich selbst, und « ist ein Morphismus. Fiir z € G sei

’Stab(x) ={g€G|grg™ = J]}‘

der Stabilisator von x, und fiir eine Untergruppe H von G seien

Za(H) = () Stab(h) ={g € G | ghg™" =h Vh e H}
heH

der Zentralisator von H in G und

\No(H) = {g€ G| gHg™" = H}|

der Normalisator von H in G.

Lemma

Ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer algebraischen Gruppe G, so
sind Ng(H) und Stab(h) fiir alle h € H sowie Zg(H) abgeschlossene Un-
tergruppen von G . Ferner ist Zg(H) Normalteiler von Ng(H).
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Beweis. Fiir jedes h € H ist aj,: G — G, g — ghg™*!, ein Morphismus,

da « ein solcher ist. Da H und {h} abgeschlossen in G sind, sind also auch
o, '(H) = {g € G| ghg™* € H} und afjl({h}) = Stab(h) abgeschlossen
in G. Es folgt, dass Ng(H) = () «a, (H) und Z¢(H) = () Stab(h)

heH heH
abgeschlossen in G sind.

Es sind Stab(h) und Ng(H) Untergruppen von G nach Algebra 2.2 und
Algebra 2.10. Es ist dann auch Z5(H) als Durchschnitt von Untergruppen
wieder eine Untergruppe.

Fiir jedes g € Ng(H) und jedes z € Zg(H) ist gzg~* € Zg(H), denn fiir
alle h € H gilt:

(929 Dh(gzg™) ' =gz (97'hg) 2Ty
——
€H, da ge N (H)
=g(g 'hg)g™", daze Zg(H)
=h.
Es folgt, dass Z¢(H) Normalteiler in Ng(H) ist. O

Satz
Sei G eine lineare algebraische Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlos-

senen Korper, und sei H eine diagonalisierbare Untergruppe von G . Dann
gilt Na(H)? = Z¢(H)°, und die Faktorgruppe Ng(H)/Zq(H) ist endlich.

Beweis. H ist abgeschlossen in G. Wende 5.9 mit V' = Ng(H)® und
a:VxH—H, (x,h) — zhx™!,

an. Dann ist V — Mor(H, H), * — oy, mit a,(h) = zhz~! fir h € H,
konstant. Also gilt a,, = . fiir alle x € V. Es folgt € Z¢(H)° fiir alle x €
V. Umgekehrt gilt Z5(H)? € Ng(H)?, und also ist Zg(H)? = Ng(H)°.
Hieraus und aus dem zweiten Noetherschen Isomorphiesatz (Algebra 1.6)
folgt nun

Ne(H)/Za(H) = (Na(H)/Na(H)°)/(Z26(H)/26(H)°).

Dabei sind Ng(H)? und Z¢(H)° jeweils von endlichem Index nach 3.5,
woraus die zweite Behauptung folgt. O

Beispiel
Sei M C GL,(K) die Gruppe der monomialen Matrizen, das sind die n x n-
Matrizen, die in jeder Zeile und jeder Spalte genau einen Eintrag # 0 haben.
Dann ist:
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1) M” =Dp(K) =: Dy,

2) M/M° ~ S, die symmetrische Gruppe, also |M/M°| = n!,
3) Naw, (x)(Dn) = M,

4) Zav,x)(Dn) = Dy,

und nach 3) und 4) gilt Nar,, (x)(Dn)/ 261, (k) (Dn) =~ Sn
(vgl. auch [12], S. 73).

5.11 Bemerkung iiber auflésbare Gruppen

Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e, und sei H eine Untergruppe
von G . Dann heifit die Menge

[a,b] == aba™'b™! mit a€G,beH

der Kommutator von a € G und b € H. Die von allen solchen Kommutato-
ren erzeugte Untergruppe von G wird als [G, H| geschrieben. In G betrachte
man die jeweils induktiv definierten Untergruppen

G =G, ...,C"M(G) = [G,C(G)] und

DG =G, ..., D(G) = [DY(G), D(Q)].

Die Gruppe G ist nilpotent, wenn es ein m € Ny so gibt, dass C™(G) = {e}
gilt, und G ist auflésbar, wenn es ein k € Ny so gibt, dass D*(G) = {e} gilt.
Fiir auflésbare (also nicht notwendig kommutative) Gruppen gilt folgender
Struktursatz

Sei G eine zusammenhdngende auflosbare lineare algebraische Gruppe iber
einem algebraisch abgeschlossenen Kdérper. Dann gelten:

(i) Die Gruppen DY (G) und C*(G) sind abgeschlossene, zusammenhidn-
gende Untergruppen und Normalteiler in G .

ii) Gy ist abgeschlossener Normalteiler in G, der die Kommutatorgruppe
ii) Gy ist abgeschl N lteiler in G, der die K tat
[G, G] enthdlt, und G ist zusammenhingend.

(ili) G/G, ist ein Torus.

(iv) G ist nilpotent <= Gy ist eine Untergruppe von G.
In diesem Fall ist G5 abgeschlossen, und es ist G = Gg X Gy, .

(v) Die mazimalen Tori in G sind konjugiert unter () C(G).
i€Ng
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(vi) Ist T ein mazimaler Torus in G, so ist G = T x Gy (d.h. Gy ist
Normalteiler in G sowie G = TGy und T NG, = {e}).

Dabei ist ein Torus ein mazimaler Torus in GG, wenn er in G enthalten ist
und wenn er in keinem anderen Untertorus von G echt enthalten ist. Ein
Beweis des Struktursatzes steht z.B. in [5] 17.2 bis 17.4 und 19.

5.12 Ubungsaufgaben 35-44

Aufgabe 35

Simultane Trigonalisierbarkeit:

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei S C M;,x,(K) eine
Menge von paarweise vertauschbaren Matrizen. Man zeige, dass es eine
Matrix € GL,,(K) derart gibt, dass Sz~! aus oberen Dreiecksmatrizen
besteht.

Aufgabe 36

Man zeige, dass jede nilpotente Gruppe auflosbar ist. (Vgl.5.11 fiir die
Definition von ,nilpotent” und ,auflgsbar®.)

Aufgabe 37

Sei K ein Kérper, und sei U, (K) die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen
in M« (K), deren Diagonalelemente 1 sind. In der K-Algebra aller oberen
n X n-Dreiecksmatrizen sei N das zweiseitige Ideal der Matrizen, deren
Diagonalelemente 0 sind. Sei F,, die Einheitsmatrix in M, x,, (K).

Man zeige, dass E, + N fiir i € IN ein Normalteiler in U, (K) ist, und
verifiziere die Kommutatorformel [E,, + N, E,, + N7 ] C E,, + N7 fiir
1,7 € IN. Man folgere hieraus, dass U, (K) unipotent ist.

Aufgabe 38

Sei K ein Korper. Man zeige, dass die Gruppe A,,(K) der oberen Dreiecks-
matrizen in GL,, (K) aufldsbar ist.

Die folgenden sechs Aufgaben sind Extraaufgaben, die im Kurs 2001 als
Vorbereitung zur Klausur dienten.

Aufgabe 39
Man ermittle, welche der folgenden Mengen algebraisch sind:

(a) {(z%2%2)]|2z€C}cC?
(b) QG)ccC

Aufgabe 40
Sei R ein kommutativer Ring, und seien Z, J Ideale in R. Man beweise:
Rad(Z + J) = Rad(Rad(Z) + Rad(J)) .
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Aufgabe 41
Man ermittle, welche der folgenden Ideale in C[X, Y] Verschwindungsideale
von Teilmengen des C? sind:

(a) I = (X2+Y2—2XY)
(b) T,=(X2-Y2-1)

Aufgabe 42

Sei R ein kommutativer Ring. Man beweise: Zu p1, pa € Spec(R) mit
p1 # p2 gibt es eine offene Menge U C Spec(R), die genau einen der beiden
Punkte p; oder po enthélt.

Aufgabe 43
Sei K ein Korper. Man bestimme o, 7 € End(K?) so, dass o und 7 nilpotent
sind, aber ¢ 4+ 7 nicht nilpotent ist.

Aufgabe 44

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0. Fiir
x € K\ {0} sei H, C G,(K) die von z erzeugte Untergruppe. Man zeige,
dass H, keine lineare algebraische Gruppe ist, und bestimme den Abschluss

H, von H, in G,(K).
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6 Die Liealgebra einer linearen algebraischen
Gruppe

6.1 Liealgebren

Sei K ein Korper.

1) Ein K-Vektorraum L zusammen mit einer bilinearen Abbildung
LxL— L, (z,y) — [zy]

heifit Liealgebra, wenn [zz] = 0 fiir alle € L gilt und die ,,Jacobi-
Identitat*

[[y=]] + [ylz]] + [z[zy]] = 0

(als Ersatz fiir das Assoziativgesetz) fiir alle x,y, z € L erfiillt ist. (Man
nennt [zy] die Lie-Klammer von x,y € L.)

2) Eine Liealgebra L heiit kommutativ, falls [zy] = 0 fiir alle z,y € L gilt.

3) Eine K-lineare Abbildung ¢: L — L’ mit Liealgebren L, L’ heifit Ho-
momorphismus, falls p([xy]) = [p(x), p(y)] fir alle z,y € L gilt.

4) Ein Untervektorraum L’ einer Liealgebra L heifit Lieunteralgebra, falls
[zy] € L' fiir alle z,y € L' gilt.

Bemerkung
Ist L eine Lieunteralgebra, so gilt [xy] = —[yz] fiir alle z,y € L, denn

01:)[%+y,x+y] r+y,z] + [z +y,y]

=1
= @Jr[yx] + [zy] + @

5 [yx] + [zy].

6.2 Beispiele

1. Sei B eine K-Algebra. Setze [vy] := xy — yx fir z,y € B. Dann ist B
eine Liealgebra iiber K .

2. Ist B = Endg (W) mit einem K-Vektorraum W und ist die Lie-Klammer
wie in 1. definiert, so heifit B die Liealgebra der Endomorphismen von W
und wird als gl(W) geschrieben. Ist W = K", so schreibt man gl,,(K)
und identifiziert gl(W) mit M,,«,, (K) (beziiglich Standardbasis).
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3. Sein = 2. Dann ist

slo(K) ;:{(a ’ eMQXQ(K)|a+d=o}

C

eine Lieunteralgebra von gl,(K). Eine K-Basis von sly(K) ist

o) G o6 Sy
)=o) eelo B) (o)

fallsa+d=0.

da

4. Lieunteralgebren von gl,, (K) sind z. B.

sl (K) ={z € gl,,(K) | Spur(z) =0} und
0,(K) = {z € gl,,(K) | v = —z}.

5. E. WITT, 1935: Sei char(K) = p > 2, und sei L ein p-dimensionaler
K-Vektorraum. Ist {eg,...,e,—1} eine Basis von L iiber K, so wird
durch

[eiej] = (] - i)e(i+j) mod p

eine Liealgebrastruktur auf L definiert.

6.3 Derivationen

Definition

Seien R ein kommutativer Ring, A eine kommutative R-Algebra (d.h. es
gibt einen Ringhomomorphismus R — A) und M ein A-Modul. Eine R-
lineare Abbildung D: A — M heifit R-Derivation, falls gilt:

| D(ab) = aD(b) + bD(a) Va,b€ Al.

Fiir eine R-Derivation D: A — M gilt:

’D(r):O VTGR‘,

denn D(1) =D(1-1)=1D(1)+1D(1) = D(1) + D(1), also D(1) = 0 und
daher D(r) = D(r-1) =rD(1) =0 wegen der R-Linearitéit von D . Sei

’ Derg(A, M) := {R-Derivationen A — M} ‘
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Dann ist Derg(A, M) ein R-Modul. Fiir A = M und Dy, Ds € Derg(A4, A)
gilt dann Dy o Dy — Dy o Dy € Derg(A4, A) . Insbesondere ist Derg (A4, A)
eine Lieunteralgebra von gl(A), falls R = K ein Kérper ist.

Beispiel

Ist char(K) =p > 0 und D € Derg (A4, A), so gilt

p

DP(ab) =Y (f) Di(a)DP~¥(b) = aDP(b) + bD"(a),

=0

und also ist DP eine K-Derivation.

6.4 Differentialmoduln

Seien R ein kommutativer Ring und A eine kommutative R-Algebra. Es sei
w: A®r A — A die Multiplikation und J := J4 := kern . Da u surjektiv
ist, folgt aus dem Homomorphiesatz fiir Ringe (vgl. Algebra 7.7), dass u
einen Isomorphismus (A®r A)/J = A induziert. Es ist J/J? ein (A®g A)-
Modul, der offensichtlich von J annuliert wird. Also kann J/J? auch als
A-Modul vermége A ~ (A ®g A)/J betrachtet werden.

Definition

Der A-Modul Q,,p = J/J? heift Differentialmodul von A iiber R, und
die Abbildung d := dy/p: A — Qu/r, a— a®1—1® amod J?, wird
universelle R-Derivation genannt.

Lemma

Es ist d tatsichlich eine Derivation, und die Elemente d(a) mit a € A
erzeugen den A-Modul Q4 -

Beweis. Es ist d(ab) = (a®1)d(b) + (1 ® b)d(a) und also d eine Derivation.
Firz =) ,a,®b; € Jgilt Y, a;b; =0undalsox =), a;(1®b; —b;®1) =

Universelle Eigenschaft des Paares (Q4,r, d)

Ist M ein A-Modul und D: A — M eine R-Derivation, so gibt es genau
eine A-lineare Abbildung ¢: Qa/r — M so, dass D = ¢ od gilt. Folgendes
Diagramm ist also kommutativ:

A D M
DN

Qa/r
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Beweis. Durch die Vorschrift ¢(a ® b) = bD(a) erhilt man ein R-lineare
Abbildung ¥: A ®r A — M , und fiir alle x,y € J = kern p gilt

P(zy) = plx) ¥(y) + ply) (=) = 0.
—~— —~—
=0 =0
Also induziert ¢ eine R-lineare Abbildung ¢: Qu/p — M. Da D(1) =0
gilt, ist Y(a® 1 —1®a) = D(a) fir alle a € A. Mit Hilfe des Lemmas
folgt hieraus, dass ¢ o d = D gilt und dass ¢ sogar A-linear ist. Gilt nun
fiir £: Q4,r — M ebenfalls {od = D, so folgt {(d(a)) = D(a) = ¢(d(a))
fiir alle a € A und daher nach dem Lemma £ = . O

Satz
Fiir jeden A-Modul M ist die Abbildung

®: Homuy(Q4/r, M) — Derr(A, M), ¢ — pod,
ein Isomorphismus von A-Moduln.
Beweis. Dies folgt direkt aus der universellen Eigenschaft. O

Bemerkung

Sei E = K(x) eine einfache Korpererweiterung eines Korpers K. Dann gilt
dimg(Qg k) < 1, und es ist E' genau dann separabel (algebraisch) iiber K,
wenn Qg k= (0) gilt, vgl. z.B. [11]4.2.8.

6.5 Linksinvariante Derivationen von K|[G]|

Seien K algebraisch abgeschlossen, G eine lineare algebraische Gruppe und
A = K[G] = Mor(G, K) die affine Algebra von G sowie

G— K,

1

Ag: A— A, fH{fo(g_ )

die Linkstranslation mit g € G. Die Liealgebra Lie(G) ist definiert als

]Lie(G) .= {D € Derg(A,A) [ \,oD=Do\,VgeG} \

Es ist Lie(G) eine Lieunteralgebra von Derg (A, A), genannt Liealgebra der
linksinvarianten K -Derivationen von A. Sie hat folgende Eigenschaften:

(a) Lie G = Lie G°, wobei G® wie in 3.5 gegeben ist.

(b) dimg Lie G = dim G, insbesondere dimg Lie G < o .
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(¢) Ist @: G — G’ ein Morphismus von algebraischen Gruppen, so induziert
a einen Liealgebrahomomorphismus @: Lie G — Lie G’.

Um diese Eigenschaften zu beweisen, betrachtet man den Tangentialraum
T.(G) von G in e und zeigt, dass LieG als K-Vektorraum isomorph zu
T.(G) ist.

6.6 Tangentialrdume

Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei V' eine affine algebraische Varietit
iber K. Fiir v € V sei K, der Kérper K, betrachtet als K[V]-Modul
vermoge K[V] — K, f — f(v). Der Tangentialraum T,V in V ist der
K-Vektorraum

|7,V := Derg (K[V], K,) |

Bemerkung
Ist a: V' — V' ein Morphismus von Varietéiten, so induziert

o*: K[V'| = K[V], f— foa,

eine K-lineare Abbildung

doy: T,V — Toy)V', D— Doa*|,

genannt Differential von o in v oder Tangentialabbildung von « in v. Fir

vy Ly” gilt die Kettenregel d(Boa), = dfs(y) © de, . Ferner gilt: Ist
a: V — V' ein Isomorphismus von Varietéiten, so ist da, ein Isomorphismus
fir alle v € V' (vgl. Satz 2.9).

Sei m, := {f € K[V] | f(v) = 0} = kern(K[V] - K, f — f(v)). Fir
D € T,V gilt dann (nach Definition von K,):

D(fg) =@D(9)+@D(f) =0Vfgem,.
=0 =0

Also induziert jedes D € T,V eine K-lineare Abbildung ¢(D): m,/m? — K.

Satz
Die Abbildung

0: T,V — Hompg (m,/m2, K), D+ ¢(D),
ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen mit Umkehrabbildung
Homg (m,/m? K) — T,V ,
Y [Dy: K[V] = Ky, freu(f = f(o) +m])].
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Beweis. Da f(v) = 0 fir alle f € m, gilt, ist £(Dy) = ¢ fiir alle ¢ €
Homy (m,/m2, K) und Dypy = D fiir alle D € T,V . Noch zu zeigen ist,
dass D, eine K-Derivation ist. Es ist

Dy(fg) = ¥(fg - f(v)g(v) +m) und
FDy(9) +gDy(f) = ( (g — g(v) +m3) + g(0)y(f — f(v) +m3)

o (f(v)g — f(0)g(v) + g(v)f — g(v) f(v) + m2).

Esist h:= fg— f(v)g —g(v)f +g(v)f(v)

I
—~
~

|
~
—~

<
S~—
S~—
—~
Q
|
Q
—~
<
=
~—"
m
3
o

Daher folgt durch Addition von h in der groflen Klammer, dass

FDy(g9) + 9Dy(f) = ¥(fg — f(v)g(v) +m3) = Dy(fg)
fiir alle f, g € K[V] gilt. O

6.7 Alternative Beschreibung

Seien K algebraisch abgeschlossen, V' eine affine, algebraische Varietét und
Vi={veV]| f(v)#0} fir fe K[V].Ist v €V, so bilden die offenen
Mengen in V', die v enthalten, ein direktes System beziiglich Inklusion, und
man kann den direkten Limes der in 2.14 definierten Ringe Oy (U) bilden.
Ist V irreduzibel, so gilt (vgl. auch [9] V,§1):

i OV(U), =, I OV(Y) =, lmy KIV] = U KV 5,0
an;jan Visv f( )#0 f(v)#0

denn da K[V] ein Integritétsring ist (vgl. 2.3), geht der Limes im Funktio-

nenkérper K (V) in die Vereinigung iiber. Man definiert nun, auch wenn V/

nicht irreduzibel ist, den Halm O, durch O, := h_II)l Oy (U). Es ist O, ein
N

lokaler Ring mit maximalem Ideal M, , und es gilt O,/M, ~ K .

Bemerkung 1. Fir v e V ist T,V ~ Derg (O,, K) .
(Dies folgt aus der Quotientenregel, vgl. [11]4.1.5.)

2. Ist V irreduzibel, so gilt dimg (T,V) > dim V fiir alle v € V.

3. Ein Punkt v € V heifit einfach, falls dimg (T;,V) = dim V. Die Menge
der einfachen Punkte von V liegt dicht in V' (vgl. [11]4.3.3).
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Zum Beweis von 2. Sei m, = {f € K[V]| f(v) =0}. Dann ist
m,/m? ~ M, /M?,
und es folgt dimg (T, V) = dimg (M, /M2) > dim O, = dim V . Die letzten

beiden Beziehungen zeigt man in der kommutativen Algebra. Mit dim O,
ist die Krulldimension von O, gemeint (das ist die grofite Linge von Prim-
idealketten 0 G p1 S -+ G pn = M,). O

6.8 Tangentialraum von G in e

Bemerkung
Seien K algebraisch abgeschlossen, G eine lineare algebraische Gruppe
iiber K und T.G der Tangentialraum von G in e. Dann gelten:

(i) T.G = T.GO.
(ii) G ist glatt, d.h. jeder Punkt von G ist einfach.
(iii) dimg (7,G) = dim G°.

Zum Beweis. Nach 3.5 (2) ist G \ G° die endliche Vereinigung von abge-
schlossenen Mengen und daher abgeschlossen. Also ist G° offen und enthilt
e nach 3.5(1). Aus der Definition des Halmes und 6.7.1 folgt nun (i).
Nach 6.7.3 gibt es einfache Punkte in G. Da G — G, x — gz, fiir jedes
g € G ein Isomorphismus von Varietéten ist, folgt (ii).

Nach (ii) ist e einfach. O

Sei A = K|[G] £ Mor(G, K). Jede K-Derivation D: A — A, f+— Df,
definiert eine K-Derivation D.: A — K., f+— (Df)(e).

Satz

Die K-lineare Abbildung Derg (A, A) — T.G, D +— D., induziert einen
Isomorphismus ¢: LieG — T.G von K -Vektorrdumen.

Beweis. Injektivitit: Sei D € LieG mit D, = 0. Fiir alle f € A und fiir
alle g € G folgt dann

0= D.(Ag(f)) =D(N(f))(e)  mnach Definition von D,

= (Do Xg)(f))(e)

= ((AgoD)(f))(e) nach Definition von LieG in 6.5
= (Df)(g"e) nach Definition von A4
=(Df)g™)

und also Df =0 fiir alle f € A, d.h. D =0.
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Surjektivitit: Sei § € T.G . Dann ist die Konvolution

G- K,
x = 0(A=1(f)),

eine K-Derivation, denn ¢ ist K-linear, und fiir z € G, f,g € A ist

(fgx0)(x) = 0(Ne-1(f9)) = 0(Ae—1(f)Aa-1(9))
= f(z) - 6(A\s-1(9)) +g(x) - 6(Ap-1(f)), dad € Derg(A, K.)
= (flg*0)+g(f*9))(x).

Ferner ist #§ linksinvariant, denn fiir z,g € G und f € A ist

((Ag 0 %0)())(x) = (Ag (f*<5))( )

§)(g ') nach Definition von A,

=(f*

3(A14(f)
5(Ag ((
= (A
(

x0: A— A, fr— fx0: {

Definition von f %6

)
)

(x) Definition von %6

()

o(f) %0

)
(#6 0 Ag)(

Es ist

@O | = (0)) = (4 5)(e) = 6(7). Ao w(x5) =8, ©
Liealgebra g

Sei g := T.G als K-Vektorraum. Wir versehen g durch Strukturtransport
von Lie(G) vermoge : Lie(G) = T.G mit einer Liealgebrastruktur und
erhalten die Liealgebra g zu G . Damit erhalten wir dann auch die in 6.5 (c)
angekiindigte , funktorielle Eigenschaft“ (vgl. [5]9.2):

Ist a: G — G’ ein Morphismus von algebraischen Gruppen, so ist das Dif-
ferential dae: g — g, 6 — doa™, ein Liealgebrahomomorphismus.

Es ist noch nachzurechnen, dass da, die Lie-Klammer respektiert.

6.9 Adjungierte Darstellung

Sei G wie in 6.8 gegeben, und sei ty: G — G,  — gxg~!, der durch
g € G definierte innere Automorphismus von G'. Dann erhilt man einen
Liealgebraautomorphismus

Adg:=(d,,)e: T.G — TG, 5H50L;.

Dies wiederum ergibt einen Morphismus Ad: G — GL(g), g — Adg, von
algebraischen Gruppen, genannt adjungierte Darstellung von G, vgl. z. B.
[5]9.1.
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6.10 Beispiele

1) Sei G = G,(K), also K[G] = K[X]. Die Derivationen, die mit den
Translationen X — X + a, a € K, kommutieren, sind die Vielfachen
von D = & . Esist g = KD eindimensional mit [D,D] = 0 (und
D? =0, wenn char(K) =p > 0).

2) G = Gp(K). Die Derivationen, die mit den Translationen X — aX
vertauschbar sind, sind die Vielfachen von X - . Ist char(K) =p > 0,
soist DP = D. Esist [D,D] =0.

6.11 Klausuraufgaben 2001

Aufgabe 45
Man ermittle, welche der folgenden Mengen algebraisch sind:

(a) {(22,0,2)|zeC} CC3,
(b) ZcC.

Aufgabe 46

Sei R ein kommutativer Ring, und sei Z ein Ideal in R. Man beweise:
Rad(Z)=R < ZI=R.

Aufgabe 47

Man ermittle, welche der folgenden Ideale in C[X, Y] Verschwindungsideale
von Teilmengen des C? sind:

(@) T=(X?),
(b) Lo=(X?*+Y?+1).

Aufgabe 48

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei K™ mit der Zariski-
Topologie versehen. Man zeige, dass es zu je zwei verschiedenen Punkten
z,y € K" eine offene Menge U C K" gibt, die genau einen der beiden
Punkte enthélt.

Aufgabe 49

Sei K ein Kérper. Man bestimme o, 7 € Endg (K?) so, dass ¢ und 7 dia-
gonalisierbar sind, aber ¢ + 7 nicht diagonalisierbar ist.

Aufgabe 50

Man bestimme bis auf Isomorphie alle nulldimensionalen, zusammenhén-
genden, linearen algebraischen Gruppen iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K .
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7 Wurzelsysteme und Dynkin-Diagramme

Sei E ein euklidischer Vektorraum, das ist ein endlich-dimensionaler R-Vek-
torraum, versehen mit einer positiv definiten, symmetrischen Bilinearform

s:ExE—R, (a,f) — (a,0).

7.1 Spiegelungen

Fira e E\ {6} definieren wir

(8, @)
(@.a)

Dann ist o, die Spiegelung an der zu Ra senkrechten Hyperebene H, :=
(Ra)*t, denn es gilt 0,(a) = —a und o, (h) = h fiir alle h € H, .

Behauptung
FEs gilt 04 004 =id, und o, st eine Isometrie.

o E—E, Br—p3-2

Beweis. Setze o := 0, . Aus der Bilinearitit von s folgt die Linearitidt von
o,dennesist o(rg) =rB3—2 B o — ro(0) fir aller € R und 8 € E und

o(B+8') = p+8 -2 50 N >ﬂ+ﬂ’f2 Lot a—2 88 o = o(B)+0 ()
fiir alle 3, 8 € E. Hieraus folgt 0 o o0 = id, denn es gilt
olo(8) = o6 -2 122 o
—o(f)—2 23 Z; o(a)  da o linear
—5—2E§ZZ;Q+2§ZZZ§(1 da o(a) = —a

= B fiir alle 8 € E.

Also ist o bijektiv, und o erhélt das Skalarprodukt, denn es gilt

0@ o) = (-2 a5 -2 )
~ 6.0 -2 8% (o) -2 2 (o)
+4 <6’<Z>, f;é o) (a,a)

=(B,4') fiir alle 8,4’ € E, da s symmetrisch ist. [
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7.2 Wurzelsysteme
Eine Teilmenge R C E heifit Wurzelsystem, falls gelten:

(1) R ist ein endliches Erzeugendensystem von IE und enthélt nicht 0.
(2) Fiir jedes a € R gilt 0,(R) = R. Insbesondere ist —a = 0,(a) € R.
(3) Fiir o, 3 € R ist

(8,a)

() €2

n(f,a) =2

Bemerkung
Ist R ein Wurzelsystem und gilt Ao € R fiir ein @ € R und ein A € R, so
folgt A € {£1,+1,4+2}.

Beweis. Ist Aa € R, so folgt —Aa = 04(Aa) = Ao — na mit n € Z (nach
Definition von o, und nach (3)). Es folgt (2A —n)a = 0 und also A = %,
da a # 0 nach (1). Ist [A| < 1, soist A = %1, dan € Z und A # 0 nach
Voraussetzung und (1) gilt. Ist [A| > 1, so gilt R 3 a = $(Aa) mit A € R
und |+| < 1. Wie oben folgt nun = +3. O
Definition e Ein Wurzelsystem R heifit reduziert, wenn gilt:

Fiir jedes o € R sind a und —a« die einzigen Vielfachen von o in R.

e Der Rang eines Wurzelsystems R C IE ist definiert als rang R :=
dimRE.

e Zwei Wurzelsysteme R C [E und R’ C I heiflen isomorph, wenn es
einen Vektorraumisomorphismus f: I8 — E’ gibt mit f(R) = R’
und n(a, B) = n(f(a), f(6)) fir alle o, 5 € R.
Beispiele
Reduzierte Wurzelsysteme vom Rang 1 und 2 lassen sich einfach grafisch
darstellen:
Reduzierte Wurzelsysteme vom Rang 1
Jedes reduzierte Wurzelsystem vom Rang 1 ist von der Form

P A

Reduzierte Wurzelsysteme vom Rang 2
Wie aus 7.5 unten folgt, ist jedes reduzierte Wurzelsystem vom Rang 2 zu
einem der folgenden vier Wurzelsysteme isomorph.
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Ay

3 pra 3+ 2a

—3 - 2a A -3

Bei Ay ist ||8]| = ||| . Bei By ist ||8]] = V2 || -
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203 + 3«

B+ 3a

G

—20 — 3«

Bei Gy st [|8]] = V3]|a] .

7.3 Weylgruppe eines Wurzelsystems

Sei R ein Wurzelsystem in E. Die von den Spiegelungen o, mit o € R
erzeugte Untergruppe W(R) von GL(IE) heifit Weylgruppe von R. Da W(R)
die Elemente von R permutiert, und da R endlich ist und I erzeugt, kénnen
wir W(R) als Untergruppe der symmetrischen Gruppe von R auffassen.
Die Weylgruppe W(R) ist also eine endliche Gruppe. Aus 7.1 folgt, dass
n(a, 8) = n(o(a),o(B)) fiir alle a, 8 € R und o € W(R) gilt.

Beispiele

Es ist W(A1) ~ Z /27, da o(a) = —« gilt. Ferner ist W(A4; x Ay) ~ Dy,
W(A2) ~ D3, W(B3) ~ Dy, W(G2) ~ D¢, wobei D,, die Diedergruppe
mit 2n Elementen fiir n = 2, 3, 4, 6 bezeichnet. Dies folgt mit Hilfe von 7.4.

Bemerkung

Sind zwei Wurzelsysteme R C IE und R’ C E' vermoge f: E — E' iso-
morph, so ist W(R) — W(R'), o — fooo f~1, ein Isomorphismus der
zugehorigen Weylgruppen, denn es gilt

Oi) (f(B) = f(oa(B)) Va,Be€R

und also f~1o Ofa)of=o0qfiirallea € R.
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7.4 Winkel zwischen zwei Wurzeln

Die Elemente eines Wurzelsystems R C [E heiflen Wurzeln. Fiir zwei Wur-

zeln «, B € R sei wie zuvor n(8, ) := 2 Eﬂ’ i € Z . Nach AGLA 9.7, 9.8 ist

die Linge von a durch |laf] = \/{a,a) und der Winkel ¢ = £(a, ) durch
(o, B) = ||| | B]] - cos g fiir o, B € E gegeben. Es folgt

181 llal N
=2
n(fe) =2 T s = 2

und daher ’n(ﬁ,a)n(a,ﬁ) =4dcos’p € Z Ya,fB € R‘.

cos

Daher ist n(8,a) € {0,+1,+2,£3, +4} , da 0 < cos? ¢ < 1 gilt. Die Zahlen
n(B,a) und n(a, 3) haben dasselbe Vorzeichen. Also kénnen nur folgende
Fille auftreten, wobei ||| = ||« ist:

[ [ n(a.p) [ nB.a)] © | coso | Lénge | ord(cq0p) |
1. 0 0 5 =90° 0 unbestimmt 2
2. 1 1 7 =60° 3 181 = llex] 3
3 1 | 4 [Z=1o0° [ =L [ Al=Jal | 3
4] 1 2 | §=45° | 2 | |I8l=v2]al 1
5.0 1 | 2 [ Z=215 | —Z | |g=+2lal | 4
6| 1 | 3 | z=sc | L [|al=VBlal| 6
7] -1 3| F=150° | P | 18] = v3lla] 6
In den noch fehlenden Féllen sind o und § proportional: Ist n(3, o) = +4,
dann folgt 8 = +2«. Ist n(B,a) = £2 = n(w, ), dann folgt § = +a

(Vgl. AGLA 9.7, Beweis von iv.)

Lemma
Seien o, 5 € R. Ist n(c, 3) > 0 und ist a # 3, so ist a — § eine Wurzel.
Ist n(a, B) < 0 und ist « # =3, so ist a + (3 eine Wurzel.

Beweis. Nach 7.2 (2) gelten:

n(a,B) =1 = a—f=o0s(0)€ER
n(B,a) =1 = f—-—a=0,p)ER = a—pfER,
n(a,f)=—-1 = a+p=o0g(a)€ER
n(B,a) =—1 = f+a=o0,0) €R.

Mehr Félle brauchen geméfl Tabelle nicht betrachtet zu werden, da der Fall
n(B,a) = £2 = n(w, 8) zum Widerspruch zur Voraussetzung und der Fall
n(B,a) = +4 zu n(«, 8) = +1 fiihrt. O
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Um eine Ubersicht iiber die mdglichen Wurzelsysteme zu bekommen, ist
der folgende Satz niitzlich. Man beachte dabei, dass R nach 7.2 endlich ist.

Satz
Seien «, 8 zwei nicht-proportionale Wurzeln in R . Dann gelten:

a) Die Menge I :={j € Z | B+ jo € R} ist ein Intervall [—q,p| in Z, das
0 enthdlt.

b) Die Menge S := {8+ ja | j € I} erfillt 0,(S) =S, und es gelten
oa(B+pa)=0—qa und p—qg=-n(f,a).

¢) Fir den Ursprung v := 8 — qa von S gilt —n(y,«) = p+ q, und es ist
S={y+ja|0<j<—n(y,a)} mit —n(y,a) =0,1,2 oder 3.

Beweis. Es ist 0 € I. Sei p das groite und —q das kleinste Element in 7.
Angenommen, es gibt eine ganze Zahl in [—g, p], die nicht in I liegt. Dann
gibt es Elemente r, s € [—¢,p] mit 7 + 1 < s, die beide in I liegen und fiir
dier+1 ¢ Iund s—1 ¢ I gelten. Es ist also a+(8+ra) = f+(r+1)a ¢ R,
woraus nach dem Lemma n(«, 8 + ra) > 0 folgt. Da s — 1 ¢ I gilt, folgt
(B+sa)—a = f+(s—1)a ¢ R und also nach dem Lemma n(5+sa, o) < 0.
Da n(8, @) > 0 genau dann gilt, wenn (3, a) > 0 ist, folgt (o, 5+ ra) > 0
und («, S+ sa) < 0. Dies ist ein Widerspruch, da r < s und (o, a) > 0 gilt
und also {(a, 8+ ra) < (a, 8+ sa) ist. Es folgt a).

Nach 7.1ist 0o (8+ja) = f—n(8,0)a—ja = f+j amit 3 = —n (8, a)—j.
Es folgt 0,(S) C S und S C 0,(S), da 02 = id. Also ist 0,(S) = S. Die
Abbildung I — I, j — j' ist bijektiv. Es gilt i/ < j’ fiir 1 > j. Es folgt
p = —qund o, (8 + pa) = f — g sowie p — g = —n(S3, a), also gilt b).

Es gilt n(v,a) =n(8 —qo,a) = 2% =n(f,a)—2¢=—-p+qg—2q =
—p — q. Da a und ~ nicht proportional sind, ergibt die Tabelle oben, dass
[n(7y, )| < 3 gilt. Die Menge S hat p+¢+1 Elemente nach a). Es folgt ¢). O

Folgerung
Wir wenden nun Satz c) fiir § = v an und erhalten dabei genau folgende
vier Moglichkeiten (vgl. auch die obige Tabelle):

1. S = {B}: Dann ist n(8,a) = 0 = n(a, ) und £L(a, ) = 7.

2. S={p,8+ a}: Dann ist n(8,«) = —1, und es gibt drei Fille:
1. Fall: Es ist n(o, 8) = —1, also ||8]| = |la|| und £(a, 8) = & sowie
Ll,B+a)=% =4(B+a,p).
2.Fall: Es ist n(a,) = —2, also [lof| = V23] und £(a,B) = 3¢
sowie £(a, 3+ a) = Z und £(B8 + o, 8) = 2. (Hier ist o linger als 3,
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und es ist a + 20 auch eine Wurzel, da R 3> og(a) = a + 20 gilt.)
3.Fall: Es ist n(a, 8) = —3, also |la|| = V3||8]| und £(a, 3) = 3 sowie
Llo, B+ a) =2 und £(B+ a,3) = 4T . (Hier ist « léinger als 3.)
3' S: {6aﬂ+aaﬂ+2a}:
Dann ist n(8, ) = —2 und also n(a, 3) = —1. Es folgt ||| = v2 ||« ,
(o, B) =32F und L(o, B+2a) = L(B+20,8+0a) =L(B+a,B)=7%.
4. S={6,8+a, B+ 20,0+ 3a}:
Dann ist n(3,a) = —3 und also n(a, 3) = —1. Es folgt ||8] = V3 |a||
und L(a, ) = %’r sowie L(a, 8+ 3a) = £ = 4L(f + 3,5 + 2a) und
L(B+2a,0+a)= %” und £L(B+ «, B) =

=NEI=E]

Die Menge S wird «a-String durch 3 genannt.

7.5 Reduzierte Wurzelsysteme vom Rang 2

Sei R ein reduziertes Wurzelsystem vom Rang 2 in IE. Nach 7.2 (1) enthélt
R eine Basis {a, 3} von E. In den Fillen A; x A; und By sei E := R?, und
in den Fillen As und Gy sei E := Ra + RSB C R3. Wir versehen R™ mit
dem Standardskalarprodukt, und e;, ey bzw. e1,es, e3 seien die Standard-
basisvektoren von R? bzw. R?. Es gilt n(8, a) := 2 égzi €{0,-1,-2,-3}.

Folgerung 7.4 ergibt die vier Typen vom Rang 2 aus 7.2.

1. Typ A1 X A1 :
Sei a :=e; und 3 := ey . Dann ist n(8,a) = 0 und n(a,8) = 0. Es ist
R ={£a,+5}.

2. Typ As:
Sei o :=e1 —eg und [ := ez —eg. Dann ist (o, ) = —1 und (o, @) = 2 =
(8, B8) und also n(«, 8) = n(B,a) = —1. Esist R = {£a, £8, £(a+0)}.
3. Typ By:
Sei a := ey und 3 := e3 — e;. Dann ist (o, 8) = —1 und {(a,a) =1

sowie (8,0) = 2. Es folgt n(8,a) = —2 und n(o, ) = —1. Es ist
R={ta, £, (8 + o), £(8 + 2a)} .

4. Typ Gao:
Seli o := e; — ey und B := —2e; + e2 + e3. Dann ist (o, §) = =3,
(a,) = 2 und (8,8) = 6. Es folgt n(8,a) = —3 und n(a,B) = —1.
Dies fithrt zum Typ Go, denn es ist 23 + 3a nach 7.2 (2) eine Wurzel,
wie die folgende Betrachtung zeigt:
Es ist 0g(a) = a@ — n(a, 8)8 = a+ G, da n(«a, B) = —1 ist, und es ist
os(B + 3a) = 03(8) + 305(a) = —f + 3a + 35 = 26 + 3. Es folgt
R={fa,+0,£(8+ a), (8 + 2a), (8 + 3a), £(26 + 3a)} .
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Beobachtung

Sieht man sich die Wurzelsysteme genauer an, so fillt auf, dass sich stets
jede Wurzel als Z-Linearkombination von Elementen der Basis A := {«, 8}
schreiben ldsst, bei der entweder alle Koeffizienten > 0 oder alle Koeffizi-
enten < 0 sind. Eine solche Basis A von | gibt es auch fiir Wurzelsysteme
vom Rang > 2, wie wir in 7.6 zeigen werden.

7.6 Existenz von Wurzelbasen

Sei R C IE ein Wurzelsystem. Eine Teilmenge A C R heifit Wurzelbasis von
IE oder Basis von R, falls gelten:

1) A ist eine Basis von [E als R-Vektorraum.

2) Jedes 8 € R lésst sich als Z-Linearkombination = Y n, « schreiben,
aEA
wobei die n, entweder alle nicht-negativ oder alle nicht-positiv sind.

Ist no > 0 fiir alle « € A, so heifit [ positiv, andernfalls negativ. Die
Elemente einer Wurzelbasis heiflen einfache Wurzeln.
Um zu zeigen, dass R eine Basis besitzt, wihlen wir v € E so, dass v in
keiner der (endlich vielen) Hyperebenen H, := (Ra)t mit o € R liegt,
d.h. dass (v,a) # 0 fiir alle a € R gilt. Sei RT(y) :=={a € R| (y,a) > 0}.
Dann ist R = RT(y) U —R"(y) nach Wahl von . Sei

A(7) :={a € R*(y) | a ist nicht Summe zweier Elemente aus R (7)} .

Lemma

Jede Wurzel in RT(v) ist eine Z-Linearkombination von Elementen aus
A(v) mit lauter nicht-negativen Koeffizienten. Ferner gilt (o, 3) < 0 fir
alle a, B € A(y) mit a # (.

Beweis. Angenommen, es gibt eine Wurzel o € R™(7y), die dies nicht erfiillt,
so sei eine solche Wurzel « mit kleinstmoéglichem Wert fiir (v, o) gewéhlt.
Dann gilt & = la ¢ A(y) und also @ = a3 +as mit a; ,as € R (7). Es folgt
(v, @) = {y,a1) + {7, a2), wobei beide Summanden positiv sind. Wegen der
Minimalitét von (v, @) miissen sich also o und s beide als Z-Linearkom-
bination von Elementen aus A(y) mit lauter nicht-negativen Koeffizienten
darstellen lassen und daher auch « im Widerspruch zur Annahme.

Angenommen, es gibt o # § in A(y) mit (o, 8) > 0. Dann ist & — 8 nach
Lemma 7.4 eine Wurzel. Also gilt o — 8 € RT(y) oder 8 —a € RY(y).
Im ersten Fall ist « = 4+ (o« — 3) ¢ A(y), und im zweiten Fall ist § =
a+ (8 —a) ¢ A(y) im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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Existenzsatz fiir Wurzelbasen
A(~y) ist eine Basis von R.

Beweis. Da R = Rt (y) U—R™"(v) gilt, folgt 2) aus dem Lemma. Aus 2)
folgt nun, dass A(vy) ein Erzeugendensystem von IE iiber R bildet, da R
nach 7.2 ein solches ist. Wie aus dem Satz unten folgt, ist A(vy) linear
unabhéngig, denn es ist {7y, ) > 0 fiir alle « € A(«), und es gilt {a, 5) <0
fiir alle o, 8 € A(y) nach dem Lemma. O

Satz
Set A CE, und seiy € E . Es gelte (y,a) > 0 fiir allea € A und (o, 8) <0
fiir alle o, 6 € A. Dann sind die Elemente von A linear unabhdngig.

Beweis. Sei Y. rq a = 0 mit r, € R und r, # 0 fiir nur endlich viele
aEA
a € A. Dann lésst sich dies zu 6 := 3 gra @ = > s.ptg S umformen,

wobei die Indexmengen S und T disjunkte endliche Teilmengen von A

sind und 7, > 0 sowie tg := —rg > 0 gelten. Da (a, ) < 0 ist, folgt
(6,0) = Qqrac,d gtaB) = > rats (a,3) <0, also é = 0. Dies ergibt
a’ﬁ\-v./ \,—/
>0 <0
0= (7,0) = nqegTa (7, a) und also r, = 0 fiir alle a € S, da (y,a) >0
gilt. Analog folgt tg3 = 0 fiir alle 8 € T. O
Korollar

Ist A eine Basis von R, so ist {a, 3) < 0 fiir alle o, 5 € A mit a # 5, und
a — (3 ist keine Wurzel.

Beweis. Ist (o, ) > 0, so ergibt Lemma 7.4, dass « — 3 eine Wurzel ist,
was aber der Bedingung 2) fiir eine Wurzelbasis widerspricht. O

Bemerkung
Sei R ein reduziertes Wurzelsystem und A eine Basis von R. Dann gelten:

a) Esist A = A(y) fir jedes v € E mit der Eigenschaft (7, ) > 0 fiir alle
a € A (und es gibt ein solches v ), vgl. [4] 10.1 oder [10] V.8.

b) Ist A’ eine weitere Basis von R, dann gilt o(A’) = A mit einem o €
W(R), d.h. die Weylgruppe W(R) operiert transitiv auf der Menge der
Basen von R. (Und die Operation ist sogar einfach transitiv.)

¢) Zu jedem a € R gibt es ein 0 € W(R) so, dass o(a) € A gilt.
d) Die Weylgruppe W(R) wird von den Spiegelungen o, mit o € A erzeugt.
Fiir die Eigenschaften b), ¢) und d) vgl. [4] 10.3 oder [10] V.10.
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7.7 Coxeter-Graphen

Sei R ein reduziertes Wurzelsystem und A eine Basis von R. Ein Cozeter-
Graph von R ist der Graph mit den Elementen von A als Knoten, wobei
zwei verschiedene Knoten durch 0,1,2 oder 3 Kanten verbunden sind, je
nachdem, ob n(a, 8) - n(B,a) = 0,1,2 oder 3 ist, vgl. 7.4.

Beispiele

Die Coxeter-Graphen zu den Beispielen von 7.2, 7.5 sind wie folgt gegeben.

o A, ° o A xA, o———o A,

Cc——0© BQ, ————> GQ.

Die Coxeter-Graphen zu Aj, As, Bo und G sind zusammenhéngend, und
entsprechend sind die zugehorigen Wurzelsysteme irreduzibel. Der Coxeter-
Graph von A; x A; ist unzusammenhéingend, und entsprechend ist das
zugehorige Wurzelsystem reduzibel. Dabei gilt folgende Definition.

Definition

Ein Wurzelsystem R heifit irreduzibel, wenn sich R nicht darstellen ldsst
als Vereinigung R = R; U Ry, wobei Ry, Ry echte Teilmengen von R sind
und {(a, 3) = 0 fiir alle « € Ry und alle 8§ € Ry gilt. Andernfalls heifit R
reduzibel.

Bemerkung

Ein Wurzelsystem ist genau dann irreduzibel, wenn der zugehorige Coxeter-
Graph zusammenhéngend ist. Da sich jedes reduzible Wurzelsystem R C IE
in irreduzible Bestandteile R; C IE; zerlegen ldsst, wobei IE eine orthogonale
Summe der ; ist (vgl. [4] 11.3), beschrinken wir uns im Folgenden auf die
Betrachtung von irreduziblen Wurzelsystemen und zusammenhéngenden
Coxeter-Graphen.

Es erhebt sich die Frage, wie sich die Beispiele oben verallgemeinern, wenn
der Rang von R grofer als 2 ist. Dariiber gibt das folgende Theorem, des-
sen Beweis duflerst trickreich ist und etliche Reduktionsschritte enthélt,
Auskunft, vgl. [4] 11.4 oder [3] Chap. VI, §4.1.

Theorem
Ist R ein irreduzibles, reduziertes Wurzelsystem, so ist der zu R gehdrende
Cozeter-Graph isomorph zu einem der folgenden Graphen.

A, , n>1:Durch die Indizierung ist die Anzahl der Knoten angegeben:

oO—O0— - — — — — —FO
&3] (8% Qp
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B,,n>2
o—0—-—-=-=-==== —_——O——— 0O
(%) (67) (7%
D,,n>4
(07 ]
o— 5 __
aq (0%} Qp—2
(079
Eﬁ :
Qg
e} 0
(05} (0] 3 g (0731
Er
a7
o 0
g Qi Qg Oy Qs Qg
Eg :
asg
o 0
aq &%) a3 iy Qs Qg Q7
: o ———0
Fi aq Qo asg iy
: o—0
G2 aq (0%
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7.8 Cartan-Matrizen

Sei R ein reduziertes Wurzelsystem in E, und sei A := {aq,...,a,} ei-

e (geordnete) Basis von R. Die Cartan-Matriz von R ist die Matrix
(n(a;,a;)). Zum Beispiel haben die Wurzelsysteme A; und Go beziiglich
der in 7.5 jeweils angegebenen Basis {a, §} die Cartan-Matrix

(n(a,a) n(a,ﬁ)) A, ( 2 —1) (n(a,a) n(a,ﬁ)) Gs ( 2 —1>

n(ﬂ,a) n(ﬁvﬁ) -1 2 ’ n(ﬂ,a) n(ﬁvﬁ) -3 2 ’
Die Cartan-Matrix hidngt von der gewahlten Ordnung der Basis ab und ist
aber ansonsten unabhéngig von der Wahl der Basis von R, da die Weyl-

gruppe transitiv auf der Menge der Basen operiert. Bis auf Isomorphie ist
R durch seine Cartan-Matrix eindeutig bestimmt. Genauer gilt:

Satz

Sei R’ ein reduziertes Wurzelsystem mit Basis A’ in einem euklidischen
Vektorraum ', und sei ¢: A — A’ eine Bijektion so, dass n(a,) =
n(p(a), d(8)) fiir alle o, € A gilt. Dann gibt es einen eindeutig be-
stimmten Vektorraumisomorphismus f: E — I/, der ¢ fortsetzt und fiir
den f(R) = R’ gilt. Ferner ist n(c, 8) = n(f(«), f(8)) fir alle a«,3 € R.

Beweis. Da A und A’ Basen sind, lisst sich ¢ eindeutig zu einem Vektor-
raumisomorphismus f: IE — I fortsetzen. Sind a, 3 in A, so gilt

(Tp(a) © F)(B) = 04(a) (0(B)) = 0(8) — n(9(B), d(e)) d(a)
und (f 0 0a)(B) = f(B —n(B, a)a) = ¢(8) —n(B, a) ¢(a) .
Nach Voraussetzung folgt hieraus o4y o f = f o 0, fiir alle a € A und
daher n(f(a), f(8)) = n(a,B) fir alle « € A und 8 € R. Sei W bzw.
W' die Weylgruppe von R bzw. R’. Da W von den Spielgelungen o, mit
a € A erzeugt wird (und analog W’), vgl. Bemerkung 7.6, erhalten wir
einen Isomorphismus t: W — W', o+ fooo f~1 mit 1(c,) = T () fiir
alle « € A. Nach Bemerkung 7.6 gibt es zu jedem § € R ein ¢ € W und
ein 6 € A so, dass 8 = o(9) gilt. Es folgt f(3) = (fooo f~1)(f(0) € R.
Seien o, 8 € R, und sei w € W und € € A so gewihlt, dass ¢ = w(a) gilt.
Dann ist v := w(8) € R, und es folgt

n(a, B) = n(w(a),w(B)) = n(e,v) =n(f(e), f(v)) daceA
= (fowof D(f(@), (fowo fTH(f(8)))
n(f(a), f(3)) da fowo f~tew

Damit ist der Satz mit Hilfe von Bemerkung 7.6 bewiesen. O
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Typ As

Seien e, es, €3, e4 die Standardbasisvektoren in R%, und sei R ein Wurzel-
system vom Typ As. Hierzu gehort die Wurzelbasis A := {ay, a2, a3} mit
a1 :=e; —eg, g = ez —e3 und ag := ez — e4. Es ist also (a1,a3) =0,
und wir erhalten die Cartan-Matrix

n(ag, 1) n(ag,az) n(ag,as) 2 -1 0
n(ag,a1) n(az,az) nlag,a3) | Z2[-1 2 -1
n(as,a1) n(as,az) n(as,as) 0 -1 2

Aus der Matrix kénnen wir den Coxeter-Graphen zum Typ As konstruieren:

O O
a1 ) a3

Die Wurzeln a4 und a3 sind durch 0 Kanten verbunden. Die Wurzeln oy
und as sowie aip und aig sind jeweils durch (—1)-(—1) = 1 Kante verbunden.
Umgekehrt kann man aus dem Coxeter-Graphen die Cartan-Matrix ablesen.
Die Diagonalelemente sind stets 2, da n(a, ) = 2 fiir jede Wurzel « gilt.
Diese Beobachtungen gelten analog fiir alle Typen A, , n > 1.

Typ B;
Wenden wir auf das in 7.5 betrachtete Wurzelsystem vom Typ By mit
Basis {8 := ez — e1, @ 1= e1} die Spielgelung o3 an, so erhalten wir ein

isomorphes Wurzelsystem {£aq, g, £(a1 + az), £(aq + 2a2)} C R? mit
Basis {1, a2}, wobel a3 = e; — es und ay = ey gilt. Dazu gehort die

Cartan-Matrix
n(ar,a1) n(a,a)) B, (2 —2
n(ag, 1) nlag,az)) — \-1 2 )~
Typ Bs

Zum Typ Bz in R? gehort die Wurzelbasis {1, az, az} mit a; = e; — ea,
o := ey —e3, ag = ez und also die Cartan-Matrix

n(ag, 1) nlag,as) n(ag,as) 2 -1 0
n(ag,a1) n(az,az) nlas,a3) | 2 (-1 2 -2
n(az, 1) n(ag,az2) nlas,as) 0 -1 2
Es ist ||| = V2 = |Jaa|| und |las|| = 1, also ist as die kiirzere Wurzel.

Aus der Cartan-Matrix ergibt sich der Coxeter-Graph
oO—(CO0——0
a7 Q2 a3
Es gibt 18 Wurzeln, ndmlich +ey, +es, +e3, +(e1—ea), (€1 —e3), H(ea—e3)
sowie £(e; + e2),+(e1 + e3), £(e2 + e3) . Das sind genau die 18 Wurzeln
:I:al,:lzag,:tag,:t(al —+ O[Q),:E(O[Q —+ ag),:t(ag =+ 20[3),:|:(0[1 =+ (6) —+ 0[3),
:|:(Oé1 + oo + 20[3), :t(al + 200 + 20&3) .
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Typ Cs

Dieser Typ ist bisher nicht aufgetreten. Zum Typ C3 in E := R? gehort die
Wurzelbasis {a1, ag, ag} mit a; := e; — ez, ay := ez — €3, ag = 2e3 und
die Cartan-Matrix

n(ag, 1) n(ag,az) n(ag,as) 2 -1 0
n(ag,a1) n(ag,az) nlag,az) | 21 -1 2 -1
TL(O{3,0K]) TL(O{g,O[Q) TL(O{3,0[3) 0 —2 2
Es ist hier ||ai] = v2 = [jaz|| und |las|| = 2, also ist as die lingere

Wurzel. Da n(ag, as) - n(as, as) = 2 wie im Fall B gilt, ergibt sich aus der
Cartan-Matrix wieder der Coxeter-Graph

aq (&%) (0%}

Aus dem Coxeter-Graphen kénnen wir hier nicht mehr die Cartan-Matrix
zuriick gewinnen. Die Cartan-Matrix gibt uns noch die zusétzliche Infor-
mation, dass ag die lange Wurzel ist, denn es gilt

losll* _ {as,a3) _ nlaz,ee) =2,

lezl®  (az,02)  nlag,as) -1
Es gibt die 18 Wurzeln +2e1, £2eq, +2¢e3 , +(e1 —e2), £(e1 —e3), £(ea —e3)
sowie (e; + e2),+(e1 + e3), £(e2 + e3) . Das sind genau die 18 Wurzeln
:l:al,:tag,:ta37:|:(a1 + Ckg),:l:(OLQ -+ Ckg),:l:(QCkQ + Ckg),:l:(Oél + a9 + Ckg),
+(a1 + 200 + a3), £(201 + 202 + a3) .
Die Wurzelsysteme vom Typ Bs und Cj sind nicht isomorph. Ist R vom
Typ Bs, so ist das zu R duale oder inverse System RY := {a" | « € R}
mit o = 22 vom Typ C3 und umgekehrt. Es ist RV ein Wurzelsystem

o)

in E, das n(a¥,3Y) =n(8,a) fir alle o, 3 € R erfiillt.

7.9 Dynkin-Diagramme

Sei R C E ein reduziertes und irreduzibles Wurzelsystem vom Rang n mit
Basis A . Dann ist R bis auf Isomorphie durch seine Cartan-Matrix eindeu-
tig bestimmt. Die Cartan-Matrix gibt Auskunft iiber die Winkel zwischen

Wurzeln o, € A und, falls n(«, 8) # 0, iiber deren Léngenverhéltnis
(o) _ n(a,f)

B,8) — n(Bx) "
aber umgekehrt kann man nicht unbedingt aus dem Coxeter-Graphen die

Cartan-Matrix ablesen.

Das Dynkin-Diagramm von R entsteht aus dem Coxeter-Graphen von R
durch Hinzufiigen eines Pfeiles, der auf kiirzere Wurzeln zeigt. Aus dem
Dynkin-Diagramm kann man dann die Cartan-Matrix wieder gewinnen.

Aus ihr kann man den Coxeter-Graphen konstruieren,
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Zum Beispiel ergibt sich aus dem Dynkin-Diagramm zum Typ Fj

oO— o —>=—"—"0———0
aq %) Q3 Qg

die Cartan-Matrix

n(ag, 1) nlag,a2) nla,az) nla,aq) 2 -1 0 0
n(ag, 1) n(ag,a2) nlagz,az) nlag,as) | | -1 2 -2 0
n(ag,a1) n(as,az) n(az,az) nlas,aq)| | 0 -1 2 =1
nlag, 1) nlag,az) nlag,az) nlog,aq) 0 0o -1 2
Klassifikationssatz
Sei R ein reduziertes und irreduzibles Wurzelsystem vom Rang n mit Ba-
sis {aa,...,an}. Dann ist das Dynkin-Diagramm von R durch eines der

folgenden Diagramme gegeben. Umgekehrt tritt jeder der aufgefiihrten Dia-
grammtypen als Dynkin-Diagramm eines Wurzelsystems auf.

Wir fithren hier die Typen auf und geben eine Konstruktionsmethode an.
Der Beweis des Klassifikationssatzes findet sich in [3], Chap. VI, [4], 11.4,
12.1, und [6], Chap. IV.

Wie zuvor ist R™ mit dem Standardskalarprodukt versehen, und also gilt
(es,e5) = 0, falls ¢ # j, und (e;,e;) = 1 fur die Standardbasisvektoren
€1,...,e, von R"™. Sei L, = Zej + - - - + Ze,, . Dann gilt {«, 3) € 7Z fiir alle
a,B € Ly.

Typ A,, n>1:

O
aq %) (079

Konstruktion: Sei E = (IRE)l mit € = e; + -+ + e,y1 in R und sei
R:={a€ENLy4 | {x,a)=2}.Dannist R={e; —e; | i # j}, und R
erfiillt die Bedingungen fiir ein Wurzelsystem. Die n Vektoren o; := e;—e; 11
fiir ¢ = 1,...,n bilden eine Basis von IE. Sie bilden eine Basis von R, da
ei—e; = (e, —eip1) + -+ (ej—1 —e;) fiir i < j gilt und also auch die
Wurzelbasisbedingung 2) in 7.6 erfiillt ist. Die Weylgruppe ist die Gruppe
der Permutationen der Vektoren ey, ..., e, .

Typ B, n>2:

O
(651 (%) Qn—1 Qp

Konstruktion: Sei F := R™ und R := {« € L, | {(a,a) = 1 oder 2}.
Dann besteht R aus den Vektoren e; und +(e; — ¢;), £(e; + ¢;) fiir ¢ # 7,
und die Menge {e; — ez, €2 — €3,...,€n_1 — €n, €y} ist eine Wurzelbasis.
Die Weylgruppe ist die Gruppe der Permutationen und Vorzeichenwechsel
der Vektoren ey, ..., e, . (Esist B; isomorph zu Ay, daher die Zahlung fiir
B,abn=2.)
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Typ C,,, n > 3:

77777 —Oio
a7 &%) Q-1 An

Konstruktion: Sei F := R"™. Fiir n > 2 sei C,, das zu B,, inverse Wurzel-
system RY := {a" | @ € R} mit o" := <3z>. Es gilt dann n(aV,BY) =
n(f,a) fir alle o, € R, und Cy ist isomorph zu Bs. Die Vektoren 2e;
und *(e; — e;), £(e; + e;) fiir ¢ # j bilden ein Wurzelsystem in E, und
die Menge {e1 — e2,€2 —€3,...,e,_1 — €p,2¢,} ist eine Wurzelbasis. Die
Weylgruppe ist isomorph zur Weylgruppe von B,, .

Typ D, , n > 4:

Q1

an
Konstruktion: Sei E := R™ und n > 2. Es ist dann
R :={a € L, | (yva) = 2} = {£(e; —¢;), £(e; +€5) | © # j} ein
Wurzelsystem in E, und die Menge {e1 —ea, ea—€3,...,€n_1—€pn,en_1+€n}
ist eine Wurzelbasis. Die Weylgruppe ist die Gruppe der Permutationen und
der Vorzeichenwechsel von einer geraden Anzahl von Vorzeichen der Menge
{e1,...,en}. (Es ist Dy isomorph zu A; x A; und Dj isomorph zu Az .)

Typ Es: N
8

O O
(651 &%) as Oy a5 Qg ar

Konstruktion: Sei E := R®, und sei L} der Z-Untermodul von Lg, der
aus allen Elementen x1e; + --- 4+ xgeg € Lg besteht, fiir die z1 + -+ + x5
gerade ist. Ferner sei L{ = L§ + Z(3(e1 + -+ - + eg)). Sei R die Menge der
Vektoren o € L§, fiir die (o, &) = 2 gilt. Dann besteht R aus den Vektoren
+e; e, fir 1 <i<j<8und %Zle(—l)m(i)ei, wobei Zle m(i) gerade
ist, und hat also (§) -4 + 27 = 240 Elemente. Eine Wurzelbasis ist durch
a1 = €7 — €6, 2 = €5 — €5, (3 = €5 — €4, (¥4 = €4 — €3, 5 = €3 — €2,
Qg = ez —eq, ap = %(61 +68)—%(62+63+64+65+66+e7) und ag = e1+e5
gegeben. Die Weylgruppe hat 2!4.3%.52.7 Elemente. Die Cartan-Matrix zu
der Wurzelbasis ergibt genau die zum Diagramm passende Cartan-Matrix:
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2 -1 0 0 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0 0 0

o -1 2 -1 0 0 0 0

(n(a'a'))blg 0 0o -1 2 -1 0 0 0

©EI 0 0 o -1 2 -1 0 -1

0 0 0 0o -1 2 -1 0

0 0 0 0 0o -1 2 0

0 0 0 0 -1 0 0 2

Typ E7:
Qr

O O
Qg (8% Q3 Oy Qs Qg

Konstruktion: Sei |E die Hyperebene in R®, die von den beim Typ Ey
angegebenen Wurzeln ao, ..., as erzeugt wird, und sei Rg das zu Eg kon-
struierte Wurzelsystem. Dann ist R = Rg N IE ein Wurzelsystem vom Typ
E7, und eine Basis von R ist (nach Umnummerierung) gegeben durch:
Q1 = €g — €5, Q2 = €5 — €4, 3 = €4 — €3, Q4 = €3 — €2, QA5 = €2 — €1,
g = %(el—i—eg)— %(62+63+€4+65+66+67) und a7 = e +eo .
Hiermit ergibt sich die zu dem Diagramm passende Cartan-Matrix. Die
Weylgruppe hat 210 . 3% . 5.7 Elemente.
Typ Es:

Qg

O O
(05} (0%)] Qa3 QY (673

Konstruktion: Sei E der Vektorraum, der von den beim Typ FEg ange-
gebenen Wurzeln asg, ..., as erzeugt wird. Dann ist R = Rg N IE ein Wur-
zelsystem vom Typ Fg. Eine Basis von R ist (nach Umnummerierung)
durch a; = e5 —e4, ag = e4 —e3, a3 = e3 — €3, g = €3 — €1 SoOwie
a5 = %(61 +eg) — %(62 +estestes+es+er) und ag = e + ex gege-
ben. Die Weylgruppe hat 27 - 3* . 5 Elemente. Die Cartan-Matrix zu der
angegebenen Basis passt zu der Cartan-Matrix des Dynkin-Diagramms:
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2 =10 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0

B |0 -1 2 -1 0 -1

(Mo a)) =1 g g 1 9 1 ¢
0 0 0 -1 2 0

0 0 -1 0 0 2

Typ Fy:
Qg (%) a3 0y

Konstruktion: Sei E := R* und L/, die Untergruppe von E, die von Ly
und £ (e1+e2+e3+e4) erzeugt wird. Sei R := {a € L} | (o, ) = 1 oder 2}.
Dann besteht R aus den 48 Vektoren +e;, £eg, tes, *es und +e; £ e; fiir
1 <4< j <4 und hat die Basis {a; = ez —e3, s = e3 —eq, a3 = ey,
oy = %(61 — ey — e3 — e4)}. Die Weylgruppe hat 27 - 32 Elemente.

Typ G2:

O$O
aq o5

Konstruktion: Die Konstruktion ist schon explizit in 7.5 erfolgt. Hier
erhalten wir das Wurzelsystem R , indem wir I = (IRE)L mit e = e;+eates
und R := {& € EN L3 | (o) = 2oder 6} setzen. Es ist dann R =
+{e1 —ea,61 —e3,e9 —€3,2¢1 — ey — €3,2e9 — €1 — €3,2e3 — €1 — ez}, und
wir konnen als Basis die Elemente o := e — ey und ag := —2eq + e5 + e3
wéhlen. Die Weylgruppe ist die Diedergruppe Dg mit 12 Elementen.

Bemerkung

e Die Typen FEg, Fr, Eg, Fy, Go werden Ausnahmetypen genannt.

e Fiir das inverse Wurzelsystem RY gilt stets R = RV aufier in den Fillen
B,,C, fir n > 3. Weitere Informationen und ausfiihrliche Herleitungen
stehen in [3] Chap. VI.

7.10 Wurzelsystem einer halbeinfachen Liealgebra

Sei L # {6} eine Liealgebra iiber einem Kérper K. Dann wird die von
L abgeleitete Liealgebra [LL] als Vektorraum von allen Lieklammern [xy]
mit z,y € L erzeugt. Man definiert nun induktiv eine abgeleitete Reihe
D°(L) = L, DYL) = [LL], ..., D"(L) = [DY(L) D(L)] und nennt L
auflosbar, wenn es ein n € IN mit D*(L) = {0} gibt.

Ein Untervektorraum I von L heifit Ideal in L, wenn [zy] € [ fiir alle
x € L und y € I gilt. Die Ideale spielen in der Theorie der Liealgebren eine
ghnlich wichtige Rolle wie die Normalteiler in der Gruppentheorie.
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Ideale sind insbesondere Lieunteralgebren. Sind I und J auflésbare Ideale
in L, so ist auch deren Summe I+.J := {z+y | x € I,y € J} ein auflosbares
Ideal, und also gibt es beziiglich Inklusion ein grofites auflosbares Ideal in L.
Dieses wird das Radikal von L genannt und als Rad L geschrieben.

Definition
Eine Liealgebra L heifit halbeinfach, falls Rad L = {0} gilt, und L heifit
einfach, falls L aufler L und {0} keine Ideale enthélt und [LL] # {0} gilt.

Bemerkung 1. Esist L/Rad L stets halbeinfach (vgl. [4] 3.1).
2. Ist L einfach, so folgt L = [LL], da [LL] ein Ideal in L ist.

Fiir den Rest des Abschnitts sei K algebraisch abgeschlossen und L halb-
einfach. Ferner gelte char K = 0 und dimg L < 0.

Es ldsst sich L dann in eine direkte Summe von einfachen Liealgebren zer-
legen (vgl. [4]5.2). In der Theorie der Liealgebren werden die halbeinfachen
Liealgebren durch die reduzierten Wurzelsysteme klassifiziert und die ein-
fachen Liealgebren durch die reduzierten, irreduziblen Wurzelsysteme. Wir
gehen nun der Frage nach, wie man L ein Wurzelsystem zuordnen kann.
Adjungierte Darstellung

Fiirz € Lsei ada: L — L, y — [zy]. Dann ist die adjungierte Darstellung
ad: L — Derg(L,L), x — adx, ein Isomorphismus (vgl. [4]5.3).

Torale Lieunteralgebra

Eine Lieunteralgebra H von L heifit toral, falls jedes Element von H halb-
einfach ist. Dabei heifit h € H halbeinfach, falls adh = (adh)s in der
Jordan-Zerlegung von ad h geméf 4.2 gilt.

Beispiel

Sei L = sl,,(K) = {x € My,xn(K) | Spurz = 0} . Dann ist die Menge der
Diagonalmatrizen in L eine maximale torale Lieunteralgebra von L.
Definition

Man wahlt nun in L eine maximale torale Lieunteralgebra H und definiert
fiir jedes @ € Homg (H, K) =: H* den Wurzelraum

L, :={zxeL|(adh)(z)=alh)r Vhe H}
und das Wurzelsystem ® := {o € H* | o # Ound Lo # {0}} von L

beziiglich H .

Dann ist ® endlich. Sei Z,(H) := {xr € L | [hz] = 0 Vh € H} der
Zentralisator von H in L. Dann ist Ly = Z,(H) , und man hat die folgende
Wurzelraum-Zerlegung, wobei [ die direkte Summe bezeichnet:

L=Z,(H) & HLa .
acd
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Da L halbeinfach ist, gilt H = Z;(H), vgl. [4] 8.2. Weiter zeigt man:
(i) Fira,3 € H* gilt [LoLg] C Lo+, insbesondere [LoL_,] C Lo = H .
(ii) Ist « € D, s0ist —a € D
(iii) ® erzeugt H* als K-Vektorraum.
)

(iv) Sei k: L x L — K, (z,y) — Spur(adz o ady) die Killing-Form.
Thre Restriktion auf H ist nicht ausgeartet. Es gibt also zu jedem
a € H* genau ein t, € H mit a(h) = k(tq,h) fir alle h € H. Sei

Pyp— ta

ha =2 5

(v) Zu o € ® und z, # 0 in Lo gibt es ein eindeutig bestimmtes y, €
L_, so, dass hy = [TaYa] gilt und x4, Yo , ha eine dreidimensionale
Lieunteralgebra von L erzeugen, die isomorph zu sly(K) ist vermoge

(0 N I S € W
« 0 0/}’ a 1 0 « 0 —-1/)°
Bs ist tatsachlich (§4)(78)— (99) (82) = (28) = (8 = (3 %) .
(vi) Fiir a, 8 € ® und x4, Yq , ho wie in (v) sind die Cartan-Zahlen B(he,)
in Z, und es gilt § — B(ha)a € .

(vii) Sei A = {aq,...,} eine Basis von H*, die aus Wurzeln besteht.
Dann ist jede Wurzel 5 € ¢ darstellbar als g = Zle q;o; mit q; € Q
fir allet =1,...,¢ (da char K = 0).

(viii) Sei Eg der von ® erzeugte Q-Untervektorraum von H*. Dann ist
dimg Eq = dimg H*. Die durch die Killing-Form in (iv) induzierte
Form H* x H* — K ergibt mit (vii) eine positiv definite, symme-
trische Bilinearform Eq x Eq — Q. Man setzt E = Eq ®q R und
realisiert ® als reduziertes Wurzelsystem geméfl 7.2.

(ix) Die Korrespondenz (L, H) — (®, E) ist bijektiv.
Die Beweise von (i) bis (ix) stehen in [4] §§ 8, 18.

7.11 Wurzelsystem einer halbeinfachen Gruppe

Seien K algebraisch abgeschlossen, G # {e} eine zusammenhéngende line-
are algebraische Gruppe, T ein Torus in G und g die Liealgebra von G wie
in 6.8. Ferner sei

Ad: G — Aut(g) C GL(g)

die in 6.9 eingefiihrte adjungierte Darstellung von G .
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Sei X*(T') die Charaktergruppe von T, wie in 5.3 definiert. Fiir jeden Cha-
rakter « € X*(T) setzen wir

9o = {z €g| (Ad?t)(x) =alt)r VteT}.

Ist go # {6} , 80 heiflt « ein Gewicht und g, ein Gewichtsraum von T in g .

Satz
Vektoren # 0 aus verschiedenen Gewichtsriumen von T in g sind stets
linear unabhingig. Insbesondere gibt es nur endlich viele Gewichte von T
mg.

Beweis. Andernfalls gibt es zu minimal gewahltem n > 2 paarweise ver-
schiedene Charaktere a,...,a, und Vektoren z; € g,, mit x; # 0 fiir
i=1,...,ns0,dass x4+ -+, =0.

Da ay # ag ist, gibt es ein t € T mit a1 (t) # as(t) . Es folgt

Adt (Z $1> Det. von go. Zaz Ty,

und nach Multiplikation mit ay (¢)~* folgt 0=+ 30 a1 (t)  au(t)z; .
Subtrahiert man hiervon >\ | z; = 0, so ergibt sich eine Linearkombina-
tion Y1, Aiw; = 0 mit \; € K im Widerspruch zur Minimalitit von n .

Da dimg g < oo ist, folgt auch die zweite Behauptung. O

Sei nun 7" ein maximaler Torus in G, und sei ® die Menge der Gewichte
# 1. Setzen wir g7 :={z € g | (Adt)(z) =2 Vt e T}, so gilt

g=0" ] ga|

acd

Man identifiziert die Charaktergruppe X*(7T') mit ihrem Bild in E :=
X*(R) ®z R. Nach 5.4 (a) = (b) ist X*(T") endlich erzeugt als Z-Modul
und also IE endlich-dimensional als R-Vektorraum. Es gilt dimg E = dim T,
wie aus 5.6 folgt. Man versieht dann IE mit einer positiv definiten, symme-
trischen Bilinearform, die invariant unter der Operation der Weylgruppe
W(G,T) ist (vgl. 7.12 unten). Um zu Klassifikationsresultaten fiir ,halb-
einfache“ Gruppen G zu gelangen, benutzt man im Fall, dass char K = 0
ist, die Wurzelraum-Zerlegung von L = g aus 7.10. Im Allgemeinen benutzt
man die Theorie der ,,Borelgruppen® in GG. Dabei ist eine Borelgruppe ei-
ne maximale zusammenhéngende, auflésbare Untergruppe von G, und G
heiBit halbeinfach, falls das Radikal Rad G := (g Borelgr. B)Y trivial ist.
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Sei nun G halbeinfach, dann heiflen die Gewichte # 1 Wurzeln von G,
und die Menge ®(G) aller dieser Wurzeln ist ein reduziertes Wurzelsystem
in E. Die Menge ®(G) hingt bis auf Isomorphie nicht von der Wahl des
maximalen Torus 7" ab und heifit Wurzelsystem von G . Die Borelgruppen
in G sind konjugiert und ebenso die maximalen Tori in G, vgl. z. B. [5] 21.3.

Beispiel
Sei G = SL,,41(K). Dann ist die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen

Bnt1(K) = Lol eda
0 *
eine Borelgruppe in G, und die Gruppe der Diagonalmatrizen
tq 0
T:= =ted
0 tpi1

ist ein Torus der (maximalen) Dimension n in G . Sei Dy, 41 (K) die Gruppe
der Diagonalmatrizen in GL,41(K). Fiir ¢ = 1,...,n + 1 definiert man
Charaktere e;: D41 (K) — G (K), t — t; (wie in Beispiel 5.3) und fiir
it = 1,...,n Charaktere a;: T — G, (K), t — t; tijrll =: t¢~¢+1, Man
erahnt hieran schon, dass die Gruppe SL,,+1(K) eine halbeinfache Gruppe
vom Typ A, ist (vgl. 7.9).

7.12 Weylgruppe W(G,T)

Sei T ein maximaler Torus in einer zusammenhéngenden linearen algebra-
ischen Gruppe G iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K . Die
Weylgruppe von G beziiglich T' is definiert als

(W(G,T) == No(T)/26(T) .
Nach Satz 5.10 ist W(G,T) eine endliche Gruppe. Fiir g € Ng(T) und
a € X*(T) definiert man ein Element g.ao € X*(T') durch

(g.a)(t) :==a(gtg™') VteT
und erhélt damit durch

- {X*(T) — X*(T),

a— g.a,

Einbettungen W(G,T) — Aut(X*(T")) und W(G,T) — GL(E) mit E :=
X*(T)®zR.
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Lemma
Es gibt eine positiv definite, symmetrische Bilinearform

b: EXE—>R, (0‘76) ’—>b(067ﬂ),

die invariant unter der Weylgruppe W(G,T) ist, d. h. b(«, 5) = b(w.a, w.[3)
fir alle a, 8 € E, w € W(G,T).

Beweis. Seib’': E x E — R irgendeine positiv definite, symmetrische Bi-
linearform. Setze b(cv, B) = -, ey (c,r) V' (0.0, w.B) . O

Sei IE mit einer solchen Bilinearform wie im Lemma versehen. Wir definieren
nun wie in [11] 7.1 ein Wurzelsystem ®(G, T). Ist « ein Gewicht # 1 von G
beziiglich T wie in 7.11 definiert, so ist S, := (kern a)? ein Untertorus von
T . Man setzt Gy, := Z¢(S,). Dann ist G, eine abgeschlossene Untergruppe
von G nach Lemma 5.10, und es gilt:

(1) G wird von den G, erzeugt, wobei « alle Gewichte # 1 durchlduft.
(2) G ist auflosbar <= G, ist auflosbar fiir alle Wurzeln « .

Sei ®(G,T) = {Gewichte a # 1 | G, ist nicht auflésbar} . Die Elemente
von ®(G,T) heilen Wurzeln von G beziiglich T. Man kann zeigen, dass
W(G,T) von den Spiegelungen

W),
bla,a)

Saqt E—E, fr— (-2
mit o € ®(G,T) erzeugt wird (vgl. [11]7.1.9).

7.13 Ubungsaufgaben 51-53

Aufgabe 51

Es sei D,, die Diedergruppe mit 2n Elementen fiir n = 2,3,4,6. Man be-
weise, dass tatsdchlich, wie in 7.3 behauptet, gilt: W(A4; x Ay) ~ Ds,
W(Ag) ~ D37 W(BQ) >~ D4 und W(Gg) >~ D6 .

Aufgabe 52

Man zeige durch Angabe eines Beispiels, dass a — 3 eine Wurzel in einem

reduzierten Wurzelsystem sein kann, auch wenn («, 5) < 0 gilt (vgl. Lemma
7.4 und Korollar 7.6).

Aufgabe 53
Sei A eine Wurzelbasis von . Man zeige, dass es ein v € It so gibt, dass
(v,a) > 0 fiir alle « € A gilt.

LINEARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



118 8 Formulierung von Klassifikationssitzen

8 Formulierung von Klassifikationssitzen

In 7.7 und 7.9 haben wir bereits Klassifikationsergebnisse kennengelernt:

Klassifikation von zusammenhingenden Coxetergraphen
Jeder zusammenhdngende Coxeter-Graph, der zu einem Wurzelsystem ge-
hort, ist isomorph zu einem der Graphen A, , B, Dy, Eg, E7, Eg, Fy,Go .

Klassifikation von irreduziblen, reduzierten Wurzelsystemen

Bis auf Isomorphie entsprechen die irreduziblen, reduzierten Wurzelsyste-
me bijektiv den Dynkin-Diagrammen A, ,n > 1, B,,n > 2, C,, n > 3,
Dn, n = 4, E6,E7,E8,F4 und G2 .

8.1 Kilassifikation eindimensionaler Gruppen

Satz (vgl. Bemerkung 5.2 und [11]3.4.9.)
Jede zusammenhdngende lineare algebraische Gruppe der Dimension 1 ist
isomorph zu G (K) oder zu G,(K).

8.2 Halbeinfache und reduktive Gruppen

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei GG im Folgenden stets
eine zusammenhéngende lineare algebraische Gruppe iiber K .

Man nennt G halbeinfach, falls das Radikal Rad G := ((Ngeg B)Y trivial ist,
wobei B die Menge der Borelgruppen in G bezeichnet, vgl. [2] 11.21. Es ist
dann Rad G ein maximaler zusammenhéngender, auflésbarer Normalteiler
in G . Der unipotente Teil Rad,(G) von Rad G wird das unipotente Radikal
von G genannt. Es ist Rad,(G) ein maximaler zusammenhéngender, uni-
potenter Normalteiler von G'. Man nennt G halbeinfach, falls Rad G = {e}
und G # {e} gilt, und reduktiv, falls Rad, (G) = {e} gilt.

Beispiele

SL,(K) und G/RadG sind halbeinfach, GL, (K), jeder Torus und jede
halbeinfache Gruppe sind reduktiv, ebenso G/ Rad,(G).

Bemerkung (vgl. [5]21.3)
Alle maximalen Tori T in G sind konjugiert. Daher ist rang G := dim T
wohldefiniert.

8.3 Kilassifikation halbeinfacher Gruppen vom Rang 1

Satz (vgl. [11]7.2.4.)
Jede halbeinfache Gruppe vom Rang 1 ist isomorph zu SLo(K) oder zu
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8.4 Klassifikation reduktiver Gruppen

Gegeben sei ein 4-Tupel ¥ = (X, ®, XV, ®V), wobei X, XV endlich erzeugte
freie abelsche Gruppen und ® C X und ®" C XV endliche Teilmengen sind.
Es gebe eine Dualititspaarung (—, —): X x XV — Z (z,w) — (z,w),
und eine Bijektion ® — &V, o — oV, sowie Automorphismen

Sa: X — X, xr—x— (v,0")

und  sov: XV — XV wr— w — (o, w)aV,

fiir alle & € ®. Dann heifit ¥ ein Wurzeldatum, wenn (o, a¥) = 2 fiir alle

a € @ sowie 5,(P) C @ und s,v (®V) C DY gilt.

(Eine Dualititspaarung ist stets bilinear und induziert einen Isomorphismus

XV = Hom(X,Z), wr— (o (a,w)). )

Es gilt dann s2 = id und s, (a) = —a. Tensorieren wir die von ® erzeugte

Untergruppe von X iiber Z mit R, so erhalten wir einen R-Vektorraum W,

und falls ® #  gilt, ist ® ein Wurzelsystem in W d.h. in diesem Kontext

(vgl. [11]7.4.1 und [3] Chap. VI§1):

1) @ ist endlich, erzeugt W und enthilt nicht 0.

2) Zu jedem a € P gibt es ein oV im Dualraum von W so, dass (o, a") = 2
und s, (®) = & fiir alle o € P gilt.

3) Fiir jedes a € ® ist oV (P) C Z.

Ein Isomorphismus W1 — ¥ von Wurzeldaten ¥ = (X, ®, XV, ®V) und
Uy = (X1, P, XY, ®Y) ist ein Isomorphismus X ~ X so, dass ® auf &,
und @Y auf v abgebildet wird.

Sei G nun eine zusammenhéngende lineare algebraische Gruppe, und sei T’
ein maximaler Torus in G. Dann kénnen wir dem Paar (G,T') ein Wurzel-
datum ¥ so zuordnen: Es sei X = X*(T') = Mor(7T, Gy,) die Gruppe der
Charaktere und XV = X, (T) = Mor(Gy, T') die Gruppe der Kocharaktere,
wobei Gy, := G (K) sei. Es ist X*(T') eine endlich erzeugte freie abelsche
Gruppe (vgl. 5.6) (¢), und man erhilt eine Dualititspaarung

X" (T) x X (T) — Z, (a,w) — {a,w),

wobei (a,w) durch a(w(z)) = z{* fir x € G,, definiert ist. Es sei
¢ = (G, T) die Menge Wurzeln wie in 7.12 definiert und ®V = (G, T)
die Menge Kowurzeln. Es ist ® ein reduziertes Wurzelsystem.

Seien nun G, G reduktive Gruppen, und es sei (G1,7T7) ein weiteres Paar
mit Wurzeldatum ¥, . Ist ¢: G — G; ein Isomorphismus algebraischer
Gruppen mit ¢(7T) = T3, dann gibt es einen induzierten Isomorphismus
f(@): ¥ = U von Wurzeldaten. Umgekehrt gilt folgender Isomorphiesatz.
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Isomorphisatz vgl. [11] 9.6.2.

Ist f: Uy ~ U ein Isomorphismus von Wurzeldaten, so gibt es einen Iso-
morphismus ¢: G — G1 von algebraischen Gruppen mit p(T) = Ty und
f=f(p). Ist ¢ ein weiterer solcher Isomorphismus, so gibt es eint € T
s0, dass ¢'(g) = @(tgt™1) fiir alle g € G gilt.

Existenzsatz, vgl. [11] 10.1.1.

Zu jedem Wurzeldatum U gibt es eine reduktive Gruppe G mit einem ma-
zimalen Torus T so, dass ¥(G,T) ~ U gilt.

8.5 Kilassifikation halbeinfacher Gruppen

Bemerkung

Die halbeinfachen Gruppen kann man bis auf endliche Untergruppen durch
die Dynkin-Diagramme klassifizieren. Eine halbeinfache Gruppe G heifit
einfach, wenn G keinen nichttrivialen zusammenhéngenden Normalteiler
besitzt. Sei G eine halbeinfache Gruppe und 7' ein maximaler Torus in G .
Man kann zeigen, dass G genau dann einfach ist, wenn das Wurzelsystem
®(G) aus 7.11 irreduzibel ist. Man kann sich dann auf die Klassifikation ein-
facher Gruppen beschrénken und erhélt tiber die Wurzelsysteme eine Klas-
sifikation mittels Dynkin-Diagrammen. Aus dem Existenzsatz folgt, dass
zu jedem der Typen A,,, B, Cy, Dy, Eg, E7, Eg, Fy, Go auch tatséichlich al-
gebraische Gruppen gehoren. Zum Beispiel ist die Gruppe SOg;,41(K) vom
Typ B, und die Gruppe SOq, (K) vom Typ D,,. Zu diesen beiden Typen
gehoren auch noch gewisse ,,Spingruppen®. Zum Typ G5 gehort die Auto-
morphismengruppe einer Cayleyalgebra, und zum Typ F, gehort die Auto-
morphismengruppe einer 27-dimensionalen Jordanalgebra. Eine Ubersicht
iiber alle Gruppen, die zu den verschiedenen Typen gehoren, ist in [13],
[11]§17 und [8]§25 gegeben. Es wird dort auch der Fall eines beliebigen,
nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Grundkérpers behandelt.
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