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Karl Wieghardt 1913-1996

Karl Wieghardt wurde am 20. November 1913 als Sohn des ordentlichen Professors
fur reine Mathematik und graphische Statik an der Technischen Hochschule Wien
geboren. Nachdem sein Vater 1920 einen Ruf an die Technische Hochschule Dres-
den angenommen hatte, verbrachte er seine Jugendjahre in Dresden, wo er nach dem
Abitur auch Technische Physik und Maschinenbau studierte. Wieghardt studierte
nach dem Vorexamen an der Universitit Gottingen Technische Physik und schlof3
1938 dieses Studium ab. Mit seiner Dissertation tiber die Auftriebsverteilung eines
Rechteckfligels 1938 begann eine mehr als zehnjihrige Titigkeit als Schiiler von
Ludwig Prandtl am Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Strémungsforschung in Géttingen.
Besonders die theoretischen und experimentellen Grenzschichtforschungen von
Prandtl haben Wieghardt zu ecigenen Arbeiten angeregt, so dal3 dieser sich bereits
1945 mit einer Arbeit Uber laminare Grenzschichten habilitieren konnte. Spiter
beschiftigte sich Wieghardt ganz besonders mit den turbulenten Grenzschichten.
Von Professor Weinblum stammt die Bemerkung: ,,Dr. Wieghardt besitzt alle Vor-
ziige der Prandtlschen Schule, nimlich den Blick fiir das physikalisch-technisch
Wesentliche, die Beherrschung des notwendigen mathematischen Handwerkzeuges
und experimentelles Geschick®.

Nach dem zweiten Weltkrieg versuchten die Siegermichte Rufiland, Amerika

und England durch Verpflichtung deutscher Wissenschaftler und Ingenieure die
technologisch-wissenschaftlichen Ressourcen Deutschlands fiir sich zu gewinnen.
In diesem Rahmen wurde Wieghardt an das Admiralty Research Laboratory in
Teddington/England 1949 verpflichtet. Von dort holte Professor Weinblum
Dr. Wieghardt an das Institut fiir Schiffbau der Universitit Hamburg als wissen-
schaftlichen Assistenten. 1955 wurde Wieghardt zum auferordentlichen Professor
fir Stromungslehre ernannt.
Am Institut fir Schiffbau hatte man neben dem Lehrstuhl fiir Schiffstheorie, den
Professor Weinblum inne hatte, auch einen Lehrstuhl fir Praktischen Schiffbau
eingerichtet, den man 1960 Professor Wieghardt anbot. Das war insofern etwas unge-
wohnlich, zumal mit Professor Lerbs als Direktor der Hamburgischen Schiffbau-
Versuchsanstalt nunmehr gleich drei Hydrodynamiker titig wurden. Damit drohte
eine Zweiteilung der Abteilung Schiffstechnik Hannover/Hamburg in einen mehr
ingenieurpraktischen Teil durch Professor Wendel und Hansen und einen mehr
hydrodynamisch-theoretischen Teil.

Durch die gegenseitige Vertretung in Hannover beziechungsweise Hamburg hat
sich dieses aber nicht nachteilig ausgewirkt. Professor Wieghardt hat in Hannover
viele Jahre fir Maschinenbauer die Strdmungslehre gelesen sowie spezielle Probleme



der Strémungslehre in Hamburg. Sein Lehrbuch ,,Theoretische Strémungslehre®
ermoglichte jungen Hydrodynamikern einen hervorragenden Einstieg in die Materie.

Nach dem Kirieg beschiftigte sich Wieghardt zunichst mit Strémungen in
granulierten Medien, da die Lehre der Schiffsstromung eingeschrinkt worden war.
Spiter beschiftigte er sich dann aber wieder mit Grenzschichtfragen, besonders auch
mit volligen Schiffen sowie mit den Fragen der Wechselwirkung zwischen Schiff und
Propeller.

Viele Jahre hat Wieghardt grundlegende theoretische und experimentelle Bei-
trige zu der Umstrémung von Schiffen geliefert und diese der Schiffbautechni-
schen Gesellschaft in mehreren Vortrigen prisentiert. Die Gesellschaft fur Ange-
wandte Mathematik und Mechanik (GAMM) wihlte thn 1967 fir drei Jahre zu
ihrem Prisidenten. Seine Leistungen wurden durch die Nominierung als David
Taylor Memorial Lecturer, als Vortragender der Ludwig Prandtl Gedichtnis-
Votlesung sowie durch die Verleihung der Wiirde eines Doktor-Ingenieur Ehren
halber durch die Universitit Stuttgart gewtirdigt.

Karl Wieghardt, der sich noch viele Jahre nach seiner Emeritierung aktiv an
der Weiterentwicklung der Stromungslehre beteiligte, ist am 26. November 1996 in
Hamburg verstorben.

Eike 1 ehmann’

! aus: E. Lehmann, 100 Jahre Schiffbautechnische Gesellschaft — Biografien zur Geschichte
des Schiffbaus, S. 539, Berlin 1999



Vorwort

Die Stromungslehre wird in Deutschland wegen ihrer technischen Anwendungs-
moéglichkeiten zwar an allen Technischen Hochschulen gelehrt, aber nur an
wenigen Universitdten. Das ist insofern verwunderlich, als es sich dabei um
ein Teilgebiet der Mechanik und damit auch der Physik handelt, das sich auch
in theorstischer Hinsicht lebhaft weiterentwickelt; besonders enge Verkniip-
fungen mit anderen physikalischen Disziplinen ergeben sich in modernen
Spezialgebieten wie z. B. der Magnetohydrodynamik oder den Stromungen
hochverdinnter Gase. Die vorliegende Einfithrung handelt nur von den bereits
klassischen Grundlagen der Strémungslehre, die schon weitgehend mathemati-
siert sind, und wendet sich vor allem an Mathematiker, theoretisch interessierte
Physiker und Ingenieure. Denn zumindest ein Hauptproblem — das der tur-
bulenten Stréomungen — ist in theoretischer Hinsicht wegen grundsétzlicher,
mathematischer Schwierigkeiten noch weitgehend ungeldst.

Der Verfasser, der nicht Fachmathematiker, sondern Strémungsfachmann ist,
mufB} allerdings den mathematischen Leser um ein gewisses Wohlwollen aus
folgendem Grund bitten: Der Physiker erdenkt und beschreibt bekanntlich
Modelle, die bei einem Minimum an Voraussetzungen das, was an gewissen
realen Vorgidngen meBbar ist, moglichst genau wiedergeben sollen. Dabei werden
ausgiebig mathematische Methoden und Ergebnisse angewandt, weshalb der
Mathematiker — mit vollem Recht — die ihm gewohnte Prizision der SchiuB3-
folgerung auch bei diesen logischen Deduktionen erwartet, die jedoch der
Physiker im Streben nach den ihn interessierenden Resultaten oft weniger
beachtet. Was er dann fir einen strengen Beweis hiilt, ist fiir den Mathematiker
manchmal vielleicht nur eine heuristische Ideenskizze.

Herrn Prof. Dr. E. Becker, Darmstadt, ist der Verfasser besonders zu Dank
verpflichtet, daB er das Manuskript eingehend durchgesehen und durch seine
Kritik manche Verbesserung und viele Prizisierungen angeregt hat. Auch Herr
Dr. E. Adams, Freiburg im Br., hat freundlicherweise anliflich der Korrektur
niitzliche Hinweise gegeben.

Dem Herausgeber und dem Verlag gebithrt ebenfalls Dank, und zwar vor
allem fiir die — trotz der stark verzdgerten Abgabe des Manuskripts — erwiesene
Geduld.

Fiir die zweite Auflage wurden viele Druckfehler berichtigt. Vor allem aber
wurden 28 Aufgaben mit Lésungen (leichte bis sehr schwierige) hinzugefiigt,
die einige der vielen Anwendungsmoglichkeiten der Strémungslehre andeuten
sollen. Da im knappen Haupttext nur die wichtigsten Grundlagen mit der fir
den Studierenden nétigen Vollstindigkeit dargestellt wurden, sind mehrere
der Aufgaben weiterfithrende Erginzungen. In den Aufgaben wurden die neuen
SI-Einheiten benutzt.



6 Vorwort

Uber die jeweils neueste Entwicklung der verschiedensten Teilgebiete der
Stromungslehre berichten Ubersichten fiir den Nicht-Spezialisten in der seit
1969 erscheinenden ,,Annual Review of Fluid Mechanics*, Palo Alto, California,
herausgegeben von M. van Dyke, W. G. Vincenti und J. V. Wehausen. Der
interessierte Leser sei deshalb an dieser Stelle darauf hingewiesen.

Hamburg, Mérz 1974 K. WIEGHARDT
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1. Verschiedene Kontinua

1.1. Einleitung

1.1.1. Eigenschaften von Fliissigkeiten und Gasen. Die Stromungslehre handelt
von den Bewegungen der Fliissigkeiten und Gase und ist daher ein Teilgebiet
der Mechanik, der &ltesten und grundlegenden Disziplin der Physik. Da nun
bei fast allen Vorgidngen in Natur und Technik Fliissigkeiten oder Gase bewegt
werden, sollte man in der Stromungslehre eine abgeschlossene, mathematisierte
Wissenschaft erwarten. Das trifft jedoch fiir wichtige Teilgebiete noch gar nicht
zu. So hat man z. B. fiir eine der einfachsten Strémungen, ndmlich die in einem
langen geraden Rohr wie in der Wasserleitung, keine strenge Theorie. Zwar
findet man hieruiber in jedem Ingenieurhandbuch ausreichend Zshlenangaben,
z. B. tiber den Druckverlust; aber diese Zahlen sind nicht etwa Endergebnisse
einer komplizierten Theorie, sondern lediglich ein Extrakt aus zahlreichen Mes-
sungen in entsprechenden Modellversuchen. Ahnlich werden auch heute noch
vor dem Bau jedes groBeren Schiffes viele Versuchsmessungen an einem oder
mehreren, geometrisch dhnlichen Modellen durchgefithrt, um den Widerstand
des Schiffes zuverldssig voraussagen zu konnen. All dies ist um so verwunder-
licher, wenn man etwa bedenkt, mit welcher Sicherheit zur gleichen Zeit die
so komplizierte und abstrakte Relativitdtstheorie praktisch in der Atombombe
rangewandt wird. Andererseits besteht der grofle Reiz der Stréomungslehre
gerade darin, dafl derart hausbackene Probleme noch auf eine theoretische
Durchdringung warten.

Stromungsvorgénge darzustellen und zu begreifen, ist vor allem deshalb so
schwierig, weil die einzelnen Fliissigkeitsteilchen sich leicht gegenseitig ver-
schieben konnen. Bei der elastischen Deformation eines festen Korpers rufen
selbst grofe duBere Krifte nur kleine Verschiebungen der Kérperteilchen hervor,
und es bleiben urspriinglich benachbarte Teilchen auch weiterhin dicht benach-
bart. Bei einem plastischen Korper, z. B. bei Tépferton, kann bereits durch eine
geringere Beanspruchung zumindest 6rtlich Gleiten und FlieBen entstehen, also
eine dauernde fortschreitende Forménderung, die nicht mehr durch die gegen-
seitige Verschiebung der Teilchen, sondern durch ihre Forménderungsgeschwin-
digkeit zu beschreiben ist. Um in einer Fliissigkeit die urspriingliche Anordnung
der Teilchen véllig zu veridndern, geniigen dagegen beliebig kleine Krafte und
Arbeitsleistungen, wenn die Forminderung nur hinreichend langsam erfolgt;
es gibt hier auch keine physikalisch ausgezeichnete Anfangsordnung der Teil-
chen wie beim festen Korper. Wesentlich ist jedoch die Geschwindigkeit, mit
der eine solche Forminderung im Innern der Flissigkeit vorgenommen wird.
Bei Bewegungen in allen wirklichen Flissigkeiten und Gasen stellt man némlich
eine innere Reibung fest, die um so gréBer ist, je schneller Flissigkeitsschichten
aneinander vorbei gleiten. Diese Eigenschaft nennt man Zihigkeit. Offenbar
schrinkt sie die Beweglichkeit der Fliissigkeitsteilchen etwas ein; bei unendlich
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groBer Zahigkeit konnte man ja iiberhaupt keine Bewegung erzwingen, ebenso
wie bei einem starren Korper. Der andere Extremfall: Zihigkeit gleich Null,
entspricht dem Maximum an Beweglichkeit der Teilchen und damit dem Super-

lativ von fliissig im Gegensatz zu fest; ein solches Medium nennt man deshalb
ideale Fliissigkeit.

Diese reibungslose Fliissigkeit ist auch in dem Sinne ideal, als in ihr keine
Energie mechanisch verloren gehen kann, withrend in wirklichen Flissigkeiten
durch die Reibungskrifte mechanische Energie in Wéirme umgewandelt, oder
dissipiert, wird. Die ideale Flissigkeit iibt selbst gegen schnelle Formiinde-
rungen keinen Widerstand aus, andere Fliissigkeiten nur dann, wenn die Form-
énderung hinreichend langsam erfolgt.

Zwei andere, mechanisch wichtige GroSen sind die Dichte (Masse der Volumen-
einheit) und die Kompressibilitit (Zusammendriickbarkeit). Flussigkeiten kann
man selbst durch sehr grof3e Krifte nur so wenig zusammendriicken, da3 man
sie gewohnlich als inkompressibel ansehen kann; ihre Dichte ist dann réumlich
und zeitlich konstant, was tibrigens auch fiir die ideale Fliissigkeit voraus-
gesetzt wird. Gase kann man dagegen schon mit viel kleineren Driicken ver-
dichten. Trotzdem darf man {iberraschend oft auch fiir Strémungen in einem
Gas dieses nidherungsweise als inkompressibel betrachten ; ndmlich immer dann,
wenn im Strémungsgebiet nur kleine Druckénderungen auftreten. In diesem
Sinne grofle Druckinderungen ergeben sich nun einerseits bei hohen Geschwin-
digkeiten (von der GréBenordnung der Schallgeschwindigkeit), andererseits bei
grofBrdumigen Stromungen mit groBen Héhenunterschieden. Mit solchen Stro-
mungen befassen sich die Gasdynamik bzw. die dynamische Meteorologie; in
beiden Gebieten ist die Thermodynamik wesentliche Hilfswissenschaft.

Im Gegensatz zu festen Korpern konnen nicht nur Gase, sondern auch Flussig-
keiten gewohnlich nur kleinen Zugspannungen widerstehen; sinkt der Absolut-
druck, z. B. in einer Wasserstromung, oértlich unter den Dampfdruck, so ent-
steht dort ein mit Dampf gefiillter Hohlraum (Kavitation).

Eine Gruppe von Strémungserscheinungen, die nicht in Gasen, sondern nur in
Flussigkeiten auftreten kénnen, rithrt daher, da§ nur in einer Flissigkeit freie
Oberflichen mdéglich sind; hierzu gehoren z. B. Oberflichenwellen, also auch der
Wellenwiderstand eines Schiffes, Tropfenbildung, Kavitation. Bei kleinen Abmes-
sungen (Kapillarwellen, Tropfen) spielt dabei die Oberflichenspannung an freien
Oberflichen eine Rolle, die auf eine Verkleinerung der Oberfliche hinzielt, als
ob diese aus einer gespannten, diinnen Haut bestiinde.

Das ist freilich nur eine Umschreibung der Makrowirkung komplizierter, mole-
kulartheoretischer Vorginge an der Oberfliiche einer Fliissigkeit, ebenso wie wir
hier die Zahigkeit der Flissigkeiten oder Gase als einen experimentellen Befund
hinnehmen, ohne ihn theoretisch zu begriitnden. Denn in der Stromungslehre
beschréinkt man sich darauf, die Fliissigkeit oder das Gas zu einem Kontinuum
zu idealisieren, dem méoglichst wenige, einfache Eigenschaften zugeschrieben
werden. So wurde z. B. in der Tragfliigeltheorie fiir Flugzeuge die Luft zunéchst
als ideale Flussigkeit dargestellt; zur Verfeinerung der Theorie muBite dann
teilweise auch die Zihigkeit der Luft beriicksichtigt werden und schlielich, fiir
schnelle Unter- und Uberschallflugzeuge, vor allem die Kompressibilitdt, Die
Darstellung der Luft als Kontinuum versagt offenbar erst dann, wenn die freie
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Weglidnge der Luftmolekiile nicht mehr klein ist gegen die Kérperabmessungen,
wie z. B. beim Raketenflug in der hohen Atmosphére.

In dieser phénomenologischen Aufzéhlung der wichtigsten mechanischen Eigen-
schaften eines Stréomungsmediums mufl noch erwihnt werden, daB alle wirk-
lichen Flussigkeiten und Gase an festen Winden haften, wenigstens solange sie
als Kontinuum aufgefafit werden kénnen. Das heif3t, die Flussigkeits- oder Gas-
teilchen in unmittelbarer Néhe eines festen Korpers machen dessen Bewegung
stets vollkommen mit, ohne etwa léngs seiner Oberfliche vorbeizugleiten. In der
Theorie der idealen, reibungslosen Fliissigkeit kann man diese Randbedingung
nicht erfillen, sondern nur die rein kinomatische, triviale, daf3 die zum Kérper
senkrechte Komponente der Relativgeschwindigkeit an der Wand verschwindet,
d. h. daB keine Flussigkeit in den Korper hineinfliet. L. Prandtl (1875-1953)
erkannte die grundlegende Bedeutung der Haftbedingung und stellte 1904 seine
Grenzschichttheorie auf. Mit ihrer Hilfe kénnen viele Diskrepanzen zwischen
Ergebnissen der Theorie idealer Fliissigkeiten und beobachteten Stromungen in
Flussigkeiten sehr kleiner Zahigkeit erkldrt werden; aullerdem zeigt sie einen
Weg, wie die sonst meist unitberwindlichen mathematischen Schwierigkeiten der
Theorie ziher Flissigkeiten verringert werden kénnen.

Zur Beschreibung und Deutung von Stromungen in den technisch wichtigsten
Medien, Luft und Wasser (Aero- und Hydrodynamik), reichen bereits die erwéhn-
ten mechanischen Eigenschaften aus. Auflerdem gibt es noch eine Vielzahl
anderer nicht-fester Stoffe, die sich mechanisch ganz anders verhalten. So
geniigt z. B. fur viele Kolloide ein einfacher Ansatz von Newton (vgl. 1.4.3)
zur Beschreibung der Zahigkeit nicht mehr ; man spricht dann von Nicht-Newton-
schen Fliissigkeiten. Andererseits ist es ein Merkmal plastischer Stoffe, wie z. B.
von Tonen, Pasten und Teigen, dafl sie sich bei kleinen Beanspruchungen
elastisch deformieren und iiberhaupt erst dann bzw. dort anfangen zu flieBen,
wo die Schubspannung einen gewissen Mindestwert (Fliegrenze) iiberschreitet.

Das anomale FlieBen solcher Stoffe ist das Thema der Rheologie oder Flie3-
kunde.

1.1.2. Fliissigkeitsspannungen. Zur Darstellung von Bewegungen und Kréften
im Innern einer Flissigkeit mufl man diese in Einzelbereiche aufteilen. Solange
man die Flissigkeit als Kontinuum auffassen kann, ist es bequem, diese Teil-
bereiche so klein anzunehmen, daf in ihnen mindestens die Anderungen zweiter
Ordnung von Groflen wie Geschwindigkeiten oder Kriften innerhalb einer ge-
wissen Genauigkeitsgrenze vernachlissigt werden kénnen. Auf ein solches Flis-
sigkeitsteilchen wirken nun Volumen- und Oberflichenkrifte. An der Masse des
Teilchens, die seinem Volumen proportional ist, greifen zunéchst duBBere Krifte,
wie z.B. die Schwerkraft, an. Dazu kommen die Krifte, die die benachbarten
Teilchen ausiiben, also die sogenannten inneren Krifte. Wir nehmen an oder
iibernehmen als Ergebnis der Molekulartheorie, daB3 die Molekiile keine Fern-
krifte ausiiben, sondern nur auf molekulare Abstéinde hin wirken. Denken wir
uns zu einem bestimmten Zeitpunkt die Flussigkeit durch irgendeine Trenn.-
fliche getrennt, so iiben nur die unmittelbar benachbarten Molekiile auf beiden
Seiten der Trennfliche gegenseitig gleich groBe, aber entgegengesetzt gerichtete
Krifte aufeinander aus. Bei kleinen Trennflichen, z. B. an den Grenzflichen
des oben beschriebenen Fliissigkeitteilchens, wird der Mittelwert dieser Krifte
proportional der jeweiligen Flidche, Deshalb ist es sinnvoll, diese Kréfte auf
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die zugehorige Fliache zu beziehen und den Quotienten als Flussigkeitsspannung
zu definieren mit der Dimension Kraft durch Fléche, also z. B. kp/m?2. Die mitt-
lere Spannung auf eine Fléche kann man nun in eine Normalspannung senkrecht
zur Grenzfliche und in eine Tangential- oder Schubspannung in der Fliche zer-
legen. Normalspannungen werden gewdhnlich in Richtung der dufleren Normale
als positiv definiert, z. B. bei Zugbeanspruchung in der Elastizitédtstheorie. Der
ins Innere des Teilchens gerichtete Flussigkeitsdruck ist dann eine negative
Normalspannung.

In einem Gas beeinflussen sich die Molekiile — nach der kinetischen Gastheorie —
tiberhaupt nur beim Zusammenstof8. Die obigen Spannungen werden hier allein
aus dem statistischen Mittel des Impulsstromes durch ein Fléchenelement in-
folge der thermischen Molekularbewegung erklédrt. Insbesondere kann der in
1.4.3 phdnomenologisch eingefiihrte Zihigkeitsansatz auf diese Weise fur Gase
begrundet werden.

Der Spannungszustand in einer ruhenden Fliissigkeit ist besonders einfach,
weil man als Flussigkeit ein deformierbares Medium definiert, bei dem im
Ruhezustand keine Reibungskrifte,
also auch keine Schubspannungen vor-
handen sind. Wie auch immer in der
ruhenden Flissigkeit eine Trennfldche
gedacht wird, stets wirkt auf ihr nur
eine Normalspannung oder ein Druck.
Betrachten wir speziell ein kleines
Prisma mit der Hohe Az wie in Fig. 1,
auf dessen Seitenflichen die Drucke o,
(in z-Richtung), o, und 6, bzw. die
Krifte o; Ay Az usw. wirken. Die
duBeren Volumenkrifte, z. B. das
Gewicht dieses Flissigkeitsteilchens
1/2. ¢ g Az Ay Az mit p = 6rtliche Fliis-
Fig. 1. Normaldrucke an einem Prisma und sigkeitsdichte und ¢ = Erdbeschleu-
Kraftedreieck nigung, sind fiir verschwindende Az, Ay
und Az um eine GréBenordnung kleiner
als die Oberflichenkriifte. Daher miissen schon die letzteren im Gleichgewicht
untereinander stehen; d. h. die Kréfte o, Ay Az usw. miissen vektoriell addiert
ein geschlossenes Dreieck wie in Fig. 1 bilden. Dieses Kriftedreieck ist offen-
sichtlich #hnlich dem Prismenquerschnitt, die Krifte sind also proportional
der Fliche, auf die sie wirken ; das heif3t aber, die Drucke in den drei Richtungen
az, oy und g, sind alle gleich groB. In einem Punkt einer ruhenden Flissigkeit
ist demnach der Druck nach jeder Richtung hin gleich gro8; der Spannungs-
zustand ist durch eine einzige skalare (richtungsunabhéngige) Gréfe, ndmlich
den ortlichen Druck p, bereits vollig bestimmt.

In einer reibungslosen Fliissigkeit, die auch kompressibel sein kann, entstehen
selbst in einer Strémung keine Schubspannungen, und die obigen Uberlegungen
bleiben hier weiterhin giiltig. Denn auch die Triagheitskraft, das negative Pro-
dukt von Masse mal Beschleunigung des Teilchens nach Fig. 1, verschwindet
in erster Ordnung gegeniiber den Oberflichenkriften ebenso wie die Schwerkraft
im Grenzfall. In einer reibungslosen Fliissigkeit ist also nicht nur im Ruhe-
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zustand, sondern ganz allgemein der Druck in jedem Punkt nach allen Rich-
tungen hin gleich groB; allerdings kann der Druck p hier nicht nur vom Ort,
sondern eventuell auch noch von der Zeit abhédngen: p (, ¥, 2, {). In der Stro-
mung einer zéhen Flussigkeit dagegen entstehen Schubspannungen, und der
Spannungszustand an einem Punkt wird erst durch sechs Gréflen festgelegt, wie
spiter gezeigt wird. Die Dynamik der zéhen Flissigkeit — selbst der in-
kompressiblen — ist deshalb weitaus komplizierter als die der reibungslosen
Flussigkeit, obwohl nur eine einzige, weitere Materialkonstante, die Zéhigkeit,
dazukommt.

1.2. Statik

1.2.1. Druck in einer ruhenden Fliissigkeit. Die Ortsabhéingigkeit des Druckes in
einer schweren, ruhenden Fliissigkeit studieren wir an dem in Fig. 2 gezeichneten
Teilchen, einem Quader mit den Seitenlédngen dz, dy und dz. Wir wissen bereits,

| o 2ty
y
1 4 %y
+ t G+ == dy
‘ »~ 0}’ (71,2
' ~1 Tyz de
| L X Oty
—_— - Tyt dx
% | Ty ax
-— o — —
71 5, .y o+ X%y
z &z - T/ ! dx
Ty T
G ] —_
/// ks }
- &y
dx
/
x

Fig. 2. Spannungen am Volumenelement

daB nur Normalspannungen méglich sind und daB diese an einem Punkt in
allen Richtungen gleich gro8 sind: oz = 6y = 6; = —p; an duBeren Kriften wirke
nur die Schwerkraft entgegen der z-Richtung nach unten. Das Kraftegleich-
gewicht in den drei Koordinatenrichtungen erfordert

0oy dp

o _ 1.1
ox ox (-
doy op,

oy . _ P 1.2
o o 0 (1.2)
und %Eidz - dzdy — ggdrdydz=0, oder Z—f =—og (1.3)



16 1. Verschiedene Kontinua

z
Es wird also p = p(2) = p, — fggdz, mit p, = p(z = 0).
o

In einer inkompressiblen Fliissigkeit mit konstanter Dichte g und spezifischem
Gewicht y = pg wird insbesondere

P=Po—y%. (1.4)

Die einseitig nach unten gerichtete Schwerkraft verursacht einen allseitigen,
richtungslosen Druck, der in waagerechten Ebenen konstant ist und nach unten
hin linear zunimmt.

Die Gleichungen (1.1) bis (1.3) legen eine Verallgemeinerung fir andere duBere
Volumenkrifte als die Schwerkraft nahe, ndmlich grad p = K = dullere Kraft
je Raumeinheit.

Das bedeutet aber auch: Gleichgewicht in einer ruhenden Flissigkeit ist nur
dann moglich, wenn die duBeren Kréfte als Gradient einer skalaren Funktion
darstellbar sind, also ein Potential haben. Nennen wir dieses Kriftepotential U,
so wird

K=grad U=gradp und U —p=const. (1.5)

Da der Druck eine eindeutige Ortsfunktion ist, muf3 es auch das Kriftepotential
sein, wenn Gleichgewicht moglich sein soll.

1.2.2. Druck in einer rotierenden Fliissigkeit. In einer (inkompressiblen) Fliissig-
keit, die um eine vertikale Achse gleichférmig rotiert, wirkt au3er der Schwer-
kraft nach unten noch eine horizontale Zentrifugalkraft porw? mit r = Achs-
abstand und o = Winkelgeschwindigkeit der Flissigkeit. GL. (1.5) lautet daher
hierfiir

grad p= K= — kog+iporw?, (1.8)

wobei i den Einheitsvektor in radialer Richtung und k den in z-Richtung nach
oben bedeuten. Das Kriftepotential folgt daraus durch Integration

U=fKG&+k®)
= —pgz+ % r2w? 4 const = p + const. (1.7)

Auf der Oberfliche muf3 der Druck p, konstant sein, etwa gleich dem Barometer-
druck. Die Gleichung der Oberflache lautet deshalb

rigt

2¢

2=

-+ const. (1.8)

Die Oberfliche und alle anderen Flichen konstanten Drucks haben die Form
des gleichen Rotationsparaboloids.

1.2.3. Druckverteilungen in der Atmosphire. In der unteren Atmosphire, der
Troposphire, die am Aquator bis zu einer Hohe z von rd. 14 km und an den
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Polen etwa bis 7 km hoch reicht, beobachtet man folgenden mittleren Zusam-
menhang zwischen Luftdruck p und Luftdichte g:

po~®=const =p,g,” " (polytrope Atmosphiire) (1.9)

mit n ~ 1,2. (Der Index 0 bezieht sich auf Werte in einer beliebigen Hohe
z = 2,).

AuBerdem gilt noch die allgemeine Gasgleichung

% =RT (1.10)

mit B = 288 m?%s2°C fiir mittelfenchte Luft und T = absolute Temperatur.
Aus Gl (1.9) und (1.10) folgt zunichst fiir die Temperatur

r ( p )(n—l)/n

Po

n o Py ( T )1/(n—1)

n—1 T, \T,

oder dp= T
[}

dr.

Zusammen mit der statischen Druckgleichung (1.3) wird demnach

dp _ pg T\un-1)  n  py { T\w-1) aT
@& YT T RT T O (‘TT) T =1 _T—O(To) &
n—1
oder T~T0=—~}%— -2 (L11)
P n—1 g ]nl(ﬂ—l)
und —_— - = = (z—2 . 1.12
Po [ w o O (1-12)

Danach fillt die Temperatur linear nach oben hin ab, und zwar fir n = 1,2 um
rd. 0,6 °C je 100 m Hohendifferenz und fiir eine adiabatische Luftschichtung mit
n = x = Verhéltnis der spezifischen Wérmen = 1,4 um rd. 1 °C/100 m.

Bei kleinen Hoéhenunterschieden geniigt es also, isotherm zu rechnen. Man
erhélt dann aus Gl. (1.10) mit 7' =const, p/g = py/e, und aus Gl. (1.3)

P _ ( 2 g ) 113
= exp{— =L (z—2, .
7 P o (z—2) (1.13)
oder 2—2g= ep—"g In (-%) (barometrische Hohenformel). (1.14)
(]

Mit Gl. (1.10) folgt daraus z. B. fiir T = 273 K eine Druck- und Dichteabnahme
um 1% bei einer Hohenvergréoferung um 80 m.

Meteorologisch wichtig ist nun die Frage, welche dieser moglichen und auch
vorkommenden Luftschichtungen stabil sind. Wenn — etwa durch eine plétzliche
B6 — ein Luftvolumen nach oben gehoben wird, und es ist bei dem dort herr-
schenden Druck gerade so dicht und schwer wie seine neue Umgebung, so wird
es dort bleiben; d. h. die Schichtung ist in diesem Fall im indifferenten Gleich-
gewicht, ebenso wie die Teile einer ruhenden, inkompressiblen Flissigkeit. Da

Wieghardt, Strdmungslehre 2
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bei einem solchen schnellen Transport ohne Wérmeaustausch die Luft adiaba-
tisch expandiert, entspricht die adiabatische Schichtung mit n =x =1,4 (fur
trockene Luft, bzw. n ~ 1,2 fiir mittelfeuchte Luft) diesem indifferenten Gleich-
gewicht; in jeder Hohe nimmt dann ein fremdes Luftvolumen automatisch die
gleiche Temperatur an wie seine neue Umgebung. Stabil sind nun Schichtungen
mit n< 1,4 (bzw. 1,2), weil dann ein angehobenes Luftvolumen oben kélter und
schwerer ist als die neue Umgebung, so dall es wieder herunter sinkt. Insbeson-
dere ist die isotherme Atmosphére stabil oder gar Schichtungen mit Temperatur-
zunahme nach oben (Inversion mit n << 1).

1.2.4. Druck in einem Getreidesilo. Eine vollig anders geartete Druckverteilung als
in einem Kontinuum stellt sich in kohésionslosen, kérnigen Massen wie Getreide oder
Sand ein. Obwoh! z. B. das FlieBen des Sandes in einer Sanduhr an eine Fliissigkeit
erinnert, ist hier schon die Statik viel komplizierter als etwa in Wasser. Denn zwischen
den einzelnen Kornern tritt, wie bei allen festen Kérpern, schon im Ruhezustand
Reibung suf, und dem durch die Schwerkraft verursachten vertikalen Druck p,
entspricht hier nur ein kleinerer horizontaler Druck p;,, ndmlich

Pr=kapy

mit k, = Koeffizient des aktiven Erddrucks, z. B. k, = 1/4. Reibung der Ruhe oder
Haftreibung entsteht natiirlich auch zwischen dem Getreide und den Gefdlwinden;
die Wandschubspannung an einer senkrechten Wand wird proportional dem An-
pressungsdruck, also

To= HoPh

mit u,= Reibungszahl (von der GroBenordnung 1). Nehmen wir an, dal in einem
zylindrischen Silo (Durchmesser d) die Drucke im Getreide niherungsweise unabhéngig
sind von der radialen Koordinate, so wird die Gleichgewichtsbedingung fiir einen
zylindrischen Kérper mit der Hohe dz und dem Durchmesser d

— %d“ aé”zv dz:gg%dﬂdzw ndtydz = gg%d’dz — nd pokypydz,
d T L P P (1.15)
oder Pv= &gk [ p( Mo 37)]- .
Dabei ist die Integrationskonstante be-
0 reits so gewithlt, daB an der Oberfliche
fiir z=0 auch py,=0 gilt (vgl. Fig.3).
-2/d ~ Nur fiir sehr kleine Tiefen z/d ~ 0 wird
7 ~ hier wie in einer schweren Fliissigkeit
~Wasser
~ ~ Py~ —0gz.
\ ~ Wenn jedoch in das Fillmaterial
2 Getreide Vibrationen eingeleitet worden sind,
Sand w.s.w kann die Wandschubspannung z, statt
nach oben auch nach unten wirken,
3 und aus p, wird —p, in Gl (L.15).
Der Bodendruck steigt dann oft auf ein
SO0 Mehrfaches von —p g 2.
A s /@’ /9 R 4 0

" blegt 2
Fig. 3. Vertikaldruck in einem Silo
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1.3. Kinematik

1.3.1. Fliissigkeits- und Raumkoordinaten. Um die dynamischen Grundgleichun-
gen fiir den Massenpunkt auf Flussigkeitsstromungen zu iibertragen, erscheint
es zweckmaéBig, jedes Flissigkeitsteilchen durch Koordinaten zu markieren und
dessen Bahnlinie in Raum und Zeit zu verfolgen. Diese Methode, eine Stromung
zu beschreiben, nennt man nach Lagrange (1736-1813), wenngleich Euler
(1707-1783) sie auch schon gekannt hat. Abgesehen von wenigen Ausnahme-
fillen (wie z. B. der turbulenten Diffusion), interessiert aber praktisch gar nicht
das Schicksal der einzelnen Fliissigkeitsteilchen, sondern vielmehr der Stré-
mungszustand am jeweils festgehaltenen Ort zu verschiedenon Zeiten. Diese sog.
Eulersche Betrachtungsweise ist vor allem dann einfacher und anschaulicher,
wenn die Stromung, von einem bestimmten, raumfesten Koordinatensystem aus
gesehen, zeitlich gleichbleibend oder ,,stationér ist.

Der Unterschied beider Beschreibungsmethoden sei an der Strémung eines
Flusses uber ein Wehr verdeutlicht. Ein treibendes Faltboot nimmt an der
Bewegung eines Wasserteilchens an der Oberfliche teil; ein darin sitzender
Beobachter erlebt also nach der Lagrangeschen Methode das Schicksal dieses
Teilchens, dessen Geschwindigkeit und Beschleunigung offenbar zeitlich stark
verénderlich ist. Ein am Ufer sitzender Angler denkt dagegen in raumfesten
Euler-Koordinaten und nennt die Stromung stationér, da er zu jeder Zeit an
denselben Stellen die gleichen Geschwindigkeiten und sonstigen Strémungsmerk-
male vorfindet, wenn auch an immer neuen Wasserteilchen; fir ihn wird die
Stromung erst dann instationér, wenn sich — etwa bei Hochwasser — der Wasser-
spiegel éndert.

Der Einfachheit halber wird man natiirlich solche Euler-Koordinaten benutzen,
in denen die jeweilige Strémung stationdr ist, falls es ein solches System iiber-
haupt gibt. So ist z.B. das Wellenbild eines Schiffes, das mit gleichméafBiger
Geschwindigkeit fihrt, im raumfesten System eines Beobachters am Ufer in-
stationér, dagegen im schiffsfesten System eines Passagiers stationdr.

Ist eine Strémung in einem Euler-System kinematisch bekannt, so kann man
natiirlich auch die Bahnlinien jedes Fliissigkeitsteilchens durch Integration
ermitteln. Das momentane Stromungsbild kann man aber anschaulicher durch
sogenannte Stromlinien darstellen, deren Linienelement ds tiberall der momen-
tanen, ortlichen Geschwindigkeit v (2, y, 2, ¢) gleichgerichtet ist:

vXds=0,
oder in Komponenten, mit ds =ide + jdy 4+ kdz und v=iu+ jv + kw:
—wdy+vdz2=0, —udztwdx=0, —wvdx+udy=0,
oder dr:dy:dz=wu:v:w. (1.16)

Nur in stationdrer Strémung sind Bahn- und Stromlinien gleich, denn nur dann
bewegen sich die Teilchen auf den zeitlich gleichbleibenden Stromlinien wie auf
festen Gleisen weiter. Bahnlinien kann man im Versuch sichtbar machen durch
Markieren (z. B. Fiirben) einzelner Teilchen; eine Aufnahme einer solchen
Stromung mit kurzer Belichtungszeit gibt dann das momentane Richtungsfeld
der Stromlinien.

PAd
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Die Rauchfahne eines Schornsteins zeigt schlielich eine dritte komplizierte
Linie, ndmlich eine Streichlinie; das ist der geometrische Ort aller Teilchen, die
irgendwann einmal ein und dieselbe Stelle im Raum passiert haben. Wieder
fallen nur in stationdrer Stromung Streich-, Bahn- und Stromlinien zusammen.

Wenn wir auch im Folgenden die, vom Standpunkt der Punktmechanik natiir-
lichen, Flussigkeitskoordinaten nach Lagrange nie benutzen werden, so brauchen
wir doch zur Aufstellung der dynamischen Grundgleichungen die Beschleuni-
gung eines Masseteilchens, also die zeitliche Anderung seiner Geschwindigkeit,
und miissen diese im raumfesten Euler-System ausdriicken kénnen. Allgemein
kann sich nun jedes Merkmal eines bestimmten Fliissigkeitsteilchens, z. B. soine
Temperatur T, im Lauf der Zeit sowohl dadurch #ndern, daB sich in seiner
augenblicklichen Umgebung T' éndert, als auch dadurch, daB es in ein Gebiet
anderer Temperatur hineinwandert; die substantielle Anderung ist also gleich
der lokalen plus der konvektiven Anderung. Lassen wir nun in einem Eulerschen
Koordinatensystem die Teilchen an uns voriiberstrémen, so éndert sich T fiir
ein Teilchen, das sich zur Zeit t am Ort z, y, z befindet, mit der Zeit ¢ wie

a7 or oT dx or dy T dz

T T wm @ Tay @ e @

Fiir das Teilchen, das zur Zeit ¢ gerade die Stelle z, y, z passiert, wird speziell
u = da/d¢, v =dy/dt und w =dz/dt. Seine Temperatur éndert sich also wie

i—?:—%tz +ov-grad T. (1.17)

Um die substantielle Differentiation nach der Zeit besonders zu kennzeichnen,
schreibt man hierfiir oft D/D¢ statt d/dt.

Komplizierter wird aber der Ausdruck fur die substantielle Anderung einer
VektorgroBle wie z. B. der Geschwindigkeit v. Zunichst erhilt man etwa fiir
die Komponente u wieder

du  u ou » du X u
o T Tt ey T

. 1.1
0z (1.18)
Diese Gleichung und die entsprechenden fiir » und w kann man folgendermaBen
in eine Gleichung fiir den substantiellen Beschleunigungsvektor b zusammen-
fassen:

dv ov
= —_— . 1.19
b 3 3 + (v grad) v ( )

Dabei ist der Vektorgradient — das letzte Glied — die konvektive Beschleunigung
eines Teilchens. Allgemein bedeutet (B grad) 4 die Anderung von 4 in der
Richtung von B, multipliziert mit dem Betrag von B. Hier, mit A=B-=v
gilt nun:

dv ov v?
- — . . .20
b T 5 + grad 3 vXrotwv (1.20)
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Denn es bedeuten, z. B. in cartesischen Koordinaten ausgeschrieben,
. { Ou _ ow k ov ou
+ile ) (e T)

v? | 0 .0 0 u?-} 2wl
and  grad = (i Hi kg ().

rot v=1i w — o
B (-837 87)

Daher wird z. B. die Komponente von b in x-Richtung

du  Ou u ou v o Qw v duy du  dw
“dT“—aT*’( N W“’a—x)“[”(W”W) ”’(a—z w)]
_ Ou uau ou wau
o T Ty TV

q.c.d.

DafB die substantielle Beschleunigung in so komplizierter Form vom Geschwin-
digkeitsfeld und dessen réumlichen Ableitungen abhéingt, — und zwar auch bei
stationéirer Stromung —, begriindet die mathematische Hauptschwierigkeit der
Stromungslehre: die Grundgleichungen sind — im Gegensatz etwa zu denen der
Elektrodynamik — hier nicht linear.

1.3.2. Kontinuitdtsgleichung und Stromfunktion. Die kinematisch allgemeinste
Beziehung fiir das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, gleichgiiltig ob in einem
Edelgas oder in Zahnpasta, folgh aus der Erhaltung der Masse: In einem beliebig
abgegrenzten, raumfesten Volumen V muB die zeitliche Abnahme der darin
enthaltenen Masse gleich der Differenz zwischen aus- und einstromender Masse
sein. Diese Differenz gibt das Oberflichenintegral ¢ ov.dF, wo dF das Ober-
flichenelement des Volumens mit der Richtung der d&uleren Normale bezeichnet,
¢ die Dichte und v die Geschwindigkeit. In einem Kontinuum kénnen wir den
GaufBschen Satz anwenden und mit ihm diesen Massenausflu8 in ein Volumen-
integral transformieren

N
$ov-dF= Jdlv(gv ydv = ”f(agu a‘”’ + cgw)dxd_/dz (1.21)

ox o

Dieses soll nun entgegengesetzt gleich sein der zeitlichen Zunahme der Masse
in dem betrachteten raumfesten Volumen

- o . Og
- _ngde~f—§—dV,
14 14
so daf ingesamt wird:
f [_gf_ + div (gv)]dV: 0. (1.22)
14

Abgesehen von singulidren Stellen, wo im mathematischen Bild oder in der
wirklichen Strémung Quellen oder Senken vorhanden sind, muf} diese Beziehung



22 1. Verschiedene Kontinua

im Innern der Flissigkeit fiir jedes Volumen gelten, also auch fiir ein infinitesi-
mal kleines Element. Deshalb muf} bereits der Integrand selbst verschwinden:

de . O o 9 0 B
E—+dlv(gv)_7+—$gu+a—y9v+§gwfo. (1.23)

Natiirlich kann man diese Kontinuitétsgleichung auch direkt an einem Volumen-
element ablesen, etwa wie in Fig. 2, S. 15, wenn man dort statt der Spannungen
0z, Oy, 0 den Massenflul in z,y,z-Richtung: gu, gv, pw betrachtet.

Der eben benutzte GauBsche Satz erscheint hier, auf den Massenflul gv einer

Stromung angewandt, physikalisch fast als selbstversindlich. Es gilt aber auch
allgemein

fdivAdV:g;A-dF (1.24)

fiir jedes stetige und differenzierbare Vektorfeld mit 4 =i A, +j Ay 4 k 4,.
Integriert man némlich z. B. das erste Glied von div 4 partiell nach z, so

1

wobei (A4z), und (4;); die Endwerte von 4, am rechten und linken Ende des
zur x-Achse parallelen Prisma mit dem Querschnitt dydz bedeuten. Dieses
Prisma schneidet aus der Begrenzungsfliche das Stiick dF aus, dessen
duBere Normale n mit der z-Richtung den Winkel (n,z) bildet, so daB
dy dz = cos (n, ) dF. Definiert man dF als Vektor mit dem Betrag dF und der
Richtung der dufleren Normale, so wird in der Tat id,-dF = 4 A, dF cos (n,z)
= 4 Az dydz (+ am rechten, — am linken Ende). Alle drei Glieder, partiell
integriert und summiert, ergeben dann den obigen Satz. Ganz analog kann man

ferner beweisen, daf J' grad ¢ dV = @ @ dF. (Greenscher Satz).

o4
2 dedydz = J' f (A — (4g)]dydz,

Fiir inkompressible, zéhe oder ideale Fliissigkeiten wird aus der Kontinuitéts-
gleichung (1.23) eine rein kinematische Bedingung fiir das Geschwindigkeitsfeld
in stationirer oder instationdrer Stromung, némlich

. Ou Qv dw oL
dlvv:%?+%?+—67—0 fiir p = const. (1.25)

Wegen der vektoriellen Identitét
divrot 4=0

kann man dieses Geschwindigkeitsfeld stets aus einem Vektorpotential
A(z, y, z, t) ableiten:

v =rot 4.

Praktischen Nutzen bringt diese Erkenntnis jedoch meistens erst bei zwei-
dimensionalen Stréomungen, wenn zur Beschreibung der Stromung schon zwei
Raumkoordinaten ausreichen, wie in ebenen oder drehsymmetrischen Stro-
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mungen. Denn dann vereinfacht sich das Vektorpotential zur skalaren Strom-
funktion Y.

Als eben bezeichnet man eine Strémung, die in parallelen Ebenen — etwa in
allen Ebenen z = const — gleich verlduft, so wie z. B, die Strémung iiber ein
breites Wehr nidherungsweise unabhéngig von der Breitenkoordinate z ist.
In solchen Fillen wird die Kontinuitétsgleichung

Qu v

d1vv:§+§;:0 (1.26)

automatisch erfillt, wenn

o o
u—W und V= (1.27)

und die Stromfuktion ¥ (z, y, ) zweimal stetig differenzierbar ist.

In einer drehsymmetrischen Strémung, mit = = Koordinate in Achsenrichtung,
r = Achsabstand, 4 und » = Geschwindigkeitskomponenten in diesen Richtun-
gen, lautet die Kontinuitétsgleichung

. _ Ou 1 9o(rv)
dlvv4—8?+7 or

=0. (1.28)

Deshalb existiert hier nach Stokes eine Stromfunktion ¥ (z, r, t), so dal3

1 o¥ 1 o¥
- und vzk—fm-. (1.29)

Die Stromfuktion ¥ bringt nun nicht nur den rechnerischen Vorteil mit sich,
daB sie die zwei Geschwindigkeitskomponenten » und v durch eine einzige
Funktion ersetzt, sie hat dariiber hinaus auch eine direkte, anschauliche Be-
deutung: die Linien ¥ =const sind die Stromlinien in den x,y- bzw. z,r-
Ebenen. Denn die Gleichung

o i .
d¥ = T dz + kN dy =0 (ebene Strémung)
bzw. d¥ = —aa% dx + _E); dr =0 (drehsymmetrische Stromung)

ist wegen Gl. (1.27) bzw. Gl. (1.29) zugleich auch die Differentialgleichung der
Stromlinien:

—vdr+udy=0, oder dz:dy=u:v (ebene Stromung)
~—rvdx+rudr=0, oder dx:dr=wu:v (drehsymmetrische Stromung).

Fiir kompressible Gase existieren bei stationdrer Strémung entsprechendeStrom-
funktionen, wenn in den obigen Formeln u und » durch gu und gv ersetzt wer-
den; auch hier sind dann die Linien ¥ = const zugleich Stromlinien.



24 1. Verschiedene Kontinua

1.3.3. Drehung und Geschwindigkeitspotential. Von zentraler Bedeutung fiir die
ganze Stromungslehre ist der kinematische Begriff der mittleren Drehung eines
Flussigkeitsteilchens. Wihrend bei einem sich drehenden starren Koérper jeder
Teil dieselbe momentane Winkelgeschwindigkeit hat, konnen nédmlich in einer
bewegten Flussigkeit verschiedene Linienelemente am selben Ort ganz verschie-
dene Drehgeschwindigkeiten haben. Betrachten
wir z. B. eine Scherstromung; das ist eine
Parallelstrémung mit verdnderlicher Ge-
schwindigkeit du/oy 0, wie in Fig. 4. Legt
man zur momentanen Markierung eines Linien-

-

A

+

—

Fig. 4. Zur Winkelgeschwindigkeit
in einer Scherstromung

mit der

Stromungsrichtung den Winkel «, so wird o =3du/0y -

elements ein Streichholz auf die Fliissigkeit,
so wird dieses in der Lage 1 (in Strémungs-
richtung) geradlinig fortschwimmen, ohne
sich zu drehen; in der Querlage 2 wird es je-
doch auBlerdem mit der momentanen Winkel-
geschwindigkeit o = du/dy gedreht. Bildet es
sin? o; der

Mittelwert firr alle moglichen Anfangslagen ist daher

12
2—[ wda
P

1 Qu
=Ty

Allgemeiner studieren wir in Fig. 5 die Deformation und Drehung eines in-
finitesimalen, urspriinglich rechteckig begrenzten Flissigkeitsbereichs in einer

Projektion in die wxy-Ebene. Bis auf

Av GroBen zweiter Ordnung bilden die
. ’__/”L"’.- Eckpunkte OABC nach der Zeit 3t ein
b —— al 7 / Parallelogramm OA’B’C’. Fir die
-"—'Ay&t Ly 1 ! Winkel 8y, und 8y, lesen wir ab
¥5 / dy wlrst, | du ) .
R A Spy= 25t und By, = ——8t;
-\f oy, Lo | ox oy
2 Pt
Ay / L dr [ der urspriinglich rechte Winkel COA4
| ,«'.' TA"M 4 — Ve wird also in der Zeiteinheit verringert um
e — Tl Mty 2dyy o 0w
2 A\ A A )
" 9 ot
ox Analog zur Scherung yz, der Elastizitéts-

Fig. 5. Deformation eines Volumenelements

theorie nennt man 3yzy/8t Scherge-
schwindigkeit.

Andrerseits ist das Mittel der Winkelgeschwindigkeit der Punkte 4 und ¢ um
den Bezugspunkt O, entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn, bestimmt durch

w

-+

3
St

v
I

u
£

e (1.30)

)=z (& &)

3t

Ahmlich wie in der obigen Scherstrémung ist das auch hier zugleich die mittlere
Winkelgeschwindigkeit aller Punkte in der Nachbarschaft von 0. Denn fur den
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allgemein gelegenen Punkt B wird nach Fig. 5 die Bahngeschwindigkeit um O
gleich

v on du .
wAY == (ax -} A A ) [ e (87 Ax - @ Ay) sinx
mit Ar=Arcosx und Ay =Ar sina.

Uber alle Winkel gemittelt folgt wioder

_ 1 d 1 /ow du
@ f{u x — 'Z(ax - 537)

Dies ist nun die Komponente der Winkelgeschwindigkeit wn cine Achsc parallel
zur z-Richtung. Allgemein wird daher die mittlere Winkelgeschwindigkeit eines
Linienelements um den Punkt O gleich der halben Rotation des Geschwindig-

keitsfeldes dort:
. [ Ou Ow v Qu .
i(a )+ 5] s

- 1 rotv-f E)w v
In diesem Sinn spricht man von einem drehenden Fliissigkeitsteilchen, fiur das
rot v 4 0 gilt, und von drehungsfreien Stromungen, in denen — abgesehen von
eventuellen singuldren Punkten - iiberall die Rotation verschwindet.

Die mittlere Komponente der Winkelgesechwindigkeit um eine Achse in z-Rich-
tung kann man auch dadurch messen, da man das Linienintegral der Ge-
schwindigkeit lings des Randes des Flichenstiicks Az Ay in Fig. 5 bildet:

C 0

(ﬁv'ds. fuda:]j( )dJi J(ul %%dy)dx—{fJ'vdy
B

e

3
— uwAr (v - % Ax) Ay - (u - %;—Ay) Ax — vAy

) u
- 1.32
(2 2)aes sy
Die letzten beiden Integrale geben negative Beitrige, weil hier die Geschwindig-
keit v und das Wegelement ds entgegengesetzte Richtung haben. Fir dieses
Fldchenelement AF = Az Ay wird das Linieninteral — die sog. Zirkulation —
gleich AI' = rot, v AF, wobei rot, v die z-Komponente von rot v ist.

Eine endlich groBe Fldche F kann man sich aus solchen Elementen zusammen-
gesetzt denken; bildet man fiir diese alle das Linienintegral und summiert, so
heben sich im Innern von F alle Beitrige v ds auf, da jedes Randstiick zwischen
zwei benachbarten Flichenelementen zweimal, und zwar im entgegengesetzten
Sinn umfahren wird. Es bleibt also wieder nur das Linienintegral lings des

Randes C von F tibrig, und es gilt I'= pv-ds = J' rot v - dF. Da man ferner

7
eine gewdlbte Fliche durch eine Polyederfliche beliebig genau anndhern kann,
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148t sich auch fur solche Flichen, die durch eine beliebige geschlossene Raum-
kurve C begrenzt werden, unter gewissen Stetigkeitsbedingungen der Satz von
Stokes (1819-1903) beweisen:

Zirkulation I" = Sﬁv -ds = J‘ rot v - dF. (1.33)
C ¥

Zur Festlegung des Vorzeichens von [ ist folgende Regel verabredet: die Rand-
kurve C ist bei der Integration in dem Sinne zu durchfahren, da@ sie mit der
dufleren Normale der Fliache F eine Rechtsschraube bildet. Das Flichenintegral
der Rotation verschwindet nun insbesondere dann, wenn die Flidche geschlossen
ist und die Randkurve C zu einem Punkt zusammenschrumpft, wie bei einem
zugebundenen Sack. In einer iiberall drehungsfreien Strémung verschwindet
die Zirkulation naturlich lings jeder Kurve. Umgekehrt bedeutet aber I' =0
lediglich, da8 auf allen Fldchen, die durch C begrenzt werden, glelchgroBe
Betrige an Rotation in beiden Drehsinnen vorkommen. — Ahnhch wie den
GaufBlschen Satz kann man schliellich fur das Volumenintegral tiber die Rotation
noch ableiten, daf3

rot vdV = § dF x v. (1.34)
f ¢

Welche Flussigkeitsspannungen konnen nun — etwa bei der Entstehung einer
Stromung in einer urspriinglich ruhenden Flassigkeit — eine solche Drehung der
Teilchen bewirken ? Offenbar konnen reine Normalspannungen, selbst wenn die
Drucke z. B. in vertikaler und horizontaler Richtung verschieden grof sind,
ein rechteckiges Teilchen wie in Fig. 5 nur wieder zu einem anderen Rechteck
deformieren, aber keine mittlere Drehung hervorrufen. (Nicht einmal Schub-
spannungen kénnen das Teilchen in Drehung versetzen, solange sie an gegen-
tiberliegenden Seiten von gleichem Betrag sind und nur gleich grofe Winkel-
dnderungen 8y,/8¢t = 3y,/ 3t verursachen (mit @ = (1/2) (3y; — 8y,)/8t =

In einer véllig reibungslosen Fliissigkeit, in der nur Normalspannungen auftreten,
kann demnach kein Teilchen in Drehung versetzt werden, und es gilt uberall
im Innern der Flissigkeit rot v = 0. Sehen wir also zunéchst von den Rand-
bereichen der Strémung (an der Wand fester Korper oder an freien Oberflachen)
sowie von eventuellen Unstetigkeiten der Geschwindigkeit ab, so kénnen wir
fiir stationéire oder instationdre Stromungen in kompressiblen oder inkompres-
siblen Flussigkeiten, wenn diese nur reibungslos sind, Drehungsfreiheit an-
nehmen. Wegen der Identitit

rot grad =0 (1.35)

existiert dann — wie sich beweisen 148t — ein skalares Geschwindigkeitspotential
D (z,y, 2, t) mit

oP op oD
Y= und w= ——.
oz

=5 & (1.38)

v=grad @, oder

Aus der einen Funktion @ kénnen hier alle drei Geschwindigkeitskomponenten
abgeleitet werden.

Natiirlich muB dieses Potential, abgesehen von den Randbedingungen, noch
gewisse physikalische Bedingungen im Innern der Flussigkeit erfiillen, vor allem
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die Kontinuitdtsgleichung. So muf} speziell bei inkompressiblen, reibungslosen
Flussigkeiten gelten

0P P 0P
oa? oy? % 0. (1.37)

diveo=divgrad @ =Ad =

Dies ist offensichtlich die einfachste, nach allen Richtungen symmetrische,
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung; sie kommt in verschiedenen Ge-
bieten der Physik immer wieder vor. Man nennt sie nach Laplace (1749-1827);
Funktionen, die dieser Gleichung geniigen, werden als Potentialfunktionen
bezeichnet. Dagegen bezeichnet man als Potentialstrémungen alle diejenigen,
far die — abgesehen von eventuellen singuldren Raumstellen — ein Geschwindig-
keitspotential @ existiert und die somit drehungsfrei sind; dieses Potential @
erfiillt jedoch die obige Laplace-Gleichung nur im Falle inkompressibler Flissig-
keit.

1.3.4. Quelle und Wirbel in idealer Fliissigkeit. Die klassische Fragestellung nach
der stationéren Stromung einer idealen Fliissigkeit um einen ruhenden Korper
in Parallelstromung (Geschwindigkeit U in z-Richtung) reduziert sich nach
dem Vorigen auf folgende mathematische Frage: Gesucht ist eine Funktion
D (x, y, z), fur die auBerhalb des Korpers iiberall A® =0 gilt; im Unendlichen
(fiir 7 — oo) soll 8P/dx =u = U, v =w = 0 werden und an der Kérperoberfliche
oP/on =0, damit dort die Normalgeschwindigkeit verschwindet. Nach der
Potentialtheorie ist durch diese Randwertaufgabe das Geschwindigkeitspoten-
tial @ bereits eindeutig bestimmt, wenn es im Strémungsbereich zweimal stetig
differenzierbar vorausgesetzt wird. Solche Strémungsprobleme sind also durch
die Bedingungen der Kontinuitit und der Drehungsfreiheit schon rein kine-
matisch vollig bestimmt, wenn auch zur Berechnung einer dynamischen Grif3e,
wie der des Druckes, dann noch eine dynamische Gleichung (die Bernoulli-
Gleichung aus 1.4.1) herangezogen werden muf.

Ein Hauptmerkmal der Laplace-Gleichung A® = 0 ist ihre Linearitét. Sind @,
beliebige Losungen, so ist daher — abgesehen von den Randbedingungen — auch
jede Linearkombination } ¢, &, wieder eine Loésung. Bei diesem Superponie-
ren von Losungen werden die Potentiale algebraisch addiert, wobei die zuge-
hérigen Geschwindigkeitsfelder automatisch vektoriell addiert werden. Auf diese
Weise 148t sich leicht eine Vielzahl von Potentialfunktionen finden, die alle als
Geschwindigkeitspotential einer Stromung in einer idealen Flussigkeit gedeutet
werden kénnen.

Ein fast triviales Beispiel einer Potentialfunktion ist ® =ax + by + cz; ihr ent-
spricht mit v =grad ® =ia 4 jb + kc eine Parsallelstromung im Raum mit

dem Geschwindigkeitsbetrag Ya? + b? + ¢? und der Richtung w:v:w =a:b:ec.
Eine der wichtigsten Grundlésungen der Laplace-Gleichung ist @ = — a/r; hier

wird u =aw/r?, v = ay/r® und w = az/r’. Daraus folgt

. a x? a y? a 22 . .
levzj——3a7+—;;—3a—r6—+r—3—3ar—5:A<b:O fir r=- 0;

d. h. die Kontinuitits- oder die Laplace-Gleichung ist in der Tat tiberall erfiillt
auBler im Nullpunkt des Koordinatensystems. Wegen v =ar/r® hat die Ge-
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schwindigkeit iiberall die Richtung von r und den Betrag |v|= «a/r?; alle
Geraden durch den Nullpunkt sind also Stromlinien. Durch eine Kugel um
den Nullpunkt mit dem Radius R stromt radial in der Zeiteinheit die Menge
@ =47 R?- a/R?=4ma unabhiingig von R; auch aus einer groBeren Kugel
fliet demnach dieselbe Menge aus, denn es ist ja auch die Kontinuitdt fiir
R %0 erfullt. Nur im Nullpunkt ist die Stréomung singulér; in ihm entsteht
néamlich dauernd dic Menge 4na je Zeiteinheit, und die Geschwindigkeit wird
unendlich fur r 0. Ist @ negativ, so verschwindet dort diese Menge, und dio
Flussigkeit stromt iiberall radial zum Nullpunkt hin. Man spricht daher je nach
dem Vorzeichen von a von einer Punktquelle oder von einer Punktsenke.
Verwirklicht ist diese letztere Stromung etwa in der Umgebung eines kleinen
Lochs im ebenen Boden eines Gefidfles, aus dem eine schwere Flussigkeit aus-
fliet; von der unmittelbaren Lochnihe muB3 man natirlich absehen.

Bei der analogen ebenen Quell- oder Senkenstrémung muf3 durch jeden Kureis
(bzw. Zylinder) um die Quellinie die gleiche Menge ¢ ausflieBen. Daher muf} hier
[v]|=g/2x7r sein oder v =qr/2nr2, mit r =iz + jy, woraus fiir das Potential
folgt @ = q/2n In r (Fig. 6a).

Eine weitere grundsédtzlich wichtige, ebene Stréomung ist die des Potential-
wirbels. Hier bewegen sich alle Teilchen auf Kreisbahnen um den Nullpunkt mit
der Geschwindigkeit v, (r)

unabhéngig vom Zentri-

y winkel ¢. In einem starren

Korper multe dann offen-

v by sichtlich v~ 7 sein. In ciner

~ »v.{r) Flussigkeit ist dagegen zu-
nichst jede Geschwindig-
keitsverteilung moglich.
- N Fordert man aber noch
Drehungsfreiheit der Stré-
\ mung oder die Existenz

a) b) eines Potentials @, so muf

. . ) L fur die Radialgeschwindig-
Fig. 6. &) Ebene Quellstrémung b) Potentialwirbel keit gelten oy :3(13/61‘ —0

x volr}

- -

und fir die Umfangsge-
schwindigkeit vy, = 0®/r 8@ — 1, (). Aus der ersten Gleichung folgt @ (r, @) -~ P ()
und damit aus der zweiten Gleichung rv,(r) = d® (p)/dg = unabhéngig von r,
also v, = ¢/r und @ =c@ =c arctan y/z als einzige Losung. Auch hier liegt eine
Singularitdt im Nullpunkt vor, in dem die Umfangsgeschwindigkeit wie 1/r
unendlich wird, wihrend bei der ebenen Quell- oder Senkenstrecke die Radial-
geschwindigkeit wie 1/r anwichst. Aus u = — cy/r2 und v = cx/r? folgt wieder,
daf} div v und rot v uberall auBBerhalb des Nullpunktes verschwinden. Fiir dic
Zirkulation léngs eines Kreises (um den Nullpunkt) mit dem Radius R ent-

2

gegengesetzt dem Uhrzeigersinn ergibt sich hier I'= f vy - Bdp =2me un-

0

abhéngig von R, insbesondere also auch fiir einen schr kleinen Kreis um den

Nullpunkt. Allgemein ist ja I'=$ov - ds=§ grad @ - ds = Jlim (Pg — Dy), wo-
—

bei A und E Anfangs- und Endpunkt des Integrationswegs bedeuten, die fiir
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einen geschlossenen Integrationsweg zusammenfallen. Wenn, wie gewéhnlich,
@ eine eindeutige Ortsfunktion ist, so wird I"= 0, wie es in einem drehungs-
freien Stromungsgebiet auch zu erwarten ist. Das Wirbelpotential @ =c ¢ ist
jedoch mehrdeutig, und der Wert I’=2nc¢ entspricht gerade dem Betrag,
um den @ anwiichst, wenn man einmal um den Nullpunkt herumintegriert; es
ist der Periodizitdtsmodul des mehrdeutigen, zyklischen Potentials @ =c ¢.
Da andererseits auBerhalb des Nullpunktes die Strémung iiberall drehungsfrei
verliéuft, so verschwindet die Zirkulation lings jeden Weges, der den Nullpunkt,
nicht einschliet. Wird der Weg z. B. von zwei Kreisen um den Nullpunkt und
einem Radiusstiick wie in Fig. 6b gebildet, so wird I'=0, da beide Kreise in
entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden. Beispiele solcher Potential-
wirbel — abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der Singularitit — sind
der Tornado, aber auch der Badewannenwirbel iiber der AusfluBéffnung; ein
kreisférmiges Papierstiick auf der Wasseroberfliche auBlerhalb des Luftkerns
des Wirbels bewegt sich zwar auf einer Kreisbahn, behélt aber dabei dauernd
seine Richtung im Raum entsprechend der Drehungsfreiheit der Strémung.

Weitere Potentialstromungen und deren Singularititen werden spiter in 2.2
behandelt.

1.4. Dynamik

1.4.1. Eulersche Gleichungen und Bernoulli-Gleichung. Wie schon gezeigt wurde,
ist der Spannungszustand in einer reibungslosen, kompressiblen oder inkom-
pressiblen Fliissigkeit viel einfacher als in einer zéhen Flissigkeit: Er ist bereits
durch eine skalare Funktion, ndmlich durch den Druck p (z, ¥, 2, t) bestimmt,
und zwar auch in der bewegten Flussigkeit. Da andererseits gerade die praktisch
wichtigsten Fliissigkeiten: Wasser und Luft nur sehr wenig zéh sind, verglichen
etwa mit Ol oder Honig, hoffte man, mit dem Modell der reibungslosen Fliissig-
keit zumindest gute Naherungen fiir wirkliche Stromungen berechnen zu kén-
nen. Jedoch wurde man darin manchmal sehr enttiduscht. So ergibt sich z. B.
fiir einen Korper bei gleichformiger Bewegung in einer unbegrenzten reibungs-
losen Flussigkeit iiberhaupt kein Widerstand (D’Alembertsches Para-
doxon). Durch solche Ergebnisse geriet die Theorie der reibungslosen Fliissigkeit
vor allem bei den Praktikern natiirlich bald in Mi3kredit; trotzdem wird sic
noch immer weiter ausgebaut und ist nach wie vor unentbehrlich, nicht nur als
relativ einfache Grundlage fiir die ganze Strémungslehre. Denn seitdem man die
Griinde fiir solche Versager kennt, weil man auch, wann man reibungslos
rechnen darf und welche Stromungserscheinungen man so nicht beschreiben
kann. Insbesondere kann man auch in der Gasdynamik die auffallendsten
Phénomene oft schon mit dem Modell der reibungslosen, kompressiblen Fliissig-
keit erfassen. Deshalb skizzieren wir in diesern Abschnitt die Dynamik reibungs-
loser Fliissigkeiten oder Gase.

Nach den Vorbereitungen in Abschn. 1.3 konnen wir die Newtonsche Grund-
gleichung fir einen Massepunkt, also Masse mal Beschleunigung gleich Kraft,
direkt anwenden auf ein Flissigkeitsteilchen Az Ay Az wie in Fig. 2. Dessen
Masse ist zur Zeit ¢ gleich Am = g Az Ay Az; die substantielle Beschleunigung
nach 1.3.1 ist b =0v/dt + grad v¥/2 — v x rot v. Die von aullen an dem Masse-
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punkt angreifenden Krifte sind KAm =(X+jY + kZ)m; so wird z. B.
fiir die Schwerkraft K= — kg, wenn die positive z-Achse nach oben weist.
Innere Krifte schlieBlich ergeben sich hier nur dann, wenn der Druck von Ort
zu Ort verschieden ist; nach 1.1.2 und 1.1.3 wird die resultierende Druckkraft
am Element — dV grad p. Insgesamt wird folglich z. B. in z-Richung

Am% :AmX»Z—iAx-AyAz,
oder %:%«+u%—+v2—;»ﬁrw%—=X~%% (1.38)
sowie %}:%ﬁ-nhu%qtvg—;—}-w%:Y——;—%% (1.39)
und %:%-&uz—:—{»vg—:eri—:):Z*%%—i-. (1.40)
Zusammengefaf3t kann man auch schreiben
:%:%?+grad§~vxrotv:K—%gradp. (1.41)

Diese Vektorgleichung, bzw. die Gleichungen fur die drei Komponenten, nennt
man die Eulerschen Gleichungen.

Zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung hat man jetzt vier unabhéngige
Differentialgleichungen fir die fiinf Variablen g, p, u, v und w bei gegebenen
duBleren Kriften. Es fehlt noch eine Kennzeichnung der Kompressibilitét bzw.
der Dichte. In inkompressiblen, homogenen Fliissigkeiten wird ¢ einfach eine
Materialkonstante, die im ganzen Stromungsfeld gleich groB ist. Fur die meisten
Stréomungen in einem Gas geniigt die néchst einfache Annahme der Barotropie:
¢ =g (p); d. h. die Dichte kann in eindeutig vorgegebener Weise allein aus dem
Druck berechnet werden, wie z. B. bei der Polytrope in 1.2.3. Weiter ist es dann
zweckmiilig, eine Druckfunktion P (p) einzufithren, die definiert ist durch

Lap—dP oder P:J'E’i; (1.42)
e 14
denn damit wird in der Euler-Gleichung
% grad p=grad P.

SchiieBlich wollen wir nur d#uBere Krifte beriicksichtigen, die ein Potential U
haben, so daB K =grad U; fiir die Schwerkraft wird z. B. U = —gz. Nach
Gl. (1.41) existiert dann stets ein Beschleunigungspotential U — P, aus dem
sich die Beschleunigung eines Teilchens durch Gradientenbildung ergibt:

dv vt
b:-aT+grad—2——vxrotv=gra.d(U—P). (1.43)

An den Grenzen des jeweils betrachteten Flussigkeitsbereichs gelten folgende
Randbedingungen. An den Wiinden fester Korper muf die Normalkomponente
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der Relativgeschwindigkeit v, verschwinden. An der freien Oberfliche einer
Flussigkeit wird dagegen der Druck p uiberall gleich einem vorgegebenen Druck,
z. B. bei Wasserwellen gleich dem Barometerdruck; bei kleinen Wellenlidngen,
wie etwa bei den kurzen Kapillarwellen, wird dieser Druck noch durch die Ober-
flichenspannung modifiziert.

Die Integration des Gleichungssystems (1.23 und 1.41) bei vorgegebenen Rin-
dern ist nun wegen der Nichtlinearitédt der Euler-Gleichungen in den Geschwin-
digkeiten im allgemeinen schwierig. Um so groBer ist die Bedeutung eines
Integrals der Euler-Gleichung — ndmlich die Bernoulli-Gleichung —, das man
allgemein in zwei Féllen angeben kann.

Ist ndmlich die Stromung stationér, so kann man die Euler-Gleichung
v2
gra,dT — v X rot v=grad (U — P)

léings einer Stromlinie ds}|v, die hier auch Bahnlinie ist, sofort integrieren. Denn
da das Vektorprodukt [v x rot v]. ds verschwindet, wenn ds||v, so erhélt man

2
grad(%-U+P)'dsj0,

2
oder P —02—- — U = const = C' léngs einer Stromlinie. (1.44)

Dabei kann die Integrationskonstante C auf den verschiedenen Stromlinien
noch verschieden grof} sein; erst dann, wenn » x rot v = 0 gilt, wird C im ganzen
Stromungsfeld gleich gro3. Das trifft aber z. B. schon fur alle Stromlinien zu,
die gemeinsam aus einem raumlich grofen Strémungsgebiet kommen, in dem
die Fliissigkeit praktisch in Ruhe ist; denn dort ist (wie in 1.2.1) P - U =C
iberall gleich grof}, und da sich C léngs jeder Stromlinie nicht mehr éndert, gilt
auch stromabwiirts iiberall C = const. (In diesem Fall bleibt die ganze Stromung
drehungsfrei, wie spiter aufgezeigt wird.) Verschiedene Bernoulli-Konstanten C
koénnen dagegen etwa zwei zusammentreffende Flussigkeitsmassen verschiede-
ner Herkunft haben, wie z. B. beim Ausatmen die Atemluft und die Raumluft.

Kann man andererseits von vornherein annehmen, dafl die Stromung drehungs-
frei ist, d. h. da iiberall und stets rot v = 0 gilt, so existiert ein Geschwindig-
keitspotential v =—=grad @ und die Euler-Gleichung (1.43) lautet jetzt wegen
0 grad @/ot = grad 3d/ot:

a 2
grad(a—d;-f--%——i—P——U):O,
oder %?+P+"2_’—U=f(z). (1.45)

Die Integrationskonstante f(t) hidngt nur dann von der Zeit ab, wenn z. B.
durch #uBere Einwirkung der Druck im Strémungsbereich variiert wird;
meistens ist f sowohl rdumlich als auch zeitlich konstant, wie bei stationdren
Randbedingungen.
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1.4.2. Anwendungsbeispiele fiir die Bernoulli-Gleichung

1.4.2.1. AusflieBen von Wasser infolge der Schwere. Das AusflieBen von Wasser
aus einem Kkleinen Loch eines groBlen Geféafles ist praktisch ein stationirer
Stromungsvorgang, und die Fliissigkeit ist an der Oberflidche, in der alle Strom-
linien beginnen, fast in Ruhe. Es gilt also hier die einfache Bernoulli-Gleichung fiir
inkompressible, reibungslose Fliissigkeiten mit P =pfo und U— --gz (2-Ko-
ordinate nach oben positiv):

PP
?+T+ =0, (1.46)

Der statische Druck ist an der Oberfliche und am Ausflulloch gleich dem
Barometerdruck p,, die Hohe der Oberfliche (z,) iiber dem Loch (zp) sei
29— zp == h. Vergleicht man die Zustdnde ldings der Stromlinien oben und
unten, so wird

2
Po oD A .
'5"*“0‘*"920*’0*’9 + 5 + gza;5

die AusfluBgeschwindigkeit wird also |va|=YV2gh (Torricellisches Theo-
rem). Ist der Lochquerschnitt F,, so wird die AusfluBmenge je Zeiteinheit

Q=aFr0V2¢h; « <1 ist die sogenannte Kontraktionsziffer. Nur in einer
gut abgerundeten Miindung wird der Strahlquerschnitt gleich dem Loch-
querschnitt (x = 1). Im Allgemeinen entsteht eine Strahlkontraktion infolge der
Trégheit der Wasserteilchen, die in Lochniéhe im Gefél radial dem Loch zu-
stromen. So wird z. B. fur ein Kreisloch in einem dinnwandigen Gefé « = 0,61
bis 0,64 (vgl. 2.2.8.3). Wegen der Richtungsunabhéingigkeit des Druckes ist es
natiirlich gleichgiiltig, ob das Ausfluflloch im Boden oder in einer Seitenwand
des Gefifles ist.

1.4.2.2. Ausflufl eines Gases aus einem Uberdriickkessel. Fiir die schnelle Zu-
standsénderung beim Ausflieen eines Gases aus einem Kessel (Index 0, v, =0)
durch eine geniigend abgerundete Miindung (Querschnitt F, <& Fy, Druckp, < p,)
gilt die Adiabate:

e _(» 1/%_ T \1/{x—1)
o= ()" =() (147)

neben der allgemeinen Gasgleichung p/¢ =R7T, T = absolute Temperatur,
R =Gaskonstante, z.B. fur Luft R =288 m?s?°C. Die Bernoulli-Gleichung
lautet daher (bei Vernachlissigung der Schwere):

v? dp v? » Po (p )(%—l)/" ® Do
—_ —_ = Ly fa =0 4 - = 1.48
2 + f e 2 F x—T1 g, \ ;o + x—1 g ¢ )

Die Geschwindigkeit im engsten Mindungsquerschnitt I7;, wo der Druck p,
herrscht, wird somit

_ . Zx Pe Py \(r— )%
Y E G e
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und die AusfluBmenge (fiir p, > p*, s. unten)

1/ 2% Py \x—1)/%
= Frein = B () V*_ [1 - (&) ] 1.50
Q 101 "\ 7, w1 P Do ( )

Danach wiirde @ verschwinden fiir p, = p, oder p, = 0. Also gibt es eine groBte

Menge
2 \1f{x-1) 2%
Qmax=F1(—’”+1) l/%—}—l PoQos (1.51)

die dann ausflieBt, wenn der Miindungsdruck p, (hier zugleich der AuBendruck)
gerade gleich dem sog. kritischen Druck p* ist, mit

Pp* 2 \xlx—1)

P (x )
Fiar Luft mit % = 1,40 wird z. B. p*/p, = 0,5628. Wenn p, = p* zutrifft, so ist die
Austrittsgeschwindigkeit v; = V2%/(x + 1) - py/g, gerade gleich der drtlichen (kriti-

schen) Schallgeschwindigkeit in der Mindung a,. Denn die Schallgeschwindig-
keit, als Fortpflanzungsgeschwindigkeit kleiner Druckstérungen, wird allgemein

bestimmt durch ¢ =V dp/dg (vgl. 2.3.2), also mit ¢ (p) nach der Adiabate

6= V"_Po ) (ﬁ’,)"‘“”", (1.53)
Qo Po

Fir das kritische Druckverhéltnis in der Miindung nach Gl. (1.52) wird dort
speziell ¢] = V2x/(x+ 1) ~Pol0o= vf ; oder, anders ausgedriickt, die értliche Mach-
Zahl, definiert durch Ma = Gasgeschwindigkeit durch értliche Schallgeschwin-
digkeit = v/c, wird hier gerade Ma, = 1.

Auch wenn der Auflendruck pa noch kleiner als der kritische Druck p* ist, bzw.
wenn der Kesseldruck z. B. fir Luft grofler als p, =pa/0,5628 = 1,89p, ist, so
kann doch keine groBere Menge als Qay ausflieBen. Denn da das Gas im Miin-
dungsquerschnitt bereits mit der dortigen Schallgeschwindigkeit strémt, kann
eine Anderung des AuBenzustandes stromaufwiirts keine Anderung des Ausflufi-
vorgangs mehr bewirken; die AusfluBmenge wird deshalb fur ps <p* vollig
unabhéngig vom Gegendruck. Jedoch erweitert sich auBlerhalb der Miindung
der Querschnitt des Gasstrahls, und die Gasteilchen erreichen Uberschall-
geschwindigkeit, wenn die ruhende Luft neben dem Strahl unter einem kleineren
Druck p, steht, als der in der Miindung p, = p*. Und zwar expandiert der Strahl
wegen der Trigheit des Gases zu stark, so daB in einem gewissen Abstand hinter
der Miindung im Strahl Unterdruck entsteht, der den Strahl wieder zusammen-
zieht, etwa auf den Miindungsquerschnitt und den Mindungsdruck. Erst nach
mehreren solcher stehender Schwingungen wird der austretende Gasstrahl durch
Vermischen mit der AuBenluft aufgelost.

(1.52)

Will man nun bei ps < p* durch eine geregelte Expansion Uberschallgeschwin-
digkeiten erzielen, so muB man an den engsten Milndungsquerschnitt (mit Ma = 1)
eine sich erweiternde Laval-Diise anschlieBen wie in Fig. 7. Im direkten Gegen-
satz zu den gewohnten, langsamen Unterschallstromungen bewirkt némlich in
einer Uberschallstromung (Ma > 1) eine Querschnittserweiterung der Diise eine

Wieghardt, Stromungslehre 3



34 1. Verschiedene Kontinua

weitere Geschwindigkeitszunahme und Druckabnahme! Denn in der obigen
eindimensionalen Stromfadentheorie, in der nur Mittelwerte der Strémung im
Disenquerschnitt betrachtet werden, lautet die Kontinuitétsgleichung M = Fov
= const, oder nach logarithmischer Differen-
tiation: v/F. (dF/dv) = —1—v/p . (dg/dv). Mit der
Definition der Schallgeschwindigkeit kann man
die Mach-Zahl umschreiben in Ma? = v?/c?
= v2dg/dp =v/p . (dg/dv) - [ov(dv/dp)]. Der Aus-
druck in der eckigen Klammer ist aber gleich — 1,
wie man aus der Differentialform der Bernoulli-
Gleichung v dv -+ dp/p = 0 erkennt. Es wird daher

v dF
e —— = — 1 4 Ma?; 1.54
Fig. 7. Lavaldiise F dv ( )

d. h. aber dF/dv < 0 fir Ma <1 und umgekehrt dF/dv> 0 fir Ma > 1. Der
Endquerschnitt der Laval-Diise hingt vom jeweiligen Enddruck p,, bzw. von
PA[Dg, und dem engsten Querschnitt ab. Wéhrend die DurchfluBmenge dann fir
p*>pa >0 konstant und gleich der maximalen Menge nach Gl (1.51) ist,
kann die Geschwindigkeit schlieBlich bei der Expansion ins Vakuum pj =0

nach der Bernoulli-Gl. (1.49) den Maximalwert von ¥may = V2#/(x — 1) - po/ge

=V2/(x — 1) ¢, erreichen, d. h. also z. B. fiir Luft mit » = 1,40 iiber das Dop-
pelte der Schallgeschwindigkeit im Kessel.

1.4.2.3. Druck und Schwerefeld; Staudruck in Fliissigkeiten und Gasen. In einer
inkompressiblen, schweren Fliissigkeit ist im Ruhezustand der Druck pg eine
Ortsfunktion pgp = const — yz, mit y =pg =spezifisches Gewicht. Wenn in der
Fliissigkeit eine Stromung stattfindet, so iiberlagert sich dieser Druck pgi nach
der Euler-Gleichung einfach additiv dem Druckfeld p*, das dynamisch durch
die Strémung entsteht; der statische Druck ist dann p = p* -+ py. Dies trifft
auch fiir zihe, inkompressible Fliissigkeiten zu. Fithrt man den Druck p* ein,
so vereinfacht sich die Bernoulli-Gleichung fiir reibungslose Fliissigkeiten
p + ¢ v¥Y2 4 yz =const folgendermaBen: p* + g v¥/2 =const. Man rechnet des-
halb gewohnlich so, als ob die Stromung einer Fliissigkeit mit der tréigen Masse
¢ je Volumeneinheit im schwerelosen Feld stattfinde, und addiert zum so ge-
fundenen Druck den Ruhedruck pp erst nachtriglich. Natiirlich ist das dann
unzweckmiiBig, wenn die Schwerkraft primér wesentlich ist, wie z. B. beim
AusfluB oder bei Wasserwellen. Denn in die hier auftretenden Randbedingungen
an der freien Oberfliche ist der wahre, vollstindige Druck p =p* 4 pgp ein-
zusetzen,

Wird ein Kérper in einer Parallelstromung festgehalten, so staut sich an seinem
Kopf die Fliissigkeit. Dort, wo sich die Stromlinien zerteilen, um das Hindernis
zu umstrémen, gibt es einen Staupunkt, in dem die Geschwindigkeit vollig
verschwindet: v ==0. Ist in groBer Entfernung vom Korper die Geschwindig-
keit U und der Druck p_, so gibt die Bernoulli-Gleichung lings der Stromlinie, die
zu dem Staupunkt fithrt, den Druck dort: pgs+0=p_ + ¢ U?%2. Den Druck-
anstieg ps — p,, = ¢ U%/2, oder allgemein die Grife g v*/2 nennt man Staudruck
oder dynamischer Druck. Die Summe von statischem Druck » und dynami-
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schen Druck ¢ v%2 bezeichnet man als Gesamtdruck Dges» und es gilt nach

Bernoulli pge 4 y2 =const.

Fir die entsprechende Staupunktsstrémung in einem kompressiblen, idealen

Gas lautet die Bernoulli-Gleichung Pg+ 0 =P _+ U%2, oder U%2=Pg— P
8

= f dp/e. Firr adiabatische Strémung mit p ~ g* wird

2 -
v = (£§____1’°°) - Po [(_ps )(" ””‘—1] , (1.55)
2 T x—1\gs e 2x—1 g [\ 7o
s x—1 o U2 ]x/(x—n [x—l . ]n/o:—x)
oder ERalpes ) Aiaigy -~ Ralll indpu 5 | = Ma 1 , 1.56
2 [ e o MaZ, + (1.56)

mit Ma_, = Ulec_,, da fir die Schallgeschwindigkeit in der ungestérten Parallel-
stromung gilt ¢, = Y dp/de = V»p_Jp_.. (Bei Uberschallstromung mit Ma_, > 1
entsteht vor dem Korper ein VerdichtungsstoB mit Entropievermehrung,
80 daB3 man dann nicht mehr wie oben mit der Adiabate rechnen darf; die
obigen Gleichungen gelten daher nur fiir Unterschall mit Ma_ < 1.)

Fiir kleine Mach-Zahl Ma_, <1 wird insbesondere

2
P 1+ M2 B Mar,.. =14 8T (l—i-—l-Mag,...) (1.57)
Peo 2 o 8 oo 4
sowie 25 _ 1’5_)""~ 14+ L Ma2 4+ 2= %yt .. (1.58)
oo Poo 277 78 °°
_ o L pea (L59)
oder DS = Poo™ Qoo 5 * 14 3 Moo} - .

Solange Ma, <1/5 gilt, bei Luft von Zimmerternperatur also bis zu Wind-
geschwindigkeiten von etwa 330/5 = 66 m/s kann man nun das strémende Gas
als inkompressible Fliissigkeit ansehen, weil dann der Fehler der inkompressiblen
Staudruckformel noch kleiner als 19, bleibt.

Die kinetische Energie der anstrémenden Luft wird beim Aufstau nun nur teil-
weise in eine Druck- und Dichteerh6hung umgewandelt, auBerdem wird noch
ihre innere Energie, d. h. ihre Temperatur, erh6ht. Nach der Gasgleichung gilt
p/e = RT, so daB sich aus Gl. (1.55) fiir die Differenz der absoluten Temperaturen
orgibt T's — T =(x— 1)/x - U%2R ~ 5 - 104 U%, U in m/s. (Diese Gleichung gilt
iibrigens auch fiir Uberschall, da man zur Herleitung die Adiabate nicht voraus-
zusetzen braucht.) Danach wird z. B. fiir ein Flugzeug mit Schallgeschwindig-
keit in Bodennshe (U7 =330 m/s) die Staupunktstemperatur um 54 °C grofer
als die der umgebenden Luft.

1.4.2.4. Gegenbeispiel: AusfluB von Sand. Als Satyrspiel folge noch das Ausfliefen
eines Diskontinuums, wie z. B. Sand, aus einem kleinen Loch im Boden eines hoch-
aufgefiillten, groBen GefiBes. Hierfiir gibt es allerdings keine Bernoulli-Gleichung.
Wegen der Unabhiingigkeit des Bodendrueks von der Fiillhohe nach 1.2.4 kann auch
der AusfluB nicht voglgieser abhingen, solange sie nicht zu klein ist. Die Beobachtung

g
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zeigt ferner, daBB der Sand nur in einem engen, schwach trichterférmigen Schlauch
iiber dem Bodenloch flieBt, wahrend der iibrige Sand rundherum gar nicht an der
Bewegung teilnimmt. Daher kann auch der Gefé8durchmesser nur von untergeordneter
Bedeutung sein, und es bleiben an wesentlichen Gréfien nur die Dichte g, die Erd-
beschleunigung ¢ und der Lochdurchmesser d. Aus diesen Groflen kann man nur auf
eine einzige Art eine GroBe von der Dimension einer Geschwindigkeit bilden, némlich
Vgd. Das Verhiltnis der AusfluBgeschwindigkeit zu dieser GroB8e muB nach einem
bekannten Satz der Dimensionsanalysis eine dimensionslose Konstante sein, so dafl
v ~YVgd. Die Dichte spielt also ebensowenig eine Rolle wie in der analogen Formel
fiir Wasser: v~V gk (in 1.4.2.1). Die AusfluBmenge wird danach @ ~ =/4 . d20}yd.
Als Korrektur kann man schliefllich noch den mittleren Durchmesser der Sandkorner &
einfithren und statt d schreiben d — k; denn es kann ja iiberhaupt kein Sand ausfliefen,
wenn d < k. Man erhilt dann

Q=c %9 Vg (d— k)*2, mit ¢~ 0,7 nach Versuchen. (1.60)

1.4.3. Newtons Zihigkeitsansatz und das Hagen-Poiseuillesche Gesetz. Das Aus-
flieBen einer wenig zidhen Fliissigkeit wie z. B. Wasser aus einem kleinen Loch
ist wohl das #lteste Beispiel einer Strémung, die mit dem einfachen Modell der
reibungslosen Flussigkeit praktisch ausreichend genau beschrieben werden kann.
Das einfachste Gegenbeispiel zeigt jedoch das
folgende Experiment. Zwischen zwei ruhenden,
% Uiy parallelen Platten (bei y = 0 und y = a) befinde

____,/7 } sich eine ebenfalls ruhende Flissigkeit; die
———7/,_(:(/1 a untere Platte (bei y = 0) bleibe in Ruhe, wihrend
< a ‘ die andere in ihrer Ebene auf eine konstante

77, 7777 Geschwindigkeit U in z-Richtung beschleunigt
werde (Fig. 8). Eine reibungslose Fliissigkeit
bliebe dabei auch weiterhin in Ruhe, da ja deren
einzige Randbedingung: keine Geschwindigkeit
quer zur festen Wand, also v =0 fiir y =0 und y =a, unverdndert bleibt.

Fig. 8.
Stromung zwischen zwei Platten

Jede wirkliche Fliissigkeit kommt aber erfahrungsgemdf in Bewegung, und
zwar deshalb, weil sie an den Plattenwédnden haftet; d. h. sie befolgt stets noch
die weiteren Randbedingungen: «(y =0) =0 und u(y =a) = U. Dadurch ent-
steht auch im Flissigkeitsinnern eine Stromung in z-Richtung, und es stellt
sich schlieBlich (bei engem Plattenabstand a) die einfachste Geschwindigkeits-
verteilungl) ein, nédmlich

u=U—§- und v=w=0. (1.61)

Auch nachdem die obere Platte auf die Geschwindigkeit U gebracht ist, muf
noch dauernd eine Kraft X wirken, um die stationire Stromung zwischen den

1) Die Stromung 1iBt sich z. B. verwirklichen zwischen zwei konzentrischen Zylindern
(Radius R, und R,), von denen einer rotiert. Ist die Spaltweite klein: Ry— R, < R, 5,
so wird die obige sog. ebene Couette-Stromung angenahert.
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Platten aufrecht zu erhalten ; und zwar erweist sich diese Kraft, auf die Platten-
fliche F bezogen, gleich

(Mit der entsprechenden Gegenkraft mufl die untere Platte festgehalten werden.)
Die Gr68e y nennt man die Zdhigkeit. Sie hingt bei Gasen und vor allem auch
bei Flussigkeiten von der Temperatur ab; ihre Dimension ist z. B. im technischen
Maflsystem kp s/m?2,

Spezialisiert man dieses Ergebnis auf diinne, ebene Fliissigkeitsschichten, die
ibereinander gleiten, so besteht danach zwischen ihnen eine tangentiale Schub-
spannung

du
TyzzﬂTy- (1.62)

Der Doppelindex kennzeichnet die in 2-Richtung wirkende Schubspannung, die
an einer Fliche angreift, deren Normale parallel zur y-Richtung ist.

Dieser Ansatz, nach dem die Schubspannung in einer stromenden Flussigkeit
linear von der Deformationsgeschwindigkeit abhéngt, stammt schon von
Newton (1642-1727); er beschreibt in der Tat das Verhalten der meisten
Flussigkeiten und Gase, solange deren Stromung in einem regelméBigen Neben-
und Ubereinandergleiten von Flissigkeitsschichten besteht. Diese Stromungs-
form nennt men laminar (lamina = Schicht).

Das wichtigste Anwendungsbeispiel fur den Newtonschen Ansatz ist die Stro-

mung in einem engen Rohr mit kreisfsrmigem Querschnitt (Radius R) (Fig. 9).
Alle Teilchen der inkompressiblen Flissigkeiten bewegen sich hier geradlinig

lr} ’
—
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Fig. 9. Laminare Rohrstrémung

und unbeschleunigt mit der Geschwindigkeit w(r); r = Achsabstand. Da keine
Tragheitskrifte auftreten, miissen Druck- und Zihigkeitskrifte im Gleich-
gewicht stehen. Der Druckunterschied Ap zwischen zwei Querschnitten im
Abstand Az bewirkt nun an einem Flussigkeitszylinder vom Radius 7 eine an-
treibende Kraft Apnr2. An dessen Mantelfliche 2nrAxz wirken bremsend da-
gegen die Schubspannungen v mit einer Gesamtkraft 2xrAzz. In stationérer
Bewegung wird daher Aprnr? =2nrAzr, oder

Ap r

T (1.63)
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Nach dem obigen Ansatz (mit ¥y = R — r) kann man nun 7 durch die Geschwin-
digkeitsverteilung im Rohr ausdriicken: v = — pdu/dr. Elimination von t aus
den beiden Gleichungen gibt eine Differentialgleichung fiir % (r). Integriert man
diese unter Beriicksichtigung der Haftbedingung an der Rohrwand: #(r = R) =0,
so erhéilt man eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung iiber dem Rohr-
radius:

= L AP g
w= e (B ). (1.64)
Daraus folgt schlieBlich fiir das DurchfluBvolumen je Zeiteinheit:
R Ap
= —_T 8P
Q_fzmdfu_ 57 Ar R (1.65)
[

Dies ist das Hagen-Poiseuillesche Gesetz (1839 bzw. 1840). Da sich die
darin vorkommenden Grofen leicht sehr genau messen lassen, hat die experi-
mentelle Bestéitigung dieses Gesetzes durch die meisten Fliissigkeiten und alle
Gase die Richtigkeit des einfachen Ansatzes (1.62) erwiesen. Vor allem konnte
so auch die allgemeine Giiltigkeit der Haftbedingung, selbst fir nicht benetzende
Flussigkeiten an sehr glatten Winden, wie z. B. Quecksilber in Glasréhren, fest-
gestellt werden. Umgekehrt wird jetzt Gl. (1.65) zur genauen Bestimmung der
Zihigkeit u von Flussigkeiten (im Englerschen Viskosimeter) benutzt. Frei-
lich gilt auch sie nur solange, als die Grundvoraussetzung laminarer Strémung
zutrifft, wie etwa in engen Kapillarrohren. In weiten Rohren, z. B. schon in
der Wasserleitung, beobachtet man gewdshnlich eine ganz anders geartete
turbulente Strémungsform mit véllig abweichenden GesetzmiBigkeiten
(vgl. 3.7.4).

Auffallend ist in Gl. (1.65) die starke Abhingigkeit der DurchfluBmenge (proportional
R%) vom Rohrradius, die in unserem Blutkreislauf sozusagen praktisch verwertet wird.
Die Adern sind némlich elastisch ; sie konnen sich erweitern und dadurch eine Steigerung
des Blutdurchflusses sehr erleichtern, wenn das — z. B. bei erhdhter Muskeltiatigkeit —
erforderlich ist. Verringert jedoch Arterienverkalkung diese Elastizitdt der BlutgefiGe,
so wird dann statt dessen das Herz zu erhbhter Leistung gezwungen, und der Blutdruck
steigt an.

1.4.4. Spannungszustand in zihen Fliissigkeiten. Fiir beliebige rédumliche Stro-
mungen ist nun der Newtonsche Ansatz zu einem allgemeinen Zusammenhang
zwischen den Spannungen und den Deformationsgeschwindigkeiten eines
Flussigkeitselements zu erweitern.

Bezeichnet man die Normalspannungen mit ¢ und tangentiale Schubspannungen
mit z, so kann man die neun in Fig. 2 (8. 15) auftretenden Spannungen als
sogenannte Matrix des Spannungstensors folgendermaBen aufschreiben

Oy T”Z Tz
Ty Oy T (1.66)
Tyz Tyz O

In den Zeilen stehen die Spannungen nebeneinander, die in einer Koordinaten-

richtung wirken; in den Spalten untereinander sind die Spannungen, die jeweils
an der gleichen Fliche (senkrecht zur z-, y- oder z-Richtung) angreifen. Als
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positiv sei wie in Fig. 2 die Spannungsrichtung definiert, die auf der jeweils vom
Koordinatennullpunkt weiter entfernten Fliche gleich der Koordinatenrichtung
ist, und auf den anderen Flichen entgegengesetzt. Die von den Spannungen
bewirkten Oberflichenkrifte am Volumenelement heben sich in erster Ordnung
gegenseitig auf. Das mufl deshalb der Fall sein, weil an jedem beliebigen (auch
endlichen) Volumen Gleichgewicht zwischen diesen Oberflichenkriften einer-
seits und den Trégheits- und #uBeren Massenkriiften andererseits herrschen
mufl. Die beiden letzteren sind aber proportional dem Volumen und somit bei
hinreichend kleinen Teilchen eine GréBenordnung kleiner als die Oberflichen-
krafte, die dessen Fldchen proportional sind.

Aus dem gleichen Grund muf auch das Drehmoment in erster Ordnung ver-

schwinden, das die Schubspannungen am Teilchen erzeugen, also z. B. das
Moment um die y-Achse:

Tzdydz - dz— 1, dady - dz = (7, — 1) dadydz =0,

oder Ty = Tog

und entsprechend fiir die anderen Achsen
Tye="Tay (1.67)
Toy=Tyz-
Ebenso wie in der Elastizitétstheorie ist also auch der Spannungstensor in einer
zéhen Fliissigkeit immer symmetrisch.

Erst die Unterschiede der entsprechenden Oberflichenkriifte an gegeniiber-
liegenden Flichen des Volumeneloments ergeben Krifte an diesem, die mit den

Trégheits- und Massenkriiften im Gleichgewicht stehen. Nach Fig. 2 wird also
z. B. die Kraft in 2-Richtung

9
( A ay T+ __r,,) dz dy dz (1.68)

oder, wegen der obigen Symmetnebedingung,

0
( 0y + > ay Ty + 5 r”) de dy dz, (1.69)
und entsprechend in y- und 2-Richtung.

1.4.5. Navier-Stokessche Gleichung. Wenn eine Fliissigkeit als Ganzes wie ein
starrer Korper bewegt wird, entstehen natiirlich keine inneren Spannungen,
sondern erst in einer Stromung, in der die Flissigkeitsvolumen im Lauf der
Zeit deformiert werden. Die Deformationsgeschwindigkeit, also die gegenseitige
Verschiebung der Fliissigkeitsteilchen in der Zeiteinheit, ist in erster Ordnung
bestimmt durch die ersten Ableitungen der Geschwindigkeiten nach den
Raumkoordinaten, also durch die neun Gré8en

Uy Uy Uy
(v, v, v }; (1.70)
Wy Wy W

dabei sind der Kiirze halber die Ableitungen durch Indizes bezeichnet: u, = du/cz,
Uy = Jufdy usw.
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Ist z. B. 0u/ox = ¢ > 0, wihrend alle anderen Grofen dieser Matrix verschwinden,
so wird ¥ =y +c2, v =v, und w =w,; reisen wir in der Strémung mit der
Geschwindigkeit u,, v,, w, des bewegten Koordinatenursprungs mit, so sehen
wir die Fliissigkeit von der Ebene « = 0 aus nach links und rechts expandieren,
wobei die Geschwindigkeit nach auBen wichst, wie in Fig. 10a. — Falls nur
Ou/0y nicht verschwindet, erhiilt man die obige Scherstromung zwischen den
beiden Platten. Wenn nur du/dy = dv/0x = ¢ nicht verschwinden, ergibt sich eine

y y y
- . - - »—»l// //l*
-~ - > ‘*1/ //,
- - —O— > W e \\ \—-‘—*—1—* f“ L‘\\
—— - - >~>—>X ,‘\\\X \\\"r" o
el Ty
a)%‘i:c>0 b)%=%=c>0 C)g—;=~35=0>0

Fig. 10. Geschwindigkeitsfelder

allgemeincre, ebene Scherstromung wie in Fig. 10b. Wenn schlie8lich nur
ou/dy = — dv/ox =c¢ nicht verschwinden, dreht sich die Flissigkeit wie ein
starrer Kérper um die 2-Achse (Fig. 10c).

Im Gegensatz zur Matrix der Spannungen braucht die obige Matrix der Defor-
mationsgeschwindigkeiten keineswegs symmetrisch zu sein. Denn es ist ja kine-
matisch durchaus méglich, dafl z. B. du/dy und dv/dx verschieden sind, wihrend
die Schubspannungen an den entsprechenden Stellen in deren Matrix, némlich
T2y und 7y, stets gleich groB sind. Man kann also den bei der Plattenstrémung
crfolgreichen Ansatz nicht einfach dadurch verallgemeinern, dafl man setzt:
Spannungsmatrix = . Matrix der Deformationsgeschwindigkeiten. Eine immer
symmetrische Matrix 1i3t sich jedoch aus den Ableitungen der Geschwindig-
keiten dadurch bilden, dafl man die konjugierte Matrix zu (1.70) durch Ver-
tauschen der Zeilen und Spalten bildet und diese Matrix zu (1.70) dazuzdhlt:

Uy Uy U Uy Uy Wy 2up,  vptuy wyt U
vy vy v )k luy vy wy)=\|u, +v, 2v, wy+v). (L7
wy, W, W, Uy v, W, Uy + Wy Vot wy 2w,

Die neue Matrix hat offensichtlich, wie gewiinscht, die gleichen Symmetrie-
eigenschaften wie die der Spannungen.

Die von der Zihigkeit herrithrenden Beitrige zu den Normalspannungen oz, 6y, 0,
konnen in einer isotropen Flissigkeit aus Symmetriegrinden nur von den
Dehnungsgeschwindigkeiten ug, vy und w, abhéngen; diejenigen in der Matrix
(1.71) sind 2u; usw. Noch allgemeiner kann man ein gemeinsames weiteres
Zusatzglied zu oz, oy und ¢, annehmen, das proportional der Volumenausdehnung
ist: p'(ugy +vy + w;). Die so eingefithrte Volumenviskositdt u’ kann natiir-
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lich nur in Gasen zu bemerken sein, da in inkompressiblen Medien div v =0
gilt.

Normalspannungen treten schlieBllich schon in reibungslosen Fliissigkeiten auf,
und zwar sind sie dort nach allen Richtungen gleich dem negativen statischen
Druck: 0y =0y = 0, = — p. Insgesamt ist somit folgender Ansatz fiir die Span-
nungen in einem z#éhen, kompressiblen Medium sinnvoll:

Oy Tyr Tuz Uy Uy U Uy Uy Wy
Tey Oy Ty)=p | Y2 Yy v)+n fuy, v, wyi—

Tez Tyz O Wy Wy Wy U, U, W,

p 0 0 div v 0 0
— (0 P 0) +,/( 0 dive 0 ) (1.72)
0 0 » 0 0 div o
o o o o
also z. B. %:_p+2,la_’;+,/(3:_+5;_+3’;_’) (1.73)
ou v ou ow
Ty = M (-a—y— + a_x) y Tgz =N (a—z -+ -5;) usw. (1.74)

Fur die Stromung zwischen der ruhenden und der bewegten, parallelen Platte
mit ¥ =w = 0 und u = Uyja wird danach, wie gefordert, tzy = udu/oy = u Uja,
Tzz=1yz =0 und oy = oy = 0, = —p.

Fiir reibungslose Flisssigkeit (u =0, u’ =0) oder in ruhender Fliissigkeit (v = 0)
wird wie frither o; = 0y = 6, = — p, und alle Schubspannungen 7 verschwinden.

In zéher, inkompressibler Flussigkeit sind danach die Normalspannungen zwar
verschieden grof3; ihr Mittelwert wird aber wieder gleich dem statischen Druck:
1/3 . (og + oy + 0;) = — p wegen uy + vy +w, =0.

Die Kraft auf das Volumenelement, die sich aus den inneren Spannungen z. B.
in x-Richtung ergibt: (80;/0x 4 0tyy/0y + 01,4/02). dx dy dz kann nun mit dem
obigen Ansatz durch die Geschwindigkeitsverteilung ausgedriickt werden. Zu.
sammen mit der duleren Volumenkraft gibt sie die Triagheitskraft: Masse mal
Beschleunigung, wie bei der Herleitung der Euler-Gleichung fiir reibungslose
Flitssigkeit (1.41). Man erhélt somit

du op d ou 3 ou o
QTF‘“QX_?%+2H(”€E)+T§?["(a_y+a_x)]

3] ou ow 9, , ..
o [/4 (5 +5)] + s waiv o, (1.75)

und die ontsprechenden Gleichungen fiir dv/d¢ und dw/ds.

In diesen sehr allgemeinen Gleichungen ist offen gelassen, ob die (isotrope)
Flissigkeit inhomogen ist oder nicht; d. h. die Dichte p und insbesondere auch
die Zahigkeit x4 (und eventuell p’) kénnen noch vom Ort in der Strémung ab-
héngen, was in gewissen Sonderféllen zu beriicksichtigen ist. Die Zéhigkeit der
meisten Fliissigkeiten nimmt nédmlich mit steigender Temperatur stark ab;
bei Gasen steigt sie etwas an. Da nun in einem reibenden Medium ein Teil der
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mecheanischen Strémungsenergie in Wirme umgewandelt wird, kann an Stellen
grofer Schergeschwindigkeiten die 6rtliche Temperaturerhchung die Zéhigkeit
gegeniiber ihremn Wert im tibrigen Strémungsfeld merklich verdndern, wie z. B.
im Schmierdl eines stark belasteten Lagers. Auch in der Gasdynamik ist die
Abhiingigkeit der Zéhigkeit von der Temperatur, die hier Zustandsvariable ist,
nicht zu vernachléssigen; auBerdem ist hier das Wirmeleitvermogen des Gases
zu beriicksichtigen. Bei extrem hohen Uberschallgeschwindigkeiten, z. B. beim
‘Wiedereintritt eines Satelliten in die Erdatmosphére, kann allein die Reibungs-
wérme den Flugkorper schon zum Schmelzen bringen.

Gewohnlich kann man jedoch die Zahigkeit wenigstens néherungsweise im
Stromungsfeld als konstant ansehen, fiir welchen Fall sich die Gleichungen (1.75)
wesentlich vereinfachen:

du . ap ’ d ..
Q-dT__gX—--é?—l—,uAu—}-(y—{-p)Wdlvv. (1.76)

Fiir inkompressible, zéhe Flissigkeiten féllt schlielich noch das letzte Glied
dieser Gleichung fort, und man erhilt

du ep
g—dT—gX———a;—{—‘uAu (1.77)

und die beiden entsprechenden Gleichungen. Zusammengefat wird hierfir,
wenn mean noch die kinematische Z#higkeit

v=p/o (Dimension m?/s) (1.78)

einfithrt, und den pseudovektoriellen Ausdruck Av vermeidet und durch
grad div v — rot rot v ersetzt:

dv 0o v? 1
b= —dT—_——a—t—+gradT~—v><rotv—K—-?gmdp-—vrotrotv (1.79)

mit div v =0, g und » = const.

Das ist die Navier-Stokessche Gleichung (1827 bzw. 1845). Sie unterscheidet
sich von der Euler-Gleichung fiir ideale Fliissigkeiten nur durch das letzte Glied.
Da dieses aber gerade die héchsten (zweiten) Ableitungen der Geschwindigkeit
nach dem Ort enthilt, ist es von entscheidender Bedeutung. Denn nur fiir die
vollstéindige Differentialgleichung zweiter Ordnung kenn aufler der trivialen
Randbedingung: keine Normalkomponente der Geschwindigkeit an festen
Winden, auch die Haftbedingung: keine Tangentialkomponente léngs fester
Winde, erfilllt werden. Da nun erfahrungsgemi8 alle wirklichen Flissigkeiten
und Gase an festen Korpern haften, sollte deshalb zumindest in der Néhe fester
Korper — in der sog. Grenzschicht der Fliissigkeit — die Zéhigkeit mit-
beriicksichtigt werden.

1.4.6. Turbulenz; Reynolds-, Froude- und Mach-Zahl. Man konnte nun denken,
daB mit der Aufstellung der obigen Grundgleichungen von Seiten der Physik
alles getan ist — zumindest filr inkompressible Fliissigkeiten —, und daf3 bei der
Anwendung auf spezielle Stromungsprobleme nur noch mathematische Schwie-
rigkeiten auftreten konnten. Das trifft auch insoweit zu, als jetzt nicht mehr
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bezweifelt wird, daB diese Gleichungen zum Beschreiben aller wirklichen Fliissig-
keitsbewegungen ausreichen miiBten. Jedoch ist die Integration dieses Systems
nichtlinearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung im allgemeinen so
schwierig, daB sie nur in Einzelféllen gelungen ist. Beispiele fiir die wenigen so
berechneten Strémungen werden unter 3.3 beschrieben. Eine zuniichst selbst-
verstédndlich erscheinende Eigenschaft dieser Losungen ist die, da alle Stré-
mungsgroflen wie Geschwindigkeit, Druck usw. in jedem Raum-Zeit-Punkt des
Stromungsfeldes definiert und angebbar sind. Bahn- und Stromlinien bilden
glatte Raumkurven, und die Stromung besteht in einem Voriibergleiten benach-
barter Flissigkeitsschichten; deshalb spricht man hier von laminarer Stro-
mung.

In der iiberwiegenden Mehrzahl der praktisch interessierenden Fille erweist sich
aber diese Laminarstrémung als instabil, und es entsteht eine vollig anders-
artige turbulente Strémung. Hier sind dann selbst bei unverdnderlichen,
stationdren Randbedingungen GroSen wie die Geschwindigkeit » und der
Druck p im festgehaltenen Raumpunkt nicht mehr zeitlich konstant, sondern
schwanken schnell und vollig unregelméd8ig um einen zeitlichen Mittelwert T
bzw. p. Die momentane Geschwindigkeit v(r,f) am Ort r setzt sich also hier
zusammen aus einer nur im Mittel stationdren Geschwindigkeit ¥ (r) und einer
iiberlagerten Zufallsschwankung v’(r,t), so daB o(r,t)=&(r) 4 v’'{r,2). Als
mittlere Geschwindigkeit bezeichnet man

t+T
B(r) = % f o(r, §)dt,
¢

wobei das Zeitintervall T' geniigend grof8 zu wihlen ist, so daf§ der Mittelwert
v (r) unabhingig davon wird. Das entsprechende Zeitmittel der Schwankungs-
geschwindigkeit verschwindet definitionsgemdf, nicht aber z. B. das quadrati-

sche Mittel »Z+4 0. Da nun die Bewegungsgleichung (1.79) fiir die momentane
Geschwindigkeit » nicht linear ist, gilt — wie spiter in 3.7 gezeigt wird — fiir die
nur im Mittel stationdre Geschwindigkeit ¥ einer turbulenten Stromung eine
andere Gleichung als fiir die stationire laminare Strémung bei denselben dufleren
Randbedingungen. Als instationdr bezeichnet man turbulente Strémungen, bei
denen sich die wihrend relativ kurzer Zeiten T' gebildeten Mittelwerte auch
noch mit der Zeit éndern.

Die kinematische Grundbedingung, die Kontinuititsgleichung, gilt natirlich
auch fiir turbulente Strémungen, und zwar —~ wegen ihrer Linearitdt — sowohl
fiir die mittlere Bewegung wie fiir die Schwankungen, also bei inkompressibler
Flissigkeit div v =div v’ =0, Aber im Gegensatz zur laminaren Strémung, bei
der die Fliissigkeitsteilchen sich wie auf vorgeschriebenen Bahnen bewegen,
machen sie in der turbulenten Stromung von ihrer freien Verschiebbarkeit mehr
Gebrauch, als dem Theoretiker lieb ist. Der mittleren Bewegung sind hier kleine
und groBe Wirbel iiberlagert, die unregelmiBig entstehen und vergehen und nur
im Mittel statistische Gesetze befolgen, die zwar aus Versuchen ermittelt, aber
noch kaum theoretisch abgeleitet werden konnen.

Aus all diesen Gritnden konnen insbesondere technische Strémungsprobleme
in der Regel erst auf Grund von Modellversuchen vollstindig gel st werden.
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Darin begriindet sich die Notwendigkeit groBer Versuchsanstalten sowohl fiir
die Luftfahrt wie fiir den Schiffbau. Die Grundfrage bei jedem Modellversuch
ist nun: Wann ist bei geometrisch éhnlichen Randbedingungen — z. B. an einem
Schiff und an seinem Modell im Schlepptank — auch die Strémung mechanisch
dhnlich? Damit einander entsprechende Stromlinien geometrisch &hnlich ver-
laufen, ist offenbar notwendig, da3 an entsprechenden Stellen im Strémungs-
gebiet das Verhiltnis der Krifte am Fliissigkeitsteilchen jeweils gleich gro8 ist,
daB also dynamische Ahnlichkeit besteht. Eine sicher ausreichende Bedingung
dafir ist dann erfiillt, wenn die verglichenen Stromungen von der gleichen
dimensionslosen Grundgleichung beschrieben werden. Um diese aufzustellen,
fihrt man eine charakteristische Lénge L ein (z. B. Modell- bzw. Schiffslinge)
und — anstelle eines Zeitma@stabs ~ bequemer eine charakteristische Geschwin-
digkeit U (z. B. die Fahrtgeschwindigkeit). Bezeichnet man die mit L und U
dimensionslos gemachten Koordinaten und Geschwindigkeiten mit einem Stern,
z. B. #* = z/L, v* = v/U und ¢* = tU/L, so wird fur inkompressible, schwere
Flussigkeiten aus Gl. (1.79) nach Division mit U?/L

* * *2
do =_a.v_+grad* %—v*xrot*v*:—grad*( » 4 gL z*) _

de* o ol T UY
7t * rot* p*
UL rot* rot* v¥. (1.80)
Trigheitskraft je Masseneinheit = (Druckkraft -+ Schwerkraft |-

+ Reibungskraft) je Masseneinheit

Daraus folgt zunéchst fiir Stromungen, in denen weder die Schwerkraft noch
die Flussigkeitszéhigkeit eine Rolle spielen, daf der Druck p(z,y,z,t) propor-
tional der Gréfle g U? ist, also auch dem Staudruck der Anstromung g U%2.
Dies trifft z. B. fiir die Strémung um eine senkrecht angestrémte, diitnne Platte
zu; ihr Widerstand W bestimmt sich aus dem Integral der Druckunterschiede
an der Vorder- und Riickseite, und es wird

W:cw—g— U*F, (1.81)

mit F = Plattenflache. Ist der so definierte dimensionslose Widerstandsbeiwert
¢w in einem Wind- oder Wasserkanal einmal gemessen worden — fiir eine Kreis-
scheibe wird z. B. ¢y = 1,17 —, s0 ist damit der Widerstand aller solchen Scheiben
in beliebigen inkompressiblen Medien bekannt.

Wenn man zwar die Schwerewirkungen, nicht aber die der Zahigkeit vernach-
léssigen kann, wie bei der Mehrzahl der technischen Stréomungen, so ist das
letzte Glied in Gl. (1.80) mitzuberiicksichtigen. Bei geometrisch #hnlichen
Randbedingungen darf man mechanische Ahnlichkeit hier zun#chst nur dann
erwarten, wenn der MaBstabsparameter /UL im letzten Glied in den ver-
glichenen Fillen gleich groB ist; diese Ahnlichkeitsbedingung ist sicher hin-
reichend, wenn auch nicht immer notwendig, Zu Ehren ihres Entdeckers
Osborne Reynolds (1842-1912) nennt man diese wichtigste Kennzahl der
modernen Strémungslehre bzw. ihren Reziprokwert die Reynoldssche Zahl:

UL _ charakteristische Geschwindigkeit x Linge
Ty kinematische Zahigkeit )

Re (1.82)
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Sie kennzeichnet die GroBenordnung des Verhiltnisses von Trigheits- zu Zihig-
keitskrédften; nimmt man von beiden Typen je ein Glied als Représentanten,
z.B. ou dufoxr und ud%u/dy?, so wird deren Verhiltnis von der GroBenordnung
U L/y. (Im geraden Rohr verschwinden die momentanen Beschleunigungen zwar
bei laminarer, stationdrer Stromung, bei turbulenter aber nicht.) Kleine Re-Zahl —
bei kleinen rdumlichen Abmessungen und Geschwindigkeiten oder bei sehr ziéher
Flissigkeit bedeutet Uberwiegen der Zahigkeitskrifte. Bei groBer Re-Zahl spielt
die Zahigkeit im allgemeinen eine kleinere Rolle, und es kommt dann vor allem
auf das Gleichgewicht zwischen Trégheits-, Druck- und dulleren Kriften an.

Von diesem Parameter der dimensionslosen Navier-Stokes-Gleichung héingt nun
die jeweilige Stromung in allen Einzelheiten ab. So wird z. B. der obige Wider-
standsbeiwert eines Korpers in Parallelstrémung im allgemeinen eine Funktion
der Re-Zahl: cy =cy(Re). Bei den meisten technischen Strémungen in Luft
oder Wasser ist die Re-Zahl sehr grof3 — bis iiber 10° bei grofen Schiffen —, die
Zahigkeitskréfte sind also meist mehrere Zehnerpotenzen kleiner als die Trig-
heitskréfte. Trotzdem darf das Reibungsglied in der Navier-Stokes-Gleichung
auch dann nicht von vornherein vernachléssigt werden, weil die Re-Zahl Para-
meter des Gliedes mit den hoéchsten rdumlichen Ableitungen ist. Losungen der
reibungslosen Euler-Gleichung mit » =0 brauchen niémlich nicht iiberein-
zustimmen mit den asymptotischen Lésungen der Navier-Stokes-Gleichung fir
v —>0, bzw. Re— co. Daruber hinaus darf man im allgemeinen nicht einmal
erwarten, daf3 bei den praktisch vorkommenden Re-Zahlen die Lésungen bereits
monoton zur asymptotischen Losung fiir Re — oo konvergieren. Das zeigt Fig. 11.
in der gemessene Widerstandsbeiwerte c¢y fiir quer angestromte Kreis-
scheiben und Zylinder, sowie fiir Kugeln iiber der Re-Zahl aufgetragen sind
(Re = Anstromgeschwindigkeit X Durchmesser/y). Nur bei der Scheibe fillt
cw mit wachsender Re-Zahl fast monoton auf den Endwert 1,17 ab. Der Wider-
stand von Zylinder und Kugel hingt dagegen in sehr komplizierter Weise von
Re ab. Besonders iiberrascht der plétzliche Widerstandsabfall bei Re a1 bis
4-105; die bis dahin laminare Grenzschichtstréomung in der Ndhe des
Koérpers wird hier turbulent, und je turbulenter schon die Anstrémung ist, desto
frither erfolgt dieser Umschlag. Bedenkt man, daf auch diese Einzelheiten im
Grunde bereits in der Navier-Stokes-Gleichung enthalten sein miissen, so kann
man die Schwierigkeit einer Integrationstheorie fiir grofle Re-Zahlen ahnen.
Bisher ist diese Integration auch nur fiir den anderen Grenzfall sehr ziher
Strémung mit Re &1 gelungen.

Bei Stromungen, in denen auBer der Reibungskraft auch noch die Schwerkraft
wesentlich ist, wie z. B. an einem Schiff, das Wellen aufwirft, kommt zur Re-
Zahl noch ein weiterer kennzeichnender Parameter hinzu, ndmlich gL/U? im
mittleren Glied der Gl. (1.80). Diese Grofe ist fiir das Verhdltnis Schwerkraft
zu Triigheitskraft am Fliissigkeitselement mafigebend. Als Kennzahl definiert
man hier die nach W. Froude (1810-1879) benannte Dimensionslose

Fr= (1.83)

v
VgL
damit auch diese Zahl der charakteristischen Geschwindigkeit U proportional
ist; das Schwereglied in Gl. (1.80) lautet damit (grad* z*)/Fr2. Hier hiingen nun
alle Einzelheiten der Lésungen von zwei Kennzahlen ab, némlich von Re und Fr;
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insbesondere wird auch der Beiwert des Schiffswiderstands ¢y =c¢w (F7r, Re).
Eine prinzipielle Schwierigkeit fir Modellversuche an Schiffen ergibt sich
daraus, dafl es unmoglich ist, im Versuch beide Kennzahlen ebenso gro8 zu
machen wie am Schiff. Ist z. B. der Modellmafistab Ly :Lg=1:25, so ergibt
sich gleiche Fr-Zahl am Modell wie am Schiff und somit ein #hnliches Wellen-
gystem, wenn Uyp: Ug = 1:5. Gleichzeitig wird jedoch die Re-Zahl des Modells
viel zu klein, namlich Rey: Reg = 1:125. Uberhaupt kann man in Wind- oder
Wasserkanilen nur Re-Zahlen bis zur Gré8enordnung 107 erreichen und nie die
Re-Zahl groBer Schiffe; d. h. strenge Ahnlichkeit beziiglich der Reibungskrifte
kann iiberhaupt nicht erreicht werden.

Die Reihe solcher Kennzahlen der Stromungslehre, deren jede ein Ahnlichkeits-
gesetz beinhaltet, ist damit freilich nicht abgeschlossen. Denn je mehr physika-
lische Eigenschaften des Mediums fiir einen Strémungsvorgang wichtig sind,
um so mehr Kennzahlen sind zu beriicksichtigen, z. B. bei Problemen der
Wirmeleitung und des Warmeiibergangs im strémenden Medium,

Far Stromungen, bei denen die Kompressibilitit des Mediums wesentlich ist, wie
z. B. in der Gasdynamik, ist die bereits erwidhnte Mach-Zahl Ma = Strémungs-
geschwindigkeit zu Schallgeschwindigkeit die wichtigste Kennzahl. Hier ist der
Zeit- oder Geschwindigkeitsmafstab nicht mehr frei verfiigbar, da fiir jeden
Gaszustand bereits eine bestimmte Geschwindigkeit charakteristisch ist, ndm-
lich die des Schalls, als Fortpflanzungsgeschwindigkeit kleiner Stérungen. Dem
Modell einer inkompressiblen Fliissigkeit ist dagegen eine unendlich grofe
Schallgeschwindigkeit zuzuschreiben, da hier jede lokale Stérung momentan
auf alle Gebiete des Stromungsfeldes einwirkt. Natiirlich hat zwar jede wirkliche
Fliissigkeit eine endliche Schallgeschwindigkeit, — fiir Wasser ist sie 1400 m/s; —,
doch ist sie so groB, verglichen mit iiblichen Strémungsgeschwindigkeiten, daf3
sie nur in Spezialproblemen als endliche Grofle angesetzt und besonders beriick-
sichtigt werden mu8.

2. Reibungslose Fliissigkeiten

2.1. Allgemeine Siitze

2.1.1. Impulssatz. Wenn man nur an Bruttowirkungen einer Stromung und nicht
an deren Einzelvorgingen interessiert ist, kann man die ganze Flussigkeit oder
gewisse Teilbereiche von ihr als Massenpunkthaufen ansehen und Sitze der
allgemeinen Mechanik, insbesondere den Schwerpunktsatz, darauf anwenden.
Die Eigenschaften des Stromungsmediums kénnen dabei zunéchst noch ganz
beliebig sein; um den Satz praktisch gebrauchen zu kénnen, mufl man jedoch
wieder von den Teilchenkoordinaten der Punktmechanik iibergehen zu raum-
festen Euler-Koordinaten.

Als Impuls oder BewegungsgroBe bezeichnet man bekanntlich den Vektor
Masse mal Geschwindigkeit mv. Der Schwerpunktsatz lautet dann: Die zeitliche

Anderung des gesamten Impul:ses_I> eines abgegrenzten Punkthaufens ist gleich
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. . d— d . .. .
der Summe der duBeren Krifte Wl = Fva = Z dulBlere Krifte. Da die

entsprechende Beziehung schon fir jeden einzelnen Massenpunkt gilt, ist der
unsichtbare Kern des Satzes der, daf} die inneren Kréfte, die die Massenpunkte
gegenseitig aufeinander ausiiben, sich gerade aufheben.

Fiir ein Stréomungsmedium, das als Kontinuum dargestellt werden kann, wird
zunélchst aus der Summe )’mv ein Volumenintegral itber den jeweiligen flitssigen

Bereich T = Jvdm fvng Die Flussigkeitsteilchen an dessen Grenze bil-
Fl1 ¥1
den eine fliissige Oberfliche, die sich mit der Stromung zeitlich verdndert.
Bequemer zu berechnen wére nun das
Impulsintegral iiber ein Volumen, das
von einer raumfesten sogenannten
Kontrollfidiche Ko begrenzt ist, wie
sie als Beispiel in Fig. 12 gezeichnet
ist. Sie grenze zur Zeit ¢ ein flilssiges
Volumen ein, dessen Oberfliche zur
Zeit t -+ dt sich zu Fgi(t + dt) ver-
formt hat, da sich jedes seiner
Teilchen um ds = vdf im raumfesten
System weiterbewegt hat. Der Impuls-
inhalt dndert sich nun einerseits lokal,

Fig. 12. Verformung der Oberfliche Fyj eines falls die Stré6mung instationér ist, um
flissigen Volumens in der Zeit d¢;

raumfeste Kontrolifisache Ko f% (ev)dV; dabei geniigt es, iiber

f;.L(t)=Ko

Ko
das von der Kontrollfliche eingeschlossene Volumen zu integrieren, das ja zur
Zeit t mit dem flissigen Volumen identisch ist.

Der Gesamtimpuls éndert sich aber aullerdem vor allem noch konvektiv da-
durch, dall gewisse Teile des fliissigen Bereichs — néamlich die in Fig. 12 schraffier-
ten — wéhrend der Zeit d¢ in Gebiete mit anderer Dichte und Geschwindigkeit
hineinwandern. Vom raumfesten System aus gesehen, ist diese Impulséinderung
der Flussigkeitsmenge wéhrend der Zeit dt aber auch gerade gleich dem Impuls-

ausflufl durch die gesamte Kontrolifliche: fvg dQd¢, mit pd@Q = Flussigkeits-

Ko
menge, die in der Zeiteinheit durch ein Element dF der Kontrollfliche ausstréomt,
also pd@Q ==gv . dF. Insgesamt wird somit die substantielle Impulsénderung je
Zeiteinheit

d
= =J—-§—(gv)dV+fv(gv.dF). 2.1)
Ko K

Dies ist nun gleich der Summe der dueren Krifte, die zur Zeit ¢ auf die Flissig-
keitsmenge wirken, die dann durch die Kontrollfliche abgegrenzt wird. Diese
Krifte sind

1. Druckkrifte senkrecht zur Xontrollfiiche, also — fpd.F ; das negative Vor-

Ko
zeichen rithrt daher, daB ein nach Innen gerichteter Druck positiv definiert ist,
dF jedoch in Richtung der &uBleren Normale.
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2. Reibungskrifte, die vor allem tangential lings der Kontrollfliche wirken und
von den Zihigkeitseigenschaften der Fliissigkeit abhéngen ; diese wollen wir hier
vernachléssigen.

3. Volumenkrifte f oKdV, vor allem die Schwerkraft fg gdV, und

Ko

4. Fremdkriafte Hy, die auf etwaige feste Korper innerhalb der Kontrollfliche
ausgeiibt werden, wie z. B. die Kraft, mit der der Fliigel in Fig. 13 festgehalten
werden mufl, damit er nicht von der Strémung mitgerissen wird. Natiirlich
kénnte man diese Kraft auch durch das Integral uber die Druck- und Reibungs-
krifte lings der Korperoberfliche ersetzen, indem man diese zur Kontrollfiiche
dazuzihlt. Meistens will man aber gerade mit dem Impulssatz nur diese Fremd-
kraft selbst berechnen oder die entgegengesetzt gleich grofle Kraft, die um-
gekehrt die Flissigkeit auf den Koérper ausiibt. Insgesamt wird dann

f%(gv)dV—{— fv(gv-dF) - —fde+ngdV+HF. 2.2)
Ko Ko Ko Ko
Anslog hierzu kann man auch den Flichensatz: die zeitliche Anderung des

Impulsmoments um einen Punkt ist gleich dem resultierenden Moment der
duBeren Krifte, auf ein Stromungsgebiet anwenden.

Im obigen Impulssatz sind natiirlich die frither abgeleiteten Eulerschen Diffe-
rentialgleichungen mitenthalten. Transformiert man némlich darin das Ober-
flichenintegral uber den Druck mit dem Greenschen Satz in ein Raumintegral:
— f pdF =— f grad p dV, so wird firr reibungslose Flussigkeiten ohne Fremd-
krifte im betrachteten Volumen z. B. die Komponentengleichung in z-Richtung:

[2tewar+ [euv-aF=—[Lav+ [xeay, (2.3)

mit X = #uBere Volumenkraft in z-Richtung. Nochmalige Anwendung des
Gauflschen Satzes gibt

”_gt_(gu) + div (ouv) +g_:—xg} av=0. (2.4)

Zusammen mit der Kontinuitédtsgleichung 0g/0t + div{pov)=0 wird ferner
div{guv) =udivpv +pov - grad u = —u /0t + ¢ v - grad 4, und somit

ou ou ou ou 1 op

— — — s — - — X}1pdV=0. 2.
,[{at+“ax+”ag+’”az 7 oz }"V 0 (2.5)
Ko

Umschliet die Kontrollfliche nur ein infinitesimales Volumen, so mu3 schon
der Integrand verschwinden, woraus die erste Komponente der Euler-Gleichung

folgt.

2.1.2. Kriifte auf einen Korper in Parallelstromung. Ein Grundproblem der
Stromungslehre ist offenbar die Bestimmung der Kréfte, die die Flussigkeit auf
einen Kérper ausiibt, der sich in ihr unbeschleunigt auf einer Geraden bewegt,
bzw. der Krifte, mit denen ein Ké&rper in einer stationdiren Parallelstromung

Wieghardt, Stromungslehre 4
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festgehalten werden muB8. Fur das einfache Modell der reibungslosen Flussigkeit
ermoglicht der Impulssatz hierfiir sehr allgemein giltige Aussagen, die vor
allem zeigen, worauf es bei diesen Strémungen ankommt.

Ahnlich wie in Fig. 13 sei in eine reibungs- und schwerelose, unbegrenzte Parallel-
stromung der Geschwindigkeit U ein beliebiger Korper hineingehalten. Das
stationiire Geschwindigkeitsfeld schreiben wir v =iU + v’, wo v’ die Storung
der Parallelstromung durch den Korper darstellt. In Korpernéhe ist »” natiirlich
von der gleichen Gréflenordnung wie U. Wir wollen aber voraussetzen, dafl die
Stérung nach auflen hin fir groBe Entfernungen vom Kérper (r — oo) abklingt,
und da8 dort |v’'| < U wird. Verdichtungssté8e (2.3.4), die im reibungslosen
Medium beliebig weit reichen, sind daher auszuschlieBen; d. h. das Folgende
gilt nur fir Unterschallstromungen. Mit »” klingt aueh das Druckfeld des Korpers
nach auBBen hin ab, das wir aus dem Geschwindigkeitsfeld mit der Bernoulli-
Gleichung (1.44) ableiten kénnen. Fiir eine groBe Kontrolifidche in weiter Ent-
fernung vom Koérper konnen wir diese Gleichung nun linearisieren, indem wir
¢=p,,=const und v?/2=U?2 4 U’ setzen; dann wird filr 7—> oo in erster
Niherung: Ap=p—p_~ —¢  Uw’, mit p_ =Druck und g_ = Dichte in der
ungestérten Parallelstromung. Damit wird jetzt die Haltekraft Hp nach dem
Impulssatz(2.2) gleich

Hp =deF+fv(gv'dF) = j — o  UwWdF + fv(gw v+ dF) (2.6)
Ko Ko
fir eine sehr grole Kontrollfliche bei r — oo,

2.1.2.1. Widerstand. Um zunéchst die Komponente der Haltekraft Hy in Rich-
tung der Anstromung, also Hygz, die dem Korperwiderstand W entgegengesetzt
gleich ist, zu berechnen, multiplizieren wir Gleichung (2.6) mit { und erhalten
fiir die Glieder erster Ordnung in [v"|/U fur r > co

Hyz=f—ngu’ivdF+fgw(U+u’)(iU+ v’)-dF
Ko

Ko
= [0, U% - dF + e U [ v~ dF. (2.7)
Ko Ko
" Im ersten Integral verschwindet i- dF
3 fiir alle Teile der Kontrollfliche von
1 /l Fig. 13 aufer fir F, und F, bei z - — co
7 : M 1Y bzw.x—> 4 co,woi-dF = —dydz bzw.
1 - +dydz wird, da dF in Richtung der
-1, | o - duBeren Normale positiv definiert war.
4 : £ W—-TZ F, und F, sind dem Betrage nach gleich
—— | 6 —=  groB, und der erste Integrand g U? ist
o ) S, SUUEP S = iiberall konstant; daher verschwindet
/// P das erste Integral. Das zweite Integral
Ve e
0 [v-aF =0, Q@  (28)
Fig. 13. Kérper in Parallelstromung Ko

ist die Fliissigkeitsmenge, die in der Zeiteinheit aus der Kontrollfiache oder
auch aus dem Korper mehr aus- als einflieit.
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Fiir einen gewohnlichen, undurchléssigen Kérper verschwindet natiirlich auch
dieses Integral und damit die Haltekraft iiberhaupt. In unbegrenzter, reibungs-
loser und stationérer Parallelstromung erfihrt also ein Koérper gar keinen Wider-
stand, wenn die durch ihn bewirkte Storung der Grundstrémung in groier Ent-
fernung abklingt:

Hypy=— W =0 (fiar @ = 0) (d’Alembertsches Paradoxon). (2.9)

Den Fall @ == 0 kann man sich etwa dadurch verwirklicht denken, da man
durch eine Haltestange Fliissigkeit leitet und aus dem Kérper in die Parallel-
stromung drickt oder daraus dauernd Fliissigkeit absaugt. Wird dabei eine
bestimmte Richtung bevorzugt, so muB der Impuls, der so zusitzlich in die
Stromung eingefithrt oder weggenommen wird, gesondert beriicksichtigt werden.
Die Voraussetzungen, die zu Gl. (2.7) fithrten, bleiben jedoch noch erhalten,
wenn das Ein- oder Abfithren von Flissigkeit nach allen Seiten hin symmetrisch
erfolgt wie bei einer Quelle der Ergiebigkeit Q > 0 bzw. einer Senke mit Q < 0.
Fur die Haltekraft in Anstromrichtung ergibt sich hierfur

Hpy =0, U¥; (2.10)

sie hat also fiir eine Quelle dieselbe Richtung wie die Anstromung. Das heiflt
aber: Eine angestromte oder bewegte Quelle erfihrt einen Vortrieb, eine Senke
Widerstand. An einem Korper, der sich durch ruhende Fliissigkeit bewegt,
kénnte man also schon durch AusflieBenlassen von Flissigkeit nach allen
Seiten hin einen Vortrieb erzeugen. Praktisch wire das allerdings sehr unratio-
nell, da man die ganze Flissigkeitsmenge ¢, @7 (T = Fahrtdauer) mit der
Korpergeschwindigkeit U schon mit sich fithren miiite, um von deren Impuls
dann je Zeiteinheit den Anteil ¢ QU an die ruhende Umgebung abgeben zu
kénnen. Zweckméfiger ist es natiirlich, am Korper vorbeistreichende Flissig-
keit nach hinten zu beschleunigen, etwa durch einen Propeller oder Diisenantrieb,
und durch die Erhéhung ihres Impulses einen Vortrieb oder Schub zu erzeugen.

2.1.2.2. Aufirieb und Querkraft. Zur Berechnung der Haltekraft in y-Richtung,
also quer zur Anstrémrichtung, multiplizieren wir die Impulsgleichung (2.6)
mit dem Einheitsvektor j in dieser Richtung und vernachlissigen Glieder
héherer Ordnung in | v’ |[/U

Hpy= — fgooUu’j .dF + jgmv'(m +v')-dF
Ko Ke

=gmUj(— wj.dF +v'i-dF). (2.11)
Ko :

Wieder wird i - dF = — dydz auf F; fir # > — oo und + dydz auf F, fir

* - + oo; auf allen anderen Teilflichen wird i - dF = 0. Ahnlich gilt j-dF

= — dxdz auf F, fiir y - — cound 4 dzdz auf F, fury - + oo und jdF =0

auf den anderen Teilflichen der Kontrollfliche. Daher wird der Auftrieb 4y,

die Kraft der Fliissigkeit auf den Xérper in y-Richtung, gleich:

Ay=— Hyy= — 0o U [[[— v (F)dy + o' (Fp)dy + v’ (Fy)dz — ' (F))dz] - dz
Ko
= — 05, U [ In(2)dz, (2.12)

4*
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mit Iy(z) = § [— v’ (F)dy — w' (F)dx + o' (F)dy + w’ (Fy)da]
= @ v -ds fiir 2z = const. (2.13)

I, (z) ist also die Zirkulation lings der Schnittlinie der Kontrollfliche mit der
Ebene z = const. Wie spiiter (2.1.3) gezeigt wird, ist die in zunéichst ruhender,
idealer Flussigkeit entstandene AuBenstromung um den Korper gewohnlich
drehungsfrei; man erhélt dann dieselbe Zirkulation I;(z) auch léngs jedes
anderen Integrationswegs, der in der Ebene z = const liegt und den Koérper
umschlieft. In diesen xy-Ebenen sei I',(z) wie frither positiv definiert firr einen
Integrationsweg entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn.

In einer von z unabhéingigen, ebenen Stréomung ertibrigt sich die Integration
iiber z, und man hat fiir den Auftrieb ay je Léngeneinheit in Querrichtung

ay = — 0o, UT}. (2.14)

Diese Beziehung fanden Kutta (1902) und Joukowski (1905) unabhéingig
voneinander. Sie zeigt in schéner Klarheit, wann in einer stationéren Strémung
mit z. B. horizontaler Anstrém- oder Flugrichtung eine Querkraft auf den
Korper in vertikaler Richtung wirkt. Dazu muf vor allem die Strémung unter-
halb und oberhalb des Kor-
pers unsymmetrisch sein,
—_— und zwar sauch noch in
groflerer Entfernung von
dem eventuell unsymme-
—_— a trischen Korper; das ein-
fachste und allgemeinste,
o kinematische Kennzeichen
—_— dafiir ist das Vorhanden-
sein einer Zirkulation I7.
Rechtsdrehende, negative
—_— Zirkulation erzeugtinFig.14
oberhalb des Kérpers Uber-
geschwindigkeit, unterhalb
—_— Untergeschwindigkeit wver-
glichen mit der Flugge-
schwindigkeit U; dem ent-
sprechen nach derBernoulli-
Gleichung oben Unter-
drucke, unten Uberdrucke, die zusammen einen (positiven) Auftrieb nach oben
ergeben. Zum Entstehen dieses dynamischen Auftriebs ist ferner eine Flug-
oder Fahrtgeschwindigkeit U nétig, im Gegensatz zum statischen Auftrieb
von Luftballons oder Schiffen. Schlielich ist der Auftrieb auch noch der Fliissig-
keitsdichte proportional; deshalb ist z. B. der Tragfliigel eines Tragflichenboots
im Wasser sehr viel kleiner als der eines gleich schweren Flugzeugs.

Die Haltekraft in z-Richtung Hy,, bzw. die Querkraft A, kann man durch
Vertauschen der Koordinaten y und z (und des Vorzeichens) ableiten:

Fig. 14. Zum Kutta-Joukowskischen Satz

A= — Hy; = +0.,U [ Iy(y)dy, (2.15)



2.1. Allgemeine Sitze 53

mit Ly(y) = § v’ds in Ebenen y = const. (2.18)

SchlieBlich kann man diese Teilergebnisse zusammenfassen, wenn man einen
Zirkulationsvektor einfiithrt:

T=i[Ty(x)do 4 j [ Ty(y)dy + k [ T(z)de :Ig; dF xv'.  (2.17)

Dabei ist dF wieder ein Element der Kontrollfliche mit der Richtung der éuBeren
Normale. Nach Stokes ist ferner

T=¢dFx v = [rot v’ AV + § dFy x v/, (2.18)
Ko v Fy

da das Flissigkeitsvolumen dV von der Kontrollfliche Ko und der Kérper-
oberfliche F, abgegrenzt wird, wobei dFy vom Kérper in die Flissigkeit weist.
Ist die Strémung in V drehungsfrei, so ergibt sich auf jeder Integrationsfliche
dieselbe Zirkulation T

Wie bisher ist der Drehungssinn der Integrationswege zur Berechnung der
Komponenten von T dann positiv, wenn die einzelne Vektorkomponente mit
der zugehorigen positiven Koordinatenrichtung eine Rechtsschraube bildet

(bei positiv orientiertem, rechtsgewundenen Koordinatensystem zyz). Dann
wird die Kraft, die die Flissigkeit auf den Kérper ausiibt

’ = ’
Pylauf K5 = _HFI'[(’E?X [dF % v]—ng(v - dF)
Ko Ko

—> —> -
=0 UXT—0, UQ. (2.18)

Analog ergibt sich das Haltemoment aus dem Flichensatz:

My = J%r X gvdV +fpr x dF + [Q[r X v](vdF). (2.19)

Das entgegengesetzte Moment, das die Fliissigkeit auf den Kérper in statio-
nérer Parallelstromung ausiibt, wird daher

Mytaur ko = — Me = [ r x [U x [dF x '] — [e[r x T) (v’ aF). (2.20)

Leider lassen sich diese Integrale nicht mehr so leicht anschaulich deuten wie
die fiir die Kréfte.

Bei stationdren Bewegungen iibt eine reibungslose Flissigkeit auf einen un-
durchlédssigen Koérper (mit @ = 0) nur wattlose Krifte quer zur Bewegungs-
richtung und Momente aus, aber keinen Widerstand W. Das ist energetisch
einleuchtend, da ja hier keine Antriebsleistung W - U mechanisch verloren
gehen kann, Stromungen mit Energieverlust kann man erst bei Annahme einer
Flissigkeitsreibung rechnerisch verfolgen, durch die Bewegungsenergie in
Wiérmeenergie umgewandelt und somit mechanisch verloren wird.
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Bei vielen Strémungen in Flussigkeiten kleiner Reibung wirkt sich die Zahigkeit
jedoch nur an gewissen Stellen aus; und zwar ist das Wesentliche dann die
Neubildung von Wirbeln, also von Zirkulation, in der Néhe von festen Wiinden.
Nimmt man aber diese Folgeerscheinungen des Zahigkeitseinflusses als gegeben
an, 80 gelingt es manchmal, den sonstigen Stréomungsverlauf summarisch doch
wieder mit dem einfachen Modell der reibungslosen Fliissigkeit darzustellen
und auch einen Widerstand zu berechnen. Beispiele hierfiir sind die Kérmén-
sche WirbelstraBle (2.2.1), die Tragfliigeltheorie (2.2.10), und die unstetigen
Stréomungen (2.2.8). In all diesen Fillen reicht aber die Korperstérung in der
reibungslosen Fliissigkeit zumindest im Nachlauf des Korpers bis ins Unendliche
— im Gegensatz zu der bisherigen Voraussetzung |v’|{/U —0 fiir # - co —, und
die obige Ableitung der Kriifte ist dementsprechend zu erweitern.

Eine weitere, nur scheinbar unwichtige Voraussetzung fiir das Obige ist die An-
nahme, dall die Flussigkeit unbegrenzt ist und somit die Kontrollfidche tiberall
vom Korper ausreichend weit entfernt angenommen werden kann. In rdumlich
begrenzter Fliissigkeit kénnen ndmlich ganz anders geartete Krifte auftreten.
So werden z. B. Korper, die sich in der Néhe einer festen Wand bewegen, von
dieser angezogen. Noch schwerer zu iiberschauende Krifte entstehen dann,
wenn bei der Kérperbewegung eine freie Oberfliche der Fliissigkeit deformiert
wird, wie bei einem Schiff (auch bei einem nicht zu tief getauchten Untersee-
boot). Hier kann man einen Teil des wirklichen Widerstandes, nimlich den
Wellenwiderstand, mit dem Modell der reibungslosen Fliissigkeit berechnen,
wenn er auch in sehr komplizierter Weise von der Schiffsform und der Fahr-

geschwindigkeit U (genauer von der Froudeschen Zahl Fr = U[YgL, L = Schiffs-
linge) abhéngt.

2.1.2.3. Kérper im Kanal. Das D’ Alembertsche Widerstandsparadoxon gilt auch noch
fiir einen Kéorper in einem geraden Kanal konstanten Querschnitts wie in Fig. 15; die
Stromung wirklicher, ziher

Fliissigkeit sei jetzt als in-
kompressibel vorausgesetzt.

Weit vor und hinter dem

4 O Uy, Korper ist die Geschwindig-
Uy Fliissigkeiten — iiberall die

Bernoulli-Gleichung (1.46):

u’f P1+9:“: =Pa+9:“:-
l Dann wird p, = p, und nach
dem Impulssatz

keit gleichférmig verteilt
Fig. 15. Korper bzw. Halbkdrper im Kanal W=0. (2.21)

111111
I11E1L)

und es ist 4;,=u,= const.
In der Potentialstrémung
einer reibungslosen Fliissig-
keit gilt - im Gegensatz zur

 Sem

1111111)

Einen endlichen Widerstand in reibungsloser Fliissigkeit kann man jedoch fiir einen
Halbkérper im Kanal berechnen; das ist ein zylindrischer Kérper, der in einer
Richtung unendlich lang ist wie in Fig. 15 unten. Da das Druckintegral um den ganzen
Korper ohne eine Aussage iiber den Druck auf der Riickseite unbestimmt bleibt, denkt
man sich den Korper in hinreichender Entfernung vom Kopf durchgeschnitten und
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durch einen kleinen Spalt vom restlichen Halbkirper getrennt. Bei dieser Anordnung,
die auch experimentell verwirklicht werden kann, ruht die Fliissigkeit im Spalt, und
e8 herrscht dort der gleiche Druck p, wie in der Stromung auBerhalb des Spalts. Die
Stelle 2 liege so weit hinter dem Kopf des Halbkorpers, daB dort Geschwindigkeit u,
und Druck p, itber dem Querschnitt ¥ — f zwischen Kanal (F) und Korper (f) konstant

geworden sind. Mit dem Versperrungsverhiltnis « — f/F < 1 lauten dann Kontinuitéits-,
Bernoulli- und Impulsgleichung

Uy = (1— o)u, (2.22)
mtgul=pt Tl (2.23)
und W=F(p,— p;) + Feul — (F—f) gu. (2:24)

Eliminiert man die Drucke, so gibt eine kleine Rechnung fiir den Widerstand

T P . 2.2
W_f2uzoc f2u1(1_~o‘)2. (2.25)
Der Widerstand W des vorderen Teils des Halbkérpers (vom Kopf bis zum Trennspalt)
verschwindet also erst in unbegrenzter Strémung F —>co, x—0.

Da die Normaldrucke auf das zylindrische Mittelteil zum Widerstand in Stromungs-
richtung (x) nichts beitragen, setzt sich dieser zusammen aus der resultierenden Kraft
der Drucke py, am Kopf und der Resultierenden des Unterdrucks p, an der Riickseite

W={[pdydz—p.f. (2.26)

Ist uy die Geschwindigkeit lings des Kopfes, so wird mit py + (9/2)14; = p; +(0/2) u:
und dem eben berechneten Wert fiir W

[[Euaya=Lura-n="Lua . (2:27)

Dasg Integral des Geschwindigkeitsquadrats am Halbkérperkopf iiber dydz, also iiber
die Projektion des jeweiligen Oberflichenelements auf eine Ebene senkrecht zur
Achsenrichtung von Koérper und Kanal, ist somit ganz unabhiingig von der geometri-
schen Form des Kopfes.

Auch in wirklichen Fliissigkeiten (kleiner Zihigkeit) entsteht am Vorderteil von sehr
langen Kérpern — z. B. an einem Zeppelin oder an einem Schiff mit langem parallelen
Mittelschiff — fast dieselbe Stromung wie in reibungsloser Flissigkeit. Ist der Kopf
dieser Korper glatt, aber sonst in weiten Grenzen beliebig geformt, so wird dahfar auch
hier, fiir «—0, der Druckwiderstand des Vorderteils des Korpers vernachlissigbar
klein; der Uberdruck in der Nihe des Staupunkts wird also durch Unterdruckgebiete
am Kopf gerade kompensiert. Der Widerstand solcher Korper entsteht — abgesehen
vom tangentialen Reibungswiderstand am zylindrischen Teil - vor allem am hinteren
Teil des Kérpers, wo sich die Zahigkeitseinfliisse akkumulieren und zum AbreiBen der
Stromung fithren ; dadurch wird hinter dem Korper ein Totwasser mit meist negativem
Druck gebildet, der den Kérper nach hinten saugt. Die wahren Ursachen des Fliissig-
keitswiderstands sind also weit komplizierter, als es den naiven Anschauung e_r_ltspncht,
nach der man die wesentlichen Widerstandsvorginge in dem Auseinanderdréngen der
Stromlinien am Kopf des Korpers vermuten konnte.
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2.1.3. Wirbelsiitze von Helmholtz und Thomson. Der Kutta-Joukowskische Satz
1iBt deutlich die Bedeutung der Zirkulation oder der Wirbel auch in reibungs-
losen Flissigkeiten erkennen. Die wichtigsten Wirbelsitze hatte bereits H. v.
Helmholtz (1821-1894) aufgestellt, ausgehend von einer hydrodynamisch-
elektromagnetischen Analogie zwischen Fliissigkeitswirbeln und Drihten, in
denen ein elektrischer Strom flieit.

Unter Wirbelbewegungen einer Flissigkeit versteht man solche, bei denen
zumindest an singuliren Stellen w =rot v nicht verschwindet. Der Wirbel-
vektor w kann dabei nicht ganz willkiirlich angenommen werden, sondern
sein Feld muB uberall quellenfrei sein wegen der Identitdt div w =div rot v =0.
Veranschaulicht man das Feld durch Wirbellinien, die dort existieren, wo
w = 0 ist, und die die gleiche Richtung haben wie w, so entsprechen daher — auch
in einem kompressiblen Medium — diese Wirbellinien den Stromlinien einer
quellenfreien Strémung in einer inkompressiblen Fliissigkeit. Ebenso wie solche
Stromlinien im Innern einer Fliissigkeit nirgends enden kdénnen, wenn keine
Quellen oder Senken vorhanden sind, miissen auch Wirbellinien entweder in sich
geschlossene Kurven (Wirbelringe) bilden oder bis zum Rand der Flussigkeit
(evtl. ins Unendliche) reichen.

Als einfachstes Wirbelgebilde interessiert besonders die Wirbelrshre, die
aus mehreren, nebeneinander liegenden Wirbellinien besteht, wihrend aufBer-
halb der Wirbelrohre iiberall w verschwindet (Fig. 16). Das Integral von w
iiber die Querschnittsfliche Fg der
‘Wirbelrshre nennt man Wirbelstérke:

f wdFq; wegen des Stokesschen Satzes

fw-dFQ———-frotv'dFQ: év-ds ist
diese ortliche Wirbelstédrke gleich der
w=rot v+0 Zirkulation I’ in der Querschnitts-
ebene. (Im Grenzfall verschwindenden

w=0 w=0

Oyl

[ Querschnitts Fg der Wirbelrshre, aber
A endlichem Fhrﬂ . J' w - dFq spricht man
Fig. 16. Wirbelrshre von einem Wirbelfaden.) Der

Stokessche Satz, angewandt auf eine
besondere geschlossene Fliache — nédmlich auf zwei Querschnitte 1 und 2 und

den Mantel der Rohre zwischen ihnen — gibt aber weiterhin: frot v-dF

=0=1,—IN+ f rot v - dFyante;; das letzte Integral verschwindet, da keine

Wirbellinie den Mantel schneidet, und dort w und dF aufeinander senkrecht
stehen. Es wird also I'y = I';; d. h. die Wirbelstiirke oder Zirkulation ist konstant
lings der ganzen Wirbelrohre. Da die Strémung auBerhalb der Wirbelrshre
drehungsfrei sein soll, kann deren Zirkulation auf einer beliebigen Raumkurve
bestimmt werden, die die Réhre einmal umschlingt. Wie bereits erwihnt,
kann aus kinematischen Grinden die Wirbelréhre im Innern der Flussigkeit
nirgends anfangen oder enden.

Die Wirbelstirke ist aber nun nicht nur lings der Réhre konstant, sondern
bleibt sogar auch zeitlich unverinderlich, wie Helmholtz fiir die ihn interessie-
renden inkompressiblen Flissigkeiten gezeigt hat. W. Thomson (Lord Kelvin
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1824-19807) bewies diesen dynamischen Fundamentalsatz dann allgemeiner auch
fur kompressible, reibungslose Medien in der folgenden Weise. Man untersucht
die substantielle, zeitliche Anderung von I', also dI7dt, lings einer massen-
festen Raumkurve, einer sogenannten fliissigen Linie. Dazu ist das Zirkulations-
integral zu den Zeiten ¢ und ¢ + d¢ zu bilden, und zwar lings der gleichen Fliissig-
keitsteilchen, die eine geschlossene Kurve bilden und sich in der Zeit dt, ent-
sprechend den Euler-Gleichungen im Raum weiterbewegt haben. Zunéchst gilt:

%=%§v.ds=(ﬁ(%%’—-ds—{—v-%—(ds)). (2.28)

Das Element ds des Integrationsweges hat sich nun in der Zeit d¢ deshalb ge-
éndert, weil seine flissigen Endpunkte zur Zeit ¢ verschiedene Geschwindigkeit
hatten und sich in d¢f um »dt bzw. (v 4 0v/0s - ds)d¢ weiterbewegt haben;
d(ds)/d¢t bedeutet daher Ov/0s - ds zur Zeit ¢, und es wird

d dv v?
fv.—dt— (ds):fv-—aTds :_-fgmda-‘ds.

Die substantielle Beschleunigung dv/d¢ andrerseits kann man nach der Euler-

Gleichung (1.43) durch den Gradienten der Druckfunktion P = f dp/p und des
Kriftepotentials U ausdriicken, so dafl insgesamt wird:

%z $ grad (—P+ U+%2)-ds. (2.29)

(Im Integrand steht iibrigens ein anderer Ausdruck als in der Bernoulli-Glei-

chung!) Offenbar ist fiir ein Integral zwischen zwei Raumpunkten 4 und B
ganz allgemein

B Ba
fgradq)dsz %ds———(tp)g—(?)‘,{.
A 4

Ein Umlaufintegral iiber einen Gradienten, fiir das der Endpunkt in den An-
fangspunkt fillt: B — A4, verschwindet also sicher, solange die Funktionen im
Integranden eindeutig sind. Fiir das Geschwindigkeitsquadrat »? trifft das
offensichtlich zu, ebenso fiir die Druckfunktion, solange ein eindeutiger Zusam-
menhang zwischen Druck und Dichte besteht. (Die nicht verschwindende Zir-
kulationsinderung bei nicht-barotroper, inhomogener Luftschichtung 148t sich
nach einem Satz von V. Bjerknes berechnen, der fiir die Meteorologie sehr
wichtig ist.) Wenn schlieBlich auch das Kréftepotential eindeutig ist, wird

dar
— =0. 2.30
dt 0 (2:30)

Oder in Worten: Unter der Wirkung von konservativen, duleren Kriften bleibt
in barotroper und reibungsloser Fliissigkeit die Zirkulation lings einer geschlos-
senen, flissigen Linie zeitlich konstant.

Auf Wirbelrshren angewandt folgt daraus, daB diese dauernd aus den gleichen
Flussigkeitsteilchen bestehen. Denkt man sich ndmlich kleine geschlossene
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flilssige Linien dicht neben der Wirbelrdhre (w =0) und andere in ihrem
Innern (w = 0), so bleibt deren jeweilige Zirkulation zeitlich konstant; es
findet also am Mantel der Réhre kein Vermischen von drehungsfreien und
drehenden Fliissigkeitsteilchen statt. Das gilt natirlich auch dann, wenn die
Wirbelrshre deformiert oder weiterbewegt wird. Da {ibrigens die Energie in der
Wirbelrshre klein ist verglichen mit der Energie der Potentialstromung, die
sie umgibt, ist die Eigenbewegung eines Wirbels leicht von aulen zu beeinflussen
(z. B. durch leichte Handbewegungen beim AusfluBwirbel in einer Badewanne,
dessen Kern allerdings aus Luft besteht). Wird eine Wirbelrshre dabei gestreckt
und damit ihr Querschnitt verkleinert, so erhéht sich in ihr die Drehung rot v,

da ja nur das Querschnittsintegral j rot v - dFg = I' immer gleich groB bleibt.

Im Gegensatz zur reibungslosen Fliissigkeit kann sich in einer (homogenen und
inkompressiblen) zihen Fliissigkeit eine zeitliche Zirkulationsiinderung durch
die dort auftretenden Schubspannungen ergeben. Mit der Beschleunigung dv/d¢
nach der Navier-Stokesschen Gleichung (1.79) erhélt man statt Gl. (2.30) hier

dr

Tar
In der Regel entsteht Drehung in der Grenzschicht an festen umstromten
Winden (dI/d¢>> 0), also am Rand des Stromungsgebiets. Im Innern einer
Stromung bewirkt die Flussigkeitsreibung dagegen, daf die dort vorhandene
Drehung o6rtlich allmé#hlich auf groBere Gebiete verteilt (verschmiert) wird
und dabei zeitlich abklingt; iiber diese Wirbeldiffusion vgl. (3.32).

=-—v<§r0trotv'ds. (2.31)

2.1.4. Stromungsfelder inkompressibler, reibungsloser Fliissigkeiten; Biot-Savart-
sches Gesetz. Ein Hauptergebnis des Abschnitts 2.1.2 ist der enge Zusammenhang
zwischen Quellergiebigkeit und Zirkulation einer Stréomung mit den Flussig-
keitskriften auf einen festen Korper. Das erscheint zunéchst iiberraschend;
denn andererseits ist ja nach der Kontinuititsgleichung die Stromung einer
inkompressiblen Flissigkeit normalerweise quellenfrei (div v =0) und bei ver-
schwindender Zéhigkeit auerdem noch drehunsgfrei (rot v =0), so daB schein-
bar nur in Ausnahmeféllen Kérperkrifte moglich sind. Der Widerspruch lost
sich jedoch, wenn man das fremde Element in dieser Betrachtung, némlich den
festen Korper, eliminiert und sich diesen ersetzt denkt durch eine Strémung im
Korperinnern von Flussigkeit derselben Art, wie sie um den Korper herumflieft.
Denn die Darstellung dieser Innenstrémung gelingt nur durch die Annahme
von Singularititen, die man als hydrodynamisches Bild des Korpers bezeichnet.
Man erreicht dadurch, daB dann der ganze Raum einheitlich als Strémungs-
gebiet aufgefat werden kann.

Ein Briickenpfeiler z. B. zerteilt und verdringt das FluBwasser an seinem Kopf
nach den Seiten ebenso, wie es eine starke Quelle (oder Verteilung von Quellen)
dort bewirken wiirde; entsprechend kénnte man das Heck des Pfeilers durch
eine gleichstarke Senke ersetzen. Es ergiiben sich dann zwei Stromungen : auBlen
das sich teilende und wieder zusammenflieBende FluBwasser und innen das
Wasser, das aus der Quelle zunidchst nach allen Seiten herausflieBt und nach
verschieden langen Wegen schlieSlich vollstindig in der Senke verschwindet;
diejenige Stromlinie, die beide Stréomungen trennt, entspriche dabei dem Um-
ril des Pfeilerquerschnitts. Die Kriifte und Momente des FluBwassers auf den
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Pfeiler lassen sich nun als diejenigen auf die Singularitdten (Quellen, Senken
usw.) berechnen, die sein hydrodynamisches Bild sind. So sieht ein Aero-
dynamiker in einem Unterschallflugzeug im Wesentlichen eine Quellsenken-
verteilung fur den Rumpf und ein Wirbelsystem fiir die auftrieberzeugenden
Tragflichen.

DaB gerade Quellen und Wirbel die wesentlichen Singularititen des Geschwin-
digkeitsfeldes einer Stromung bilden, geht auch schon aus folgendem allgemeinen
Satz hervor: Jedes stetige Vektorfeld » in einem einfach zusammenhéngenden
Bereich ist eindeutig bestimmt, wenn im Innern iiberall div v und rot » und auf
dem Rand die Normalkomponente v, von v bekannt sind. Um diesen analyti-
schen Satz fur ein beliebiges Vektorfeld moglichst wirksam auf die Kinematik
von Stromungen anwenden zu kénnen, beschrinken wir uns im folgenden auf
stationdre Stromungen in inkompressiblen Fliissigkeiten und identifizieren den
Vektor mit der Geschwindigkeit.

Der Beweis des Satzes folgt aus der Konstruierbarkeit des Feldes v aus seiner
Quell- und Wirbelverteilung. Zunéichst zur Eindeutigkeit der Lésung: an-
genommen, bei gegebenen div v, rot v und vy, gibt es zwei Lsungen v; und vy,
so gilt fiir die Differenz v, = vy — vy iiberall div v, =0 und rot v,= 0, und es
existiert ein Potential &, so daBl v, = grad ®,, mit div v, = AP, =0 im Innern
und 8Py/on = vy = vy — Vp, = 0 am Rand. Setzt man im GaubBschen Satz

fdiv AdV= @ dF - A speziell 4= ®,grad @;, so folgt daraus eine Sonderform
des Greenschen Satzes, ndmlich

[ (@0 A, + (grad 1] AV = § dF - 0,B = § By 109 AF = 0; (2.32)

also wird wegen A®, =0 auch iiberall (grad @,)? = v} =0 oder vy = vy

Im folgenden beschrinken wir uns auf ein unbegrenztes Feld mit konstanter
Parallelstromung im Unendlichen: »; = vy = v_ und v, =0 dort; die einzige,
im Endlichen wie im Unendlichen regulére, Potentialfunktion ist aber die Kon-
stante @, =, woraus wieder v, =0 oder vy = vy im ganzen Feld folgt.

Zunichst betrachten wir nun das iiberall drehungsfreie Feld mit rot v =0, in
dem div v = q eine gegebene Funktion des Ortes ist; dann existiert ein Potential
® mit v =grad &, fiir das gelten soll AP =gq. Dieses Potential kann man fast
immer aus einer Formel ableiten, die eine Verallgemeinerung derjenigen fiir die
Punktquelle (vgl. Abschnitt 1.34) darstellt:

O@yn) =4 [[[FeEnnaama. @3
14

Dabei ist r der Abstand des Aufpunktes P(z,y,z) von dem Punkt P’(&,7,(), in
dem sich eine Quelle der Ergiebigkeit ¢dV befindet, also 72 = (z — £)2 4 (y — 7)?
+(z — {)2. Ferner soll iiber ein Volumen V integriert werden, daB alle Raum-
stellen mit g = 0 enthélt.

DaB dieses Integral (unter der Voraussetzung der Existenz einer Losung &) die
Eigenschaften des gesuchten Potentials hat, folgt aus einem Spezialfall des
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Greenschen Satzes, wenn man im GauBSschen Integralsatz [Gl. (1.24)] speziell
einsetzt :

A=?l-grad<1>-—d5gra/d—:—.

Dann wird aus fdiv AdV = @ A . dF jetzt
1 1 1 80 aljr
[ (TAd) - @A—r—)dV_f(_r—m . )dF, (2.34)

mit n = dullere Normale der Flidche F, die das Integrationsvolumen V begrenzt.
In Vist nun Al/r = 0, solange » > 0 gilt. Schlie8t man den singuliren Punkt » = 0
zunéchst durch eine kleine Kugel K, mit dem Radius ¢ > 0 aus, so entspricht
daher das Volumenintegral in GI. (2.34) bis auf den Faktor — 1/4 = der rechten
Seite von Gl. (2.33) mit ¢ =A®. Das nach Gl. (2.34) gleichwertige Flidchen-
integral ist aber jetzt nicht nur auf der #uBeren Begrenzungsfliche F ., von
V, die man zur Vereinfachung der Rechnung ins Unendliche verlegen kann, zu
bilden, sondern auch noch iiber die Fliche F, der Kugel K,. Vom Integrations-
raum aus gesehen ist die 4uBlere Normale auf F, entgegengesetzt gerichtet zu r,
so dafBl 8/on = — 9/dr. Mit dem rédumlichen Winkel 2 wird hier d¥ =2d £, und
man kann das Potential @ auf der kleinen Kugelfliche F, durch seinen Wert
im Punkt P(z,y,2) selbst ersetzen. Dann wird im Grenzfall ¢ -0

130 olry . 1 80 1\,
”T'a?_‘p = )dF~f(—7-—~d§(x,y,z)F)r A0 = —4nd, (2.35)
F

or

da 70P/or —+0 fir r =e—>0 bei stetigem, differenzierbaren Potential ¢. Da
bereits dieses Flidchenintegral den geforderten Wert — 4@ ergibt, kann die
Gl. (2.33) nur dann gelten, wenn das Integral iiber F, verschwindet, d. h. wenn

180 dlr 1 @
”T”aﬁ —o5 )dF_fF—a;(rtb)dF—O.
Foo

N

(=]

Das ist insbesondere dann der Fall, wenn sémtliche Quellstellen mit A® =¢+ 0
im Endlichen liegen. Denn auf einen weit entfernten Aufpunkt wirken dann
diese Stellen zusammen wie eine Punktquelle mit der Ergiebigkeit Jq dV, und
deren Potential klingt wie 1/r ab.

Dagegen 1i3t sich z. B. das Potential @ =a(z? 4 y2 — 22?) nicht durch eine
solche Quellverteilung nach Gl. (2.33) darstellen, denn das Flidchenintegral tiber
F, verschwindet hierfiir nicht, sondern wird sogar unendlich. Hier ist im End-
lichen uiberall AQ =0, aber im Unendlichen wird das Potential singulér mit un-
endlichen Geschwindigkeiten 0®/0x usw.

Fir die Tragfliigeltheorie (vgl. 2.2.10.2) ist schlieBlich ein Fall von Bedeutung,
bei dem die Singularitéiiten vom Endlichen ins Unendliche reichen und trotzdem
das Integral iiber F',, verschwindet, und die Darstellung Gl. (2.33) zutrifft.

Fiir das andere,”das iiberall quellenfreie Feld mit div v =0, aber gegebener
Verteilung der Drehung rot v = w, existiert ein Vektorpotential 4 =iAd,; -+ j4y
+ kA4, so daB v =rot 4 und

rot v=rotrot A=graddiv4d—-Ad=w. (2.36)
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Da A =08?%0x? -} 0%/0y? 4- 8%/022 als skalarer Operator nicht auf einen Vektor an-
gewandt werden kann, ist der Ausdruck A A4 zunichst sinnlos. Im Gegensatz
zu korrekten Vektorgleichungen, deren Komponenten man in beliebigen Ko-
ordinatensystemen (z. B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten) verifizieren kann,
gilt diese obige Transformation von rot rot 4 auch nur in cartesischen Koordi-
naten. Und zwar wird diese Formel durch Ausdifferenzieren nach z, ¥ und 2
denn bestétigt, wenn man unter A4 versteht: iAd; + jAAy + kAA,. Nimmt
man nun an, dafl die gesuchte Losung A4 bei gegebener Verteilung noch die
Nebenbedingung grad div 4 == 0 erfiillt, so gilt firr die z-, y- und 2-Komponenten
von A und w die gleiche Poisson-Gleichung wie fiir @ und — ¢ beim drehungs-
freien Feld, ndmlich A4 = — w, und es wird analog zur dortigen Lésung

A(2,y,2) =Ufﬁ(f’;"r’ﬁdédq dg. (2.37)

Diese Lisung erfullt tatsdchlich die eben vorausgesetzte Nebenbedingung. Denn
wegen Ad=— w wird divAd=Adiv A= —divw=—divrot v =0, also
A div 4 =0 iberall; da nun eine Konstante C die einzige im ganzen Raum
regulidre Potentialfunktion (mit AC =0) ist, mufl hier div 4 =const und somit
grad div 4 =0 gelten.

Das sallgemeine Geschwindigkeitsfeld mit div v =g und
rot v = w ergibt sich schlieBlich durch vektorielle Uber-
lagerung beider Felder

v=grad @ -} rot 4, (2.38)

wobel das skalare Potential @ und das vektorielle Potential 4
nach den Gleichungen (2.33) und (2.37) zu ermitteln sind.

Die Punktquelle (oder Senke) ist die einfachste drehungsfreie
Stréomung, die — von einem einzigen Punkt abgesehen — auch
quellenfrei ist. Ein gewisses Analogon hierzu stellt die Stro- Fig. 17
mung eines isolierten Wirbelfadens dar, die aiberall quellen- 58 ‘o dig-
frei ist und in der nur auf einer geschlossenen oder ins Un-  keitsfeld eines Wir-
endliche reichenden Raumkurve (nédmlich dem Wirbelfaden)  belfadens

die Rotation rot v nicht verschwindet. Zur Berechnung

dieses Stromungsfeldes ersetzen wir in der allgemeinen Formel fiir das Vektor-
potential das Volumenelement durch d¢dnd{ = 3Fds’, wo 8F der Querschnitt
des Fadens und ds’ das Element seiner Bogenldnge sind, und bezeichnen den
Grenzwert fir 8F —0 wieder: lim w 8Fds’ = I"ds’ (s. Fig. 17). Denn, so wie in
einer ebenen Stromung, etwa in zy-Ebenen (2 = const), der Vektor rot v in die
dazu senkrechte z-Richtung weist, hat hier der Vektor w3F die zum Faden-
querschnitt senkrechte Richtung, also die des Bogenelements ds’. Nach dem
Helmholtzschen Wirbelsatz ist ferner I' =const lings des ganzen Fadens anzu-
setzen. Dann wird jetzt aus Gl. (2.37)

I' rds r ds’
A=TEI = und v=z¥rotf—7. (2.39) und (2.40)

v ist die Geschwindigkeit im Aufpunkt P(2,y,2z); Punkte auf dem Faden seien
mit P’(¢,7,L) bezeichnet, so daB wieder 72 =(z — &2+ (y — )2+ (2 —{)? und
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ds’ =id& 4+ jdn + kd{. Da das Zeichen rot Differentiationen nach den Auf-
punktskoordinaten z, ¥ und z bedeutet, von denen ds’ nicht abhéngt, kann man

weiter umformen: v = (I/4x) f rot(ds’/r). Aus demselben Grund verschwindet
in rot (ds’/r) = (1/r) rot ds’ 4-grad (1/r) X ds’ das erste Glied, und man erhiilt
mit grad 1/r = — r/r® schlieBllich

r ds’ r 1 , I rde'xr
v== frot fgrade ds’ = HJ . (2.41)

4 r 4z r?

Insbesondere wird danach fiir einen geraden, unendlichen Wirbelfaden, der
z. B. mit der z-Achse zusammenfalle, ds’' =kdf, r=iz+jy+ k(z—20),
ds’ xr=(—iy+ jz)}dl und fur v=iu -+ jou:

I +f° yde Iy
T an ) [Py —0TPE T 2n(et Yy
I’z
T e —

Alle Flissigkeitsteilchen bewegen sich hier auf Kreisbahnen um den Faden
(bei x =y =0) entgegengesetzt dem Uhrzeigersinon mit der Geschwindigkeit

jv|=Vu2+v2=1I/2rr. Auf allen solchen Kreisbahnen wird die Zirkulation,
mit « = Zentriwinkel,
2n

g')v-ds=f T au=r. (2.43)
0

2nr

Die Gleichung (2.41) ist in der Elektrodynamik als Biot-Savartsches Gesetz
wohl bekannt. Zwischen einem Wirbelfaden in inkompressibler Fliissigkeit und
einem stromdurchfiossenen Draht besteht demnach eine vollige Analogie: die
Zirkulation entspricht der Stromstérke und die Stromungsgeschwindigkeit der
magnetischen Feldstirke nach Richtung und GroBe.

2.2. Potentialstromungen idealer Fliissigkeiten

2.2.1. Geschwindigkeitspotential. In einer reibungslosen Flussigkeit konnen keine
Schubspannungen an den Fliissigkeitsteilchen auftreten; deren Drehung bleibt
daher hier unveréndert. Insbesondere bleiben Strémungen, die aus dem Ruhe-
zustand erzeugt werden, in der Regel auch fiir alle Zeiten drehungsfrei. Das
folgt aus dem Thomsonschen Satz, angewandt auf infinitesimale fliissige Linien
im Fliissigkeitsinnern. Einschrankungen und Ausnahmen werden spéter unter
2.2.8.1 behandelt.

In einer drehungsfreien Strémung, in der also — abgesehen von singuliren
Stellen — rot v = 0 gilt, existiert nun wegen der allgemeinen Identitét rot grad @
=0 ein Geschwindigkeitspotential @ (x,y,2,t), mit v =grad P. Ist die Fliissig-
keit nicht nur reibungsfrei, sondern auch inkompressibel, so folgt aus ihrer
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Kontinuitétsgleichung div v = 0 sofort A@ =0. Jede harmonische Funktion
@ (d. h. jede Funktion @, fir die A® verschwindet) kann somit als Geschwindig-
keitspotential einer Stromung in idealer Fliissigkeit aufgefa3t werden, wenn sie
noch die zugehsrigen Randbedingungen erfiillt. Z. B. kann an der Wand eines
festen Korpers keine Flussigkeit einstromen oder ausflieBen, weshalb dort die
Normalgeschwindigkeit 8®/on verschwinden muf, (n in Richtung der Normalen
zur Koérperoberfldche).

Die Einfuihrung eines Geschwindigkeitspotentials bringt nun eine starke Ver-
einfachung der Theorie mit sich: statt der drei nichtlinearen Euler-Gleichungen
(1.43) fur die Geschwindigkeitskomponenten hat man nur noch eine Gleichung
fiir die eine skalare Funktion @ (z,y,2,t). Deren Feldgleichung ist iiberdies linear,
so daB3 auch jede Linearkombination von harmonischen Funktionen: ¢, ®,
wieder ein Geschwindigkeitspotential darstellt, wihrend sich die einzelnen Ge-
schwindigkeitsbeitrdge vektoriell addieren » = ¢, v, = }¢, grad @,. Da ferner
harmonische Funktionen such sonst in der Physik 6fters auftreten, z. B. in
der Elektrostatik und in der Optik, ist ihre mathematische Theorie sehr weit-
gehend entwickelt worden. Potentialstromungen idealer Flissigkeiten sind des-
halb bis in die Einzelheiten erforscht worden und bilden das Hauptthema der
klassischen Hydrodynamik, iiber die das Standardwerk von H. Lamb einen
guten Uberblick gibt.

Beim Vergleich von Stromungen wirklicher Flussigkeiten mit solchen Potential-
stromungen ist allerdings stets zu bedenken, daB es sich dabei um laminare,
regelméfige Bewegungen einer vollig reibungslosen Modellfliissigkeit handelt,
die insbesondere an festen Wanden nicht haftet, sondern im allgemeinen daran
entlanggleitet.

2.2.2. Ebene Potentialstrémungen idealer Fliissigkeiten. Wie schon gezeigt worden
ist, sind ebene Stromungen inkompressibler Fliissigkeiten kinematisch beson-
ders einfach zu iiberschauen, da man hier eine Stromfunktion ¥(z,y,t) ein-
fuhren kann. Ist die Stromung auBlerdem noch drehungsfrei, so daB auch ein
Potential @ (x, y,1) existiert, so gilt fir die Geschwindigkeitskomponenten gleich-
zeitig

o
-5 = (2.44)
o 80
- (2.45)

Die Kontinuitédtsgleichung fordert div v =¥y; — ¥y = DPpr + Dyy =0, und
die Bedingung fiir die Drehungsfreiheit lautet hier rotwv = k(v;—uy)
= — k(¥pz + Wyy) = k(Pyz — Dzy) =0. Dort, wo die Strémung quellen- und
drehungsfrei sein soll, miissen also ¥ und @ zweimal stetig differenzierbar
sein und beide die Laplace-Gleichung erfiillen.

Bildet man die Gradienten von @ und ¥: grad ® = v = iu+jv und grad ¥
= —iv-+ju, so sieht man, daB diese senkrecht aufeinander stehen (da
grad & - grad ¥ = — uv + uv = 0), solange die Geschwindigkeit weder unendlich
groB wird (u oder v - co) noch verschwindet (Staupunkt u = v = 0). Daher
bilden die Kurvenscharen & =const und ¥ =const in der zy-Ebene zu jedem
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Zeitpunkt ein orthogonales Netz. Wegen |[grad @] =|grad ¥|={v| ist dieses
Netz dann quadratisch, wenn die Intervalle zwischen den @- und ¥-Werten
benachbarter Kurven gleich groB und hinreichend klein sind, so daf die o6rtliche
Kriimmung der Potentiallinien (@ = const) und der Stromlinien (¥ = const)
vernachléssigbar ist.

Fir den hier besonders einfachen Zusammenhang zwischen @ und ¥ findet man
nun ein Analogon in der Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen
z=x + iy, mit i2 = — 1; Real- und Imaginérteil R (z,y) und I(z,y) einer jeden
reguléren Funktion dieser Variablen F (z) erfiillen ndmlich dieselben Gleichungen
(2.44) und (2.45) wie @ und ¥. Denn mit 9z/0x =1, 0z/oy =1 und F’' =dF/dz
folgt aus F(z) =R (x,y) + 11 (z,y) durch partielle Differentiation nach x oder y:

8F ., % ., R . oI

w Vm sl =mtiyg (2.46)
oF oz oR oI

a2 i =0 i 2, X
% o =iF % i (2.47)

Multipliziert man die erste Gleichung mit i und vergleicht mit der zweiten, so
wird

oR oI

= " (2.48)
oR ol

5= (2.49)

Man kann also bei jeder (reguléren) Funktion F (z) den Realteil als Potential &
und den Imagindrteil als Stromfunktion ¥ einer ebenen Strémung in idealer
Flussigkeit deuten. Die hydrodynamische Bedeutung der Ableitung F’(z) folgt
dann aus

F(z) = ®(z, y) +i¥(z,y) (2.50)
F(z) = %g- = u{x, y)— iv(z,y). (2.51)

Die Ableitung F’ entspricht also nicht direkt der Geschwindigkeit « +iv in
der Gauflschen Ebene, sondern ihrem konjugiert komplexen Wert w — iv.

Die Analogie bleibt auch fiir instationére Stromungen bestehen, wenn F auBler
von z noch der Zeit ¢ abhingt: F(z,t); man erhélt dann jeweils das momentane
Stromungsfeld zur Zeit ¢. Ist dieses bekannt, so kann man schlieBlich den
statischen Druck p(z,y,f) aus der Bernoulli-Gleichung (1.45) berechnen:
0®/[ct +pfe + v¥2— U =f().

Mit funktionstheoretischen Hilfsmitteln ist nun z. B. das Umstrémungsproblem
eines vorgegebenen Korpers in einer Parallelstromung mathematisch im Prinzip
eindeutig 16sbar. Hier soll jedoch nur der leichtere, umgekehrte Weg begangen
werden, dall wir einige einfache Funktionen fiir F (z) annehmen und feststellen,
welchen Stromungen sie entsprechen. So wird z. B. durch F(z) =az?, wobei a
reell sein mdge, eine ebene Staupunktsstromung dargestellt (vgl. Fig. 18). Hier
wird F =a(x?—y?) +i2a2y und F' =u—iv=2az=2az +i2ay; Potential-
und Stromlinien sind orthogonale Hyperbeln & —=a(x?— y?) =const bzw.
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¥ = 2axy = const. (Nur im Staupunkt 2 =y = 0 ist die Orthogonalitét verletzt.)
Ersetzt man die spezielle Stromlinie y = 0 durch eine feste Wand, so wird in der
Umgebung des Nullpunktes = =y = 0, der hier zugleich Staupunkt ist (v =v = 0),
eine Stromung senkrecht gegen die Wand y = 0 dargestellt. Soweit man einen
beliebigen zylindrischen Korper durch seine Tangentialebene im Staupunkt
ersetzen kann, wird in dessen néchster Umgebung immer diese Strémung an-
zutreffen sein. Die Isotachen, das sind die Linien gleichen Geschwindigkeits-
betrages, sind Kreise um den Nullpunkt mit | v| =} 42 + v = 2a} 2? + y%>=const;
dasselbe gilt fur die Linien

gleichen Druckes, die Iso- ¥
baren, wenn die Stré-
mung stationér ist, wegen
P+ pv%2 = const. Man
kann sich noch iberzeu-
gen, daB fur d=qa(x®2—y?)
tatsdchlich A® = 0 befrie-
digt wird, ebenso wie
fur ¥. Dagegen gibt es
keine Funktion F(z), die
etwa den Realteil

D, =a(@®+ y?)mita=0 ‘:\\lp“"""St-
hat; denn es ist ja auch 77 % 7 ¥
alA(x®+ y?) =4a =+ 0. Fig. 18. Ebene Staupunktsstromung (F = az2): Stromlinien

Die allgemeine Potenz und Isobaren

F(z) =azr (e und n reell)
gibt — in Polarkoordinaten z ==reiz =r(cos« +isina) — als Imagindrteil die
Stromfunktion ¥ = arn sin nx. Offenbar wird ¥ = 0 fiir x = 0, aulBerdem aber

///

Fig. 19. Strémung im Winkelraum (F = az?) Fig. 20. Strémung um eine Ecke (F = az®%)

auch noch fiir o = + n/n, + 27/n,... bei beliebigem Nullpunktabstand r. Denkt
man sich die beiden Strahlen & = 0 und « = n/n als feste Begrenzungen, so geben
die dazwischen liegenden Stromlinien ¥ = const >0 die Strémung in einen
Winkelraum, wenn n > 1 (Fig. 19), oder um eine Ecke, wenn 1/2 < n < 1 (Fig. 20),

Wieghardt, Strémungslehre b
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oder um eine Kante, wenn n = 1/2. Allerdings wird wegen F' =u —iv =anzn-1
die Geschwindigkeit an einer umstromten Ecke (1/2 < n < 1 und » — 0) unendlich
grofl und — nach der Bernoulli-Gleichung —~ der Druck negativ unendlich. Zumin-
dest in der Néhe einer Ecke oder gar einer Kante ist diese Losung also physikalisch
nicht brauchbar. Wirkliche Flussigkeiten 15sen sich dort von der Wand ab und
bilden Wirbel; diese Vorgiinge konnen von der obigen Funktion F(z), die im
Innern des Stromungsbereichs (r > 0) singularitédtenfrei ist, nicht beschrieben
werden (vgl. 2.2.8.2).

Dem Logarithmus der komplexen Variablen z entspricht die Stromung, die eine
Quelle der Ergiebigkeit ¢ im Nullpunkt verursacht: F(z) = (¢/2n)Inz = (¢/2n) x
X (In 7 + ix), wie bereits in 1.3.4 angegeben; ist ¢ negativ, so erhilt man eine

Fig. 21. Halbkorper: drehsymmetrische und ebene Strémung (Stromlinien und Isobaren)

Senke. Vertauscht man Potential- und Stromfunktion, oder wéhlt man die
Konstante ¢ rein imagindr statt reell: ig = I, so stellt jetzt F(2) = (I/2=i) In 2z
= (I2n)(x —iln r) die Strémung eines links drehenden Wirbels im Nullpunkt
von der Zirkulation I' dar (vgl. 1.3.4).

Durch Uberlagerungen von Quellen und Senken mit einer Parallelstrémung
kann man nach Rankine (1820-1872) bereits eine ganze Klasse von Korper-
strémungen beschreiben. Zuniichst gibt eine Quelle in einer Parallelstromung:
F(z) =Uz 4 (g/2r) In z die Umstromung eines Halbkoérpers, der sich strom-
abwirts (z — -+ oo) beliebig weit erstreckt wie in Fig. 21. Seine Kontur ist durch
diejenige Stromlinie bestimmt, die sich im Staupunkt links von der Quelle ver-
zweigt. Dieser liegt dort, wo F' =u —iv=U +¢/[2n(x 1 iy)] =0 gilt, also bei
= —gf(2rnU) und y =0, oder in Polarkoordinaten bei r = ¢/(2nU) und & = .
Die Stromfunktion ¥ = Uy +¢«/2r hat daher dort den Wert ¥ =gq/2; ent-
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sprechend wird die Kérperkontur gleich der Stromlinie ¥ = Uy + ¢o/27 = const
=¢q/2 gesetzt. Speziell fur x— + oo, « >0 wird danach y —¢/2U, und das ist
die halbe maximale Breite des Halbkorpers. Linien ¥ = const > g/2 stellen die
Stromung auBlerhalb des Korpers dar, 0 < ¥ =const < ¢/2 die innerhalb. Die
Singularitét im Quellpunkt, in dem die Geschwindigkeit unendlich wird, stért
jetzt gar nicht, wenn man die Strémung im Innern nur als mathematisches Bild
ansieht, das zur bequemen Darstellung der allein interessierenden AuBenstrs-
mung um den Kérper herum dient.

Legt man in die Parallelstromung aufler der Quelle im Nullpunkt noch eine
gleichstarke Senke bei # = @, y = 0, so schluckt diese Senke die ganze Flitssig-
keit, die aus der Quelle kommt, wieder auf und man erhélt die Umstromung

Fig. 22.
Rankine-Korper: drehsymmetrische und ebene Stromung (Stromlinien und Isobaren)

eines endlichen, geschlossenen Rankine-Korpers: F(z) = Uz+ (¢/2x) In z/(z—a)
(vgl. Fig. 22). Die Geschwindigkeit u —iv=U 4 (¢/2x) [1/2—1/{z—a)] verschwin-
det jetzt an den zwei Staupunkten bei 2 = (a/2){1 + V1 -+ 2¢/=a U). Dort ist ¥ =0,
also wird die Kérperkontur durch

¥ = Uy — (¢/27) [arctan y/r — arctan y/{(x — a)] = 0

bestimmt. Daraus ergibt sich ein Kérperquerschnitt, der volliger als elliptisch
ist. Geschwindigkeiten und Druckverlauf kénnen nun aus @ oder ¥ berechnet
werden.

Je niher die Senke an die Quelle gelegt wird, um so mehr néhert sich die Quer-
schnittskontur des Zylinders einem Kreis. LaBt man dabei die Stérke der Quelle
und Senke ¢ wie 1/a anwachsen, damit sie sich im Grenzfall a -0 nicht einfach
ausléschen, so wird

CUiqtimLm ot —pay Lyl
F)=Uz+limlin o = Uz ¢ 27t(z+2z2+...)

m .
=Uz +m, mit m=gq-.a.

be*
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Daraus folgt

o= Ux(l + ﬂ%) und ‘I’::Uy(l -
mit 72 = 2% 4 y*,
Die Kérperkontur ¥ = 0 ist somit ein Kreis mit Radius B, = Ym/(2aU), und
die Abszisse y =0, fiir die auch ¥ =0 gilt, ist nach wie vor Staupunktstrom-

linie; es wird also die Umstrémung
eines Kreiszylinders beschrieben:

m
W) (2.52) und (2.53)

UR?

Fz)=Uz+ — ’, (2.64)
Die durch F(z) =m/(2rnz) darge-
stellte Singularitét nennt man einen
Dipol (hier firr ebene Strémung)
mit dem Moment m. Stromlinien,
auf denen W= my/2nr? = const gilt
(m reell), sind alle Kreise, die die
Abszisse im Nullpunkt beriihren.
Das 148t vermuten, dafl man die-
selbe Stromung auch aus zwei
Wirbeln mit entgegengesetztem
Drehungssinn etwa bei x =0 und
y==+0b erhilt, wenn man den
Grenzfall b—~0 bei I'b—>m/2 be-
trachtet. In der Tat folgt aus
F(z) = I'/(2=i) In (z + bi)/(z —bi)
hierfiir wieder F (z) = m/2rz. Fig. 23
zeigt einen Dipol, dessen Achse
mit der Abszisse den Winkel g8
bildet.

Die gleiche AuBenstromung um
einen Kreiszylinder (Fig. 24) kann
man natiirlich auch durch andere Singularitéten im Zylinderinnern sich erzeugt
denken, doch ist die Darstellung durch einen Dipol in Parallelstr6mung am ein-
fachsten. An Einzelheiten interessiert besonders die Druckverteilung am Zylinder,
die sich auch leicht genau messen 168t. Zunédchst folgen aus dem obigen Potential
in Polarkoordinaten @ = Urcosa (1 4 R?%7r2) die Radialgeschwindigkeit v, = 0®/or
=Ucosx (1 —R%r?) und die dazu senkrechte Umfangsgeschwindigkeit’
v, =09/rda = — U sin « (1 + R¥r?), Am Zylinder selbst ist »r = R, also v.(R) =0
und v,(R)=—2U sina, und somit wird wegen p +gv2/2 =p_ +eU?%2 der
statische Druck auf den Staudruck bezogen: (p —p_)/(e U?%2)=1-4sin?«; bei
a =90° oder 270° herrscht ein maximaler Unterdruck von drei Staudrucken.
DaB diese Drucke insgesamt keinen Widerstand bewirken, folgt hier bereits aus
der Symmetrie der Strémung um die Ordinate.

Diese Zylinderstrémung in idealer Fliissigkeit stimmt nun in der Umgebung des
vorderen Staupunktes (etwa fiir o = 180° 4- 60°) mit der in wirklichen Fliissig-
keiven ganz gut iiberein, obwohl diese am Zylinder haften, also nicht nur

Fig. 23. Dipol {ebene Stromung)
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vy (R) = 0, sondern auch v,(R) = 0 erfilllen. An der Riickseite 16st sich aber die
wirkliche Strémung ab und bildet ein Totwasser mit nahezu konstantem
Druck (vgl. Fig. 25); diese Vorgénge sowie der damit verbundene Widerstand
hingen von der Reynoldsschen Zahl
U - 2R/v stark ab.

Mit dem Modell der Potentialstrs-
mung in idealer Flissigkeit 148t sich
jedoch die kompliziertere Strémung
besser wiedergeben, die sich um einen
Kreiszylinder ergibt, der sich mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit o
um seine Achse dreht und geradlinig
mit der Geschwindigkeit U fortbe-
wegt. Der wirklichen, am Zylinder
haftenden Fliissigkeit wird dann eine
zuséitzliche Drehbewegung aufge-
zwungen, die — abgesehen von der
unmittelbaren Zylindernihe — durch
einen Potentialwirbel (im Innern des
Zylinders) gut dargestellt wird. Die ent-
sprechende Stromungsfunktion lau-
tet F(z) = U(z +R%2) —(I/2ni)In2z  Fig. 24. Potentialstromung um Kugel und
(Minuszeichen fiir einen rechtsdre- Zylinder (Stromlinien und Isobaren)
henden Wirbel oder Zylinder wie in
Fig. 26). Der Kreis |z =R ist nach '
wie vor Stromlinie, wenn auch deren /
Konstante jetzt ¥ =(I72x) In R statt " /
¥ =0 ist. Die Geschwindigkeit der [=—=\ /
idealen Fliissigkeit wird am Zylinder Qv72 - . x|
v (R) = —2Usina — I'/2r R; sie ver- 0\ \ N A 1 2 A20 160
schwindet in den beiden Staupunk- \ "~ tee-ar®
ten bei sina = —TIJ/(4nUR). Fir \ /
I'=4xUR fallen sie zusammen zu \ /] ,I
einem Staupunkt bei « = 270°, Ist die ~/ W\~
Zirkulation — oder die entsprechende \ IUd
Drehgeschwindigkeit des Zylinders — /
noch grioBer, so existiert gar kein \\

Staupunkt am Zylinder, wohl aber

ein freier Staupunkt unterhalb \\_, .
des Zylinders bei o« = 270° und r > R. \ / Potentialstrémung
Die zugehorigen Stromlinienbilder \ /
der Fig. 26 decken sich gut mit \ |/
Stromungsaufnahmen in Flissigkei-
ten kleiner Reibung, wenn man Fig. 25. Druckverteilung am Kreiszylinder
I'=2nR?w setzt. Unterschiede be-

stehen natiirlich in Wandnéhe, da im Versuch am Zylinder v,(R)= const = —w R
gilt. Doch wird auch der rechnerische Auftrieb oder die Querkraft (in y-Rich-
tung) nach Kutta-Joukowski A =g U experimentell ganz gut bestitigt.
Der im Versuch nicht unbetrichtliche Widerstand kann aber natiirlich nicht so
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berechnet werden, denn
die  Potentialstrémung
verlduft auch hier noch
vollig symmetrisch zur
Ordinate z = 0. Ahnliche
Querkrifte entstehen
iibrigens auch an ange-
stromten, sich drehenden
Kugeln und anderen Ro-
tationskorpern (Mag-
nus-Effekt 1852), wie
z. B. an Geschossen mit
Drall oder geschnittenen
Tennisbillen.

Als letztes Beispiel sei die
Funktion F(z) = A exp
[i(kz—wt)] mit &= Ade-ky
cos (kx — wt) untersucht,
die in erster Niherung
flache, ebene Schwerewellen
auf tiefem Wasser darstellt,
die sich in der horizontalen
z-Richtung  fortpflanzen
(y nach unten positiv). Die
Wasseroberfliche y= y,(x, )
werde nur wenig verdndert
gegeniiber dem Ruhezu-
stand y=0; d.h. wir setzen
flache Wellen voraus, deren
Amplitude klein ist ver-
glichen mit ihrer Wellen-
lainge 4, so daB y,/1<1.
Offenbar sind Potential und
Stromfunktion  réumlich
und zeitlich periodisch; die
Wellenzahl £ bestimmt die
Wellenlinge A==2n/k wnd —

die zeitliche Kreisfrequenz  Fig. 26¢. Kreiszylinder mit Zirkulation I/(4x UR) =1

o die Schwingungsdauer

v=2n/w. Die Fortpflan-

zungsgeschwindigkeit der Wellen ist ¥ = A/t =w/k. Die momentane Geschwindigkeit
der Wasserteilchen am festgehaltenen Ort ergibt sich aus dFjdz=u—iv=Ake & x
X [—sin (kz —w?)+-i cos (kxz — wi)]; sie verschwindet also fiir groBe Tiefen y— oo.
Deshalb kann man den Druck dort statisch berechnen aus p(y— oo)=pgy, wenn der
Barometerdruck an der Oberfliche (y, ~ 0) als Nullniveau gewahlt wird. Denn da auch
o/ot mit der Tiefo exponentiell abklingt, konnen wir fiir y—oco die Konstante f(t)
in der Bernoulli-Gleichung fiir instationdre Strémung gleich null setzen. Fiir beliebige
Tiefe lautet diese dann 8d/ot + v¥/2 + plo— gy= 0 = Awe ¥ sin (kz— wi) 4-
+(1/2) A*k*e~ %V + pjg — gy. An der freien Oberfliche y = y, ~ 0 muB niherungsweise
P =0 gelten; nur dann, wenn durch passende Wahl der 4, k und » diese Randbedingung
erfiillt wird, beschreibt die obige Funktion F(z) die Bewegung der Wasserwellen. Fiir
Y=y, 0 wird nun e~ ~ 1, falls y,<1/k. Das Geschwindigkeitsquadrat kdnnen wir
vernachlissigen, wenn Ak%/2< 4w gilt. Unter dieser Voraussetzung folgt aus
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Fig. 26d. Kreiszylinder mit Zirkulation /(47 UR) = 1,5

der Bernoulli-Gleichung fiir
Y=Y

yo:A% sin (kz — wt),

falls yo<1/k, d. h. falls
Awlg < 1/k  und falls
4 < 20fk2

AuBler der dynamischen
Randbedingung fiir den
Druck an der Oberfliche
muB noch die kinematische
Bedingung dort erfiillt wer-
den: die zeitliche Anderung
der Oberfliche am festen
Ort muB gleich sein der Ge-
schwindigkeit der Fliissig-
keitsteilchen dort. Fiir flache
Wellen geniigt es dabei, in
erster Niherung nur die
senkrechte  Geschwindig-
keitskomponente zu be-
trachten, d. h. Oy,/ot
=v(y=1Yo~0). Setzt man
im obigen Ausdruck fir »
wieder e"”’owl, so wird
Oyt =— A?/g) cos(kx—wt)
= ()= —A kcos (kx—uwt)
oder w*=gk. Damit LiBt
sich die zweite der obigen
Voraussetzungen 4 < 2w/k?
auch schreiben:

Aolg<2w?gk*=2/k.

Sie besagt also ebenso wie
die erste nur, daB die
Wellenamplitude  (y,)max
klein sein soll gegen die
Wellenléinge, bzw. sogar
gegen A/rm; die einzige
wesentliche Voraussetzung

ist somit, daB die Wellen flach sind. Aus w®=gk folgt weiter

o 1/T /7
V—T—W—Vﬁ‘

(2.55)

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Wellen hingt demnach nicht von der
(kleinen) gmplitude ab, wohld:l;%k;r von ihrer Wellenlinge, und zwar sind lange Wellen
gchneller als kurze (normale Dispersion wie in der Optik). Bemerkt man z. B. vor
der Kiiste von Cornwall durch genaue Pegelmessungen langwellige Diinung (bis
A=300m und mehr), so kann man daraus auf einen Sturm im Atlantik schliefen;
von dem Wellengemisch im Sturmzentrum baben sich die lingsten Wellen am schnell-

sten ausgebreitet.
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SchlieBlich kann man noch die Bahnlinie eines Wasserteilchens wiihrend der Wellen-
bewegung aus seiner Verschiebung & und # in 2- und y-Richtung durch Integration
der momentanen, ortlichen Geschwindigkeitskomponenten ermitteln:

& :fudt:&o—%e—kﬂcos(kx—wt)
und n =fvdt:r]om%e‘kﬂsin(kx—wt).

Es wird also (& —£)* + (7 —10)* = (¥, max * € ¥¥)% d. h. die Teilchen bewegen sich auf
Kreishahnen, deren Radius mit der Tiefe schnell abklingt. Allerdings hitte eigentlich

Fig. 27. Momentane Stromlinien einer flachen Wasserwelle

bei der Integration auch die Veréinderung von x und y in den Ausdriicken fiir » und v
wihrend der Bewegung des Teilchens beriicksichtigt werden miissen. Da sich jedoch
geschlossene Bahnlinien in der Nihe des Mittelpunktes x =&, und y =1, ergeben
haben, ist das Ergebnis nachtriglich in erster Niaherung gerechtfertigt.

Die Stromlinien in einem Zeitmoment sind in Fig. 27 gezeichnet. Abgesehen von der
rdumlichen Periodizitét gibt dieses Bild aber nur wenig zur Veranschaulichung der
Stréomung und 1a8t vor allem kaum Kreisbahnen fiir die Bewegung der Wasserteilchen
erwarten. Nur bei stationdrer Stromung ist das Stromlinienbild unmittelbar verstind-
lich und anschaulich, weil es dann zugleich die materiellen Bahnlinien darstellt.

2.2.3. Konforme Abbildung. Durch die Funktion F(z) =& +i¥ wird jedem
Wertepaar x,y ein anderes, ndmlich @, ¥ zugeordnet, oder — anders ausgedriickt—
jeder Punkt der z-Ebene wird auf einen Punkt der F-Ebene abgebildet und
umgekehrt. Wie schon gezeigt, ist das Netz der Linien @ = const und ¥ = const
in der z, y-Ebene im kleinen quadratisch und ebenso ist es das Netz der Linien
x =const und y =const in der @, ¥-Ebene wie in Fig. 28. Ein Quadrat in der
2-Ebene mit den Seiten dx =dy entspricht dort wieder einem Quadrat, wenn
auch in anderer Lage zu den Achsen und von anderer Grofle; der Maf3stabs-
faktor |dF/dz] kann ferner von Ort zu Ort ganz verschieden sein. Solange nur
‘dF/dzl endlich ist, bleibt jedoch die Ahnlichkeit im Kleinen bestehen, weshalb
man eine solche Zuordnung F (z) als winkeltreue oder konforme Abbildung be-
zeichnet.

Natiirlich kann man auch mehrere Abbildungen hintereinander vornehmen.
Ist otwa in der z-Ebene das Netz @, ¥ = const einer bekannten Strémung
F(z) = & + iV gezeichnet, so kann man dieses durch eine weitere Funktion
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{=¢&-+in ={(z) in ein neues Netz in der {-Ebene umformen; dabei wird auch
die urspriingliche Kérperkontur in der z-Ebene mit verzerrt, und man erhilt die
Umstréomung eines anderen Kérpers in der {-Ebene. Denn ist { eine analytische
Funktion von 2, so ist es auch die inverse Funktion z({) und damit auch
F(z({)) =G (). Nur an singuldren

Stellen, an denen die Ableitung der s}
Abbildungsfunktion verschwindet

(wie in Staupunkten) oder unend- 47 __—"’"_77 [ it nitte
lich wird, ist auch die Abbildung %

Z=X+iy

nicht mehr konform. 34———+——+ G ——— T
Diese geometrische Veranschau- \\
lichung der Funktionen einer kom- 4 ___| .1 _ 1 _ .\x L 1

plexen Variablen als konforme Ab-
bildung?!) ist deshalb so niitzlich,
weil ja hydrodynamische Probleme
fast immer als Randwertprobleme
gestellt sind, z. B. wenn eine XKor- Fe
perkontur gegeben ist und in groBer 2 3 4
Entfernung von ihr Parallelstro-
mung herrschen soll. Insbesondere
ist es oft zweckmiBig, neben der
Stromungsebene die Hodogra-
phen-Ebene mit den Koordinaten
u und —iv zu betrachten. Man
kann ja jedem Punkt der physika-
lischen z-Ebene, in dem die Ge-
schwindigkeit die Komponenten «
und v hat, einen Punkt der ©-Ebene
mit den Koordinaten ¥ und —iv 1 Y
zuordnen. Ebenso kann man dann 1 2 3 4 5 ¢
das Netz der Linien @ = const und Fig. 28. Beispiel ciner konformen Abbildung
¥ =const mit in diese Hodogra-
phen-Ebene abbilden. Wiederum ist dies eine konforme Abbildung; denn, wenn
F(2) =& +1i¥ analytisch ist, so ist es auch dF/dz = ¥ =« —iv. Das Bild der
Stromlinien in der -Ebene kann man daher auch als Darstellung einer neuen
Stromung auffassen, die oft leichter zu iibersehen ist, weil ihre Berandung geo-
metrisch einfacher ist als die der Strémung in der urspriinglichen z-Ebene.
Falls es nun gelingt, die Singularititen dieser Stromung in der o-Ebene zu er-
kennen und rechnerisch anzugeben, — wozu man nétigenfalls das Stromungs-
gebiet durch weitere Abbildungen noch vereinfachen kann, — dann kann man
schlieBlich durch Integration zur urspriinglichen z-Ebene zuriickkehren :
=[S (2.56)
v

+——d— U Y EUNISN S—

I
o
>

S+i¥=2Vz

Beispiele hierfiir werden im Abschnitt 2.2.8 behandelt ; zundchst wollen wir den
einfacheren, umgekehrten Weg gehen und von einer bekannten Strémung aus-
gehen, diese konform abbilden und sehen, welche neue Strémung wir so erhalten,

1) Vgl. A. Betz, Konforme Abbildung, 2. Aufl., Berlin-Géttingen-Heidelberg 1964.
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2.2.3.1. Joukowski-Profil. Im Kreiszylinder mit Zirkulation haben wir bereits
einen auftrieberzeugenden Kérper kennengelernt. Von dieser Grundstrémung
in der z-Ebene ausgehend kann man nun versuchen, durch eine konforme
Abbildung {(z) den Kreisquerschnitt speziell in den eines Tragfligels zu ver-
wandeln, wie das unabhiingig voneinander Kutta (1867-1944) und Joukow-
ski (1847-1921) getan haben. Zunidchst kann ganz allgemein — nach einem
funktionstheoretischen Satz — jede in einem Kreisringgebiet um den Punkt z,
eindeutige, analytische Funktion { () in eine Laurent-Reihe entwickelt werden:

-+ oo
{(2) = an (2 — z,)"; im Punkt z, selbst braucht {(z) nicht analytisch zu sein.

= ~00
Der Einfachheit halber legen wir in diesen Punkt z, den Nullpunkt der z-Ebene,
der im Innern des Kreisquerschnitts des Zylinders liegen mége, so daf8 mit

2, =0 wird {(z) = Z apz®. Damit die Parallelstrémung in groBer Entfernung

N =—oo
sowohl vom Zylinder als auch vom Fliigel dieselbe bleibt, sind nur solche
Funktionen {(z) zuzulassen, fur die in dieser Reihe alle a, mit v =2,3,... ver-
schwinden und fiir die @, =1 gilt; nur dann kann { =z fiar z— co bestehen.

Somit wird { =z -+ a_;/z } a_,/z%... und der denkbar einfachste, nicht-triviale
Ansatz ist

2
{=24-—, creell,z.B.c— L (2.57)

<}

Fig. 29. a) Joukowski-Abbildung (= — 0.2; ypr=0; R=1,4) -
b) Joukowski-Abbildung (zy; = 0; yar = 0,4; R = 1,2 bzw. /1,16)
¢} Joukowski-Abbildung (xpr=— 0,2; yy=10; R= 1,2_)_
d) Joukowski-Abbildung (2= — 0,2; yar = 0,4; R=V1,6)
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Mit dieser Abbildung kann man nun in der Tat schon praktisch brauchbare Fliigel-
profile erhalten. Betrachten wir zunéchst einen Kreis um den Nullpunkt der z-Ebene als
Korperkontur: z= Reix, Dieser geht dann iiber in eine Ellipse in der {-Ebene, nimlich
in { =(R+¢*R) cosx +i(R—c*R) sinx. Liegt der Kreismittelpunkt jedoch auf der
Ordinate (xpy =0, y3r =m), so ergibt sich als Abbildung in der {-Ebene eine bohnen-
formige Kontur wie in Abb. 29b (mit ¢=1); diese artet zum diinnen Kreisbogen
dann aus, wenn ¢? = R% — m?. Ist der Kreismittelpunkt auf der Abszisse, so entsteht
aus dem Kreis eine eiformige Kontur wie in Fig. 29a.

Die Abbildung wird (fiir z<- 0) in den beiden Punkten z = -+ ¢, in denen der Mafstabs-
faktor df/dz==1—c*/2* verschwindet, singulir, und zwar wird in den entsprechenden
Punkten der {-Ebene die Geschwindigkeit unendlich. Wird dise Umstrémung des
Kreiszylinders durch F(z) dargestellt, so ist némlich die Geschwindigkeit in der Stré-
mung um die neue Kontur in der {-Ebene dF({)/d{ = dF (z)/dz - dz/dL; und diese bleibt
bei df/dz=0 hochstens dann endlich, wenn dort auch gerade die Geschwindigkeit in
der z-Ebene (d¥/dz) verschwindet. In der Regel bleibt daher die Strémung auch nach
der Abbildung nur dann regulir, wenn die Punkte 2= - ¢ im Innern der Kreiskontur
liegen. Wenn jedoch einer der beiden Punkte, etwa z= ¢, gerede auf dem Kreis
liegt und der andere bei z= — ¢ von ihm eingeschlossen wird, so erhilt man Joukowski-
sche Fliigelprofile wie in Fig.29¢,d mit abgerundeter Fliigelnase vorn und scharfer,
(unendlich) diinner Hinterkante im Punkt £=2¢, =0, der dem Punkt z=c¢, y=0
entsprichtl). Wie an jeder umstromten Kante wird hier die Geschwindigkeit gewohnlich
unendlich. Diese Singularitit auf der Kontur liBt sich jedoch dadurch aufheben, da
man die Zirkulation I" der Kreisumstrémung speziell so annimmt, daB der hintere
Staupunkt am Profil (mit dF/dz=0) gerade auf der Hinterkante liegt und die Stro-
mung dort glatt abflieBt. Erst diese AbfluBbedingung, die die Zirkulation eindeutig
festlegt, macht die Profilumstrémung singularititenfrei und damit physikalisch brauch-
bar. Es 148t sich schlieBlich noch zeigen, daB die Zirkulation um den Zylinder nicht
veriindert wird durch die konforme Abbildung, wenn diese und die Ausgangsstromung
im Strémungsgebiet regulir sind, wenn also z. B. keine freien Wirbel aulerhalb des
Zylinders vorhanden sind.

2.2.3.2. Platte. Als einfachster Spezialfall werde die Stromung um eine ebene Platte
berechnet. Wenn der Kreismittelpunkt im Nullpunkt der z-Ebene liegt und die Ab-
bildungskonstante ¢ gerade gleich % gewiihlt wird: { =z + RY/z, 8o ist das Abbild dieses
Kreises eine diinne Platte in der {-Ebene: £==0 und —2R <7< --2R. Eine Parallel-
strémung in der z- bzw. der y-Richtung wird durch diese Platte iiberhaupt nicht ver-
dndert. Es ist aber nicht schwierig, diese Anstrémungsrichtung um den Winkel g
gegen die z- oder y-Achse zu drehen, indem man z - e~18 anstelle von z schreibt; der
Kreis in der z-Ebene bleibt dann weiterhin Stromlinie, und es wird

In (ze~15). (2.58)

1
F@)=U (ze-“’ + R ﬁz__) +

2ni

Mit £ =z |- R%/z oder z= ({ +-y/{* — 4 R%)/2 kann man nun Potential- und Stromfunktion
in der {-Ebene ausrechnen. Die Geschwindigkeit wird dort

dF _dF dz _ [U(e~!P— Ree'Pl?) 4 IY(2mi2)]

d¢ d2 d¢ 1 — Ry2?

wobei z als bequemere RechengroBe noch nicht durch { ausgedriickt worden ist.

') Auch in Fig. 31 auf 8. 77 ist ein Joukowski-Profil gezeichnet.
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Um speziell die Geschwindigkeit der Platte zu erhalten, muB man fiir z die
entsprechenden Werte am Zylinder einsetzen, also z = Rela. Das ergibt
uP]/U= ~—[sin(f— o) + I'/(4n R U)]/sina und natiirlich vp/U=0; sowohl an der
Vorderkante (x = n) wie an der Hinterkante (x =0) wird die Geschwindigkeit unend-
lich groB. Um wenigstens die obige AbfluBbedingung fiir die Hinterkante zu erfiillen:
up (@ = 0)/U = endlich, muB man der Zirkulation I" den Wert I'== —4nRU . sinfg
geben. Das zugehorige Stromlinienbild sowie das fiir I'= 0, zeigen die Fig. 30b
und 30a; die Bilder sind um den Anstellwinkel § gedreht, so dafBl die Anstrémung
wieder horizontal erfolgt. Mit der
Zirkulation ist nun nach G1(2.14).
auch der Auftrieb bekannt:
A=—gUTI, und damit wird der
Auftriebswert c,, bezogen auf den
Staudruck der Anstromung und die
Plattenfliche (Plattentiefe =4 R):

cy=2mrsinfg. (2.59)

Dieses Ergebnis und auch die ent-
sprechenden Auftriebsbeiwerte
fur endlich dicke, gewélbte Jou-
kowski-Profile mit singulariti-
tenfreier, abgerundeter Vorder-
kante werden im Versuch (bei
nicht zu kleinen Re-Zahlen) bis
zu Anstellwinkeln § von etwa
+ 10° gut bestétigt. Die Zahig-
keit der wirklichen Stromungs-
medien verringert allerdings die
rechnerische Zirkulation und da-
Fig. 30. a) Angestellte Platte: Stromung ohne Zirku- mit auch den Auftrieb etwas,

lation {Druck auf der Oberseite der Platte) ferner verursacht sie auch einen
b) Angestellte Platte: Stromung mit Zirku- . : : .
lation {Druck auf der Unterseite —— —, kleinenWiderstand (vgl. Fig.31);

Unterdruck auf der Oberseite —-—-—-— } iber die Entstehung der Zirku-

lation bei der Anfahrt des Trag-

fligels vgl. 2.2.8.1 (letzter Absatz). Bei groBeren Anstellwinkeln 1ost sich die
wirkliche Stromung von der Platte ab, und es bildet sich ein grofles Totwasser;
hier versagt dann die Modellstromung véllig. Dafl schon die einfachste Ab-
bildungsfunktion den Kreisquerschnitt in Fligelprofile umformt, die auch in
wirklichen Medien geeignet sind, groSen Auftrieb bei kleinem Widerstand (fiir
kleine f) zu erzeugen, ist natiirlich ein gliicklicher Zufall. Noch mehr ist das aber
der Umstand, daf3 diese Profile eine Hinterkante aufweisen, die bereits im Modell
der idealen Fliissigkeitsstromung eine eindeutige Zuordnung von Zirkulation
und Anstellwinkel ~ die AbfluBbedingung — vorschreibt, und die auch von
Flussigkeiten kleiner Zahigkeit in guter Niéherung befriedigt wird. Im Gegen-
satz dazu gibt es z. B. bei der Modellstrémung um einen angestellten, elliptischen
Zylinder keine klare Abflufbedingung und keine ausgezeichnete Zirkulation,
so da} dann auch die Bestimmung des Auftriebs offen bleibt. In wirklicher
Fliissigkeit stellt man hier schon bei kleinen Anstellwinkeln eine wesentliche

Abhéngigkeit des Ablosevorgangs und damit der Krifte von der Grenzschicht,
also von der Re-Zahl fest.
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Ergiénzend sei zur obigen Plattenstromung noch das sogenannte Kutta-Paradoxon
erwihnt. In idealer Fliissigkeit existieren keine Schubspannungen, die resultierende
Kraft der Fliissigkeit auf die Platte mufl also gleich dem Integral der Normaldrucke
quer zur Platte sein. Diese Normaldrucke kénnen aber nur eine Resultierende R senk-
recht zur Platte haben, die man in einen Auftrieb 4 =R cos § und einen Widerstand
Rsinff= A tanf in Strémungsrichtung zerlegen

kann. Andererseits mu3 der Widerstand nach A

dem Impulssatz in 2.2.1 verschwinden! Dieser " h /
Widerspruch 16st sich auf, wenn man zunichst ! 7
ein endlich dickes Joukowski-Profil betrachtet, /
an dem die Unterdrucke vorn an der Profilnase 1244
zu einer nach vorn gerichteten Saugkraft inte- /
griert werden konnen. Léft man nun das Pro-
fil diinner werden und den Nasenradius 10
kieiner, so werden die Unterdriicke dort groBer, 1’ G
greifen aber an einer immer kleiner werdenden yiv/
Fliche an; auch im Grenzfall der scharfen Vor- & a8
derkante ergibt sich so noch eine endliche Saug- & /
kraft nach vorn, die die obige Widerstands- s/
komponente Rsinf gerade wieder aufhebt. — /
In wirklicher Fliissigkeit reiBt die Stréomung /
um eine zugeschirfte Platte an deren Vorder- f 04
kante etwas ab, so dafl weder hohe Unterdrucke

noch eine Saugkraft entstehen. Demzufolge / 02
wird hier ein merklich groferer Widerstand 4 7 " /
beobachtet als an Profilen mit gut abgerundeter s
Vorderkante, an denen die Saugkraft sich aus-
bilden kann.

w0l -
Ein schiffbauliches Anslogon zum Joukowski- LI /

Profil stellt die Abbildung { =z -+ afz--b/z® von
F. M. Lewis!) dar, die z. B. zur Berechnung
der Rollschwingungen eines Schiffes benutzt Fig. 31.

werden kann. Der Nullpunktkreis in der z-Ebene ~ Gemessene Auftriebs- und Wider-
]z] =1 wird nimlich z. B. durch standsbeiwerte eines Joukowski.-Pro.

fils nach Betz (ZFM, 1915)
{=(z4+¢ez®)/(1+¢)

in eine Figur in der {-Ebene transformiert, die
einem an der Wasseroberfliche gespiegelten
Schiffsspant @hnlich ist (Fig. 32).

o—

£=3/4,
2.2.3.3. Schwarz-Christoffelsche Formel. Ge-
wisse, ebene Potentialstromungen konnen
mit der Formel von H. A. Schwarz und
Christoffel berechnet werden, die das
Innere eines Vielecks in einer z-Ebene auf
die obere Halbebene einer ¢-Ebene konform
abbildet:

dz
T = 0= eyl x
¢ Fig. 32.

X (E—e) ™™ ... (E— ey *a/™. (2.60) Lewis-Abbildung fir Schiffsspanten

') Trans. Soc. Nav. Arch. Mar. Eng., N. Y., 1929.
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Dabei bedeuten wie in Fig. 33 die «,, &y, ..., «, die AuBenwinkel des Polygons
E E, ..., B, der z-Ebene (so daB ¥ «, =2r gilt); die Eckpunkte E,werden
auf die Punkte ¢; auf der reellen Achse der {-Ebene abgebildet. Die komplexe
Konstante C =|C|et? bestimmt durch |0 den
MaBstab und durch y die Orientierung des Viel-
ecks beziiglich der positiven z-Achse. Wenn eine
Ecke in der z-Ebene etwa E;, einem unendlich
fernen Punkt auf der {-Achse entspricht, also
e, — oo, so0 kann man statt C eine Konstante
O =C(—e) */™ einfithren, so daB wegen
(1 — &fey) 1™ 5. 1 fiir ¢, 00 dann gilt dz/d¢= C”.
(& — e ™™ ... (& —en) /™ unabhéngig vom
AuBlenwinkel «; an dieser Ecke E, ist also der
Faktor ({'——e,)‘“ll" einfach wegzulassen, falls
¢, — oo, — LéBt man zunédchst die Konstante ¢

(oder C’) noch offen, so kann man drei Stellen ¢;
auf der reellen {-Achse frei wihlen.

Als Beispiel sei die Um-
strémung einer (senk-
rechten) Stufe in einer
Parallelstromung U, wie
in Fig. 34, betrachtet.
Das Gebiet oberhalb
By, E, By, B, sei das
Vieleck in der z-Ebene.
Offenbar ist es hier be-
¢ sonders bequem, den un-
% endlich fernen Punkt der
AL e  z-Ebene auf den unend-
£ £ N ] & lich fernen Punkt der
N NN\ {-Ebene abzubilden. Es
Fig. 34. Umstromung einer Stufe bleiben dann nur die
Ecken E,; und E, mit

den Winkeln &, = + 90° und oy = — 90°. Wihlt man ¢;= —1 und ey=-1, 8o wird

e=Cl{C+ VP C— D" QX =CYP=T- ¢ +VI=DI+ . (260)

Fig. 33. Zur Schwarz-Christoffel-
schen Formel

Um zum jeweiligen Punkt { das Vorzeichen der Wurzel zu bestimmen, kann man
Polarkoordinaten einfithren, so da {+ 1= g, e, 1 —1= 0 e!fs und

VB Ti=+ Vo ot B2,

daher wird z. B, fir Punkte auf der reellen g-Achse zwischen ¢, und e, mit f, =0 und
y=m: Yi'— 1=+ iy 1— {% Will man den Nullpunkt der z-Ebene in den Punkt E,
legen, und ist die Stufenhohe A, so folgt fiir die Integrationskonstante und fiir C

in B, 2z=0 fir {=—1:2=—Cln(—1)+C,=—inC+C;=0
in B, z=1ih fir {(=+1:2=0+4C,=ih
also C;=ih und C=h/r.
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Die Stromung in der z-Ebene kann man sich verursacht denken durch eine Quelle in
E,,, und eine Senke in K, . Die entsprechenden Singularititen in e, und e, liegen
auch in der (-Ebene im Unendlich-Fernen; da ferner der speziellen Stromlinie
E, E.E,E, die Stromlinie e, e e;¢, . in der {-Ebene entsprechen soll, hat man hier
eine Parallelstromung F({)=® iV =V&.

Mit der obigen Abbildungsfunktion z() ergibt sich daraus die Geschwindigkeit in der
z-Ebene zu
dF dF df =V q/Cl+1

D= Y — A = e e 2=

PR Tl PRy all /e (2.62)

Da Z->oco auch z— oo entspricht, wo die Geschwindigkeit gleich U sein sollte, muf3
V = [ hjr sein. Mit F({)= Uh{[r und dem obigen Zusammenhang zwischen z und {
ist da n auch die Strémung in der z-Ebene bestimmbar.

So wird z. B. die durch die Stromung erzeugte Druckkraft auf die Stufe, bezogen
auf den ungestdrten Staudruck und die Stufenhohe A:

i
(PP g (BN (1 N% L
op = W”d(ﬂ_“l Uﬂ)hﬁl hsz@dz. (2.63)
0

Und dafiir ergibt sich wegen z-Ebene

<
Joro=f (@) & e

= Eroo

{—1 =} {+1

h
+1 > ERNY
2
=U"if 148 g — v,
T 1-—-¢
~1
schlieBlich €00 £-Ebene

Cp=i—‘i=0- (2.64)

Die Uberdrucke in der Niéhe des Stau-
punktes E, werden also gerade aufge- -
hoben durch Unterdrucke infolge der e1=0T el &=
hohen Geschwindigkeiten in der Nihe
von E,;. Denkt man sich die Stromung
symmetrisch zur z-Achse gespiegelt,
80 erhdlt man die ebene, unbegrenzte
Strémung um einen speziellen Halbkorper. Wie in 2.1.2.3 bereits ganz allgemein
gezeigt wurde, verschwindet der Druckwiderstand auch dieses Halbkérpers; dem
dortigen Spaltdruck p, entspricht hier das Druck-Nullniveau p, ., = p,..-

Wie an jeder Kante oder vorspringenden Ecke in einer Potentialstromung wird auch
hier in £, selbst die Geschwindigkeit unendlich groB. Aber auch abgesehen davon
sieht die Stromung einer wirklichen Fliissigkeit etwas anders aus als in Fig. 34.

Schwieriger ist die Abbildung einer Stufe in einem begrenzten (ebenen) Kanal nach
Fig. 35. Hier muB man wegen der verschiedenen Geschwindigkeiten zwischen den
beiden Stellen E,, bei z— — co und B, bei 2—> + co unterscheiden und kann nur
eine davon, etwa E,, auch in der {-Ebene ins Unendliche (¢,.) abbilden. E, , moge
dagegen ¢, = 0 entspiechen, E; dem Punkt ¢, = -1 und F, einem Punkt e, =a, dessen

€400

Fig. 35.
Stufenformige Verengung in einem ebenen Kanal
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Lage erst spiter bestimmt werden kann, da nun bereits drei Punkte, nimlich e,, ¢, und
€400» fe8t gewihit worden sind. Der Aulenwinkel in der Ecke E, ist 4w, da sich beim
Umfahren des Randes im positiven Sinn eine Richtungsinderung um 180° zwischen
oberem und unterem Rand ergibt. Es wird also dz/d¢& = C &1 (E—1)"172. ([ —a)t1,

In der z-Ebene kann man sich die Stromung verursacht denken durch eine Quelle in
E ., die in der Zeiteinheit die Menge U H aussté8t, die von einer gleichstarken Senke
in K, wieder verschluckt wird. Daher ist auch in der {-Ebene im Nullpunkt e, =0
eine Quelle anzunehmen, und zwar von der Ergiebigkeit 2U H, da nur die Hilfte
davon in die obere Halbebene flieBt. Die Senke im unendlich fernen Punkte, . geht
dagegen nicht in die Rechnung ein. Es wird also F({) = (UH/=) In {. Mit der Hilfsgréle
12 =({—a)/(¢—1) wird

H [H-—hl 14t Va»{-t]’ (2.65)

SR R/ el Va—1t

wobei die Integrationskonstante null gesetzt ist, so dal} — fiir { —e;=a mit £ =0 — der

Punkt E, in den Nullpunkt der z-Ebene fallt. Aus den Randbedingungen folgt schlie(3-

lich C=(H —h)/n und Ya = H/(H — k) = 1/(1~ &) mit & =h/H.

Das Integral iiber das Quadrat der Geschwindigkeiten auf ¥y B, (fiir z=10 bis 2= —ih)
—ih

wird hier I (v¥U?) dz = ikJ(1 — «); trotz der Singularitét der Geschwindigkeit in E; ist

0
dieses Integral endlich und bestitigt die in 2.1.2.3 allgemein abgeleitete GI. (2.27).

2.2.4. Kriifte in ebener stationirer Stromung. Die Krifte, die die Fliissigkeit auf
einen gleichférmig bewegten Korper ausiibt, lassen sich fur ebene Potential-

strémungen besonders einfach und elegant mit
4y Hilfe der komplexen Stromungsfunktion berechnen.
Am Bogenelement des Korperquerschnitts bewirkt
der Flissigkeitadruck p Kriifte in z- und y-Rich-
tung (vgl. Fig. 36); dX = —pdy und dY = pdx.
Deren Moment um den Koordinatennullpunkt ist
dM =p (xdz 4 ydy); rechentechnisch ist es prak.

p tisch, noch das Virial einzufithren:dV = 2 dX 4

+ydY =p(—2dy +yde).
o > Far stationéire Stromungen gilt nach Bernoulli:
Fig. 36. p ==const — g v?¥/2, wobei fur die folgende Integra-
Normaldruck einer reibungs- tion um den Korper die Druckkonstante wegge-
losen Flissigkeit auf einen lassen werden kann, da sie insgesamt keine Kraft

Korper oder Momente am Korper verursacht. Die Ge-

schwindigkeit kann aus der komplexen Stromungsfunktion im korperfesten
Koordinatensystem F (z) ausgedriickt werden: v — ¢v = dF/dz. Ersetzt man in
dieser Formel itberall i durch — i und bezeichnet konjugiert komplexe Gréen
durch einen Querstrich, so wird daraus « 4 iv =df’/d2, mit dF =d@ —id¥
und dz = dz — idy. Damit kann man statt »? auch schreiben v?* = (u —iv) X
x (4 +iv) =dF/dz - dF/dZ und es wird

R . __ oia-_ ig dF

dX —idY = —p(dy -+ idr) = pldz—T P

sowie dM+ idN=pzdz = — 225 aF. (2.87)

dF, (2.66)
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Die Korperkontur K, iiber die die Druckkriifte zu integrieren sind, muf natiir-
lich Stromlinie sein; auf ihr gilt also ¥ =const oder d¥ =0, und es ist dort
dF =d® +id¥ =dF.

Folglich wird

R dF\2
X—1Y_T¢(_az_) dz (2.68)
K
2
und M+iN=———g—§z(%—zF—) dz.

Das sind die Formeln von Blasius (1910).

Wenn die Strémung auBerhalb des Korpers keine Singularitédten aufweist, so sind
F und dF/dz im Stromungsgebiet iiberall analytisch, also endlich, stetig und
differenzierbar, und man erhélt dieselben Ergebnisse fur Krifte und Moment
fur jeden beliebigen Integrationsweg, der den Korper einmal umschlingt und
im Stromungsgebiet liegt. Denn die Differenz zwischen dem Integral lings eines
solchen Wegs und dem léngs der Koérperkontur verschwindet, da sie dem
Integral einer analytischen Funktion {iber einen geschlossenen Weg entspricht.
Bei Korperumstromungen mit dufleren Singularitéiten, etwa Potentialwirbeln
hinter dem Korper, kann man den Integrationsweg zwar auch beliebig vom
Korper wegschieben, darf aber die singuliren Stellen dabei nicht uibertreten,
sondern muf sie einzeln umgehen und einschlieBen.

Wendet man die Blasius-Formeln speziell auf einen Korper an, der sich in einer
gleichformigen Parallelstromung U in z-Richtung ohne duflere Singularitédten
befindet, so miissen sich natiirlich dieselben Krifte ergeben, wie sie fiir den
dreidimensionalen Fall mit dem Impulssatz in 2.1.2 abgeleitet worden sind.
Der Koordinatennullpunkt z =0 liege im Korperquerschnitt und als Integra-
tionsweg sei ein Kreis |z| = R gewdhlt, dessen Radius gro3 gegen den Korper-
querschnitt sei. Der Geschwindigkeit der Parallelstromung U tberlagern
sich dort — weit weg vom Korper — folgende Beitrige zu d¥/dz:

1. @/2rz, mit Q@ = Gesamtquellstirke, falls aus dem Korper zusitzliche Flussig-
keit abgegeben oder abgesaugt (Q << 0) wird;

2. —il/2nz, mit I'= Gesamtzirkulation aller im Kérperinnern angenommenen
Wirbel (etwa zur Erfullung der AbfluBbedingung);

3. —m/2xz% mit m =my +imy =komplexes Gesamtmoment aller Dipole im
Koérperinnern; z. B. beim Kreiszylinder (Radius R,) war F(2) = Uz + UR:/Z,
also Q@ =0, I'=0, my =2n U R und my =0;

4. Glieder der Grolenordnung 1/R%, 1/R* usw.

Damit wird

dFyt Q—ir c 1
(&) =0+20 5+ e + 0 () (2:70)
mit C’=—2mU+(—Q‘2:;P—)’. (2.71)

Wieghardt, Stromungslehre 6



82 2. Reibungslose Fliissigkeiten

Nach dem Cauchyschen Hauptsatz der Funktionentheorie gilt nun fur die
komplexe Integration léngs eines geschlossenen Weges

q‘;(a.,+%+1z’;—+...)dz=2nia,; (2.12)

nur das Glied der Ordnung 1/z hat ein Residuum, d. h. einen Beitrag fiir das
Integral. Deshalb wird hier nach Gl. (2.68) und (2.69)

_le.,p@ ~
X—i¥=-2-20 """ 2nri (2.73)
. e C .
und M+4iN=—2 22 2ni, (2.74)
also =—oUQ, Y = —oUI' (2.75)
Qr
und M=y (— Umy — W) ) (2.76)

Man erhilt somit wieder, hier speziell fiir ebene Potentialstromungen, den
Vortrieb einer Quelle und den Quertrieb eines Wirbels in einer Parallelstrémung.

2.2.5. Krifte bei instationiirer Translation eines Zylinders. Als einfachstes Bei-
spiel einer instationéren Potentialbewegung sei diejenige betrachtet, die ein
Zylinder in ruhender Fliissigkeit verursacht, wenn er in negativer z-Richtung
mit einer zeitlich verinderlichen Geschwindigkeit U () bewegt wird. Das mo-
mentane Stromlinienbild wird nach wie vor bestimmt durch die rein kinemati-
schen Bedingungen der Drehungsfreiheit (Existenz eines Potentials @) und die
Kontinuitidtsgleichung div v =A® =0; es ist daher das gleiche Bild wie in
stationdrer Stromung, das durch Fyg (z) beschrieben wird. Wie bisher, sind
und y in z =2 + iy die Koordinaten im korperfesten System, worauf der Index K
besonders hinweisen soll. Die dynamische Bernoulli-Gleichung wird jetzt aber
nur dann iibersichtlich, wenn man die Geschwindigkeiten und deren Potential
auf ein raumfestes System (Index R) bezieht und den Strémungszustand am
beliebigen Ort mit dem unverénderlichen Ruhezustand der Flissigkeit in
groBer Korperentfernung vergleicht:

o vl 0P vl

O 2 "m_ (¥R | Po | Re P _
a5 +_Q_+_2__ ( 5 )w-}_ o + 5 0 const. (2.77)

Wenn der Zylinder in der ruhenden Fliissigkeit geradlinig mit der Geschwindig-

keit U (¢) in negativer z-Richtung bewegt wird, so verursacht er eine Stromungs-

geschwindigkeit

dFg (2)

dz

up — ivR= —U=ug—ivg—U; (2.78)
dabei ist es zweckméBig, statt mit raumfesten Koordinaten &=z — Ut, n=y
mit den korperfesten Lagekoordinaten z, y weiterzurechnen. Mit diesen Koordi-
naten lautet das raumfeste Geschwindigkeitspotential Pg =P — Uz, da
up, = 0Pg[ox =0Pg/0xr — U und vg =vg. Dieses Potential Py éndert sich nun
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mit der Zeit einerseits immer dadurch, da am festgehaltenen Raumpunkt

& =const =z — Ut sich z #ndert: dz/d¢= U, und andererseits noch dann, falls
sich U andert. Es wird also

odr 9 do d

. . o] odg
& o Pr®N-U) g+ 55 e

= wg—0)- U+ (5 —2) U’

mit dU/d¢=U’. Da ferner nach (2.78) v% = ”lst —2Uwug + U? so wird aus
GL (2.77)

P— P
(4

Um die beiden letzten Glieder unterscheidet sich der Druck bei U’ 4= 0 von
dem in stationdrer Strémung. In dieser hétte ein undurchdringlicher Zylinder
ohne Zirkulation weder Widerstand noch Auftrieb (vgl. 2.1.2.1). Wenn jedoch
U’ % 0 gilt, so ergibt sich auch in idealer Flussigkeit ein Widerstand, den man
aus (2.79) berechnen kann, indem man das Druckintegral lings der Korper-
kontur bildet; da auf dieser ¥ = const ist, kann man dort statt iiber ¢ auch
iber Fg integrieren:

1 oD
=g (Ut —ok)— U 5 + U’z (2.79)

Zinet + i Yipgt = § p(—dy+ide) = $ipdz
=—igU'_a—QSFK(z)dz+iqU'(§x(dx+idy)
=—-IQU @Fx(z)dz eU’4, (2.80)
mit 4 = Querschnitt = (ﬁ zdy und & zdx =0.
So wird z. B. fiir den Kreiszylinder mit F (z) = U (¢) (z -+ R/2)
Xingt = —i@U’ - B}2ni—U'n R} = RjU’, Yingy =0. (2.90)
Bildet man diesen Kreiszylinder der z-Ebene auf einen elliptischen Zylinder in
der {-Ebene ab mittels { =z + ¢%/z (¢ > 0 oder auch ¢? < 0), so wird dort
2? + R, p_a

23

@F(;)d(;—@ﬁ‘(z)-_dz (ﬁU

=2mU(R; — ). (2.91)

Die Halbachsen der Ellipse in der {-Ebene sind: in Bewegungsrichtung
a = R, + ¢¥/R,, und senkrecht dezu b = R, — ¢*/R,; die Querschnittsfliche ist hier
A = nab. Somit wird fiir einen elliptischen Zylinder:

X=Xipg=2neU’ (R} — ¢*) — noU’'ab=mrob*U", (2.92)
unabhéngig von @, und Y =0.

Man kann diese Ergebnisse folgendermaSen deuten. Zur Bewegung eines Zy-
linders von der Masse m muB einerseits sein eigener Trigheitewiderstand m - U’
iiberwunden werden. Ist der Zylinder von ruhender, idealer Fliissigkeit um-
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geben, so ist auBerdem noch der Trigheitswiderstand zu iiberwinden, den diese
einer Anderung der Korperbewegung entgegensetzt. Zumindest bei der be-
trachteten Translationsbewegung 1é8t sich dieser Flussigkeitswiderstand durch
eine zusétzliche Masse m,,; beschreiben, die nur von der Kérperform (und der
Flussigkeitsdichte) abhiingt, aber nicht von der Beschleunigung U’{¢). Fir

einen Kreiszylinder ist nun m,,s =nR2g, also gerade gleich der Fliissigkeits-
masse (je Langeneinheit in Achsrichtung), die der Zylinder verdréngt. Fur einen
elliptischen Zylinder, der quer zur Richtung der Halbachse b beliebig bewegt
wird, ist die zusétzliche Masse m,,,=7b?g unabhingig davon, wie grol3 die
andere Achse @ in Bewegungsrichtung ist. Insbesondere wird nach (2.92) fur eine
senkrecht angestromte Platte der Breite B =2b bei ebener Potentialstromung
myy, = (/4) Bg.

Diese Unabhéngigkeit der zusétzlichen Massen vom Achsenverhéltnis der ellipti-
schen Zylinder gilt iibrigens nicht fir Rotationsellipsoide, die in Richtung der
Drehachse bewegt werden. Fiir diese wird némlich m, = (4=/3) b3 - f(a/b), mit
a == Halbachse in Bewegungsrichtung und b = gréfter Radius senkrecht dazu.
Einige Zahlenwerte fur f sind:

afb 0 (Kreisplatte) 1 (Kugel) 4 8
J  2/rn=0,636, 0,5 0,328, 0,234,.

Der Trigheitswiderstand gegen instationére Strémungen, der solchen fiir ideale
Flissigkeit berechneten zusédtzlichen Massen entspricht, gibt das Verhalten
wirklicher Fliissigkeiten kleiner Reibung in der Tat gut wieder, sofern die
Kérper abgerundet sind und nicht zu starke Wirbel verursachen. Die obigen
Ergebnisse fiir Platten sind jedoch schon deshalb nicht realistisch, weil an ihren
Kanten die gleiche Singularitét (unendlich groBe Geschwindigkeit) auftritt wie
in stationdrer Potentialstrémung. In wirklichen Fliussigkeiten entstehen statt
dessen z. B. an einer scharfkantigen Platte, die senkrecht zu ihrer Ebene
hin. und herschwingt, starke Wirbel. Darauf beruht die Wirkung von Schlinger-
kielen, die die Rollbewegung eines Schiffes um seine Léingsachse ddmpfen.

2.2.6. Wirbelbewegungen. Wirbel beobachtet man fast bei jedem Strémungs-
vorgang, sei es in der Kaffeetasse, neben oder hinter einem Schiff oder in einem
Wirbelsturm. Dabei versteht man im allgemeinen Sprachgebrauch unter einem
Wirbel ein Stromungsgebiet, in dem die Flissigkeitsteilchen sich néherungsweise
auf konzentrischen Kreisen bewegen, so daf es dort geschlossene Linien gibt,
lings derer die Zirkulation nicht verschwindet. Das einfachste Modell hierfiir
ist der oben beschriebene Potentialwirbel, und vor allem in ebener Stréomung
wird die Darstellung durch einen geraden Wirbelfaden besonders handlich.
Allerdings kann man in idealer Fliissigkeit nicht das Entstehen und Vergehen
der Wirbel in wirklichen Fliissigkeiten beschreiben, da ja nach den Sétzen von
Helmholtz und Thomson-die Zirkulation solcher Wirbelféden rdumlich und
zeitlich unverénderlich ist. Ebensowenig entspricht der Wirklichkeit die Singu-
laritét (fiir » —0) im Kern des Wirbelfadens (v, =I/2n7) und die daraus fol-
gende, unendlich groBe kinetische Energie des Kerns. Diese Singularitdt stort
natiirlich gar nicht, wenn sie — wie bei der Umstrémung eines Zylinders oder
Tragfliigels ~ im Innern des Kérpers zu denken ist, und man sich nur fiir die
dullere Stromung interessiert. Aber selbst zur Darstellung freier Wirbel in einer
Fliussigkeit ist der Potentialwirbel noch oft brauchbar, wenn man von seinem
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Kern absieht. bzw. das Bild der Kernstrémung verfeinert. So kann man etwa
statt eines Wirbelfadens eine Wirbelrshre mit einem endlichen Kern 0 <r<r,
mit konstanter Rotation |w| = [rot v|=|1/r-8/or (rv,)| = const = ¢ annehmen,
der von drehungsfreier Potentialstrémung 1 = 0 fiir r > r, umgeben ist (Fig. 37).
Schreibt man statt der Konstanten ¢ jetzt ¢ = I'/rnr?, so lautet die Geschwindig-
keitsverteilung dieses Wirbels v, = I'r/277] fiir 0 <7 < 7, und vp=1TI|27r fur
r > 1. Dies ist bereits eine sehr gute Annéherung an den Wirbel in einer zéhen
Flissigkeit (vgl. 3.3.2). AuBerhalb des
Kerns, also fiir 7 > 7, ist die Strémung
dieselbe wie um den idealen Wirbel- I
faden. Im Kern dagegen rotiert die }
Flisssigkeit wie ein starrer Kérper und ;

1

fiir » =0 verschwindet die Geschwin- d
digkeit sogar (im Zentrum oder Auge {
eines Taifuns herrscht Windstille).

| Wirbelkern {Polentialw/rbel

Yo

Das drehungsfreie Stromungsfeld eines trotv=consti  rotv<0
Potentialwirbels ist durch Ort und Fig. 37. Angenitherte Geschwindigkeitsver-
Stidrke I’ seines Kerns kinematisch be- teilung in einem Wirbel

reits bestimmt. Man spricht daher vom

Geschwindigkeitsfeld, das ein Wirbel induziert; diese praktische Ausdrucks-
weise ist aber nicht etwa so zu verstehen, als ob ein Wirbelfaden die Bewegung
um ihn physikalisch verursachte. Energetisch verhélt es sich ndmlich gerade um-
gekehrt. In Fliissigkeiten geringer Zahigkeit ist der Kernradius r, klein gegen
die iibrigen Stromungsabmessungen, und Drehimpuls und kinetische Energie
der drehenden Fliissigkeitsteilchen im Kern sind auch klein gegen die der
Stromung auBerhalb des Kerns, so daf3 diese die Bewegung des Wirbelkerns
bestimmt. Ist z. B. in einer ruhenden, unbegrenzten Fliissigkeit ein gerader
Wirbelfaden, so kreisen die Teilchen um den Xern herum, der selber am gleichen
Ort bleibt. Wird diesem Eigenfeld des Wirbels nun ein anderes Geschwindig-
keitsfeld iiberlagert, so ergibt sich tiberall die Geschwindigkeit durch vektorielle
Addition der Komponenten der beiden Felder und der Wirbelkern bewegt sich
mit der Geschwindigkeit, die das iiberlagerte Feld an seinem Ort vorschreibt.

Sieht man von den Vorgiingen im Wirbelkern ab, so kann man also auch freie
Wirbel in einer Fliissigkeit durch Potentialwirbel darstellen, deren Fortbewe-
gung durch das iibrige Geschwindigkeitsfeld vorgeschrieben wird. Sind z. B.
zwei unendlich lange, parallele Wirbelfiden I'; und I', an den Stellen z; und z,
(Abstand |z, —z,] =a) in einer unbegrenzten Fliissigkeit, so folgt aus

Iy
5o In(z—2) (2.93)

I

F(a) =5t In(e—2) +
fiir die Eigengeschwindigkeit z, des Wirbels I, diejenige, die der andere Wirbel
I'; am Ort z, hervorruft, also %= I,/2mi(z; —2,) und entsprechend wird
2, = I"|/2mi (2, — 2,). Zur weiteren Berechnung der Bahnen, auf denen die beiden
Wirbelkerne sich fortbewegen, ist es zweckmiBig, den Schwerpunkt der
Wirbel einzufithren. Zwei Massen I'; und I} in 2, und z, hétten jhren Schwer-

kt i kt

punkt im Pun I+ Iz

2.94
e (2:84)

zg = 24 -+ iyy =
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Dieser Punkt bleibt nun hier stets am gleichen Ort: 2, = 0, da aus %; und 3,
folgt, daB I'| 2, 4+ I, 2, = 0 gilt. Um diesen Schwerpunkt drehen sich die beiden

Wirbel mit den Winkelgeschwindigkeiten (vgl. Fig. 38) w; = ﬂ = I
a, 2raa,

I I, I

und wz=ﬁa—z.Awsa1 = |2, — 25| folgt aber a, = -I,l—_*_’—l.,z-aundaz =qu_1—172a,
—%ﬁi . Ferner éndert sich der Wirbelabstand a nicht mit
der Zeit, da die Geschwindigkeiten %, und z, stets senkrecht darauf stehen
Die Verbindungslinie der beiden Wirbel
bleibt also gleich lang und dreht sich mit
der Winkelgeschwindigkeit w; = w, um
den obigen Schwerpunkt; d.h. die Wirbel
bewegen sich auf zwei konzentrischen
Kreisen um z;. Auch bei mehreren Wir-
beln bleibt der Schwerpunkt am gleichen
Ort. Ubrigens bleiben wihrend dieser rein
kinematisch bestimmten Wirbelbewegung
Gesamt-Impuls und -Energie des Stro-
mungsfeldes konstant.

80 daB w, = w, =

Speziell fiir ein Wirbelpaar mit I7 = — T,
riickt der Schwerpunkt z; ins Unendliche;
bei gleichbleibendem Abstand a bewegen
sich die beiden Wirbel geradlinig, senk-  Fis. 38. . —
recht zu ihrer Verbindungslinie, mit der Bewegung zweier paralleler Wirbelfiden
gleichen Geschwindigkeit I'/2ra fort. Da

hier die Mittelsenkrechte zur Verbindungslinie Symmetrielinie ist, durch die
keine Fliissigkeit hindurchflieBt, kann sie als feste Wand gedacht werden. Daraus
folgt, daB ein einzelner Wirbel I' im Abstand ay, von einer geraden Wand nicht
in Ruhe bleibt, sondern sich mit der Geschwindigkeit I'/(2n + 2ay) parallel zur
Wand fortbewegt. Umgekehrt sehen wir daraus, dafl man die kinematische
Randbedingung einer festen
ebenen Wand dadurch leicht
erfiillen kann, da3 man den be-
trachteten Wirbel an dieser
Wand spiegelt, wobei der ge-
spiegelte Wirbel entgegenge-
setzten Drehsinn haben muB.

Uberlagert man dem Wirbelpaar
eine seiner Fortschreitungsrich-
tung entgegengesetzte Parallel-
stromung mit der Geschwindigkeit
I'/2ra, 8o bleiben die Wirbel am
gleichen Ort, und man erhilt so
die stationdre Stromung

Fig. 39.

Stromlinien eines Wirbelpaares, Bezugssystem mit den iryz z+af2
Wirbeln mitbewegt, oder Umstromung eines Zylinders F(2) = 3= (—- + In 3 )
speziellen Querschnitts T \a z— af.
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Man kann dies als Umstromung eines Zylinders mit dem speziellen, in Fig. 39 ge-

zeichneten Querschnitt auffassen.

Als weiteres Beispiel sind in Fig. 40 die Bahnen eines Wirbelpaares gezeichnet, das
schriig auf eine ebene Wand zulduft. Zu ihrer Berechnung ersetzt man die Wirkung

der Wand durch die Spiegelbilder der beiden Wirbel
an ihr, wobei der gespiegelte Wirbel jeweils die
entgegengesetzte Drehrichtung hat. Das Strom-
linienbild dieser vier Wirbel ist und bleibt symme-
trisch zur Wand; jeder einzelne Wirbel bewegt sich
entsprechend dem momentanen Geschwindigkeits-
feld der anderen drei Wirbel. In groBer Entfernung
von der Wand schreitet das Wirbelpaar zun#ichst
gemeinsam ungestort fort, bis der Einflul der Wand,
bzw. der an ihr gespiegelten Wirbel merklich wird.
SchlieBlich wird in Wandnihe das Paar getrennt,
und jeder Wirbel schwimmt in entgegengesetzter
Richtung — seinem Drehsinn entsprechend — parallel
zur Wand fort.

Wenn man einen zylindrischen Kérper in einer
ruhenden Fliissigkeit quer zu seiner Achse in Be-
wegung setzt, beobachtet man — allerdings nur im
Anfangsstadium - oft ein Stromlinienbild &hnlich
dem in Fig. 41 mit einem kriiftigen Wirbelpaar
hinter dem Korper. Man hat deshalb schon vor
mehreren Jahrzehnten untersucht, inwieweit man
dieses Bild durch eine einfache Potentialstromung
in idealer Flissigkeit nachahmen kann. Nimmt
man - fir einen Kreiszylinder |2]=R, - einen

N
Fig. 40.
Bahnen eines Wirbelpaares, das
sich einer Wand néhert

duBersn Wirbelfaden der Stiarke — I" bei Py = Rwei“’ mit RW > R, an, so muf} man
~@hnlich wie bei der ebenen Wand — diesen Wirbel am Kreis R, spiegeln, damit der Kreis

Stromlinie bleibt. Nach
Thomson liegt dieser gespie-
gelte Wirbel im Kreisinnern
bei 2y, = (B Ry) e!?und
hat die entgegengesetzte
Zirkulation -+ I'. Die kom-
plexe  Stromungsfunktion

Fig. 41. Kreiszylinder mit Wirbelpaar nach L. Foppl

beider Wirbel lautet dann

- z2—2w,y |
2ni Z2 — 2wy '
ihr Tmagindrteil, d. h. also
die Stromfunktion, wird in

der Tat konstant fiir jeden
Punkt auf dem Kreis

z = R, o*. Ebenso spiegelt

man den anderen AuBenwirbel +-I"bei 2y, = Ry o-lo, Fiigt man noch die oben bereits

abgeleitete Potentialstromung fiir den Kreiszylinder in der Parallelstrémung U ohne
duBere Singularititen zu diesen vier Wirbeln hinzu, so erhilt man jetzt

R? r (z— By e"”) (=— B; e~le /RW)

F(z) = U(z+ —z—o-) —

N U

(2.94)
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Die Fortschreitgeschwindigkeit eines AuBenwirbels wird hier bestimmt durch das
Feld der gewohnlichen Potentialstromung um den Zylinder, andererseits durch die
Geschwindigkeitsbeitrige, die an seinem Ort von seinem Spiegelbild, dem anderen
Auflenwirbel und dessen Spiegelbild induziert werden. Die Resultierende dieser vier
Geschwindigkeitsvektoren kann nun, wie L. Foppl 1913 gezeigt hat, fiir besondere
Wirbellagen mit zugehorigen speziellen Wirbelstirken gerade verschwinden. Das
Wirbelpaar bleibt dann hinter dem Zylinder in Ruhe, und die Strémung ist stationir.
Fiir eine solche Wirbelanordnung sind in Fig. 41 die Stromlinien gezeichnet.

SchlieBlich kann man derartige Bilder der Umstromung eines Kreiszylinders in der
z-Ebene konform auf eine {-Ebene abbilden!) und erhélt z. B. mit { =z — RZ/z die Um-

stromung einer senkrecht angestellten Platte mit einem Wirbelpaar dahinter. Hier
gibt es allerdings keine ausge-
zeichneten Wirbelorte hinter
der Platte, in denen den Wir-
beln keine Fortschreitungsge-
schwindigkeit vom sonstigen
Geschwindigkeitsfeld  aufge-
prigt wird. In Fig. 42 ist daher
willkiirlich eine momentane
Lage des Wirbelpaares ange-
nommen, wie sie etwa in An-
fahrtversuchen beobachtet
wird. Die Wirbelstirke ist da-
bei gerade so bestimmt, daB
sich an den Plattenkanten
eine endliche AbfluBgeschwin-
digkeit ergibt. Denn der
Hauptvortell dieser Modell-
stromung: Platte mit Wirbel-
paar ist ja der, dafl man die
gonst an den scharfen Kanten
auftretende Singularitdt im
Geschwindigkeitsfeld vermei-
den kann. Andererseits bewegen sich hier die Wirbelkerne von der Platte fort, so dal
man zur Erfilllung der Abflubedingung im néchsten Zeitpunkt ein Anwachsen der
Zirkulation beider Wirbel mit der Zeit voraussetzen miiite, was jedoch mit diesem
einfachen Modell nicht erkldrt werden kann.

Fig. 42. Senkrecht angestrémte Platte mit Wirbelpaar

Die Stromlinienbilder der Fig. 41 und 42 geben nun die Beobachtungen an anfahrenden
Kreiszylindern oder Platten kinematisch schon recht gut wieder. Berechnet man damit
dynamische Einzelheiten, wie z. B. die Druckverteilung am Korper und dessen Wider-
stand, so erweisen sich diese Modellstrémungen aber doch noch als unzureichend. Die
Annahme, da8 die ganze Drehung der Fliissigkeit in den beiden Wirbelkernen konzen-
triert sei, ist offenbar hierfiir eine zu starke Vereinfachung der wirklichen Vorginge
dicht hinter dem Korper (vgl. 3.5.3).

2.2.7. Kérménsche WirbelstraBe. Erfolgreicher ist jedoch eine Beschreibung
periodischer Nachlaufstromungen hinter Zylindern durch Wirbelfiden, die
v. Kdrmédn 1911 gegeben hat. Bei konstanter, stationdrer Anstrémung be-
obachtet man oft, z. B. hinter einem Briickenpfeiler, zwei gegeneinander versetzte,

1) Die Zirkulation der Wirbel bleibt dabei zwar unverdndert; die Bewegung der Wir-
bel 2. ist jedoch in der neuen Ebene selbst zu berechnen.
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parallele Reihen von entgegengesetzt drehenden Wirbeln, etwa wie in Fig. 43.
Liaft man die Entstehungsvorgénge dicht hinter dem Zylinder unberiicksichtigt,
ebenso wie die allméhliche Auflssung der Wirbel infolge der Zéhigkeit, die oft
erst nach mehreren Perioden in der Wirbelanordnung bemerkbar wird, so kann
man als idealisiertes Modell eine unendliche Reihe von Wirbelfiden betrachten.

A
¥ £y

-]
1

Fig. 43. Stromlinien der Kdrméanschen WirbelstraBBe

Summiert man die komplexen Strémungsfunktionen aller dieser Wirbel, so
erhdlt man mit h = Querabstand der beiden Reihen, I = Wirbelabstand in einer
der Reihen (statt b in Fig. 43) und 2z, =1/4 +1h/2:

— I sin{z— z)n/l

Fy @ = 5y sin (z  z) il

(2.95)

(Dabei ist die Darstellung der sin-Funktion durch ein unendliches Produkt
=]

benutzt worden: sinnz = nzH(l — 2%[x?).)
=1

Die Geschwindigkeit am Ort z =z, folgt aus

gy — g = dFyjdz = 570 [cot (2 — 2) % — cot (2 4+ 2) %] (2.96)
Die Eigengeschwindigkeit eines Wirbels, z. B. des Wirbels bei z =z,, also 2,
berechnet sich aus den Geschwindigkeitskomponenten, die die Wirbel der
anderen Reihe an seinem Ort induzieren. Denn die Wirbel der eigenen Reihe
kénnen nur Komponenten quer zur Stra8e in z, bewirken, und diese heben sich
bei dquidistanter Wirbelanordnung aus Symmetriegriinden insgesamt gerade auf.
Es wird also fiir z =z,:

—r wh

-cotzz,%=2_lmh_-l_=aal=u,; g =0. (2.97)

r
h=a
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Mit dieser Geschwindigkeit u, bewegt sich irgendein Wirbel, also auch die ganze
Wirbelstrafle, nach links in negativer z-Richtung. Der in Fig. 44 angegebene
Drehsinn der Wirbel entspricht dabei dem Fall, daB8 ein Kérper von rechts
nach links mit der Geschwindigkeit U durch die ruhende Fliissigkeit gezogen
worden ist; physikalisch sinnvoll ist diese Modellstrémung natiirlich nur fiir
ug << U, wenn die immer neu gebildeten Wirbel hinter dem Xorper zuriick-
bleiben.

Im Versuch beobachtet man meistens eine pendelnde Schlingelbewegung der
WirbelstraBe. v. Kérmédn untersuchte deshalb, ob und wann eine solche Wirbel-
anordnung iiberhaupt stabil sein kann. Dazu denkt man sich einzelne Wirbe}

A r —————————————————— =7 zur Zeit ¢
Y l——d
: U-ug r_) r)_ _‘1 ________ _% o
N | 2 5

| | i
b — — o —————— -

i S l . l

| | zur Zeit t+T=t+m

v » o a2 |2 9

] 2 D Q% N ) O

1

L e 4

Fig. 44. Zur Anwendung des Impulssatzes auf eine Kérmén-Strale

oder ganze Gruppen, aus ihrer skizzierten Nullage verschoben, womit auch ihre
von den anderen Wirbeln induzierte Fortschreitungsgeschwindigkeit etwas
gedndert wird. Es zeigt sich, daBl derartige Storungen der Wirbelanordnung
zeitlich mehr oder weniger stark anwachsen. Die Wirbelstrae mit der kleinsten
Labilitdt ist dadurch gekennzeichnet, da3 das Verhiltnis Straflenbreite h zu
Teilung ! gerade 0,281 betrigt, genauer: wenn sinh whfl=1, wie auch fiir
Fig. 43 und 44 angenommen wurde. Tatséchlich liegen die beobachteten
Teilungsverhéltnisse — sogar fiir einen groBen Bereich von Reynolds-Zahlen ~
in der Niéhe dieses speziellen Modellwertes fiir ideale Fliissigkeiten. Wie eine
solche Kérmdn-StraBe im Einzelnen entsteht, und warum sich gerade die am
wenigsten labile Anordnung ergibt, bleibt allerdings offen.

Wird nun ein Zylinder in ruhender Fliissigkeit angefahren und mit konstanter
Geschwindigkeit U geschleppt, so entsteht zun#ichst an einer der Seiten ein
Wirbel, dann auf der anderen Seite ein gleichstarker Wirbel entgegengesetzter
Drehung, und dieser Vorgang wiederholt sich periodisch. Die Wirbel bleiben
hinter dem Korper zuriick, da sie nur die Absolutgeschwindigkeit u, < U
haben, und bilden eine immer lénger werdende Strafle; die Zeit T, in der ein
neues Wirbelpaar entsteht, ist offenbar 7' =1[/(U — w,). Wihrend einer solchen
Periode 7' muBl zum Schleppen des K6rpers die Arbeit W - U - T geleistet werden,
wenn W den mittleren Widerstand des Kérpers bezeichnet. Um diesen Betrag
ist dann die kinetische Energie der ganzen Fliissigkeit in der Zeit T' angestiegen,
weil inzwischen ein weiteres Wirbelpaar entstanden ist. Leider kann man jedoch
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den Widerstand auf diese Weise nicht mit dem Modell des Potentialwirbels
berechnen, da dessen kinetische Energie im Kern unendlich wird; man miilte
dazu das Bild verfeinern und brauchte eine Abschétzung des Kernradius. Da
jedoch die Bewegungsgrife des Kerns eines Potentialwirbels endlich bleibt und
klein gegeniiber derjenigen der Strémung auBerhalb des Kerns ist, so gelingt
die Widerstandsberechnung mit dem Impulssatz, wie ebenfalls v. Kdrmén
zeigte. Das d’Alembertsche Paradoxon trifft hier nicht zu, da die periodische
Neubildung von Wirbeln ein instationérer Vorgang ist und die vom Kérper be-
wirkte Stérstrémung, nimlich die WirbelstraBe, beliebig weit hinter den Korper
reicht.

In einem Koordinatensystem, in dem die Wirbel ortsfest sind, sei die zeitliche Anderung
des Impulses innerhalb einer sehr grofen Kontrolifliche betrachtet, deren Schnitt
in Fig. 44 vom Rechteck ABCD gebildet wird. Der Korper bewegt sich hier nach
links mit der Geschwindigkeit U — ug in einer Parallelstromung mit der Geschwindig-
keit ug nach rechts. Wihrend der Zeit, 7', in der sich ein neues Wirbelpaar bildet, riickt
der Kdrper zusammen mit seiner Wirbelschleppe um die Strecke ! nach links in ABCD
weiter. Der Gesamtimpuls in z-Richtung innerhalb dieser Kontrollfliche wichst also
1 + oo

in der Zeit T um Al = ~f I @ty dzdy. Ist die Wirbelstrafe bereits sehr lang,
T=0 y=—o0
so kann man uw =08Ww/3y nach (2.95) fiir eine unendlich lange StraBle einsetzen

und erhilt Al =pI'h. Die mittlere Impulserhbhung je Zeiteinheit durch das Hinzu-
kommen eines neuen Wirbelpaares ist also AI/T =oI'(U —ug) /L.

Dazu ist nun noch die konvektive Impulsinderung in ABCD in der Zeiteinheit und
die Resultierende der Drucke an der Kontrollfliche hinzuzufiigen, also die Beitrige,
die auch vorhanden wiren, wenn die Stromung im wirbelfesten Koordinatensystem
stationdr wire:

L= § g+ w)dy— (ug+ ) v dz] + § pdy. (2.98)
Dabei sind »” und v" die vom Kéorper und seiner Wirbelschleppe verursachten Stor-

geschwindigkeiten in groBer Entfernung, und es ist iiber den geschlossenen Weg
ABCDA zu integrieren. Eliminiert man den Druck durch

P+ 5 [+ u) + v = £

und beachtet, daBl geschlossene Integrale iiber réumliche Konstanten verschwinden,
so wird

I,=2 § ltug+w)r— o1 dy— o § (u + w)v' dz. (2.99)

Aus Kontinuitdtsgriinden muB in das Kontrollgebiet ebensoviel einflieBen wie aus-
stromen, es mufl daher

@ (us + w')ydy — § v dr=0. mit § ugdy = ug § dy=0,
gelten, woraus folgt
I, =L § 1w~ v1)dy— 20w da]. (2.100)

Fithrt man eine Funktion F”(z) ein, so daB u’—iv’ = dF’/dz gilt, so kann man schlieB-
lich 7, auch als Imaginérteil eines komplexen Integrals schreiben:

=21 {q} (%)’dz} ) (2.101)
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Formal entspricht das vollig der Blasius-Formel (2.68), jedoch wird hier lings eines
Weges integriert, der freie Singularititen in der Stromung einschlieBt; dieser Weg
darf Wirbel nicht beriihren, ist aber sonst noch véllig willkiirlich.

Das Feld v/, v, also die von Kérper und Wirbelschleppe bewirkte Stromung, kann nun
streng nicht {iberall angegeben, sondern nur fiir groBe Entfernungen vom Korper ab-
geschiitzt werden. Dort verschwinden nidmlich %” und v’ mindestens so wie bei einer
Quelle, also wird u’, v < 1/r. Riickt die Kontrollfliche vom Kérper weit weg, so ver-
schwinden daher die Integrale iiber 3, v* und w’v” auf der Vorderseite 4B und den
seitlichen Kontroliflichen BC' und DA. Es bleibt nur das Integral iiber die Riick-
seite CD, wo die Storgeschwindigkeiten endlich bleiben. In groBer Entfernung hinter
dem Korper kann das Storfeld durch das einer unendlich langen Wirbelstrafle ange-
niihert werden, weshalb man lings CD setzt u’' — v’ = ug — iUy, und F'(2) = Fy (2).
Damit ergibt sich fiir das Integral jetzt wegen (2.95)

+ ioo
_2 d oVl It Tuh
1*_71{ J (H?Fw(x—O)) dz}_m ER LAY (2.102)
~foo
Insgesamt wird damit der Widerstand des Zylinders
AT _ h ol
W=t l=el(U—2u) 5y + 5. (2.103)

Die am wenigsten labile Anordnung der Wirbel ist gekennzeichnet durch das
Verhiltnis A/l = 0,281, woraus u, = I/21 ¥ 2 folgt. Hierfiir wird der Widerstands-
beiwert eines Zylinders, mit d ==groBter Querabmessung senkrecht zur An-
stromrichtung.

w l Ug ug\?
= [1,59 06 (7) ] ) (2.104)

‘w =
Q 2
——2Ud

Die Geschwindigkeit der Wirbelschleppe u, kann auch durch die Periode T
der Wirbelentstehung oder durch deren Frequenz N =1/T = (U — u,)/l aus-
gedriickt werden, bzw. durch die hierfiir wesentliche Dimensionslose
Nd

St= T’ (2.105)
die nach Strouhal (1878) benannt wird. Den Zusammenhang zwischen Korper-
form und -gré8e (d) und der WirbelstraBe (k oder ! und %;) kénnten nur theoreti-
sche Untersuchungen iiber die Wirbelentstehung am Kérper selbst erbringen,
wobei die Zahigkeit der wirklichen Flissigkeiten zu beriicksichtigen wire.
Bisher ist es jedoch noch nicht befriedigend gelungen, die Widerstandstheorie
auf diese Weise zu vervollstindigen. Immerhin ist es schon ein groSer Erfolg,
daB man aus der experimentellen Ermittlung kinematischer Gré8en, namlich
von l/d (etwa aus einer Strémungsaufnahme) und der Wirbelfrequenz N den
Widerstand in guter Annéherung an den wirklichen Wert berechnen kann.

Die Strouhal-Zahl fiir Kreiszylinder ist nach Messungen in einem weiten
Reynolds-Zahl-Bereich, etwa fiir 500 < Re = Ud/v < 5 - 104, nahezu konstant:
St = 0,18---0,20. Ahnliche Werte (0,15 --0,18) ergeben sich fiir ebene Platten,
wenn der Anstellwinkel gréBer als 30° ist. Die Periodizitéit der Nachlaufstrémung
kann akustisch direkt gehért werden, wie z. B. beim Singen der Telegraphen-
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drihte im Wind. Sie kann aber auch an Bauwerken im Wind, z. B. an Schorn-

steinen oder Briickenteilen, Schwingungen durch Resonanz mit Eigenfrequenzen
verursachen.

2.2.8. Diskontinuierliche Strémungen

2.2.8.1. Trennungsflichen und Wirbelentstehung. In einer reibungslosen Fliissig-
keit koénnen Flissigkeitsschichten aneinander vorbeigleiten, ohne daB eine
Schubspannung zwischen ihnen entsteht. Nach Helmholtz (1821-1894) wider-
gpricht es daher dem Modell der idealen Flissigkeit durchaus nicht, selbst
endlich groBe Spriinge der tangentialen GGeschwindigkeiten zweier benachbarter
Schichten zuzulassen. Die zu einer solchen Diskontinuitdtsfliche senk-
rechten (teschwindigkeitskomponenten miissen jedoch — ebenso wie der Druck —
auf beiden Seiten gleich grof sein; denn in einer inkompressiblen Fliissigkeit
entspriache einem Sprung der Geschwindigkeit oder des Drucks in Strémungs-
richtung eine unendliche Beschleunigung oder Verzogerung. Erst in kompres-
siblen Gasen ist eine solche plotzliche Verlangsamung moglich, verbunden mit
einem praktisch unstetigen Anwachsen der Dichte (Verdichtungsstof).

Solche Diskontinuitéten ergeben sich zwangsldufig dort, wo zwei Stromungen
der gleichen Fliissigkeit, aber verschiedener Herkunft, zusammentreffen, wie
z. B. die ausgeatmete Luft und die umgebende Luft. Denn gewohnlich wird die
Bernoulli-Konstante beider Strome verschieden gro3 sein; da der Druck auf
beiden Seiten ithrer Trennungsfldche gleich ist, sind dann die Geschwindig-
keiten verschieden gro8. In wirklichen Fliissigkeiten wird zwar der Geschwindig-
keitssprung durch die Zéhigkeit verschmiert zu einem stetigen Ubergang in
einer endlich dicken Trennungsschicht ; fiir Flussigkeiten oder Gase kleiner Reibung
bleibt jedoch die Darstellung durch einen unstetigen Sprung eine gute Ndherung.

Trennungsflichen, lings derer die Geschwindigkeit ihren Betrag oder auch nur
ihre Richtung unstetig éndert, kann man kinematisch auch als Wirbelflichen
auffassen. Als einfachstes Beispiel sei die ebene Stromung betrachtet, die einer
flichenhaften Verteilung von Wirbeln der Stédrke y(£)d& auf der Abszisse der
z-Ebene entspricht:

F(z)= __—fy(e) In (z— £)dE, u— iv= _—f v =t (2.106)

—o00 — o0

Ist insbesondere die Stirke der Wirbelschicht iiberall gleich: (&) =y fur
— 00 < &< + oo, 80 wird

f (z— E)’ ¥y 2n
fiir y > 0 bzw. ¥y <0 und
f (z—§)d
(=& +y
Uberlagert man noch eine Parallelstrémaung U = y/2, so ist die Flissigkeit im

ganzen oberen Halbraum y > 0 in Ruhe, withrend sie in der unteren Halbebene
y < 0 iiberall mit der Geschwindigkeit y nach rechts strémt (falls y > 0).

L4 [arctan ~(—:1:;5—){'5—”}.% = ﬂ
y 2

—_—00

Z}%[ln(x—f)’ +y=]5_—;+°° =0.
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Allerdings sind derartige Trennungsflichen nicht stabil, sondern verformen sich
sehr schnell nach ihrer Entstehung. Wenn etwa die obige Wirbelschicht in einer
tiberlagerten Parallelstromung durch eine schwache Stérung leicht gewellt

worden ist wie in Fig. 45, so werden

im unteren Strémungsgebiet in den

/.__x Wellenbergen die Stromlinien (im

+ F " mit der Parallelstromung mitbe-

> wegten System) auseinanderge-

¥ y zogen sein, in den Tidlern dagegen

- - zusammengedringt; d. h. es wird

/_\‘-——’/ nach Bernoulli (bei stationérer

= Stromung) an den Wellenbergen

Uberdruck und in den Tilern

Unterdruck herrschen. Analog wer-

den im oberen Stréomungsgebiet

an entsprechenden Stellen diese Druckunterschiede noch verstéirkt werden.

Das Druckfeld ist also so gerichtet, dall die Anfangsstérung noch weiter ver-

stirkt wird. Die schwierige formelméBige Verfolgung dieses Vorgangs zeigt,

daB die Wellung immer stédrker wird und die Schicht schlieSlich in eine Reihe

von Wirbeln zerféllt, in denen die urspriinglich linienférmig verteilte Rotation

konzentriert wird. Das entspricht auch Beobachtungen wie z. B. bei der
Kérmdnschen Wirbelstrafle.

In wirklichen Fliissigkeiten ist die Zéhigkeit die Ursache fiir das Entstehen von
Trennungsschichten, die jedoch — wenn die Zahigkeit klein ist — geniigend
genau durch Trennungsflidchen rei-
bungsloser Fliissigkeiten beschrie-
ben werden kénnen. Dieser Vorgang
soll deshalb am Beispiel eines quer
angestromten Zylinders (Fig. 46)
schon hier kurz erldutert werden.
Fig. 46. Da auch Flissigkeiten beliebig
Ablosung der Grenzschicht und Wirbelnachlauf kleiner Reibung an festen Wéanden

haften, unterscheidet sich die wirk-
liche Stromung von der Potentialstromung bereits an der Vorderseite zu-
mindest durch eine diinne Grenzschicht, in der die Tangentialgeschwindig-
keit v, vom Wert vy =0 fiir den Wandabstand n =0 ansteigt auf den Wert
vy (rn = 6) am Rand der Schicht mit der Dicke 4. Je kleiner die Zdhigkeit ist
(Re — o), desto diinner ist diese Schicht, desto gréfer wird aber der Geschwin-
digkeitsanstieg ovy/on in ihr. In Wandnéhe kann die Normalgeschwindigkeit v,
offenbar nur klein gegen v, sein, so daB erst recht ihre Ableitung léings der Wand
dvp /0t gegenitber dv/on vernachlissigt werden kann. Daher ist in der Grenz-
schicht der Betrag der Drehung |rot v| = [0v;/on | 0. Als Ma8 fiir die Wirbel-
produktion in der Schicht kann man nun einen WirbelfluB W definieren als
Produkt der in der Zeiteinheit durch die Schicht strémenden Menge und ihrer
Drehung an der Stelle z, also

"

Fig. 45. Zur Instabilitidt einer Trennungsschicht

] s
W=fvgdn-|rotvl=fvt%%‘ dn=-;—v:(x,n=6). (2.107)
[} [
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Im Grenzfall kleiner Zihigkeit, d. h. solange in der Schicht dv,/6t<Zdv/on,
héangt der Wirbelfluf also gar nicht von der Geschwindigkeitsverteilung in der
Schicht ab; insbesondere ist er unabhéngig von der Dicke der Schicht. AuBer-
halb der Grenzschicht wird nun der Gradient dvi/on so klein, da8 die zidhen
Schubspannungen keine Rolle spielen und wieder drehungsfreie Potential-
strémung angenommen werden kann.

Diejenigen Fliissigkeitsteilchen der Anstrémung, die in die Néhe des vorderen
Staupunktes gelangt waren, werden nun durch das Druckgefille der #uBeren
Potentialstromung, das sich stetig in die Grenzschicht fortpflanzt, lings der
Zylindervorderseite beschleunigt. Von der hichsten Stelle des Zylinders an ist
aber das Druckfeld entgegengesetzt der Stromungsrichtung. In reibungsloser
Fliissigkeit wiren die wandnahen Teilchen auf der Vorderseite gerade auf eine
solche kinetische Energie beschleunigt worden, daB sie auf der Rickseite trotz
des dort herrschenden Druckanstiegs wieder bis in die Néhe des hinteren Stau-
punkts kimen. Demgegeniiber sind sie aber in wirklichen Fliissigkeiten durch
die Zahigkeit auf ihrem Weg vom vorderen Staupunkt so stark abgebremst
worden, dal der Druckanstieg an der Rickseite sie zum Stillstand oder sogar
zur Rickstromung zwingt. An einer bestimmten Stelle der Zylinderriickseite
sammeln sich somit vollig abgebremste Teilchen an; die Grenzschicht wird
dadurch schnell dicker als sie es davor ist, und 16st sich vom Korper ab. Mit der
Grenzschichtfliissigkeit, die hier den Korper verldt, gelangt aber auch ihr
WirbelfluB in die bisher als drehungsfrei angenommene AuBenstrémung, und
dieser Vorgang kann néherungsweise durch eine Trennungsfliche beschrieben
werden, die im Ablosepunkt beginnt. Diese Trennungs- oder Wirbelfliche
wiederum ist instabil und rolit sich kurz hinter dem Korper mehr oder weniger
regelméBig zu Einzelwirbeln zusammen.

Im allgemeinen lassen sich all diese Teilvorgénge noch nicht rechnerisch verfolgen. So
gelingt z. B. die grenzschichtméBige Berechnung der Ablosestelle an einem Korper
mit stumpfem Hinterende erst dann, wenn das wirkliche Druckfeld der AuBenstromung
bekannt, also experimentell ermittelt worden ist; und dieses hingt wesentlich von
dem Totwasser ab, also wiederum von der Ablosestelle. Wenn der Korper scharfe
Kanten aufweist, wie etwa eine senkrecht angestromte Platte, so fallen Ablosepunkt
und Anfang der Trennungsfliche in die Plattenkante, weil sonst der Sprung zwischen
Druckabfall auf der Vorderseite und Druckanstieg auf der Riickseite unendlich gro
wiirde. Nicht berechenbar bleibt jedoch noch das Aufrollen der Trennungsschicht und
die entstehende Nachlaufstromung. Bei der Anfahrt eines Tragfliigels entsteht im
ersten Moment aus den Normaldrucken, die das Profil auf die ruhende Fliissigkeit aus-
iibt, eine zirkulationsfreie Potentialstrémung. An der Hinterkante wiirde daher die
Geschwindigkeit unendlich groB, wenn sich nicht dort sofort eine Trennungsschicht
ausbildete. Diese hinter dem Fliigel zuriickbleibende Wirbelschicht rollt sich dann
7zu dem sogenannten Anfahrtwirbel zusammen. Ist der Fliigel auf eine konstant-
bleibende Geschwindigkeit beschleunigt, so haben sich nach kurzer Zeit oben und
unten am Profil zwei Grenzschichten derart gebildet, dal die Stromung an der Hinter-
kante glatt abflieBt; bei groBer Re-Zahl kann diese — abgesehen von der Wandniihe ~
wieder durch eine Potentialstromung mit Zirkulation beschrieben werden. Die Tren-
nungsschicht erlischt, und die Zirkulation um das Profil ist entgegengesetzt gleich der
Zirkulation des Anfahrtwirbels. Eine beliebige fliissige Linie um das urspriinglich
ruhende Profil deformiert sich dabei o, daB sie stets das Profil und die Trennungs-
schicht bzw. den Anfahrtwirbel umschlieBt. Auf ihr bleibt daher (fiir Re—» o) die
Gesamtzirkulation null, wie es dem Thomsonschen Satz entspricht.
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2.2.8.2 Platte mit Totwasser. Hinter einem angestromten Korper mit stumpfem
Hinterende beobachtet man ein mehr oder weniger groBles Gebiet — das so-
genannte Totwasser —, in dem die Flissigkeit, von Korper aus gesehen, im
Mittel fast stillsteht, wenn man von ihrer Verwirbelung absieht. Im idealisierten
Modell ersetzt man nun dieses Totwasser durch ein Gebiet ruhender Flussigkeit
(vr = 0), 80 daB3 man dort auch den statischen Druck pr als konstant annehmen
muB. Dieser Druck herrscht auch noch auf dem Rand pg = prund geht stetigin den

C(f T 1 L

RS T T 4 1 1

as

b)

{0
1

Ap

-04
‘061
—aa -4

- 14
<)

Druck der Potentialstrémung iiber,
die vor dem Korper und neben dem
jetzt scharf begrenzten Totwasser
vorausgesetzt wird. In ihr gilt die
Bernoulli-Gleichung bis zum Rand,
so dafl mit pg = const auch der Be-
trag der Geschwindigkeit |vg | auf
dem Rand konstant ist. Von diesem
Wert springt die Geschwindigkeit
auf dem Rand unstetig auf den
Wert null im Innern des Totwassers.
Der Ort des Totwasserrandes, der
zugleich freie Stromlinie ist, ist zu-
néchst unbekannt. Insbesondere
148t sich fiir Koérper mit abgerun-
deten Querschnittsformen — zumin-
dest im Rahmen des Modells der
reibungslosen Flussigkeit — keine
Bedingung fiir den Beginn der
freien Stromlinien am Korper an-

Q2 04 Qﬁ 0;8 ]7
D
t-Ebene
1wl
t= 7 v+ 7)

Fig. 47. a) Ebene Potentialstromung um eine Platte mit und ohne Totwasser (Stromlinien und
Isobaren) bei senkrechter Anstrémung
b) Platte mit Totwasser: Hodographenebene %

c¢) Platte mit Totwasser: ¢-Ebene
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goben, d. h. fiir den Ort, an dem sich die Stromung vom Kérper ablost. An
Korpern mit Ecken oder gar Kanten quer zur Anstromungsrichtung wird man
dagegen das Totwasser an diesen beginnen lassen, um die sonst dort auftretende
Singularitdt der einfachen Potentialstromung (rechtes Bild in Fig. 47a) zu
beseitigen. Wenn man schlieBlich keine zusétzliche Annahme iiber den
Druck pp im Totwasser benétigen will, denkt man sich das Totwasser bis ins
Unendliche reichend, so da pyp=p_ wird. Aus der Bernoulli-Gleichung fiir

die Randstromlinie pg + ¢ vﬁ/2 =p,+oULI2 mit pgp=pr =p,, folgt dann
| vg | = U = Anstrémgeschwindigkeit.

Das einfachste Beispiel einer solchen Helmholtz-Kirchhoffschen Strémung
ist die um eine senkrecht angestromte Platte. In Fig. 47a ist eine horizontale
Platte in einer nach unten gerichteten Parallelstrémung (U, = 1) angenommen,
so dafl das Stromungsgebiet im Hodographen (vgl. 2.2.3) dem Innern des
oberen Halbkreises (Radius = 1) entspricht (Fig. 47b). Bei der Umstromung
eines Zylinders wurde die z-Ebene auf die &,¥-Ebene abgebildet durch
F(2)=®+i¥ =U(z + R?¥z). Analog dazu kann man hier den Hodographen
abbilden auf die untere Halbebene einer ¢-Ebene durch

= % (5 + i_) . (2.108)

5
(Der Faktor 1/2 ist willkiirlich so gewihlt, dal die den Plattenkanten ent-
sprechenden Punkte B und D mit v = F 1 bei ¢ = F 1 liegen; vgl. Fig. 47¢c.)

Um den Zusammenhang zwischen @, ¥ und ¢ zu finden, nimmt man zunéchst
fiir die sich im Staupunkt C verzweigende Stromlinie 4,0DA, bzw. 4,CBA,
an: ¥ =0, und ferner @ =0 im Staupunkt C. In 4; wird & > — y > — oo,
in 4, oder 4; wird @ — + oo. In der F-Ebene, mit F =@ +iY, fallen dann die
beiden freien Stromlinien mit der positiven Abszisse zusammen ; die obere Halb-
ebene in F, mit ¥ > 0, entspricht in der physikalischen z-Ebene dem rechten
Teil des Stréomungsgebiets, da dort v = — 0¥/0x << 0 und u =0¥/0y > 0. Jedem
Punkt der F-Ebene entsprechen zwei t-Werte (2.108), weshalb der Zu-
sammenhang zwischen ¥ und ¢ quadratisch sein mu8; ferner sind Nullpunkt
und unendlich ferner Punkt in ¥ und ¢ vertauscht. Daher wird F' = c¥/t?, wobei ¢?
eine reelle positive Zahl ist.

Alle Stromlinien beginnen in 4; und enden in 4, bzw. 4; in jeder Ebene.
Daraus und aus der Symmetrie der Stromlinien zur Abszisse und Ordinate in
der t-Ebene konnte man auch unmittelbar auf einen Quadrupol bei =10
schlieBen, mit der komplexen Stromfunktion F = c¥/t2.

Mit der Abkiirzung f = F/c? = 1/¢* wird nun:

LI SR = 1£V1—7 _ Vi , (2.109)

=v7 V7 LFyT=7

wd oz [ S o foyF 3 T VT=-
—iln(iYF +¥1—=F)1}+ const. (2.110)

Wieghardt, Strémungslehre 7
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Das Wurzelvorzeichen ist jeweils so zu wihlen, daB | ¥] < 1 bleibt. Insbesondere
ist auf der Platte, zwischen C und D, ¢ reell und ¢> 1, sowie f reell und f<1;
hier ist daher das untere Vorzeichen einzusetzen, damit o =u =t —VZ—1
(fir 1 <t < oo) endlich bleibt. In C sollte @ =¥ =0, also auch f =0 sein; legt
man den Nullpunkt der z-Ebene auch dorthin, so ist die Integrationskonstante

gleich null zu setzen. Die Koordinaten von D erhélt man dann, indem man
=1—¢ mit ¢ >0 setzt:

2

_D:2+(—ilni)=2+%.

Cﬁ
Bezeichnet man die ganze Plattenbreite mit B, so wird zp = B/2 und folglich
¢? = B/(rn 4 4).

Der Plattenwiderstand (je Léngeneinheit quer zur Stromungsebene) ergibt sich
als Integral tiber die Druckunterschiede an Vorder- und Riickseite der Platte,

wobei noch p 4+ v¥2 =p_ + ¢ UZ/2 gilt. Damit wird
B2

—2f(p—p°o yde = oUZ, J[l—( )]dz. @.111)

Mit U_ =1, v? =% und dz = ¢2df/s wird aber

Bj2 1 . 1 a
fwdzzfszf__df=cﬂf(1_y"1—f)—ii:cz(Z—l),
v V7 2
0 0 0
und damit
B T 1] 2% [
— 2 {2 a2 M =5 p2 . = = Uz . (2.112
W=oU2 [ c(2 2)] L ULB- T =088 L ULE. (2112)

Liings der freien Stromlinie DA, ist f noch immer reell, aber jetzt f > 1; hier

gilt das obere Zeichen, da in & =u —iv die Komponente — v = 4 Vi— I/V—f
nach unten gerichtet sein mu8. Wenn die Kante D wieder bei z = B/2 liegen
soll, ist die Integrationskonstante hier gleich +m zu setzen. Aus z(f) =z +iy
folgt als Gleichung des Totwasserrandes DA4,:

—=2Vf + 5 wd Z = —VFVF—1 +In(F +V7=1) (2.113)

mit f > 1. Dieser Rand kann bereits kurz hinter der Platte durch die asymptoti-
sche Parabel fiir f>>1 angendhert werden:

(2.114)

Yy o T+ 4 x 0w 2 + 4
B2 8 (B/2 7:—{—4) n+4

Das Totwasser wird also immer breiter und reicht bis ins Unendliche. Deshalb

steht der eben berechnete Widerstand nicht im Widerspruch zum d’Alembert-

schen Paradoxon, bei dem iiberall im Unendlichen ungestiorte Parallelstromung
vorausgesetzt war.



2.2 Potentialstromungen idealer Flissigkeiten 99
In wirklichen Fliissigkeiten ist der Widerstand aber wesentlich gré8er, némlich
Wexp =~ 2,0 % U2, B (fiir Re> 5000) . (2.115)

Auf der Plattenvorderseite ist zwar die Druckverteilung fast die gleiche wie im
obigen Modell, auf der Riickseite ist jedoch p —p  ~const ~ —1,1-0U%2
statt p —p_ =0, wie bisher angenommen. Man beobachtet ferner ein endlich
groBes Totwasser, in dem vor allem der statische Druck nicht konstant ist, da
hier eine turbulente Wirbelbewegung vorhanden ist, in der auch der Haupt-
anteil der Widerstandsleistung mechanisch verloren geht und in Wérme ums-
gewandelt wird. Es sind deshalb Erweiterungen der Helmholtz-Kirchhoffschen
Methode vorgeschlagen worden, um wenigstens die Druckverhéltnisse im wirk-
lichen Totwasser besser anzunghern; jedoch bleibt dabei stets der Riickseiten-
druck die grofe Unbekannte.

Selbst in reibungsloser Flissigkeit ist die oben berechnete Stromung instabil
und somit nur ein nicht erreichbarer Idealfall wegen der starken Labilitdt der
Diskontinuitétsflichen, auf die schon Helmholtz hingewiesen hat. Es gibt aber
andere Stromungen, bei denen diese Rechenergebnisse durchaus verwirklicht
werden. Das ist dann der Fall, wenn die Diskontinuitétsfliche zugleich Grenz-
fliche zwischen zwei Strémungsmedien mit sehr unterschiedlicher Dichte ist,
wenn also 9;>>9,. Es kann niémlich gezeigt werden, dal dann kleine Stérungen
der Trennungsfliche wesentlich schwiicher angefacht werden, als im bisher
betrachteten Fall g, =g,. (Das ist z. B. auch ein Grund dafur, da sich ein
Wasserstrahl in Luft erst nach einer groBeren Lénge auflost als ein Wasserstrahl
in sonst ruhendem Wasser.) Diskontinuierliche Potentialstrémungen eignen
sich daher gut zur Darstellung freier Flussigkeitsstrahlen sowie von Kavita-
tionsstromungen.

2.2.8.3. Fliissigkeitsstrahlen. Der Rand eines Fliissigkeitsstrahls kann nun als
Diskontinuitédtsfliche aufgefaBt werden, auf der die Geschwindigkeit unstetig
auf den Wert null abfdllt, wenn der Strahl

von Luft oder ruhender Fliissigkeit umgeben 1 2-Lbene

ist. Der Druck am Strahlrand muf iberall

gleich dem konstanten AuBendruck sein, I S
woraus nach Bernoulli folgt, daB auch die / // //’ _
Fliissigkeitsgeschwindigkeit am Strahlrand \ ,l// S
iiberall gleich groB sein muB, wéhrend iiber A l/,f,’ E
die Form dieses freien Randes zunéchst keine 3\\\ l' Hirp

I

i

Aussage mdglich ist.

Besonders elegant lassen sich Fliissigkeits-

strahlen dann berechnen, wenn die Strémung Fig. 48a. AusfluBstrahl aus einem
eben ist. Es sei deshalb, wie in Fig. 48a, ein Schlitz (ebene Strmung)
Schlitz in einem groBen Gefé angenommen,

aus dem infolge eines Uberdrucks ein Strahl reibungsloser Fliissigkeit austritt.
(Die Schwerkraft sei vernachldssigt.) Potentialtheoretisch ist dies ein gemischtes
Randwertproblem: Am Boden des GefédBes muB 8®/8n = 0 gelten, d.h. hier ist
die Richtung der Geschwindigkeit vorgeschrieben; der unbekannte, freie Strahl-
rand ist dagegen eine Stromlinie, auf der mit dem Druck auch der Betrag der

7¢
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Geschwindigkeit | v| konstant ist. Da somit auf beiden Réndern Aussagen iiber
die Geschwindigkeit bekannt sind, ist es wieder niitzlich, die Hodographen-
Ebene mit den Koordinaten v und — iv zu betrachten.

Fiir das obige Beispiel sei die Endgeschwindigkeit im Strahl gleich 1 gesetzt.
In der ©-Ebene entsprechen den festen horizontalen Réndern AB und DE
Stiicke der Abszisse (v ==0, u > 0 bzw. © < 0) und den Strahlréndern BC und

DC Kreisbogenstiicke mit dem Radius

¢ - Ebene |v|=|%|=const =1. In groBer Ent-

,,—‘;7'/ Fativ fernung vom Schlitz (4 und E) sind

7 ,’,///I' im Gefdl die Geschwindigkeiten sehr

R klein, so da8 die Punkte 4 und E in

/ 'I ,/ f I, den Nullpunkt % =0 fallen. Alle

/ \ A A Stromlinien beginnen in z = oo (z > 0),

! N also im Punkt o =0 und enden in C:

f Sl p=1; d.h. in diesen Punkten der
| S 5-Ebene ist e lle bzw. ei

» o 5 v-Ebene ist eine Quelle bzw. eine

Fig. 48 b. AusfluBstrahl: Hodographenebene ©

gleichstarke Senke anzunehmen. Dem
Stromungsgebiet der z-Ebene: Geféf3

und Strahl entspricht in der ¥-Ebene

das Innere des Halbkreises BCD (Fig. 48b). Solche Kreissektoren lassen sich

nun durch die Abbildung { =1In 4 auf Halbstreifen in einer neuen {-Ebene,

wie in Fig. 48¢, abbilden. Die Punkte A und E riicken wieder ins Unendlich-

Ferne, so dafl hier im Endlichen als

D 4 p einzige Singularitit die Senke in C,

£ 5o/ also in C=Ini=ir/2, iibrig bleibt.

- & Epene Die Stromung in diesen Halbstreifen

Euln¥ der {-Ebene kann man nun darstellen

durch eine unendliche Reihe von Sen-
ken in

. T . 3w
C=:’:l—§—, :tl‘——2 g ey

also durch

F=0+4i¥

e % nsinh(t— 17

= 2nlnsmh(l_',‘ 2). (2.116)

-3 -2 -1 8 &
Fig. 48¢. AusfluBstrahl: {-Ebene In der z-Ebene verschwindet bei C je
Zeiteinheit (und Liangeneinheit querzur
z-Ebene) die Menge b - U = b, mit b = Strahlbreite und U = 1. Die Senke in der
¢-Ebene mufl jedoch doppelt so stark sein, also ¢ =2b, da zu ihr auch aus dem

rechten Halbstreifen ebenso viel zuflie3t wie aus dem hier interessierenden linken.
Nun bildet man die Umkehrungen

r= ‘T"+ arsinh e/, mit f=£b£ , (2.117)
und T=1i(e~! +Y1+ o). (2.118)
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Die Integration gibt dann

S oy TS
T e/ +YI+e2/—1

Damit ist auch die Strémung in der z-Ebene bekannt, wenn auch nicht in der
Form F = F(z), sondern in deren Umkehrung z =z (F).

In B ist { =0, also e~f =sinh(—in/2) = —i und f = — 37i/2 oder F = — 3bi/2;
d. h. & =0 und ¥ = — 3b/2. Auf der Stromlinie BC gilt daher ¥ = — 35/2 und
& =s, wenn 8 die Bogenldnge auf dem Strahlrand bedeutet und vom Punkt B
aus gezéhlt wird; denn es sollte ja auf dem Rand 09/ds = U = const = 1 er-
filllt werden. Ferner gilt dort 6/ = — i e ™bund®d = u —iv=i(—ie™sb +
+ V1 — e~2msib), Wegen ds/dt = U = 1 auf dem Strahlrand wird dz/ds = u
und dy/ds = v, oder integriert

v Ti

] - const. (2.119)

r=xp— 7’:_ (e ™%t 1) (2.120)

b -
y=yp —8— ?[Vl_e—zns/b + 1n<1_V1_e—-2ns/b)]‘ (2.121)

Fiir s —» oo wird x_, — zp = b/r = B/2 — b/2, mit B = Schlitzbreite und b = Strahl-
breite. Die Strahlkontraktion « — allgemein definiert als Verhiltnis Strahl-
querschnitt zu Offnungsfliche — ist also

l

= b_ = _ b8
il Bl 0,61, (2.122) s
. ! /
in guter Ubereinstimmung mit dem Versuch, L
merkwiirdigerweise iibrigens auch fiir den g4

Strahl aus einem runden Loch. Vorausgesetzt
ist natirlich — dem Hodographen entspre-
chend - eine scharfkantige Offnung im ebe-
nen Boden; in einer ausreichend abgerunde- -—1 B r——
ten Milndung werden die Stromlinien bereits 02
bl
1

f—— B0

04

in der Miindung selbst vollig umgelenkt, so
dafl sich der hier austretende Strahl nicht S .
weiter zusammenzieht. 02 G4 06 08gf.!

Ahnlich kann man die ebene Strahlstrémung Fig. 49.

aus einem GefdaBl mit der endlichen Breite Boo Strahlkontraktion (ebene Strémung)
berechnen (vgl. Fig. 49). Ist wieder die End-

geschwindigkeit im Strahl gleich 1 gesetzt, so ist die Geschwindigkeit im GefaB in
groBer Entfernung vom Spalt nicht mehr null, sondern gleich §=5/Bes <1 und der
entsprechende Punkt F fallt im Hodographen nicht mehr in den Nullpunkt, sondern
liegt jetzt bei 5=0-ip. Die zugehorige Quelle in F liegt in der {-Ebene also nicht
mehr im unendlich Fernen, sondern bei £ = 4-In § und np=m/2, so dal} jetzt gilt:

F(C)=——i—lnSinh(C——i—;)-}—;—n[lnsinh(C—iTn—lnﬂ)+

+ Insinh (:,— _‘i"_ + xnp)] . (2123)
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Die weitere Rechnung ergibt fiir die Strahlkontraktion schlieBlich:

% - 5 ! ) (2.124)
1+ =B (1 —p2%) arctan

In Fig. 49 ist b/B iiber B/Bo, = fB/b aufgetragen; die seitlichen GefiBwinde beein-
flussen danach die Strahlkontraktion erst bei groBeren Offnungsverhiltnissen B/Bo.

Dreht man die Anordnung um 90° und ersetzt die Symmetrielinie durch eine feste
Wand, so kann man diese Stromung auch als eine Losung des Problems in 2.2.3.3
betrachten: Die Umstrémung einer Stufe in einem Parallelkanal. In diesem Fall wire
die Bildung eines Totwassers dargestellt, das hinter der Stufe ins Unendliche reicht
und schnell bis zu einer Hohe von (B --b)/2 anwichst; an der Stufenkante bliebe
die Geschwindigkeit endlich im Gegensatz zur fritheren Losung ohne Totwasser.

2.2.8.4. Kavitation. Bekanntlich kann man Wasser nicht nur durch Erhitzen
zum Kochen und Verdampfen bringen, sondern auch dadurch, da# man den
duBeren Druck auf den Dampfdruck pp erniedrigt, ohne die Temperatur zu
dndern. Wihrend fir eine Wassertemperatur ¢ von 100 °C pp gleich dem
normalen Atmosphédrendruck ist, wird z. B. fiir ¢t =15 °C pp = 0,0174kp/cm?,
also rd. 29 des Atmosphérendrucks. Wenn nun in einer Wasserstromung der
statische Druck ortlich unter diesen Druck pp absinkt, verdampft auch dort
Wasser, und es entsteht ein mit Wasserdampf gefiillter Hohlraum. Gleich-
gewicht herrscht dann, wenn der Druck in dem Hohlraum uberall gleich dem
Dampfdruck und auBerhalb dieser Kavitationsblase griofer als pp ist.

In einer reibungslosen, inkompressiblen und schwerelosen Flissigkeit ist an
dhnlich gelegenen Stellen geometrisch édhnlicher Stréomungen die Druck-
ziffer ¢, gleich grof3; das ist das Verhiltnis von statischem Druck - bezogen
auf den Druck der ungestorten Flussigkeit — zum Staudruck der Anstrémung:
¢p = (p — p,,)/(e U?/2). Da Kavitation dort einsetzt, wo p < pp, definiert man
dementsprechend als Ahnlichkeitsparameter nun die Kavitationszahl

Poo — pD
o= (2.125)
Tatséchlich erweist sich auch im Experiment ¢ als Kenngrofe fur das Auf-
treten von Kavitation und fiir die Groe der Kavitationsblase.

Die Grenze dieser Blase kann nun als Helmholtzsche Diskontinuitdtsfliche
angesehen werden, auf der der Druck p =pp und der Geschwindigkeitsbetrag
konstant sind. Insbesondere kann die obige Kirchhoff-Stromung um eine senk-
recht angestromte Platte als ebene Kavitationsstromung fir den Grenzfall
o = 0 aufgefalt werden, da firr den Druck im Totwasser p =p_, vorausgesetzt
worden war. Dieser Druck im Nachlauf (bzw. ¢) bestimmt den Widerstand
wesentlich mit. Nach Messungen und Néherungstheorien fiir ebene oder dreh-
symmetrische Stromungen steigt der Widerstandsbeiwert ¢y etwa linear mit
der Kavitationszahl ¢ an. So wird z. B. fiir eine senkrecht angestréomte Kreis-
scheibe ¢y = 0,80(1 4 o) fir ¢ < 0,5.

Genauere Untersuchungen — z. B. Photographien mit 10-4s Belichtungsdauer —
zeigen allerdings, daB sich die Kavitationsblase aus vielen einzelnen Dampf-
und Luftblasen zusammensectzt und die Stréomung dort nur im Mittel stationér
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ist. Ferner setzt Verdampfung stets nur an bereits vorhandenen Kernen ein,
wie z. B. an mikroskopischen Blédschen von der gewéhnlich in Wasser gelosten
Luft. Dort, wo die Dampfblasen wieder kondensieren, und konzentrisch zu-
sammenbrechen, entstehen &rtlich sehr hohe Drucke, die feste Korper, z. B.

schnellaufende Schiffspropeller, von deren Oberfliche her stark beschédigen
kdnnen.

2.2.9. Drehsymmetrische Potentialstromungen. Nach den ebenen Stréomungen
sind die drehsymmetrischen Strémungen einer inkompressiblen Flussigkeit am
einfachsten, wie z. B. die um einen Drehkdrper, der parallel zu einer Achse an-
gestréomt wird. Denn auch hier geniigen zwei Koordinaten zur Beschreibung:
die Koordinate « lings der Drehachse und der Abstand r von der Achse; die
zugehorigen Geschwindigkeitskomponenten seien w und v». Die Kontinuitéts-
gleichung lautet hier

. cu 1 o
dive = T -+ r —87(7 v)=0 (2.126)

und kann wieder von einer Stokesschen Stromfunktion ¥(x,r,t) automatisch
erfullt werden, wenn man setzt

v NP U 4
o o S

Wegen der Axialsymmetrie hat die Drehung des Geschwindigkeitsfeldes nur
noch die einc Komponente ¢v/0x — du/dr senkrecht zur zr-Ebene. Wenn diese
iiberall verschwindet, so existiert auch noch ein Potential & (x,7,2), so dal

oPp 1 ¥ oP 1 ¥

U= o = und V== (2.128)

1
w=— (2.127)

Wegen der Kontinuitdtsgleichung mu3 @ wieder die Laplace-Gleichung (hier in
Zylinderkoordinaten) erfiillen, also

div o= AP =&y + Dy, + %cb, =0. (2.129)

Drehungsfreiheit erfordert von der Stromfunktion jedoch jetzt die Erfiillung
einer anderen Feldgleichung, némlich

w9 1
—r(é’__é%):w,ﬁw,,wTy’,:o. (2.130)

Im Gegensatz zu ebenen Stromungen sind also @ und ¥ nun nicht mehr kon-
jugierte Funktionen, und es gibt kein Analogon zur komplexen Stromfunktion
einer komplexen Variablen; deshalb ist die Berechnung drehsymmetrischer
Strémungen viel umstiéndlicher. Nach wie vor kann man jedoch auch solche
Strémungen anschaulich durch Superponieren von Singularitéten darstellen.

Das Potential einer Punktquelle war bereits in 1.3.4 angegeben: ® = — @Q/4n R,
mit B = Abstand von der Quelle und @ = ausflieBendes Fliissigkeitsvolumen je
Zeiteinheit. Die Geschwindigkeit ist radial von der Quelle weg gerichtet und
hat den Betrag |v|=0®/0R = /4 nR2 Fiir eine Senke ist die Quellstarke ¢
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negativ anzusetzen. Uberlagert man einer Punktquelle am Ort z =0, » = 0 eine
Parallelstromung U in 2-Richtung, so entsteht die drehsymmetrische Strémung

— Q _ Q
O=Uzx— B =URcosa— iR’ (2.131)

mit B = 4+Ya?+ 72 und o= Winkel zwischen R und der positiven 2-Achse.
Die Geschwindigkeiten % und v sind

o Q cosox _ @sina
u=9@,=U+4 oy d v=0, il (2.132)
Daraus findet man durch Integration die Stromfunktion
r? o8 &
V= UT -~ ~in -+ const. (3.133)

Will man die Drehachse vor der Quelle (r =0, o« =180°) als Stromlinie ¥ =0
bezeichnen, so ist fiir die Integrationskonstante der Wert — /4= einzusetzen:

y3 1+ cosox
Y= UT—QT° (2.134)
Der Staupunkt « ==v = 0 liegt auf der Achse (r =0, R = |z|) vor der Quelle bei
xr= — ;Q,—
4nU’
In diesern Punkt verzweigt sich die Stromlinie ¥ = 0, fur die gilt:
Q
2 _ .
0= 370 (14 cosx); (2.135)

weit hinter der Quelle — fir &« -0 oder #— co —~ wird demnach r;(x— o)
=y @/=U. Diese Gleichung r,{x) definiert den rdumlichen Halbkérper der
Fig. 21, 8. 66.

Eine Punktquelle bei r; =0, #; = — ¢ und eine gleichstarke Senke bei r, =0,
Z, = - ¢ ergeben zusammen mit einer Parallelstromung (Fig. 22, S. 67).

@1 1
— - 1
P=Ux 47f(R1 ) (2.136)
2
und w=U — j4%(%5 oy — 008 0y). (2.137)

Wie bei der analogen ebenen Strémung wird dadurch die Umstrémung eines
Rankineschen Drehkérpers beschrieben, dessen Kontur aus ¥= 0 zu berechnen ist.
In den beiden Staupunkten bei z = -+ L mufl die Differenz der Geschwindig-
keiten, die die Quelle und die Senke verursachen, gerade entgegengesetzt gleich
der Anstrémungsgeschwindigkeit sein, woraus fiir L folgt

L
4w

1 1 i
[=o ~ @rer= ¥ (2.138)
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die Lénge des Korpers ist dann 2 L. Die groBte, halbe Breite r = b des Korpers
beli z =0 und &, =7 — o, ist aus der Gleichung ¥ =0 zu ermitteln:

2 =0. (2.139)

LiBt man die Quelle und Senke zusammenriicken und gleichzeitig ihre Stdrke
anwachsen, so dafl das Produkt @ - 2¢ = M endlich bleibt, so erhdlt man im
Grenzfall die Umstromung einer Kugel, dargestellt durch einen r#éumlichen
Dipol mit dern Moment M, dessen Achse mit der Symmetrieachse zusammen-
fallt (Fig. 24, S. 69). Setzt man nédmlich in die obigen Gleichungen fiir @ und ¥

R}, =R?+c*+2Rccosx und cosayp=(x 3-¢)/R,, ein, so wird fir ¢—0

S=Uz+ z%} (2.140)
3 2
und Y= U2’ ~ Z%re‘f‘ (2.141)

Danach wird insbesondere ¥ =0 auf der Achse r =0 sowie auf einer Kugel
mit dem Radius R, = g;/M/27r U. Aus & =(1 +R:/2R3) U R cos o ergibt sich
nun die tangentiale Geschwindigkeit vy auf der Kugel R = R, durch Differenta-
tion von @ nach der Bogenliinge s zu vy = 6®/0s; zéhlt man die Bogenliéinge vom
vorderen Staupunkt aus, so wird 8 = n R, — Ry «, also

vt=—=———~——=-§-Usina. (2.142)

Die maximale Geschwindigkeit bei a ==90° betrdgt somit (3/2)U; in ebener
Strémung, am Zylinder, ist sie doppelt so gro wie die Anstromgeschwindigkeit.
Der statische Druck an der Kugel ist nach Bernoulli

P— Do v \2 9 .
W:l—(ﬁ) =1— L sinta. (2.143)

SchlieBlich kann man eine grofe Klasse lingsangestromter Drehkorper durch konti-
nuierliche (oder diskontinuierliche) Quellsenkenverteilungen ¢(£)d¢& auf der Drehachse
darstellen. Fiir eine Belegung zwischen — I < £ < 4-I muB dabei die Gesamtergiebigkeit
+1

Iq(E) d¢ verschwinden, wenn man einen geschlossenen Korper darstellen will. Diese

iedingung entfillt, wenn man eine Dipolverteilung m(£)dé auf der Achse ansetzt.
Verallgemeinert man die obigen Formeln fiir die Stromfunlktion, so erhélt man jetzt
mit cosx=(x —§&)/R und R¥=(z—§)*+r:

+1

g Ut 1 a(6)-(—8 4
2 dAm g [e—r et
+1
Urm 1 m(g) . rt
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Partielle Integration der zweiten Formel zeigt, daBl eine Quellverteilung dann einer
Dipolverteilung gleichwertig ist, wenn ¢(&) = dm(£)/dé. Eine konstante Dipolverteilung
zwischen —1<<&< -+1 gibt speziell

(2.145)

w_ Ur2+i[ x—1 N x—}—l ].
2 V=0 Yt

4T

Fiir einen schlanken Drehkorper mit (&) <7 und dry(£)/df <1 kann man nun — ab-
gesehen von den Korperenden bei x~ 41 — setzen ry<< |2 F!| und erhilt dann aus
¥=0 fiir die Koérperkontur bei |#|<I: ri~m/nU. Umgekehrt kann man fiir einen
gegebenen schlanken Drehkérper in erster Naherung fiir die Dipolverteilung m(£)
= nr2(£) U ansetzen; d. h. das Dipolmoment ist angenihert proportional dem ort-
lichen Korperquerschnitt und der Anstrémgeschwindigkeit.

Mit allgemeineren Quell- und Dipolverteilungen lassen sich schlieBlich auch drei-
dimensionale riumliche Potentialstromungen aufstellen, wie z. B. die um schrig

angestromte Rotationskérper oder um Flugzeugriimpfe, die nicht drehsymmetrisch
sind.

2.2.10. Tragfliigel

2.2.10.1. Ebene Strémung. Die Singularitétenmethode ist in den bisherigen Bei-

spielen nur zur Darstellung der Verdréngungsstrémung von lings angestromten

Koérpern benutzt worden; hierzu eignen sich Quellen, Senken oder Dipole mit

der Achse in Anstrémungsrichtung. Man erhélt so eine Innen- und eine Aullen-

strémung, die voneinander durch die Oberfliche des Kérpers abgegrenzt werden ;

physikalisch interessiert dann nur die Auflenstromung auBerhalb des festen

Kérpers, der durch die Singularititen im Innern ersetzt wird. Direkter, wenn

auch schwieriger in der Durchfih-

{ rung, ist die Methode, auf der Ober-

I fliche des XKorpers selbst solche

| Singularitdten anzunehmen, daB

die Geschwindigkeit im Korper-

) innern iiberall verschwindet und

e auf der Oberfliche auf den zunéchst

¢ noch unbekannten Wert der Auf3en-

I strémung springt; natiirlich mull

T 6 die ganze Belegung mit der Parallel-

Usingk Y e 5"' Y strémung zusammen wieder ein Ge-

UcosB schwindigkeitsfeld erzeugen, dessen

- N . Normalkomponente auf der Kor-

Fig. 50. E::?ﬁ%\,::l %‘“{rﬁﬁﬁ’{lﬁiﬁ? tto dargestellt peroberfliche verschwindet. Der

Geschwindigkeitssprung auf der

Oberfliche kann dabei durch eine Wirbelbelegung beschrieben werden, wic in
2.2.8.1 fur einen Spezialfall gezeigt wurde.

Als Beispiel hierfur sei die ebene Strémung um eine angestellte diinne Platte
in einer Parallelanstrémung betrachtet. Wie in Fig. 50 befinde sich eine Wirbel-
schicht der Stérke y(£) auf der Abszisse (y =0) fir —¢/2 <x < 41t/2 in einer
stationdren Parallelstrémung U, die mit der z-Achse den Winkel # bildet.
An einem Aufpunkt (x,y =0) in dieser Schicht induzieren alle Wirbelschicht-
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elemente y(£)d& eine Abwirtsgeschwindigkeit — den sogenannten Abwind an
+t/2

der Platte — vom Betrag — v (x) = f y(&)dé/2n (& — z). Fur die 6rtlichen Hori-
—tf2

zontalgeschwindigkeiten ldngs der Oberseite u, (x, ¥ = 4+ ¢) und der Unterseite

uy(z, y = — &) der Platte (mit ¢~y 0) folgt aus der Definition der Zirkulation:

y (@) = —ug{x, 4- &) + ug(w, —¢); und aus Symmetriegrinden gilt |uy(z, + ¢)|

= |ug(x, —e}| =|y(x)/2]|. Mit der Anstréomung U cos # zusammen wird lings

der Platte u(x, 4-¢) = U cos § F y(z)/2 fir —¢/2 <z < /2. Die Druckdifferenz

zwischen Unter- und Oberseite der Platte wird daher nach Bernoulli Ap(z)

+t/2
=py(x) U cos f und damit der Auftrieb pr (x)dx =p U cos I, mit I'=Ge-
+ t/2 —tf2

samtzirkulation der Schicht fy(x)dx, wie nach dem Kutta-Joukowskischen
Satz zu erwarten war. —t)2

Die Wirbelschicht soll nun eine diinne Platte mit der Tiefe ¢ zwischen y = 0 und
x = 4 t/2 ersetzen. Beschrénkt man sich auf eine schwache Stérung der Parallel-
strémung, also auf kleine Anstellwinkel f und schwache Zirkulation y(£), so
kann man auch eine schwach gekriimmte Platte zwischen y =0 und z = 4-¢/2
annehmen; ihre Schnittlinie mit der Stromungsebene sei yp (x) mit yp ¢ und
dyp/dx < 1. Beriicksichtigt man némlich nur Glieder erster Ordnung, so lautet
die Bedingung, daf3 die Platte Stromlinie sein soll, folgendermafien:

+ /2
dyp_1~ U sin f— v, ~ B+ 1 J“y(&‘)df
dr  w  Ucosf 27U E—z °

—tf2

(2.146)

Fir eine gegebene Plattenform yp wire aus dieser Integralgleichung die Wirbel-
stédrke y (&) zu ermitteln. Wir wollen jedoch umgekehrt — fiir einen Spezialfall —
die folgende Zirkulationsverteilung der Schicht annehmen:

1— 28t
(€ =c Vm (2.147)

Mit der Transformation z = (¢/2) cos u und & = (¢/2) cos v wird dann

+Jt‘ (5) d5
Y

—tf2

1—cosvy .
N fcos”_co“du._—nc, fir O<p<m  (2.148)

unabhéngig von g oder z; der Abwind ist also hier iberall an der Platte konstant.
Folglich wird auch

dyp _ c
4 =P335 = = const; (2.149)

d. h. es wird eine ebene Platte dargestellt, die zwischen ¥y =0 und z = 4-¢/2
mit der Abszisse zusammenfillt: dyp/de =0, weshalb ¢ =2Ug8.
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Die Gesamtzirkulation der Schicht wird damit

+t/2
F:—.fy(é)df:n(]ﬂt, (2.150)
~tf2

und der Auftrieb der Platte (mit cos f~1):

A=pUI'=7oU*Bt und cp = 2w B. (2.151)

A —
o U2
Das Moment der Auftriebskrifte der Plattenstreifen d&, bezogen auf den Mittel-
punkt der Platte bei & =0, wird

+t/2
M=f§'QUV(§)dE=—%QU’t’ﬂ. (2.152)
—t2

Der Druckpunkt, das ist der Angriffspunkt der resultierenden Kraft auf der
Platte, liegt daher bei

M _ ¢ (2.153)

D=4 £’

also auch um ¢/4 hinter der Plattenvorderkante, unabhingig vom Anstellwinkel .
Der schon besprochenen Singularitdt der Stromung an der Vorderkante ent-
spricht der Anstieg y(£) — oo fur &£ - — /2. Die AbfluBbedingung an der Hinter-
kante ist hier durch y (§) =0 fir & = +#/2 erfullt worden. Die gleichen Rechen-
ergebnisse erhélt man natiirlich auch mit der Methode der konformen Abbildung
(vgl. 2.2.3.2); die Wirbelschicht y (&) zeigt jedoch direkt und anschaulich die
Konzentrierung des Auftriebs auf dem vorderen Teil der Platte. SchlieBlich
kann man diese Methode noch verfeinern, indem man aufler der Wirbelschicht
noch eine Quellsenkenverteilung ansetzt und dadurch die dinne Platte zum
ondlich dicken Tragfliigelprofil aufbléist.

2.2.10.2. Endlich breiter Tragfliigel. Wie schon frither erwihnt, werden die obigen
Rechnungen fur diinne Tragfliigel im Versuch gut bestéatigt. Um dabei eine
ebene Strémung zu verwirklichen, spannt man den angeblasenen Fliigel zwischen
zweil parallele ebene Seitenwiinde. Natiirlich mi8t man auch einen gewissen
Reibungswiderstand, der jedoch bei kleinen Anstellwinkeln noch klein gegen
den Auftrieb bleibt. Die Grundidee der Prand tlschen Tragfliigeltheorie besteht
nun darin, auch die rdumliche Strémung um einen endlich breiten Fliigel da-
durch zu berechnen, da8 man den Tragfliigel wieder durch eine Wirbelschicht
ersetzt. Ist die Spannweite oder Breite b des Flugels zwar endlich, aber grof§
gegen dessen Tiefe ¢, so kann man sogar in erster Niherung den Fligel durch
einen einzigen Wirbelfaden quer zur Anstrémungs- oder Flugrichtung ersetzen.
Der Anstellwinkel wird als so klein vorausgesetzt, dafl die vom Tragfliigel er-
zeugten Storgeschwindigkeiten klein gegen die Flug- bzw. Anstromgeschwindig-
keit bleiben.

In der Mitte eines solchen Tragfliigels wird man etwa ebene Strémung erwarten,
als ob die Breite unendlich gro wire. Um die seitlichen Fliigelrénder herum



2.2. Potentialstromungen idealer Fliissigkeiten 109

entsteht jedoch eine Zusatzstromung in Ebenen quer zur Anstrémung dadurch,
daB auf der Unterseite des Fliigels Uberdruck und auf der Oberseite Unterdruck
herrscht. Die Flissigkeitsteilchen in Néhe der Flugelenden werden dadurch in

eine kreisende Bewegung von der Fliigelunter-
seite iiber den Rand der Oberseite versetzt, die r
auch noch hinter dem Fliigel anhilt. Kinema-

tisch kann man diese Zusatzstrémung in erster P U /
Néherung durch zwei halbunendliche Wirbel- E——O b
fdden in Strémungsrichtung hinter dem Fliigel nr' /
beschreiben, die an den Fliigelenden beginnen.

Diese sogenannten freien Wirbel bilden zusam- v

men mit dem tragenden Wirbel, der den  Fig. 51. Hufeisenwirbel

Fliigel ersetzen soll, einen Hufeisenwirbel

wie in Fig. 51. Da dieses Modell zumindest den Helmholtzschen Wirbelsatz be-
friedigen muB, wonach in idealer Fliissigkeit ein Wirbelfaden iiberall gleiche
Zirkulation hat und im Endlichen nicht enden kann, muf3 auch lings des Huf-
eisenwirbels I"= const angenommen werden.

Obwohl das Modell dieses Hufeisenwirbels die Tragfliigelstrémung natiirlich nur ganz
summarisch wiedergibt, beschreibt es die Stréomung in groBen Entfernungen vom
Fliigel doch schon richtig. Daher kann man nach Prandtl damit berechnen, wie das
Gewicht eines Flugzeugs auf den Boden iibertragen wird. Die Rechnung sei hier nur
skizziert. Durch Spiegelung des Hufeisenwirbels an der Bodenebene wird zuniichst die
Randbedingung erfiillt, daB dort die Normalgeschwindigkeit verschwinden soll. Die
beiden Hufeisenwirbel induzieren am Boden Geschwindigkeitskomponenten (nach
Biot-Savart), die bei hinreichender Flugzeughdhe % klein gegen die Fluggeschwindig-
keit U sind, so daB die Bernoulli-Gleichung fiir den Bodendruck linearisiert werden
kann. Die Zirkulation I folgt einfach aus dem Flugzeuggewicht @, das dem Auftrieb
gleich ist, so daB G =4 =g UI'b (b= Fliigelbreite). Ist r die Entfernung eines Punktes
auf dem Boden vom FuBpunkt unter dem Flugzeug, so wird dann der zusitzliche
Luftdruck am Boden: Ap = GQh/2n(h? -+ r2)3/2; das Integral dieses drehsymmetrischen
Druckbergs iiber die Bodenfliche gibt natiirlich wieder das Flugzeuggewicht.

Die eigentliche Tragfliigeltheorie befat sich jedoch mit einem verfeinerten
Modell. Infolge der Querstréomung um die Fligelrinder werden dort die Druck-
unterschiede zwischen Unter- und Oberseite des Fliigels, die man auch als
Druck- bzw. Saugseite bezeichnet, abgeschwicht. Die Profile (Flugelschnitte)
in Randnéhe tragen daher zum Gesamtauftrieb weniger bei als in ebener
Stromung und dementsprechend nimmt die Zirkulation I' des tragenden Wirbels
zum Rand hin ab. Am Flugelrand selber verschwindet I" iberhaupt, da ja dort
jeder Druckunterschied sofort ausgeglichen wiirde. Die Zirkulation des tragen-
den Wirbels ist jetzt eine Funktion von z, der Koordinate in Spannweitenrich-
tung gemessen von der Fliigelmitte; es ist also I'(z) & const mit I'(z = +5/2)=0.
Andererseits kann zwischen der Stelle z und z 4+ dz die Zirkulationsdifferenz
dI'=(dI/dz)dz - wegen des Helmholtzschen Satzes — nicht einfach verschwinden;
man muf} daher ansetzen, daf3 dort ein freier Wirbelfaden mit dieser Zirkulation
dI’ vom tragenden Wirbel abgeht. Insgesamt ergibt sich s0 statt eines endlichen
Hufeisenwirbels ein Wirbelsystem, das aus vielen differentiellen Hufeisen-
wirbeln besteht, wie in Fig. 52.

Dieses Modell 1i8t sich auch folgendermaBen begriinden. Die Ausgleichstrémung
vom Uberdruckgebiet der Fligelunterseite um die Fliigelrdinder zur Saugseite
des Fliigels hin lenkt die von vorn ankommenden, parallelen Stromlinien am
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Fliigel in dem Sinne ab, daB sie auf der Unterseite seitlich divergieren und auf
der Oberseite konvergieren. An der Fliigelhinterkante kommen beide Strom-
liniengruppen unter verschiedenen Richtungen wieder zusammen, d. h. es
rz) beginnt dort eine Trennungsfliche mit
_ ™~ einem Sprung der Geschwindigkeitsrich-
| tung. Da andererseits der Gesamtdruck
7o il auf allen Stromlinien gleich groB bleibt
und der statische Druck hinter dem Fliigel

g stetig ist, so ist der Betrag der Geschwin-
i digkeit auf beiden Seiten der Trennungs-
fliche gleich gro3. Es ist also eine Tren-

nungsfliche mit einem rein transversalen
Geschwindigkeitssprung, die durch eine

C ) ( > Schicht von Wirbeln dargestellt werden
dr kann, deren Achsen in Anstromungsrich-

~EL 4z g
z tung liegen. Dies sind aber gerade die

Mit diesem Wirbelmodell kann nun in

! erster Ndherung abgeschétzt werden, wie

sich die Strémungskréfte an einem Fliigel-

{ profil zwischen z und z 4 dz éndern gegen-

Fig. 52. Das freio Wirbelsystem, das vom  iber der ebenen Stromung am Fliigel

tragenden Wirbel abgeht unendlicher Spannweite. Die direkte Wir-

kung der Queranstromung w in z-Rich-

tung ist zwar vernachldssigbar, doch ist die damit verbundene Abwértsgeschwin-

digkeit v(z) am Ort des Fliigels wesentlich. Denn die Anstromung des Fliigel-

profils ist jetzt nicht mehr horizontal, sondern um den Winkel arctan v (z)/U

geneigt, wie in Fig. 53. Das Profil wird

dA = gUr(z)dz also gar nicht mehr unter dem (kleinen)

geometrischen Anstellwinkel f.0, ange-

stromt, — das ist der Winkel zwischen

Profilsehne und Horizontale, — sondern
nur unter dem effektiven Anstellwinkel

Bert = Bgeom — vg) . (2.154)

|
.’ vom Fligel abgehenden freien Wirbel.

Der Abwind am Ort des tragenden Wir-
bels oder des Flugels setzt sich zusammen
Fig. 53. Anstrs : Al _ aus den von den freien Wirbeln induzier-
'8 59 ué‘}ftﬁfeﬁ’t‘;ﬂgfr'ﬁgﬁfgmSde""d ten Geschwindigkeiten. Ein nach vorn
und hinten unendlich langer freier Wirbel
(dI'/dz,)dz, an der Stelle z, (und y=0) wiirde am Fliigel an der Stelle z
(und y=0) wie in einer ebenen Strémung die vertikale Geschwindigkeit
(dI/dz,)dz,/2n{z — 2,) induzieren; aus Symmetriegriinden sind die Beitrige
der halbunendlichen freien Wirbel nur halb so groB. Daher ist der Abwind am
Flugel selbst gerade b2 s
0(2) = - f ( / *)dz*. (2.155)

z—z,
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Auf das Element des tragenden Wirbels zwischen z und 2z +dz wirkt nun eine
Kraft d4 (z) =9 U I'(2)dz senkrecht zur effektiven, ortlichen Anstrémungsrich-
tung (vgl. Fig. 53), die um den kleinen Winkel v(z)/U gegen die Horizontale
geneigt ist. Auler dem Auftrieb

+ bj2
A=pU j ') dz
~bf2

ergibt sich daher noch ein induzierter Widerstand in a-Richtung aus
dW;i(z) =dA(z) - v(z)/U

e Yre | are
A e [r ? . oy
W, QJF(z)v(z) de — -2 ” g e (2.167)
—bla —~bl2

Dieser Widerstand eines endlichen Tragfligels bei stationdrer Stromung einer
idealen Flissigkeit ist — dhnlich wie bei den unstetigen Potentialstrémungen
in 2.2.8.2 — damit zu erkléren, daB sich auch hinter dem Fliigel eine Wirbelschicht
bildet, die in der Zeit At um das Stuck U A¢ langer wird. Hinter dem Fligel
bleibt daher eine Stromung zurtick, deren kinetische Energie in dieser Zeit um
cinen Betrag vergrofert wird, der gerade der Widerstandsarbeit W; U At ent-

spricht, die der Motor des Flugzeugs oder des Tragflichenboots in der Zeit A¢
abgeben muB.

Diese rdumliche Tragflugelstromung ist insofern einfacher zu berechnen als
etwa die ebene Strémung um eine senkrecht angestromte Platte mit Totwasser,
weil hier die Lage der Trennungsfliche hinter dem Flugel naherungsweise sofort
angegeben werden kann, wihrend dort die Bestimmung der Totwassergrenze
das Hauptproblem ist. AuBerdem ist das Wirbelmodell hier zutreffender, weil
sich die Trennungsfliche des schwécheren transversalen Geschwindigkeits-
sprungs hinter dem Fliigel als weit weniger labil erweist, als die Totwassergrenze.
Zumindest bei Flugeln groBlen Seitenverhdltnisses A =b%F = Spannweiten-
quadrat durch Fliagelfliche rollt sich némlich das freie Wirbelband erst all-
maéhlich ~ weit hinter dem Fligel ~ zu zwei Einzelwirbeln zusammen, deren
Energie in wirklichen Flussigkeiten dann schlieBlich durch die Ziahigkeit in
Wérme umgewandelt wird.

Ein wichtiger Spezialfall fiir die obige Theorie der tragenden Linie ist der einer
elliptischen Zirkulationsverteilung itber der Breite:

_ 22\2 ar 27, 2z\21"1/2 2,
') =r, Vl - (T) wd = [1 — (T) ] 22 (2108
Wie M. Munk 1919 zeigte, wird dann ndmlich bei gegebenem Gesamtauftrieb
und fester Fliigelspannweite der induzierte Widerstand ein Minimum.
Es wird hierfir wegen (2.155)

+ bf2 r
* =22 (2.159)

v(z)=£9— o &2 3p
2 T 9, 22
wb J (z—z*)l/l—(zbz*)

~b/2




112 2. Reibungslose Fliissigkeiten

der Abwind am Tragfliigel ist also konstant iitber der Spannweite. Fiir Auftrieb
und induzierten Widerstand ergibt sich

4=ToULb (2.160)
2
und Wi=tel? odr W= A (2.161)
(n b2 U2)

Die dimensionslosen Beiwerte erhidlt man durch Division mit dem Staudruck
und der Fliigelfliche F; fur diese wird mit A = Seitenverhéltnis = b¥/F
F o, 1,

Wi T g G T g e

(2.162)
Die Polarkurve eines solchen Tragfligels, die sich durch Auftragen von c,
itber cw; fuir verschiedene Anstellwinkel 8 ergibt, ist danach eine Parabel. Die ge-
messene Polare cw(c, ) unterscheidet

%° 1° 18° sich davon im Wesentlichen nur
[O=——trs. durch den Profilwiderstand cwp,
das ist der reibungs- und zéhigkeits-
bedingte Druckwiderstand des
Flugelprofils in ebener Stromung,
der gewohnlich etwa 0,01 bis 0,02
betriagt. Fig. 54 zeigt die Polarel)
eines Fliigels mit dem Seitenver-
hiiltnis 5 und einem gewdolbten Pro-
fil, das erst bei fgeom= —6,0°
keinen Auftrieb erféhrt. Die Uber-
einstimmung mit der obigen Theorie
ist iberraschend gut bis zu Anstell-
winkeln von rd. 10° und ferner bei
manchen Fligeln selbst fiir Seiten-
verhiltnisse 2 oder gar 1. Fiir jeden
Fliigelschnitt gilt dd =pUI'(z)dz
=¢,(f) - (¢/2) U?. t(z)dz. Dabei ist
¢, (B) der Auftriebsbeiwert des Pro-
fils an der Stelle z in ebener Stro-
c, 90 mung; fir die ebene Platte war
z. B. ¢, =2nf abgeleitet worden
[Messungen ergeben fiir verschie-

dene (endlich dicke) Profile infolge

von Grenzschichteinfliissen etwa

-04 109, niedrigere Werte]. Fiir einen
Fig. 54. Tragfliigel mit iiberall gleichem
Polare eines Tragfliigels (Seitenverhiltnis 5) Profil und gleichem Anstellwinkel,
also mit #hnlichem und unver-

wundenen Querschnitten, kann man eine elliptische Zirkulationsverteilung

l-)_—I‘lrgebnism der Aerodynamischen Versuchsanstalt Gottingen, Bd. 1 (1921), 8. 50.
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durch eine elliptische Tiefenverteilung ¢(z) verwirklichen; als Beispiel zeigt
Fig. 55 einen Fliigel, dessen Grundrif sich aus zwei Halbellipsen zusammensetzt.
Das Modell der tragenden Linie ist in verschiedenen Hinsichten verfeinert und
erweitert worden zur Berechnung von Schiffsrudern, Ringfliigeln, Propellern,
Pumpen und Turbinen. Voraussetzung ist natiirlich, dai die Mach-Zahl klein
genug bleibt, um Kompressibilitéts-
effekte des Stromungsmediums ver-
nachlédssigen zu konnen. Aber auch
abgesehen von diesen Effekten muften
neue Modelle geschaffen werden, so
z. B. fur dreieckférmige Delta-Flugel Fig. 55. o . .

mit kleinem Seitenverhiltnis. Hier Tragflugel mit elliptischer Tiefenverteilung
bilden sich nédmlich an den beiden

scharfen Vorderkanten, die von der Spitze des Fligels aus schrig nach hinten
verlaufen, Wirbelschichten aus, die sich schon iiber dem Fliigel kegelférmig zu-
sammenrollen. Die Auftriebsverteilung hat dann Maxima in Nihe dieser Vorder-
oder Seitenkanten statt in der Fliigelmitte wie beim oben beschriebenen Trag-
fliigel mit gerader, gut abgerundeter Vorderkante und groBem Seitenverhiltnis?).

2.3. Potentialstromungen idealer Gase

2.3.1. Thermodynamische Beziehungen. Die kurzen Ausfithrungen iiber das Aus-
flieBen eines idealen Gases aus einem Uberdruckkessel in 1.4.2.2 zeigten schon,
wieviel komplizierter Gasstromungen sind als die von Flissigkeiten konstanter
Dichte. Es kénnen deshalb hier nur einige Grundelemente der Gasdynamik
behandelt werden.

Zunéchst seien aus der Thermodynamik einige Begriffe aufgezihlt, die die
Gleichgewichtszusténde ruhender Gase betreffen. Einer abgeschlossenen, wérme-
isolierten, ruhenden Gasmenge (Zustand 1) werde eine Wérmemenge @ und
eine mechanische Arbeit A irgendwie zugefihrt, — etwa durch Verbrennung
oder starkes Umrithren. Die dadurch im Gas verursachten Stréme von Tem-
peratur oder BewegungsgroBe klingen nach einiger Zeit ab, und es entsteht
wieder ein Gleichgewichtszustand (2) des Gases. Nach dem 1. Hauptsatz sind
Wirme und mechanische Arbeit energetisch gleichwertig und konnen nicht
verloren gehen. Es mufl also eine Grifle geben — die innere Energie ¥ —, die
den jeweiligen Gleichgewichtszustand kennzeichnet, und deren VergroBerung
den zugefuhrten Energien entspricht: K, — E, =@ 4 4 ; kalorische und mecha-
nische Grofen sind in diesen und den folgenden Gleichungen im gleichen MaB-
system anzugeben. Besteht die mechanische Arbeit nur in einer langsamen
Kompression oder Expansion des Gases, was etwa durch leicht bewegliche
Kolben verwirklicht werden kann, so ist d4 = — pdV, wenn V das Gasvolumen
bedeutet. Betrachtet man insbesondere eine Masseneinheit eines Gases, 80 ist
¥V = 1/p und es wird der Zuwachs der inneren Energie (je Masseneinheit) infolge
einer infinitesimalen Wirmezufuhr und Kompression

de — 3¢ — pd (%) . (2.163)

1y Niheres z. B. in B. Thwaites, Incompressible Aerodynamics, Oxford 1960.

Wieghardt, Stromungslehre 8
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Aus dieser Gleichung la8t sich die innere Energie berechnen, indem man sich
die Wérme oder Kompressionsarbeit so langsam zugefithrt denkt, daf im Gas
keine nennenswerten Strome entstehen. Denn in diesem Spezialfall kann man
die Zustandsgleichung des Gases anwenden, die den Zusammenhang zwischen
p, p und T fiir Gleichgewichtszustinde angibt. Solche quasistatische Anderungen
bestehen dann aus Folgen von Gleichgewichtszusténden, in denen z. B. der
jeweilige Druck p innerhalb des Gasvolumens gleich grof ist und damit nur
vom momentanen Zustand abhéingt. Diese Zustandsédnderungen sind auch um-
kehrbar oder reversibel.

Die Zustandsgleichung fiir die Masseneinheit eines idealen Gases lautet
: Babs
p=RoeT, mit R= et (2.164)

wo R, die absolute Gaskonstante und m das Molekulargewicht bedeuten.
Wird dieser Gasmenge eine Wirmemenge 8¢ zugefithrt und dabei eine Volumen-
énderung verhindert, so steigt die Temperatur um dT = 8g/c,. Die so definierte
spezifische Wérme ¢, bei konstantem Volumen ist gewéhnlich unsbhéngig vom
Gaszustand : ¢y = const; Abweichungen hiervon und von der obigen Zustands-
gleichung zeigen wirkliche Gase erst bei extremen Temperaturen oder Drucken.
Mit dem Volumen bleibt hier auch die Dichte unveréndert, so da8 sich mit
d(1/g) =0 ergibt:

e = cy T + const. (2.165)

Erfolgt die Warmezufuhr bei konstantern Druck, so gilt 3¢ = ¢, dT mit
¢p = const = spez. Wirme bei konstantem Druck. Hierbei dehnt sich das Gas
aus und leistet Arbeit; wegen p = RoT = const wird d(1/¢)= (R/p)dT'. Daher
wird jetzt wegen (2.163)

de = ¢, dT = ¢, 4T — RAT . (2.166)

Es mu8 also gelten B =¢, — ¢y = ¢, (¥ — 1) mit » = ¢yfey ; fiir zweiatomige Gase,
also auch fiir Luft, wird x = 1,4.

Léft man umgekehrt das Gas langsam expandieren, ohne Wérme zu- oder
abzufithren, und entzieht man ihm dabei die Arbeit pd(1/p), so wird 8¢ =0

=¢,dT + RTed(1/p), woraus nach Division mit ¢,T und Integration die
,»Adiabate‘‘ folgt:

Tjo"~! =const oder p/o* =const oder T/p*~V/* —const. (2.167)

Da die innere Energie ZustandsgroBe ist, gilt das fur reversible Prozesse berech-
nete Ergebnis e =c¢,7T + const ganz allgemein auch fiir einen Gleichgewichts-
zustand, der sich nach ganz beliebigen irreversibeln Vorgingen im Gas ein-
gestellt hat.

Aus e, p und p liflt sich eine weitere niitzliche Zustandsgréfle bilden, némlich
die Enthalpie (je Masseneinheit) oder der Wéarmeinhalt

f=—e4 % ; (2.168)
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fiir ein ideales Gas wird mit den obigen Gleichungen ¢ =c,7 4 const. Das
Differential der Enthalpie d¢= de - pd (1/g) + (1/¢) dp unterscheidet sich nun nur
um das Glied {1/¢)dp vom Differential der Warmemenge, die dem Gas bei einem
quasistatischen und reversiblen Prozefl zugefiihrt wird: g, =de+pd(lig).
Dieser Ausdruck ist ein unvollstédndiges Differential (deshalb auch die Schreib-
weise 3¢rey), das aber mach dem zweiten Hauptsatz durch Division mit der
absoluten Temperatur zum vollsténdigen Differential einer neuen Zustandsgréfle,
némlich der Entropie s (je Masseneinheit), gemacht werden kann:
1 1 1\ 1, dp
7 ey = [de+ pd (?)] = [ i -_9_] : (2.169)

Speziell fir das ideale Gas ld8t sich das leicht zeigen:

ds =

do= o ar+ Rgd(-:)—) =cv[dlnT+(x— 1)dIn (%)] ,

T [ x—1
s— 8 =c ln—i(—‘) . 2.170
b ! M T, \os ( )
Mit p =RoT kann man auch schreiben
Ps {01V T, Ps
8y — 8= C. ln—(—) =c,In = — (c,— cy) In ==, 2.171
i a=oylno pin 7 (ep—¢y) A ( )

Die Hauptaussage des zweiten Hauptsatzes ist nun die, daf fiir ein abgeschlos-
senes System, das weder Wirme noch Arbeit mit der Umgebung austauscht,
diese Entropie nie abnehmen kann; bei jedem irreversiblen Proze nimmt sie
zu, im Grenzfall eines quasistatischen reversiblen Vorgangs bleibt sie konstant.

Fiir die adiabatische (8¢ =0), aber quasistatische Ausdehnung eines Gases war
fiir jeden Zwischenzustand p/o* ==const gefunden worden; dafiir wird in der
Tat 8, — 8, = 0, also 8 = const. LaBt man jedoch ein Gas aus einem Uberdruck-
kessel in einen Vakuumkessel strémen, ochne Wirme ab- oder zuzufiihren, so
ist das auch eine adiabatische Expansion; es wird aber keine Arbeit geleistet
und es entstehen im Gas ,,Stréme*‘, die erst abklingen miissen, bis wieder ein
Gleichgewichtszustand erreicht wird. Dieser Vorgang ist irreversibel. Da weder
Wirme noch Arbeit mit der Umgebung ausgetauscht wird, bleibt die innere
Energie des Gases unveriindert: e; =e,, also auch T; =T,; die Entropie wird
aber um 8, —8, = ¢, (¥ — 1) In g,/g, > 0 erh6ht. Zur Unterscheidung dieser beiden
adiabatischen Zustandsinderungen bezeichnet man die quasistatische besser
als Isentrope.

Die obigen Beziehungen lassen sich auch auf ein strémendes Gas iibertragen,
zumindest solange die Bewegung stetig verlduft. Jedes stromende Gasteilchen
steht in dauerndem Druckgleichgewicht mit seiner Umgebung. Es stellt ferner
ein adiabatisch abgeschlossenes System dar, solange die Wirmeleitung und
die Wirme erzeugende Reibung des Gases vernachléssigbar bleiben. Die Zu-
standséinderungen des Teilchens sind dann quasistatisch und adiabatisch, also
isentrop.

Im allgemeinen Fall wird zwischen den Gasteilchen infolge der Wérmeleitfahig-
keit A des Gases ein Wirmestrom-J grad T' entstehen; in ein Einheitsvolumen

8¢
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fliet dann je Zeiteinheit die Warmemenge div (4 grad 7') mehr als ein aus, da
nach dem GauBlschen Satz (1.24) f div (A grad T)dr = @A grad T'- dF. Eine

zweite Wirmequelle stellt die Energie je Zeit- und Volumeneinheit dar, die
infolge der Reibung mechanisch verloren geht und in Wérme umgewandelt
wird, die sogenannte Dissipation D; sie ist proportional der Zéhigkeit und einer
Summe von Produkten der Geschwindigkeitsgradienten nach verschiedenen
Richtungen (vgl. 3.1). Dem Gasteilchen wird somit je Volumen- und Zeiteinheit
eine Warmemenge gdg/d¢ zugefithrt, wodurch seine Entropie erhéht wird :

dg  (de d(1/e) ds _ .
eq =g +rFT)=eT g =D+ div(Agmd 7). (2.172)
Integriert man iiber die Gasmenge innerhalb einer geschlossenen Fliche F, die
mit der Stromung mitbewegt wird und das Volumen V einschlieBt, so bleibt das
Massenelement dm = pdr unveridndert und es wird

ds
fg-—d = dtd a@ f@Sd‘t-J—dt—i—f div(Agrad T)dr .
14

Das letzte Integral kann umgeschrieben und mit dem GauBschen Satz trans-
formiert werden zu

[dlv —grad T) —Agrad T - grad—]dt—f TgradT dF +

+ f T (grad T')3dr;
1 4

damit wird dann
d D A i
Et—fgadr:det+fW(gradT)’d1+J-T—gr&dT~dF. (2.173)
14 1 4 1 4 F

UmschlieBt F das ganze stromende Gas und wird diesem von auBlen keine Wérme
zu- oder abgefiihrt, so verschwindet das Integral iiber die Randfliche F; da die
Volumenintegrale nur positiv sein kénnen, kann dann auch die Gesamtentropie
nur zunehmen.

Da die Zihigkeit p und Wirmeleitzahl 4 von Gasen klein sind, braucht man sie
nur dort zu beriicksichtigen, wo in einer Stréomung groBe Gradienten der Ge-
schwindigkeit oder Temperatur vorkommen, wie etwa in Grenzschichten oder
Unstetigkeitsstellen. Die Effekte beider Eigenschaften sind in Gasen gewéhnlich
von gleicher Grofenordnung, da die charakteristische Dimensionslose — die
Prandtl-Zahl — von der Gré8enordnung eins ist; diese ist definiert durch
Pr=pucp/A=v/a, mit a= A/gc, = Temperaturleitzahl. Fir Luft ist in einem
groBen Druck- und Temperaturbereich Pr =const =0,72.

Sehr oft geniigt schon das Modell des reibungslosen, nichtwirmeleitenden Gases.
Dann bleibt die Entropie lings jeder Stromlinie konstant, und es besteht ein
eindeutiger Zusammenhang zwischen Druck und Dichte nach der Isentrope
p/e* = const.
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2.3.2. Schallgeschwindigkeit. Grundlegende Unterschiede zwischen Stromungen
einer inkompressiblen Fliissigkeit und einem kompressiblen Gas ergeben sich
daraus, daB sich im Gas Druck- oder Dichtestorungen nur mit endlicher Ge-
schwindigkeit fortpflanzen, wéhrend in einem inkompressiblen Strémungs-
medium jede lokale Stérung momentan das gesamte Stromungsgebiet mehr
oder weniger stark beeinflu3t. Wir untersuchen nun insbesondere die Fort-
pflanzung kleiner Storungen in einem ruhenden Gas (Druck p,, Dichte g,), bei
denen die Druck- und Dichteéinderungen klein gegeniiber den Ruhewerten
bleiben: |p — py | <€ p, und | @ — gy | < 8, Dann bleiben auch die Teilchengeschwin-
digkeiten und deren Gradienten klein, und es kann die Isentrope vorausgesetzt

werden. Daher kénnen die Kontinuitéts- und Bewegungsgleichungen linearisiert
werden :

%_‘:+divgv=0~%§’_+godivv (K =2.174)
dov dv
und o3 +gradp=0n Qo5 +gradp . (E=2.175)

Aus dem eindeutigen (isentropischen) Zusammenhang zwischen Druck und
Dichte folgt ¢ =p(p); daher wird

% _do  Op
ot dp ot

DafBl des Gas durch eine Drucksteigerung dichter wird, kann man durch die
Abkirzung dp/dg =c(p)? >0 ausdriicken; fir kleine Stérungen des Ruhe-
zustands kann ferner c¢(p) =c(p,) als konstant angesehen werden. Eliminiert-
man nun die Geschwindigkeit v aus der Kontinuititsgleichung (K) und der
Euler-Gleichung (E), indem man

B} .
< (K)— div (B)

. O*p
bildet, so folgt v =c*Ap. (2.176)

Andrerseits gilt wegen dp/dg = ¢%(p,) auch

a%
o

=c2Ap. (2.177)

Aus der linearisierten Euler-Gleichung folgt o rot v/dt =0 und daraus rot v = 0;
es existiert ein Geschwindigkeitspotential @ mit v = grad @ und es wird aus (E):

o0
0= grad (g,. aal; + p) oder gy +p = F(1). (2.178)

Die reine Zeitfunktion F(f) kann man in die Definition von & aufnehmen,
d. h. man kann auch einfach F(t) =0 setzen. Denn die allein interessierenden
réumlichen Ableitungen © =grad @ oder dv/dt = grad 8¥[8t werden von einer
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additiven Zeitfunktion in @ garnicht beeinfluBt. Somit wird 9o/t = (1/c?)dp/0t
= — (go/c?) 0*P/dt* und mit (K) schlieBlich

0P
ot?

= AD. (2.179)

Es ergibt sich also fiir p, o und @ die gleiche Schwingungsgleichung. Speziell fur
eindimensionale Schwingungen (etwa in z-Richtung mit A =0?%0a?) ist deren
allgemeine Loésung nach D’Alembert

p bzw. ¢ bzw. ®=F(x+toct)+G(x—ct). (2.180)

F und @ sind beliebige, zweimal stetig differenzierbare Storfunktionen, die nach
beiden Seiten der z-Achse mit der Geschwindigkeit ¢ fortgepflanzt werden, ohne
sich dabeil zu éndern; denn fiir £ =const -- ¢t bleiben die Werte von @ bzw. F
unveréndert. Betrachtet man speziell eine Stérung, die sich nach z—» oo
fortpflanzt: @ = G(x —ct), so wird u=0P/ox=G’, also du/ox= G’ und
dufot = — c¢G”’. Die oben gemachte Linea-
risierungsannahme: die substantielle Ge-
schwindigkeit =@ sei klein, so da3
Oufot > udufox gilt, bedeutet also, daB
|u] = |G| Lc vorausgesetzt werden musB.

Die Ausbreitung solcher schwacher ort-
licher Storungen in einem Gas interessiert
offenbar in der Akustik; man nennt daher
ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ die
Schallgeschwindigkeit. Aus der Isentrope
PPy = (8/8,)* folgt fiir ¢® beim beliebigen
Druck p = p,

- ()R )

= % —xRT = (x—1)c,T.  (2.181)

Die Schallgeschwindigkeit eines idealen
Gases hingt demnach nur von der Tem-
peratur ab; z. B. wird fir Luft von 15° C
¢ =340m/s.

Die Stérung, die ein in ruhender Luft be-
wegter Korper verursacht, kann in Ent-
fernungen, die gro8 gegen seine Abmes-
Fig. 56. sungen sind, als schwach a,ngesehf.an
Ausbreitung der Storung eines Korpers, Werden; sie breitet sich dort, wo die Teil-
der sich mit Unter- bzw. Uberschallge- chengeschwindigkeiten v klein gegen ¢
schwindigkeit bewegt sind, mit der Schallgeschwindigkeit ¢ in

Form von Kugelwellen vom momenta-
nen Korperort aus. Ist die Kérpergeschwindigkeit U kleiner als die des Schalls
U < ¢ oder Ma = UJec < 1, 8o iiberlagern sich die Kugelwellen, die vom jeweiligen
Korperort in aufeinanderfolgenden Zeiten ausgehen, nach allen Richtungen,

MamZ =251
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wenn auch in verschiedener Stéirke, wie in Fig. 56. Bei Uberschallgeschwindig-
keit U >e¢, Ma> 1, ist der Kérper in Fig. 56, der zur Zeit ¢, am Ort z, eine
Kugelwelle ausgesandt hat, zur Zeit 2,>¢,, bereits aus dem Bereich dieser
Kugelwelle herausgetreten; denn diese hat dann erst eine Kugel mit dem
Radius ¢(f, —¢;) um @, erreicht, wihrend der Korper selbst bereits bei z, ==,
+ U (t; — ¢;) > =z, + c(t, — ¢;) angelangt ist. Der ganze gestorte Bereich zur Zeit ¢,
besteht nach Fig. 56 aus einem Kegel hinter dem Kérper mit dem halben
Offnungswinkel «

clta—1t) ¢ 1

sma:m_vZW.

(2.182)

Wird umgekehrt ein ruhender Kérper von einer Uberschallparalielstrémung
U > ¢ angestrémt, so wird diese nur in diesem Kegel hinter dem Kérper ver-
dndert. Das ganze iibrige Stromungsgebiet vor und neben dem Kérper dagegen
bleibt vollig unbeeinflut. Diesem prinzipiellen Unterschiod zwischen Unter-
und Uberschallstrémung entspricht auch ein Wechsel im Typus der beschreiben-
den Differentialgleichungen (vgl. 2.3.9).

2.3.3. Bernoulli- und Energiegleichung. Fiir stationire Strémungen eines idealen
Gases war bereits in 1.4.1 die Bernoulli-Gleichung abgeleitet worden :

v? dp . . ..
—— 4+ | — — U = const lings jeder Stromlinie. (1.44)
2 0 8

Da hier fortlaufend Gleichgewichtszustinde des Gases aufeinander folgen, kann
man die Beziehung T'ds =di — dp/p anwenden. Wegen der Isentropie wird
speziell d¢ = dp/p, so da8 man auch schreiben kann:

2
2 + ¢ — U = const lings jeder Stromlinie. (2.183)
3 g

Diese Gleichung gilt aber sogar allgemeiner als die Bernoulli-Gleichung, wie die
folgende direkte Ableitung zeigt. Man betrachtet dazu einen Stromfaden, durch
den in der Zeiteinheit eine Gasmasse m flieBt, und untersucht nur die Zustéinde
an zwei Querschnitten F; und F,; wegen der Kontinuitidt ist m =g, F|v,|
=0, F,| v,|. Vom ruhenden System aus gesehen, flieit in den Querschnitt 1
eine gewisse Energie je Zeiteinheit in den Stromfaden, bei 2 eine andere heraus.
Diese Energie setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie des Gases m v%/2,
der inneren Energie me und der potentiellen Energie im duBeren Kraftfeld
—mU. Die Energiedifferenz zwischen I und 2 mufl nun einerseits der Differenz
der Druckarbeiten je Zeiteinheit an den beiden Querschnitten entsprechen,
also p, F|v,| —p,F,|v,|, oder wegen der Kontinuitdt (p,/e, — psfos) m;
andererseits konnte noch zwischen den Querschnitten 1 und 2 eine Wirme-
menge q,, - m von aullen zugefithrt werden. Somit wird

v? v?

2 1 y 2! Ps
s — — (U, - U,) = 2L .13 . 2.184
3 ) + &g — ¢, — (Uy 1) o os + 1e (2.184)

AuBere Krifte, wie z. B. die Schwerkraft, spielen jedoch in Gasstromungen
kaum eine Rolle. Wirmezufuhr oder -abfuhr nach auBen ist ebenfalls nur fir
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spezielle Probleme von Interesse. Setzt man deshalb U =0 und ¢;, =0 und
fithrt noch die Enthalpie ¢ =€ + p/¢ ein, so wird einfach

v? v?

Tl + iy =gt (2.186)

Da uber die Zwischenzustinde des Gases zwischen den Stellen 1 und 2 keine
Annahmen gemacht worden sind, muB diese Gleichung, die die Erhaltung der
Energie ausdriickt, auch dann noch bestehen, wenn zwischen den Stellen 1
und 2 irreversible Prozesse wie Reibung oder Wirmeleitung stattfinden;
wesentlich ist nur, daB an den allein betrachteten Stellen 1 und 2 das Gas im
Gleichgewichtszustand ist. Wenn z. B. eine eventuelle Reibungsarbeit zwischen 1
und 2 in nicht umkehrbarer Weise in Wirme umgewandelt wird, so steigt zwar
die Entropie an (s, > 8;); die Energie der Reibungswéirme wird jedoch in der
inneren Wérme e, bzw. in der Enthalpie ¢, durchaus mitberiicksichtigt. Nur
dann, wenn nirgends irreversible Dissipation auftritt und das Gas an jeder
Stelle im Gleichgewichtszustand ist — wie bei isentroper Strémung -, gilt
uberall langs einer Stromlinie v%/2 + ¢ = const. Fiir ein ideales Gas wird nun

im0y T = r_“ (2.187)

Aufler der Ruheschallgeschwindigkeit ¢, des Zustandes u = u, = 0 ist manchmal
auch die kritische Schallgeschwindigkeit c¢* des Zustandes u =wu* =c* eine
niitzliche RechengroBe. Die Energiegleichung kann dann geschrieben werden

2

2 c? (‘,0 p*2 c*2 ® 1 w2 >

R O . N G S 2.18

T TR T R P ¥ iy { S (2.188)
woraus folgt
c*? (x — 1) Ma? 4 2 . v c* 2
S = / = ' = 2.189
o P , mit Ma — und o PESY ( )

2.3.4. Senkrechter VerdichtungsstoB; Verdiinnungswellen. Die denkbar einfachste
stationidre Gasstromung, ndmlich die eindimensionale Stromung durch einen
geraden Stromfaden (z. B. in einem Rohr) mit konstanterm Querschnitt ohne
Wirmezufuhr, stellt bereits ein Problem dar, wihrend die gleiche Stromung
einer inkompressiblen, reibungslosen Flissigkeit offenbar trivial ist. Betrachten
wir wieder zwei Querschnitte, in denen das Gas im Gleichgewicht steht, so
lauten die Erhaltungssitze fir Masse, Impuls und Energie mit F, = F, einfach

01Uy = Qp Uy (2.190)

51 uf + = qug + Pa (2.191)
u? u?

5 th=5 i (2.192)

Eliminiert man fiir ein ideales Gas mit Gl. (2.187) die Enthalpie in der Energie-
gleichung, so bleiben bei gegebenem Anfangszustand g, %, und p, drei Glei-
chungen fiir die GréBen g,, %, und p,. Da diese zum Teil quadratisch sind, ergibt
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sich auBer der trivialen Losung ¢, =g,, %, =u,; und p, =p,; noch eine zweite
mogliche Losung. Und zwar findet man durch geeignetes Eliminieren:

1 (*— 1) Ma® + 2 P
I - ! -2 [t (2.193)
Uy /e (> +- I)Maf %+ 1 Md}
P: 2x 2
=Lt oy (M 1), (2.194)
mit Mg, — 22" (2.195)

Ve 110 !

Ferner wird

T, % pip 2(x— 1) 1
ik S B =14+ ) (Ma? 1) [+ —— 2.196
T, cf 2s/0; (+1)? ( 1 ) ( Mai) ’ ( )
BT (et — 1)
und Ma2 = Ma?. u’ = x-;—
1 . 2 .
- 1 | (Ma,l 1)
. Maf —1
=t % : (2.197)
14+ T (Ma} — 1)

SchlieBlich kann man Gleichung (2.193) durch Einfithren der kritischen Schall-
geschwindigkeit ¢* nach (2.189) besonders pragnant umschreiben:

Uy - Uy =C*2 . (2.198)

Ein ideales Gas mit dem Anstromungszustand 1 kann demnach stromabwirts
entweder im selben Zustand weiterstromen oder den Zustand 2 annehmen, aber
es gibt keine Zwischenzustinde, die mit den Erhaltungssitzen vertréglich
wiren. Wenn hier eine Zustandsénderung eintritt, kann sie also nur unstetig
sein. Ein plotzlicher Sprung der Geschwindigkeit oder der Temperatur bedeutete
aber unendlich grofle Gradienten, so daB dort jede noch so kleine Zéhigkeit
oder Wiirmeleitfdhigkeit des Gases eine endliche Dissipation zur Folge hitte.
In wirklichen Gagen findet der Ubergang der Gaszusténde freilich nicht unstetig
im mathematischen Sinne statt, sondern innerhalb eines endlichen Gebiets;
dessen Breite in Strémungsrichtung ergibt sich rechnerisch — bei Beriicksichti-
gung der Zihigkeit und Wirmeleitfahigkeit — aber nur von der Gré8enordnung
der freien Weglidnge der Gasmolekiile. Das bedeutet einerseits, daf3 diese Fein-
heiten ttberhaupt nur noch gaskinetisch zu verfolgen sind, andererseits aber,
daB man auch in wirklichen Gasstrémungen die Zustandsiinderung als unstetig
ansehen kann, solange deren Darstellung durch ein Kontinuum zuléssig ist.

Wesentlich ist nun noch die bisher nicht beriicksichtigte Aussage des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik, wonach die Entropie eines adiabatisch ab-
geschlossenen Systems nicht abnehmen kann. Der Entropiesprung vom Zu-
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stand 1 zum Zustand 2 ergibt sich aus den oben bereits berechneten Zustands-
grofen fur ein ideales Gas zu

Ps (@)%
8— 8 ==C ln—(——)
! ! v i\

2 2 1 \7*
—c,In [1+x:1(Ma§_ 1)] : [1_x+1(1—W)] ) (2.199)
1

Erfolgt die Anstromung gerade mit Schallgeschwindigkeit: Ma; =1, so kann
keine Zustandsinderung eintreten, da dann nicht nur s, =s,, sondern auch
U, =1uy, Py =p, usw. Entwickelt man fiur benachbarte Zusténde nach dem

Parameter Maf — 1, so wird

2 (x—1)
3t 1)

Da nur Lésungen mit 8, — 8; > 0 thermodynamisch moglich sind, so ist hiernach
oder nach der allgemeinen Gleichung fiir s, —s; eine Zustandsénderung nur
dann moéglich, wenn Ma, > 1; und zwar wird dann nach der obigen Formeln
Uy < Uy, 0> 04y Py > Ppy To > Ty und Ma, < 1. Solche unstetigen Ubergiinge von
Uberschall- auf Unterschallstromung, bei denen in einem Querschnitt senkrecht
zur Stromungsrichtung Druck, Dichte und Temperatur plétzlich auf hoéhere
Werte springen, nennt man senkrechte Verdichtungsstofe. Sie wurden von
B. Riemann schon 1860 theoretisch vorausgesagt und kénnen im Experiment
durch gewisse optische Anordnungen direkt sichtbar gemacht werden, da mit
der Dichte auch der Brechungsexponent des Lichts sich unstetig éndert.

Die bisher betrachtete stationére

8 — 8 =¢C,p (Ma2 — 1) — + . .. hohere Glieder in {(Maf — 1).  (2.200)

Cg=~Uy Stromung entspriiche derjenigen, die

A/ ein mit dem Stof3 bewegter Beobach-

Z 17497774 ter feststellte. Die statischen Zu-
Lol <——X— -— standsgroflen p, ¢ und T bleiben nun

: - —(uy-uy) unveriir.ldert, wenn der ganzen Stro-

R mung eine entgegengesetzt gerichtete

T - Parallelstromung —w, iberlagert

- - wird (vgl. Fig. 57). Dann bewegt sich

Fig. 57. der Sto8 selbst mit der Geschwindig-
Verdichtung eines ruhenden Gases durch keit ¢, = — u, nach links, vor ihm ist

) Verdicht toB . . .
einen Verdiehtungasto das Gas in Ruhe, hinter ihm folgt es

mit der Geschwindigkeit — (u, — u,).
Durch den Sto8 wird das vorher ruhende Gas um Ap = p, — p, verdichtet; als
anschaulicher Parameter fiir die StofSstirke eignet sich daher das Verhiltnis
Py/p,. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des StoBes selbst erhélt man durch
Umschreiben der Gleichung (2.194):

Cs _ x+1/(ps
?_Mal_l/l-}- - (?)T_ ) (2.201)
Wihrend sehr schwache, akustische Druckstorungen (Ap ~0) sich mit der
Schallgeschwindigkeit ¢ ausbreiten (c, = ¢), laufen hiernach stiirkere Stowellen
- wie z. B. bei Explosionen — mit Uberschallgeschwindigkeit; allerdings ist firr
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die obige Rechnung vorausgesetzt. da8 der hohe Druck hinter dem Sto8 stationdr
aufrecht erhalten wird. Das Verhiltnis der Dichte nach Durchlaufen des StoBes
zum Wert davor wird nach (2.193) und (2.194)

1+

&t
01 Ug

x4+ 1 P

%41

x—1

Diese nach Rankine
und Hugoniot be-
nannte Druck-Dichte-
Beziehung weicht fiir
nicht zu starke Sté8e
kaum von der Isen-
trope gy/o; = (pp/py)1/*
ab (Fig. 58). Denn der
Entropieanstieg in
schwachen Sté8en ist
nach Gl. {2.200) propor-

10

™

x—1 p,
Py

Dy

| )1!1‘
P~
e Py
=

£r0
e
" Rankine- Hugon!o

(2.202)

t

tional zu (Ma?—1)3,
also auch zu (Ap/p,)3.
Deshalb kann man
auch noch Gasstro-
mungen mit VerdichungsstoBen als
isentrop ansehen, solange die St68e
nicht zu stark sind.

Die Zustandsdanderungen nach dem
StoB sind in Fig. 59 dargestellt. Zur
Veranschaulichung des Entropie-
anstiegs bei starken St68en ist das
Ruhedruckverhiltnis pg/p, mit
aufgetragen. Der Ruhedruck p, ist
der Druck, den ein Gas annidhme,
das quasistatisch — also verlustlos
und isentrop — aus dem momen-
tanen Stromungszustand in den
Rubezustand tibergefithrt wiirde.
Aus der Isentrope und der Energie-
gleichung (2.188) ergibt sich leicht
allgemein fiir den Ruhedruck

x

Do _ ! Ma')’:_‘. (2.203)

P "(1+

7
2

Die zugehérige Ruhetemperatur T'
folgt wegen ¢ — ¢, T aus dem Ener-
giesatz: cpTo=cp T+ v%2; somit
mull wegen der Energieerhaltung
vor und hinter dem Stof3 Ty, = T,

I
5

6

0

I

|
0 5

Y/

Fig. 58. Rankine-Hugoniot-Beziehung fiir @g/e; bei » = 1,4

\ N
s \

]

52751
p & C,
>< Poz

%

——

1

2 3

4 Ma, 5

Fig. 69. Zustandsénderungen im senkrechten Ver-

dichtungsstoB (x = 1,4)
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gelten. Die Ruheentropie ist — geméfl der Definition des Ruhedrucks — zugleich
auch die Entropie des betrachteten Zustands. Somit gibt Gleichung (2.171)
angewandt auf den Ruhezustand vor und hinter dem Stof3

84— 8 =(cp—cy)In 2L > 0. (2.204)
Poz

Wegen des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik sind nur VerdichtungsstoBe
moglich, nicht aber unstetige Verdiinnungen. Zu diesem SchluB} fithrt auch schon
eine qualitative Betrachtung einer Druckwelle mit endlicher Amplitude wie in Fig. 60;

die Welle gehe nach rechts
P iiber urspriinglich ruhende Luft

4 hinweg. Die Luftteilchen wer-
__e/\ﬁ_/\/> den zuniichst — in der Phase
7 zwischen a llI'ld b - ver(%iir}nt,

2ur Zot t=t ar Zot t-ty>t; dann (von b bis d) komprimicrt
Ausgangswert entspannt. Das
Druckgefille bei Entspannung
bzw. Verdichtung bewirkt eine
Beschleunigung der Teilchen
nach links bzw. nach rechts.
Die Teilchengeschwindigkeit up wechselt daher von null auf den GréStwert — uy bei
b und + uy bei d. Die absolute Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Druckstorung ist
in der Phase b also —uy-cp, bei d jedoch + up+c¢4. Die Schallgeschwindigkeit

¢=YVdp/de ist nun auBerdem bei b wegen des dortigen Unterdrucks etwas kleiner —
bei d etwas grofer — als die im ungestorten Druckzustand bei a, ¢ und e: ¢c{Ap =0).
Somit wird erst recht — ug4-cp<<-up-+cg und die Phase bei b wird langsamer
fortgepflanzt als die bei d. Die Verdiinnungen a bis b und d bis ¢ werden daher raum-
lich abgeflacht, die Verdichtung zwischen b und d jedoch aufgesteilt bis ein unstetiger
VerdichtungsstoB entstanden ist, der mit der oben berechneten Geschwindigkeit cg
durch das ruhende Gas eilt.

Fig. 80. Verinderung einer Druckwelle

Die einfachste Verwirklichung der obigen Rohrstromung ergibt sich in einem Stof-
rohr. Im Prinzip ist das ein langes Rohr, das durch eine Membran unterteilt wird;
in der einen Kammer (4) wird das Gas moglichst hoch komprimiert, in der anderen (B)
evakuiert. Wird die Membran plétzlich entfernt, so setzt ein stiirmischer Druckausgleich
ein. Man kann auch ein explosibles Gasgemisch komprimieren und entziinden, so daB
die Membran dadurch weggesprengt wird. In den Rohrteil B lduft dann ein Ver-
dichtungsstoB, in 4 eine Verdiinnungswelle. Hinter dem Verdichtungssto8 lauft etwas
langsamer die Grenze der beiden Gase, die urspriinglich durch die Membran getrennt
waren. An dieser Grenze sind Geschwindigkeit und Druck stetig, Dichte und Tempe-
ratur dagegen gewohnlich unstetig. Die 8o erzeugte Stromung zwischen Verdichtungs-
stoB und Mediengrenze kann nun als Versuchsstrecke fiir das Verhalten des Gases bei
plotzlicher sehr starker Temperaturerhhung benutzt werden, bevor der Sto8 und die
Verdiinnungswellen von den Rohrenden reflektiert werden; die MeBzeiten sind freilich
nur von der GréBenordnung 10-%s.

Die starke Temperaturerhohung im VerdichtungsstoB fithrt bei hoheren Mach-Zahlen
(etwa Ma>>5) zu Dissoziation (Zerfall von Gasmolekiilen in atomare Bestandteile)
oder gar zu Ionisation. Fiir solche Hyperschallstromungen treffen die obigen thermo-
dynamischen Zustandsgleichungen natiirlich nicht mehr zu. Andererseits kann man
an solchen VerdichtungsstéBen die Reaktionskinetik einfacher chemischer Vorginge
?tudieren, da sich hier sehr schnelle und starke Temperaturinderungen verwirklichen
assen.
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2.3.5. Schiefer Verdichtungsstof. Eine Erweiterung der eindimensionalen Stro-
mung mit einem Verdichtungssto3 auf eine zweidimensionale, ebene und sta-
tiondre Stromung ergibt sich dann, wenn man eine iiberall gleichgroie Ge-
schwindigkeit v parallel zur StoBebene iiberlagert wie in Fig. 61a. Dadurch wird
die Stromung zwar kinematisch veréndert,
die statischen und thermodynamischen Be- ~——_
ziehungen fiir den Druck, Dichte und Tem- 7.
peratur vor und hinter dem StoB bleiben je- \
doch unveréindert. Dreht man das Koordi- PR
natensystem so, dafl die resultierende An- >/
stromung w, = Yu? 4-v* wieder horizontal ist Ry -

wie in Fig. 61b gezeigt, so bildet der Stof v v

jetzt mit der Anstrémrichtung den Winkel !
B = arctan u,fv. vz

Im StoB wird die dazu senkrechte Geschwin- T
digkeitskomponente w verringert (u, <<uy),

wodurch die Stromlinien dort um den Win-

kel ® zum Stof3 hin abgelenkt werden. Der  Fig. 6la.
Knicevinkel © it durch tan(f ~0) —wjo Sl Vodienngmiot, e,
bestimmt. Die Mach-Zahl der Anstrémung Stoﬁg (VO: s wuf 4y) and Ciner dam
ist jetzt Ma, =w,/c; =u,/(c, sin B), wéhrend  parallelen Stromung (v)

Ma, im Formelsystem des Abschnitts 2.3.4

u,/e; bedeutete. Diese Formeln lassen sich nun auf schiefe St68e mit g = 90°
dadurch verallgemeinern, dafl statt Ma, iiberall Ma, - sin f geschrieben wird,
da sin § = u,/w,. Insbesondere wird aus Gl. (2.193)

tan(f —6)  uy _ (x—1) Ma}sin® § + 2

= 2.205
tan 8 ! (% + 1) Ma?sin® 8 ( )
woraus nach einiger Rechnung folgt
9 Ma?sin? § — 1
tan @ = (2.206)

tanf (» + cos 2f) Maf + 2
Fir die Mach-Zahl hinter dem Sto8 gibt die verallgemeinerte Gleichung (2.197)
(x — 1) Ma}sin? 8 + 2

Masin® (B 6) = — . .
@z sin® ( ) 2% Matsin®f — (x — 1) (2:20)

Diese Gleichungen sind in Fig. 61b graphisch dargestellt. Daim Verdichtungsstof
nur die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Sto3 unstetig verkleinert
wird, kann hinter einem schiefen Sto8 durchaus noch immer Uberschall (Ma, > 1)
herrschen.

Denkt man sich eine Stromlinie wie in Fig. 62a durch eine feste Wand ersetzt,
80 sieht man, dafl das plotzliche Abknicken der Stromlinien einer ebenen
Parallelstromung mit Uberschallgeschwindigkeit verwirklicht werden kann als
Strémung in einer stumpfen Ecke, von der ein schiefer Sto8 ausgeht. Vor-
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gegeben sei etwa die Mach-
Zahl der Anstromung Ma,
und der Umlenkwinkel @.
Fur kleine Winkel & sind

dann nach Fig. 61b zwei ver-
schiedene St68e maglich: ein
schiefer Stofl, hinter dem
noch immer Uberschall

herrscht!), oder ein fast senk-
rechter Sto3 mit starker Ver-
dichtung auf Unterschall. Im
Versuch wird der erste,

10°

schwache Stofl gefunden, -
so wie auch sonst in einer
Parallelstromung ein senk-
rechter Stofl nicht ohne be-

Fig. 81b. Schiefer Verdichtungssto8 (StoBfrontwinkel 3,
Knickwinkel der Stromlinien U, Ma, und Ma,
Mach-Zahlen vor und hinter dem Sto8

sonderen Anlafl auftritt, ob-
wohl er an jedem Ort mog-
lich wére. Mit der Strémung
in einer Ecke ist auch die

b)

Fig. 62, a) und b)
Einfache Uberschallstromungen mit
schiefen StéB8en (8 < Opax)

Uberschallstrémung an
einem spitzen, ebenen Kaeil
bekannt, denn die Strom-
linie, die zur Keilspitze fiihrt,
braucht ja nicht mit einer
Wand zusammenzufallen. Da schliefllich
diese Stromlinie in Uberschallstrémung
unabhéngig ist von der Stromung hinter
der Keilspitze, kann man auch die unsym-
metrische Keilstromung wie in Fig. 62b
mit Hilfe der Fig. 61 so konstruieren.

Aus Fig. 61D ist jedoch zu ersehen, dal
eine Parallelstromung Ma; durch einen
einzelnen schiefen Sto8 hdichstens um
einen Winkel @,,,, (Ma,) abgelenkt wer-
den kann. Ist der halbe Keilwinkel nun
groBer als @, so existiert keine so ein-
fache Losung wie in den Beispielen der
Fig. 62. Vor solchen Keilen — und allge-
mein vor allen Korpern mit stumpfem
Kopf — beobachtet man einen vom Kérper
abgelosten Stofl mit gekriitmmter Front,
wie z. B. in Fig. 63. In der Umgebung
der Stromlinie, die zum Staupunkt fiihrt,
ist dieser StoB senkrecht zur Anstromung,
und die Geschwindigkeit féllt dort auf

(! Abgesehen von einem kleinen Bereich um ©,,,y, da nach Fig. 81b die Linie Ma,=1
die Kurven Ma, = const nicht genau im Maximum schneiden.
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Unterschall ab. Vor dem Kopf bildet sich daher ein Unterschallgebiet aus, in
dem sich Storungen stromaufwirts bemerkbar machen. Solche Strémungen, in
denen gleichzeitig Uber- und Unterschallgebiete vorhanden sind, lassen sich
theoretisch nicht so einfach ubersehen wie
die obigen reinen Uberschallstrémungen.

2.3.6. Croccos Wirbelsatz; Potential. Fiir die
stationére Stromung eines reibungslosen,
nicht-wéarmeleitenden Gases, auf das keine
duBeren Krifte wirken, lauten die Erhal-
tungssitze fiur Impuls und Energie der
Massenteilchen

2
%: gra,dvT —v X rotwv
1
= — ?gradp (1.43)
2
”T +i= . (2.183)

Nach 2.3.1 existiert, auch fur beliebige
Medien, die Entropie s (je Masseneinheit),
die definiert wird durch

Fig. 63.
Abgeloster VerdichtungsstoB vor
Tds = di — d_p . (2.169) einem Korper mit stumpfem Kopf

Diese Gleichung gilt ganz allgemein, nicht nur fir die jeweiligen Zustands-
édnderungen eines Gasteilchens lings seiner Bahnlinie; deshalb kann man fiir
ein stetiges Stromungsfeld auch verallgemeinert schreiben

T grad s = grad ¢ — —z-gra,d p. (2.208)

Eliminiert man hiermit in der Euler-Gleichung den statischen Druck, so ergibt
sich — mit der Energiegleichung — fiir stationdre Stromungen:

v X rot v = grad ¢, — T grad s. (2.209)

Abgesehen von gewissen meteorologischen Problemen iiber geschichtete Luft-
massen verschiedener Temperatur (und damit verschiedener Ruheenthalpie 1),
kann man meistens grad i, = 0 setzen. Entsteht z. B. eine Bewegung im homo-
genen Medium aus der Ruhe, oder wird ein Korper gleichférmig angestréomt, so
ist ¢, zundéichst, bzw. weit vor dem Kérper, iiberall gleich. Da die Energie léngs
jeder Stromlinie unveriéndert bleibt, ist dann aber ¢, auch spiiter, bzw. neben
und hinter dem Kérper, iiberall gleich gro3 mit Ausnahme von solchen Stellen,
in denen sich das Gas nicht im Gleichgewichtszustand befindet. Diese Stromun-
gen nennt man isoenergetisch.

Ist nun eine isoenergetische, stationiére Strémung auch noch isentrop, so ist
sie nach der Gleichung (2.209) von L. Crocco (1937) entweder drehungsfrei,
oder die Wirbellinien fallen iiberall mit den Stromlinien zusammen, so da@
fiberall vx rot v = 0 gilt. Abgesehen vom letzteren Sonderfall, — der tibrigens
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in ebener oder drehsymmetrischer Stromung nicht moglich ist, da hier Wirbel-
linien nur senkrecht zu den Stromlinien denkbar sind —, existiert daher in
isentroper, isoenergetischer, stationdrer Stromung ein Geschwindigkeitspotential
@ mit v =grad @ und rot v =0. Andererseits kann in isoenergetischer, statio-
nédrer Stromung dort, wo die Entropie sich ortlich dndert, kein Potential exi-
stieren.

In einem senkrechten oder schiefen Verdichtungsstol mit gerader StoBfront
springt die Entropie iiberall um den gleichen Betrag; bei gleichférmiger An-
strémung ist daher die Stromung auch hinter dem Sto wieder isentrop und
drehungsfrei. Hinter einem gekriimmten Stofl (wie etwa in Fig. 63) ist der
Entropiezuwachs jedoch von Stromlinie zu Stromlinie verschieden, und die
Stromung bleibt nicht mehr drehungsfrei. Da andererseits der Entropieanstieg
im Stol3 iiberhaupt erst bei starker Verdichtung ins Gewicht fillt, spielt der
Croccosche Wirbelsatz erst bei gekriimmten Sté8en in Hyperschallstromungen
eine auch praktisch wichtige Rolle. Fir die sonstigen Unter- und Ubersehall-
stromungen gibt jedoch die Potentialstromung eine gute Nédherung fiir die
Stromung wirklicher Gase, selbst dort, wo StoBe auftreten, ausgenommen
natiirlich die Grenzschichtstromung an den Korperwinden sowie Stromungen
mit Wérmeleitung oder gar chemischen Reaktionen.

2.3.7. Gasdynamische Gleichung. Fir die stationéire Potentialstromung eines
idealen Gases gilt nun:

Drehungsfreiheit rot v = 0, also v = grad @,

d
Isentrope p@~ " = const, und ¢? = TZQ) ,
Kontinuitédt divgv=gpdivev +vgradg=0,
v? 1 1 dp c?
Euler-Gleichun rad o~ = — —grad p = — — ——grad ¢ = — —grad g.
g 8 3 P grad p o do grad ¢ 0 grad ¢

Eliminiert man aus den beiden letzten Gleichungen die Dichte, so erhélt man
die sogenannte gasdynamische Gleichung fiir das Geschwindigkeitsfeld:

. v v?
div o — o grad -5 = 0. (2.210)

Mit v =grad @ lautet diese Gleichung ausgeschrieben:
ut v? w?
@ur (1= 55) + O (1= 55) + 2 (1 =) -

2uv 2vw 2uw
P qu_ Ps) q)l/z“ P

b, =0, (2211

wobei fiir die ortliche Schallgeschwindigkeit gilt (vgl. 8. 120):

x—1 .

2
V7.

: — _—
C——CD 3

Diese Gleichung fur @ oder fiir v ist mathematisch offenbar schwierig zu
behandeln, da sie nichtlinear ist im Gegensatz zur Potentialgleichung der
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inkompressiblen Fliissigkeiten: A® = 0, die sich hier nur im Grenzfall fiir
Ma =|v]|/c—>0 ergibt.

Einige mathematische Eigenschaften dieser Gleichung seien im folgenden fiir
ebene Stromungen erldutert, fiir die gilt:

. u? u
Auy + Buy 4 By, -+ Cvy = 0, mit A:l——cT, Bth’g.,
U2
O=1—-—. (2.212)

Die Gleichung stellt eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeitskomponenten
und deren ersten Ableitungen dar, die in jedem Feldpunkt erfiillt sein soll. Es
seien nun auf einem Kurvenstiick y (x) in der Strémungsebene u und v bekannt;
dann kann man deren Anderung du und dv lings dieser Kurve durch Differen-
zieren finden. Mit Hilfe einer Taylor-Reihe kann man aber such in benachbarten
Punkten neben der Ausgangskurve » und v berechnen, wenn die Anderung
von u und v quer zur Kurve bekannt sind, d. h. aber, wenn man alle Gradienten
Uy, Uy, vz und vy (sowie die hoheren Ableitungen) ermitteln kann. Hierfiir hat
man aber gerade vier Bestimmungsgleichungen, nédmlich

ugpda 4+ uydy =du léngs der Ausgangskurve
vede Froydy =dv .
— uyt =0 Drehungsfrexh(lt
Aug + Buy + Bry +Cvy =0 gasdynamische Gleichung.

Dieses lineare Gleichungsystem ist eindeutig l6sbar, solange seine Determinante D
nicht verschwindet, d. h. solange

dx dy O 0
0 0 dr dy
0 -1 1 0
A B B C

n= — A (dy)*— 2Bdedy +C (dz)2 0.  (2.213)

[Auch die entsprechenden Gleichungen zur Berechnung héherer Ableitungen
(uzz, Uyz, usw.) haben die gleiche Determinante.] D verschwindet jedoch dann,
wenn das Kurvenstiick y(z) die folgende Differentialgleichung erfiillt:

dy _ ! BAC ! 2y Mar—1 2.214
a:y:’x(BiVBz—Ac) :02—_?(“'“?):}6 VMa—-I)- (2. )

Die hierdurch definierten Integralkurven nennt man Charakteristiken der
Gleichung (2.211).

Fiir den Fall B2 < AC, d. h. hier in Unterschallstrémung mit Ma < 1, existieren
offenbar keine reellen Charakteristiken. Demzufolge kann die Determinante
nirgends verschwinden. Man spricht dann von einer elliptischen Differential-
gleichung (firr v oder ®). Hier ist es prinzipiell stets moglich, nach dem oben
skizzierten Verfahren die Geschwindigkeitsgradienten nach allen Richtungen
zu bestimmen und eine ortlich gegebene Lisung fortzusetzen. Insbesondere
kann man etwea aus gegebenen Randwerten von v oder ¢ das ganze Strémungs-
feld sukzessive berechnen.

Wieghardt, Stromungslehre 9
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Ist dagegen B2 > A C, wie in einem Gebiet mit Uberschallstromung Ma > 1, so
existieren in jedem Feldpunkt zwei reelle Charakteristiken, auf denen die
Determinante D verschwindet. In diesem hyperbolischen Fall versagt die
obige schrittweise Integration dort, wo die Ausgangskurve (mit den bekannten
u- und v-Werten) gerade die Richtung y” einer der beiden Charakteristiken hat;
denn dann sind dort die Gradienten quer zu dieser Richtung nicht bestimmbar
und kénnen beliebige Werte annehmen. Sind z. B. in Fig. 64 « und v auf dem
nicht charakteristischen Kurvenstick AB
gegeben, so ist dadurch die Losung nur im
Charakteristikenviereck AC, BC, bestimmt;
C, und C, sind dabei die Schnittpunkte der
beiden Charakteristikenpaare durch 4 und B.
Jenseits dieses Vierecks setzen sich zwar die
Geschwindigkeitskomponenten « und v stetig
fort, deren Ableitungen jedoch nicht unbe-
dingt. So konnen z.B. die Stromlinien am
Ort einer Charakteristik einen Kriimmungs-
Fig. 64. sprung erfahren. Anderungen der Richtung
Charakteristiken-Vicreck als EinfluB.  oder des Betrags der Geschwindigkeit treten
gebiet der Werte auf dem Kurven-  dagegen erst hinter StéB8en auf mit end-
stick 4B lich h eventuell nur kleinem
ichem, wenn auch eventuell nur klein
intropieanstieg.
Aus der Gleichung (2.214) folgt fir den Winkel y,, den die Charakteristik mit
der positiven z-Achse bildet: tan y, =y’. Da die z-Richtung willkiirlich ge-
withlt sein kann, erhélt man eine sinnvollere Aussage fur den Winkel Yo — Vstr)

zwischen der Charakteristik und der 6rtlichen Stromlinie, deren Neigung gegen
die x-Achse ist: tan yg == v/u. Es wird nimlich:

e 1
tan (yCh - Vsu) = iTg;’_v/u = 4 VMT’—”I , d.h.

Yen =~ VYstr = £ % mit sin= (2.215)

Ma '’
Die Charakteristiken sind also identisch mit den Machschen Linien. Die zu
ihnen senkrechte Geschwindigkeitskomponente |v|sin « ist gerade gleich der
ortlichen Schallgeschwindigkeit ; eime kleine Stérung kann sich daher nur strom-
abwiirts zwischen den vom Storungspunkt ausgehenden Charakteristiken aus-
wirken, auf denen sich die infinitesimale Stérung unveréndert fortpflanzt.

2.3.8. Prandtl-Meyersche Eckenumstromung. Im Abschnitt 2.3.5 ist gezeigt
worden, wie eine Uberschallparallelstromung léngs einer Wand mit einer ein-
springenden Ecke durch einen Sto8 umgelenkt und verdichtet wird. Umgekehrt
kann eine Uberschallparallelstrémung hinter einem konvexen Wandknick nach
auBlen expandieren. Ist der Knickwinkel sehr klein, so pflanzt sich die vom
Knick verursachte kleine Stérung lings einer geraden Mach-Linie von der Ecke
aus in die Anstrémung mit Ma, > 1 unter dem Winkel « = arcsin 1/Ma, fort.
Dahinter sind Dichte und Druck etwas verringert, und folglich ist die Ge-
schwindigkeit senkrecht zur Mach-Linie vergréflert; es ergibt sich so — je nach
dem Wandknick - cine kleine Umlenkung der Stromlinien und eine Erhohung
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der Mach-Zahl um AMa. Folgt jetzt ein zweiter kleiner Knick der Wand nach
auBen, so geht auch von diesem wieder eine Mach-Linie aus unter dem etwas
kleineren Winkel arcsin 1/(Ma, + AMa) wie in Fig. 65. Man kann sich nun einen
konvexen Wandknick mit endlich groBem Winkel in eine Folge sehr vieler
kleiner Knicke aufgelost denken, da sich bei dieser Expansion die Mach-Linien
nicht kreuzen und stéren. In einer einspringenden Ecke wiirden sich die ent-
sprechenden Mach-Linien tberschneiden, was zu physikalisch unméglichen,
teilweise riickldufigen Stromlinien fithrte. Statt dessen entsteht dort — wie
schon in 2.3.5 gezeigt — ein unstetiger

Verdichtungssto3 mit Entropieanstieg,
wihrend bei der jetzt betrachteten Ver-
diinnung die Stromung streng isentrop
verlduft, so daB hier ein Geschwindig-

keitspotential existiert.

Das Polygon, das nun den Wandknick ’
ersetzen soll, kann schlieBllich beliebig o (%

klein gedacht werden, da ja in der obigen 4

Uberlegung keine Linge ausgezeichnet

ist; dann pflanzen sich alle Mach-Linien

ficherformig von der Ecke aus fort, wie '——j‘ﬁ

in Fig. 65 unten. Die erste Linie ist durch

die Mach-Zahl der Anstrémung bestimmt, :
die letzte durch die - bei gegebenem Knick-  Fig. 65. Uberschallstrémung um eine Ecke
winkel # der Wand — zunéichst noch unbe-

kannte Mach-Zahl Ma, > Ma, der Abstrémung parallel zum zweiten Wandteil.

Zur Berechnung der Strémung im Verdiinnungsficher zwischen diesen beiden Mach-
Linien ist es offenbar zweckmifig, Polarkoordinaten r und ¢ mit den zugehorigen
Geschwindigkeitskomponenten v, und v, einzufiihren. Da keine ausgezeichnete Linge
existiert, die als Mafstab dienen konnte, ist diese Stromung ihnlich beziiglich des
Eckenabstands, d. h. Geschwindigkeit, Dichte und Druck konnen nicht von r ab-
hiéngen. Fiir das Potential @ folgt daraus:

o op

— = —_—— = 2.216

5 =@ 5 =@ (2.216)
also b=rF(p), mit Flp)=v, und F(p)=uv,. (2.217)

Im Verdiinnungsfiicher ist nun jeder Fahrstrahl durch die Ecke (p=_const) eine
Mach-Linie oder Charakteristik, auf der gilt

Vp=C. (2.218)

Dies folgt natiirlich auch aus der gasdynamischen Gleichung (2.211), wenn man sie
auf Polarkoordinaten transformiert und auf den vorliegenden Fall anwendet. (Die
andere Familie von Charakteristiken, die mit den Stromlinien jeweils den Winkel
—arcsin 1/Ma bilden, interessiert hier nicht besonders).

Die Bernoulli-Gleichung gibt nach (2.188) schlieBlich fiir die Schallgeschwindigkeit ¢

—1
=l — E (o 0l) =0t (2.219)

und somit fir F(p)
ny* 2 o 2,220
Py =gt s (2.220)

o
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Die Losung dieser gewdhnlichen Differentialgleichung ist
sin ( i;—_l L %) (2.221)

F=v,=c / 1

;o 2 ]/
Fr=y,=¢ I cos ((p AIT +¢p,,) (2.222)

Zahlt man @ von der ersten Mach-Linie an, so wird auf dieser ¢ =0, v, U/, cosx,
und vy = U, sin &y, woraus fir die Integrationskonstante ¢, folgt:

*—1
= = — 2.223
tan @, V%+1 cot oy V Tl ]Ma 1. ( )
Auf der letzten Mach-Linie gilt

Pa=Fta—a (2.224)

2. x—1

v, = U, cosx, =c¢, ‘/—;{:—1 sin (%V’;——HQ + %) (2.225)
2 x—1

v, = Uy sin ay=¢, Vm cos ((pzl/%} + <p0> . (2.226)

Aus diesen drei Gleichungen konnen ¢,, U, und o, berechnet werden. Mit den Ruhe-
groBen ¢, g, und p, folgt der Druck aus der Tsentrope

P (i)x und aus ¢ — xp
4] 4

c2 P/Po ( p )1 —1fx ’Dq) 2 s l/”: 1 )
e - T TR o —_— - 2,927
¢t ol Do & w1 ¢V e ( )

fiir 0< < ,.

Hieraus und aus der Bernoulli-Gleichung folgt fiir die An- und Abstrémung

2 2 —{(x—1)/»
Ma— % [(ﬂ) emmle 1] . (2.228)
- Po

Der groBte Verdiinnungsficher ¢, entsteht bei der Expansion ins Vakuum p,=0,
wenn

x—1 T
AR - 2.229
‘P]/x+1 =5 (2.229)

Nach (2.226) und 2.225) wird dann

—5—
a; =0 und U, =¢, V7;T = Upax -

Wegen «,==0 ist der Strahl ¢ =@, jetzt sowohl Mach-Linie wie Stromlinie. Ferner

wird
1 1 1
ﬂ::%—-afka,::l/:fl [%—arctan(tana l/%)] — . (2.230)
1
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Der grofite Winkel 8.y, um den die Stromung iiberhaupt so umgelenkt werden kann,
ergibt sich daraus firr o; = n/2, also bei einer Anstrémung mit Ma,=1; dann wird
Bmax = % :+i — 1) =130,5° fiir x =1,4. Auch wenn der Wandwinkel grofier
als dieser Wert wird, kann die Stromung nicht weiter umgelenkt werden; sie 16st sich
an der Ecke von der Wand ab, und es entsteht ein Vakuum-Totwasser zwischen der
letzten Stromlinie ¢ =g, und der abgeknickten Wand.

Die Stromlinien ergeben sich iibrigens aus dr:rdp—=v,:v, zu

x+1

x—1

r COS Py

rlg=0 w1
co8 ‘l/m"?’+%

2.3.9. Die linearisierte, gasdynamische Gleichung. Die gasdynamische Gleichung
(2.211) lautet — speziell fur ebene, stationiire Potentialstromungen —

(2.231)

Dy (?—u?) + Dy (c?— v?) = 2u v Dy, (2.232)

Sie 148t sich fiir einen wichtigen Sonderfall ndherungsweise linearisieren, wenn
ndmlich eine Parallelstromung U nur wenig gestort wird, etwa durch einen
schlanken Korper. Es wird dann

u=U-+u, v=vund @=Uz-} ¢, (2.233)

wo @ das Potential fiir die Storgeschwindigkeiten wug =@, vy =@y, bedeutet.
Offenbar ist es hier zweckmiBig, statt der Schallgeschwindigkeit des Ruhe-
zustands ¢, diejenige der ungestorten Parallelstromung ¢, einzufithren, fur die
aus der Bernoulli-Gleichung (2.188)

(Udup+ed o pr
. _Uy = 2.234
2 r x—1 2 t x—1 ( )
folgt ¢ et — o @Uuul ed). (2.235)

Damit kann man die urspriingliche Gleichung fiir @ in eine fir ¢ umschreiben:

u, x+1 u2 x—1 v
WII(IHMGEO)—F(])””::M&; {‘p:(x [(”+1)ﬁs+—2*— U: 5 Uz

2 2
U, —1 % +1 7
7 [("_1)’US‘+’%T‘W+%__UST] +

v, Ug?, .
+ 2 gy [7" + = ]} , (2.236)
mit Ma,, = Ulc,,.

Setzt man nun voraus, da8 die Stérung der Parallelstromung klein ist:

ug, v KU,
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so kann man die rechte Seite der Gleichung (2.236) vernachlédssigen und erhilt
eine wesentlich einfachere, lineare Gleichung fiir ¢. Dazu sind sallerdings aus-

zuschlieBen: die Umgebungen von Staupunkten (mit w4 o =U?), sowie
Hyperschallstromungen mit Ma_ > 1. Besonders zu beachten ist ferner (vgl.
Abschn. 2.3.7), da die Differentialgleichung

AP +2Bey+ Copyy =0 (2.237)
ihren Typus wechselt, je nachdem ob
AC — B%2> 0 (elliptischer Typus)
oder AC — B? < 0 (hyperbolischer Typus).
Nun wird hier

A=1—Mal,— Mal (x + 1)+ ...

B= —ME 2

Ug

C=1 —Maio(n~—l)U...

In schallnaher Stromung mit Ma_ a1 bestimmt daher die Stérgeschwindigkeit
u, das Vorzeichen von 4 und damit den Typ der Gleichung. Hierfiir ist daher —
auch bei beliebig kleiner Storung - bestenfalls nur folgende Vereinfachung
zuldssig:

Paz(l — Ma2) + @py= (% + 1) Ma®_ ¢y, % ) (2.238)

Fiir reine Unter- oder Uberschallstromungen mit Ma Ay | und u, < U genugt
jedoch die lineare Gleichung

Pre(l— Mal ) + @y =0, (2.239)
die elliptisch ist fur Ma_ <1 und hyperbolisch fiir Ma_ > 1.
Far das Druckfeld folgt mit ¢ = xpfp und p/p_ = (g/e.,)* aus Gleichung (2.235)
far u,, vy €U in erster Niherung:

c'—cgo:u(!i_ .Pz) = Xl [( p )u’:l - 1] ~— (- 1) Ung,  (2.240)

0 0w 0w L\P
oder P~ [1 _x—1 "LUE“-]”/(""I) ~ 1 LU (2.241)
poo * poo poo
Der Druckbeiwert ¢, wird somit einfach
PP 2 (2.242)

2.3.10. Strémung lings einer welligen Wand. Das einfachste Anwendungsbeispiel
fir die linearisierte gasdynamische Gleichung ist die Stromung ldngs einer
Wand, die nicht genau eben, sondern schwach gewellt ist. Ihre Form sei definiert
durch y, =e¢ sin oz, mit ! = 2n/x = Wellenlidnge, und die Amplitude sei klein
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gegen die Wellenldnge: ¢ £ I. Es geniigt dann, die Randbedingung statt an der
Wand selbst auf der Abszissenachse y = 0 zu befriedigen

y = 0: ﬁ%mv—;: ‘3“”; = ex coSx g, (2.243)
T ;

und sonst fur y > 0: u, v, LU,

Es sei zunéchst Ma,, < 1, so dal}

B @ur+ @y =0, mit f2=1— Md’ >0, (2.244)

Fiir diese Unterschallstromung, die diejenige einer inkompressiblen Flussigkeit
als Grenzfall Ma,, -0 mitenthélt, wird man eine Losung fur ¢ erwarten, die
periodisch in x ist und fiir grofe Wandentfernung y — oo nach null abklingt.
Man erhélt sie durch einen Separationsansatz:

¢ = F(x) G(y), (2.245)
der zu folgenden beiden Gleichungen fihrt
44 2 44
ff - ?}2« % = const = — k2. (2.246)

Das Vorzeichen der noch willkiirlichen Konstante ist dabei negativ angenommen,
damit F(z) und ¢ periodisch in z ausfillt; es wird dann

F=A4,sin kx + 4, cos kx
G = B,e k¥ L B, et BtV

Damit fiir y - oo G bzw. ¢ nicht beliebig anwiichst, muf3 B, = 0 gesetzt werden.
Ferner soll an der Wand

o , d,
v, = (_a%)y&ozp(x)(; (y=0)=U d‘l;o =Uexcosxx

gelten. Daraus folgt
k=n~x, 4,=0

sowie —AyB,f = eU

Es wird also

= — %’5— e B cosnz (2.247) @6—mM————oo

und ——e e —

Uy = U;“ e *P¥ginnx (2.248) W
vy=Usxe *Mcosxz, Fig. 66.

Stromlinien l&ngs ciner welligen Wand: Mag, <1
mit =yl — Ma?. (2.249)
Die Storung der Parallelstromung U klingt hier exponentiell mit dema Wand-

abstand ab (Fig. 66), und zwar um so langsamer, je kleiner § ist, d.h. je mehr
sich die Anstréomgeschwindigkeit U der Schallgeschwindigkeit néhert.
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Ist andererseits die Anstrémung so schnell, da iiberall Uberschallgeschwindig-
keit herrscht, so lautet die Gleichung (2.244)

— Bl @re t @y =0, mit fi = Ma® —1>0. (2.250)

Setzt man auch hier versuchsweise den obigen Separationsansatz ¢ = F (z)G (y)
wieder ein, so erhilt man eine in # und y periodische Lésung, da F’//F und
G’’[G jetzt gleiches Vorzeichen haben miissen. Mit der Randbedingung an der
Wand wird

= —I—Jf cosax [Ccosafl, y 1 sinafl yl; C = const. (2.251)
*

Diese Losung stellt eine der zellularen Wellen dar, die im Buch von V. Bjerknes
und anderen!) ausfithrlich behandelt wurden. Die Periodizitdt in y-Richtung
18t jedoch im vorliegenden Fall unerwartet und wird auch im zugehérigen Ver-
such nicht beobachtet. Wird némlich eine von links kommende Uberschall-
Parallelstromung mit U > ¢ (vgl. Fig. 67) einseitig durch eine wellige Wand
gestort, so kann die Wandstérung an der Stelle x,, sich nicht stromaufwirts
nach links fortpflanzen, sondern nur nach rechts lings der Mach-Linie (x — xy)
~ B,y = 0. Dies kann man hier als zusiitzliche Randbedingung auffassen.

Die allgemeine Losung der Wellengleichung (2.250) lautet nun:

‘I’:f(x—ﬂ*?/)—f—g(x’l‘ﬁ*y) » (2'252)
wobei f und g willkiirliche (zweimal differenzierbare) Funktionen sind; denn
hierfir wird @gz =/ +¢” und guy =% (/" +g¢"). Offensichtlich gibt dabei f
die Stérungen, die sich ldngs der Mach-Linie oder Charakteristik = — f, ¥y
= const =z von der Wand her in den Stromungsraum fortpflanzen. Stérungen
lings der anderen Charakteristikenschar mit x - f, ¥ = const wéren durch die
Funktion g darzustellen; da hier voraussetzungsgemé$ keine Storungen lidngs
dieser Mach-Linien von links oben auf die wellige Wand einfallen, ist g =0
zu setzen. Mit der vorliegenden Randbedingung an der Wand wird

e wlr=0=(3),

/7 =—fB f(x) =Uexcosnx

—/7\/ und folglich allgemein fur y > 0:
//_’_\—/ Ue .
p=f=— — sinx(z—f,¥) (2.253)

/ *

Uy = — %f * cos o (z— B,y) (2.254)
*

vg=Ueacosa(x— f,y). (2.2565)

Fig. 67. Stromlinien léngs einer welligen Wand:
Mag, = 1fsin = 1,25 In (reibungsloser) Uberschallstromung
pflanzen sich die Wandstoérungen
lings der Mach-Linien ungeschwiicht beliebig weit fort. Das Stromlinienbild in Fig. 67
ist hier — im Gegensatz zur Unterschallstromung — nicht mehr unabhéngig von der

1) Physikalische Hydrodynamik, Berlin 1933.
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Stromungsrichtung. Dementsprechend bt das Gas auf die ganze Wand eine Kraft
aus, die als Resultierende der Wanddrucke berechnet werden kann. In erster Nihe-
rung gilt

ug(y = 0) 2 x

U B
Auf die wellige Wand wirkt daher in z-Richtung eine Druckkraft X je Wellenlénge !
(und je Lingeneinheit in Querrichtung):

cp = — 2

[CEN (2.256)

{
0 2 dx o Zmety X
K= U‘f(:p( %)dx = Loy e (2:257)

dx *

]

Dagegen verschwindet diese Druckresultierende in Unterschallstrémung und auch bei
den oben erwithnten zellularen Wellen, deren Stromlinienbild sich auch nicht mit der
Anstromrichtung #nderte. Diese spezielle Losung mit ¢ = F(z) - G(y) nach Gl. {2.251)
wire iibrigens aus der allgemeinen Losung als Uberlagerung zweier Schallwellen mit
o=f(x— B,y -1-g(x+ f,y) abzuleiten, mit

f= %ﬁ [— Tl)-sin:x(x— By + tl)—C cosa(x—f1, y)]
N 2 2
_Ut

und g= 7/;*— [é—sin«\(x+/f*!j)+ %Cuosa(x+ﬂ*y)] .
Wie anfangs dargelegt wurde,
kann die gasdynamische Glei-
chung bei schallnaher Strémung
grundsétzlich nicht linearisiert
werden. Die Stromung einer
schwach gestérten Parallelstro-
mung mit Ma,, ~ 1 kann man
jedoch iterativ auf Grund der v
Gleichung  (2.236)  berechnen, 14 r)
solange noch Ma=+:1 ist. In il !,II
Fig. 68 ist nach H. Gortler!) e ¥

dic so gefundene Stromung ! I / / / / ;\F‘
lings einer welligen Wand bei [ 7

Ma,, =0,9 gezeichnet. Das Bei-
spiel zeigt die fiir schallnahe ’ 4
Stromungen charakteristischen Fig. 68.

lokalen Uberschallgebiete {iber  Stromlinien lings einer welligen Wand: Maq,=0,9
den Wellenbergen. (Im Uberschallgebiet sind Mach-Linien angegeben)

2.3.11. Prandtl-Glauertsche Regel fiir Unterschallstromung. Die linearisierte
Gleichung (2.239) fir das Geschwindigkeitspotential ® = Uz 4 ¢ einer schwach
gestorten Parallelstromung im Unterschallbereich Ma,, = Ufc,, << 1 lautet

¢M+B¥2_qswzo, mit 0<pf=11—Maz <1 (2.258)

1) ZAMM 20 (1940), S. 254.
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Offensichtlich 148t sich diese Gleichung auf die einfachere Laplace-Gleichung
zuriickfithren durch die Koordinatentransformation

§=z, y=Pfy. (2.259)

Dann wird nimlich
Dee + B, = 0 (2.260)

und man kann jetzt @ (&, ) als das Potential einer inkompressiblen Stromung
in der &,7-Ebcne auffassen. Fir die Geschwindigkeiten U + u,, vg in der z,y-
Ebene und U -+ i, 7, in der &,7-Ebene gilt an entsprechenden Punkten

Utug=P,, U4 ay=P:= D, also ug = u, (2.261)

1
vy =Dy, 7 =D, = de)y also v, = f7,. (2.262)

Daher ist dio Neigung cinander entsprechender Stromlinien - insbesondere auch
solcher, die Korperkonturen darstellen — in der z,y-Ebene um den Faktor § <1
kleiner als in der &,7-Ebene, da ja aueh fiir die Neigung néherungsweise gilt

vP'c — . ‘E" L9 Y53
=87 (2.263)
Andererseits sind die zugehorigen Storgeschwindigkeiten in Anstromungs-
richtung %, und %, in beiden Ebenen gleich groB und damit, wegen (2.242)
¢p = — 2u, /U, auch die Drucke.

Kennt man aus einer Rechnung oder ciner Messung bei kleiner Mach-Zahl
(Ma,, ~ 0) etwa die Druckverteilung und den Auftrieb eines schlanken Fliigel-
profils (Dickenverhiltnis § = Profildicke/Flugeltiefe) bei kleinem Anstellwinkel x,
so weill man nun, daB dieselbe Druckverteilung und der gleiche Auftriebs-
beiwert bei einer Mach-Zahl Ma,, mit einem affinen, diunneren Profil (Dicken-
verhéltnis §8) beim kleineren Anstellwinkel S« erzielt werden. Umgekehrt sind
fuar ein und dasselbe Profil, das bei festgehaltenem Anstellwinkel unter ver-
schiedenen Mach-Zahlen angeblasen wird, die Drucke und damit sein Auftrieb

proportional zu 1/8 = 1/Y1 — Ma®> 1.

Diese Regeln sind unabhiingig von einander von L. Prandtl und H. B. Glauert
gefunden worden; experimentell werden sie z. B. fiir ein Profil von 109, Dicko
bis etwa Ma,, = 0,8 bestétigt. DaB die Voraussetzung u,,v, < U in einer kleinen
Umgebung des Staupunkts gar nicht erfiillt wird, ist anscheinend bedeutungslos.
Wichtig ist jedoch die Erfillung der Voraussetzung, dafl die Stromung iiberall
im elliptischen Unterschallbereich bleibt. Man nennt diejenige kleinste Mach-
Zahl Ma,, <1 der Anstromung kritisch, bei der an der Stelle des Druckmini-
mums des betrachteten Profils die értliche Mach-Zahl eins erreicht wird. Wird
die Anstromgeschwindigkeit (U < ¢) iiber diese kritische Mach-Zahl gesteigert,
so entsteht ein lokales Uberschallgebiet dhnlich wie in Fig. 68 und schlieBlich
auch ein VerdichtungsstoB, womit der Giiltigkeitsbereich der obigen Regeln
natiirlich itberschritten wird.
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2.3.12. Diinnes Fliigelprofil in ebener Uberschallstrémung. Fiir reine Uberschall-
stromung lautet die linearisierte Gleichung fiir das Stérungspotential

B Qux— Pyy =0, mit pL = Ma® —1>0. (2.250)
Die allgemeine Losung dieser Wellengleichung ist

p=f(x— B,y +g(z-+ By . (2.252)

Ahnlich wie bei der welligen Wand ist auch
fiir einen diinnen Fliigel in Uberschallstrs-
mung vorauszusetzen, daf3 die von ihm ver-
ursachten Storungen sich nur ldngs der
vom Fligel aus stromabwiérts verlaufenden
Charakteristiken fortpflanzen kénnen. Des-
halb muBl man bei einer Anstromung wie in
Fig. 69 auf der Flugeloberseite g =0 und

auf der Unterseite f = 0 setzen. Fig. 69. )
or Unterseite f Ebene Uberschallstromung um eine

Die Randbedingung selbst lautet somit auf  angestellte Platte nach A. BuszmMann
der Oberseite, deren Kontur als y,(z) ~ 0 ([133';(;1;‘]10% ‘Zi{} Iixperimentalphysik
gegeben sei, - 1931, 5. 443)

vo(z, +0)  dy, 1 1 .
=& T h®T0=— A @
ey — U 4% 2.8
8o daB f(x) =~ B d (2.264)

Entsprechend wird auf der Unterseito y, (z) ~ 0:

, U d .
g’ () =5 ——d"’x“ . (2.265)
*

Der Druckbeiwert am Profil wird somit

Uy 2

Cp=— 27 _— i pr(x, +0),
also auf der Oberseite
2 ’ 2 dy() 2y 3
Cpo = — ﬁf (x) = E Gz (2.268)
und auf der Unterseite
2, 2 dyy 9 9
Cpy = — ﬁg () = — —ﬁ:— rrak {2.267)

Insbesondere folgt weiter firr das denkbar ecinfachste Profil, dic ebene diinne
Platte mit kleinem Anstellwinkel x

dy,  dyq

dz = dx

= —tana~ —a. (2.268)
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Der Unterdruck auf der Oborseito und der Uberdruck unten ist hier iiberall
gleich groB, so daB die resultierende Druckkraft in Plattenmitte angreift.
Insgesamt wird nun der Auftriebs- und Widerstandsbeiwert

4
o = (Cpu — Cpo) *COB G = — + = L (2.269)

B Ma® — 1

i« 2 ¢ 2
Cw = (Cpy — Cpo) * BN = At = L (2.270)
By ]/Ma:o -1

Fiir die gleiche Platto im inkompressiblen Medium war friher in 2.2.3.2 gefunden
worden

c=2rux, cw=0. (2.59)
Danach gibt die Prandtl-Glauertsche Regel in 2.3.11 fiir Unterschallanstrémung
o = —2F% w=0, @2.211)

V1-— Ma?, ’

und der Druckpunkt liegt hier bei 1/4 Flugeltiefe hinter der Anstréomkante.

Die Profiltheorie fiir reino Uberschallstromung erweist sich auch bei endlich
dicken und gewdolbten Profilen als wesentlich einfacher als irn Unterschallbereich.
Das erkldrt sich daraus, dafl in diesem hyperbolischen Fall die Stromungen
oberhalb und unterhalb des Fliigels sich nicht gegenseitig beecinflussen. Be-
merkenswert ist ferner der Wellenwiderstand bei Uberschallstromung, der sich
ganz unabhéngig von der eventuellen Zihigkeit des Gases ergibt. Der Arbeits-
leistung dieses Widerstands entspricht die Entropievermehrung (je Zeiteinheit)
im ganzen Stromungsraum hinter dem Fliigel, die allerdings in der linearisierten
Theorie ortlich iiberall als klein vorausgesetzt wird, um wirbelfreie Potential-
stromung annehmen zu kénnen.

3. Zihe Fliissigkeiten

8.1. Energiedissipation

Die Stromung einer reibungslosen Flussigkeit ist kinematisch und dynamisch
umkehrbar in dem Sinne, dafl sie zeitlich vorwirts oder riickwiirts vollig gleich
verlduft, wenn die dulere Kraft und die Randbedingungen nicht von der Zeit
abhéngen. Ist ndmlich v(x,y,2,t) eine Lésung der Euler-Gleichung fiir die je-
weiligen Randbedingungen, so ist offenbar auch — v(z,y,2, —¢#) eine Losung,
bei der jedoch jedes Flissigkeitsteilchen die urspringliche Bahnlinie in ent-
gegengesetzter Richtung durchléduft. Da die Beschleunigungsglieder in der
Euler-Gleichung bei dem Vorzeichenwechsel von v und ¢ nicht verdndert werden,
bleibt auch das Druckfeld p(z,y,2,t) =p(,y,2, —t) unverdndert und damit
auch der Druck der Flissigkeit auf einen umstromten Kérper, wenn die An-
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stromungsrichtung umgekehrt wird, wiahrend man in wirklichen Flussigkeiten
dann gerade entgegengesetzte Widerstandskrifte erwartet.

Ebenso sind auch Strémungen reibungsloser Gase umkehrbar, solange die
Schallgeschwindigkeit nicht erreicht wird. Erst bei Uberschallstromungen — wie
z. B. bei der gestorten Parallelstromung léings einer welligen Wand (vgl. 2.3.10)-
ergibt sich die Stromungsrichtung eindeutig aus der zeitlichen Reihenfolge von
Ursache und Wirkung. Denn wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeitc

kann sich eine Stérung nur noch stromabwirts auswirken, wenn Ma = |v|/c > 1
ist.

Wird jedoeh die Zéhigkeit der Fliissigkeit oder des Gases mitberiicksichtigt, so
zeigt die Navier-Stokessche Gleichung, dafl die Strémungsrichtung oder der
zeitliche Ablauf einer Strémung nicht mehr umkehrbar ist. Denn mit v - — »
und t - — ¢t wechselt das Reibungsglied — » rot rot v sein Vorzeichen, wihrend
alle tibrigen Glieder unverdndert bleiben.

Stromungen zéher Medien sind nun auch im thermodynamischen Sinn nicht
umkehrbar, wie im folgenden gezeigt wird. Die von den Reibungsspannungen
in der Zeiteinheit geleistete Arbeit 4 ist némlich gréfer als der ortliche Zu-
wachs an potentieller und kinetischer Energie. Der Arbeitsiiberschuf3, der somit
mechanisch verloren geht und Dissipation genannt wird, ist in der Energiebilanz
als Reibungswérme anzusehen. Dieser Umwandlung mechanischer Energie in
Wiérme, oft bei praktisch konstanter Temperatur, entspricht ein irreversibler
Entropiezuwachs. An den Stellen des stromenden Mediums, an denen gréfiere
Schubspannungen auftreten —~ wie z. B. im Ol eines Gleitlagers — wird infolge
der Dissipation die Temperatur erhéht gegeniiber der Temperatur an anderen
Stellen; es entsteht daher auch ein Wérmestrom in der Flussigkeit. Wegen der
Temperaturabhingigkeit der Dichte p, Zahigkeit ;¢ und Warmeleitfdhigkeit 2
ist darum schlie8lich das Medium - streng genommen — nicht mehr homogen.

Zur Aufstellung des Energiesatzes betrachten wir in einem raumfesten und zeit.
lich unverianderlichen Volumen V (Begrenzungsfliiche F) die zeitliche Anderung
und den Zu- und Abflu8 von kinetischer und innerer Energie (v%2 bzw. ¢ je
Masseneinheit).

%J (9_2”2_ —{-Qe) dr+J' (%’f_ +Qe) vd F. (3.1)
1 4

Formt man das Flichenintegral nach Gau8 um in ein Volumenintegral, so wird
~ mit der Kontinuititsgleichung 8g/0t + divgo =0 —:

J%(Eg—z-+ge)dr+fdiv [Qv(': +<’)]df
=j[Q%(%-—F(’)+(—;—2—4—0)%95-](11«}-J‘[gvgrad(%g—{-e)_
__(_':;_-{-e)—%—g-] dr:fg%(%+e)rlr. (3.2)

14

Diese Energieiinderung wird bewirkt durch die Arbeiten der inneren Span-
nungen (4) und der duBeren Kriifte (beide je Zeiteinheit), sowie durch die dem
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betrachteten Volumen infolge der Warmeleitung zugefithrten Wirmemenge :

2
fg—(%(—;— +e)dr=A+fQdet+jAgmd TaF
14 v

— A+ fngdr+ fdiv(l grad T)dr. (3.3)
1 4 1 4

Die Arbeit, die z. B. von den Spannungen ¢; und 14y an einem Volumenelement
dr =dxdydz wie in Fig. 2 (8. 15) in der Zeiteinheit geleistet wird, ist nun

[ o, u+ (a,—}- 9, ) (u + 3—1; dx)] dydz = 56; {o,u) dx dy dz (3.4)

[—1,,” v (11.”—{» -G;TW dx) (v + 2—2 dx)] dy dz = aaT (Tayv)dr dydz. (3.5)
Die gesamte Arbeit aller inneren Spannungen in ¥ wird demnach

0
A=fadt=f{,‘ (o‘,u+rwv+ruw)+—(zwu+o”v+r,,,w)+
‘7

0
-+ = (tzzt + 7.yv + o w); dr. (3.6)

Nur ein Teil dieser Arbeit wird aber zur Vergré8erung der kinetischen Energie,
d. h. als Beschleunigungsarbeit benétigt, wie man mit Hilfe der Bewegungs-
gleichungen fiir beliebige Medien (vgl. 1.4.4) zeigen kann. Diese lauten némlich

du G 8 0
‘9X=~a;% +‘877yz+a— zr

i
dv o ° 5}
L RS R @

dw 0 0
Q—dT—QZ=3;T”+@—T‘”+6—-OZ

wo K=iX +jY + kZ die dulere Kraft je Masseneinheit bezeichnet. Hieraus
folgen insbesondere die Navier-Stokesschen Gleichungen, wenn

Gp= —p+ 2/:%;:— + p'div e (1.73)

usw. (1.74)

o u
Txv:’vc:#(g'—f- ay)
Multipliziert man die obigen Gleichungen (8.7) mit u, », w und addiert, so wird
dv , 2 o 0
gv.——(i—t-——QK-v.:(l. —_'u(a—xo';r +F-y-tw—l—¥r,z) +
0 8
+ v(_"tzy‘*‘ ay Oy +—sz) +

0 G
+ (——— Ty + 5~ ay Ty + = G;) (3.8)
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Fir ein endliches, raumfestes Volumen V gilt also

j@v ——dr—fQK-vdrzj.a'drzA’. (3.9)
14

Fuhrt man diese Beziehung in die oben aufgestellte Energiegleichung ein, so
erhilt man schlieBlich

j@———d‘t—— fdiv().gmd Tydtr=A—-A4" = f(aaa’)dr
14

Z/{"xux + Trytp + T W, +

Ty ty + Oy vyt Ty wy +
+ Top Uy + Ty v + G wy {dT. (3.10)
Da diese Gleichung fiir ein beliebiges Volumen V abgeleitet wurde, muB sie
bei stetigen Anderungen, d.h. unter Ausschluff von StoBfronten, bereits fir die
Integranden gelten
T d =(a—a’)+ div(igrad T). (3.11)
Nach dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik ist nun die Anderung der inneren

Energie ¢ gleich der Differenz von zugefiihrter Wérme d¢ und abgegebener
mechanischer Arbeit:

de=8g—pd (1?) ) (2.163)

Die substantielle Anderung der inneren Energie ciner in der Strémung mit-
bewegten Masseneinheit wird entsprechend

de dg d (_l_)

@ @ Pa (3.12)

Fir die Wiarmemenge, die in der Zeit d¢ der Volumeneinheit zugefithrt wird,
gilt demnach wegen Gleichung (3.11) die schon in 2.3.1 aufgestellte Glei-
chung (2.172):

dg d /1 d
0L -th peg (~) (a— o)+ pog ( )+d1v(}.gmd7’) (3.13)
Schreibt man noch fiir die Normalspannungen
a,—_——p—f—o';, ayz-—p+o; und 0z = — P+ 0,

so ergibt Gleichung (3.10) fiir @ —a’ cinen Audsruck D, der nur von den
Reibungsspannungen n';, Tzy usw. abhingt, und ein zusdtzliches Glied

— pluy 4 vy + 1)) =—pdivoe. (3.14)
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Dieses kann mit der Kontinuititsgleichung umgeformt werden

9 . dp . do .
—gt——}— dlvgv_O——aT+v-gradg+gdlvv:W—{—gdlvv,

so daf — pdive :—g%:~pg—ddt—(%). (3.15)
Daher kann man Gleichung (3.13) mit (3.11) auch schreiben:
I3 %% = D + div (Agrad 7) ,} (3.16)
wobei D:o;ux+rzyv1+rxzwz+rwuy+a; vy - Ty wy
T+ Top Uz A+ Toy v + a; Wy . (3.17)

Offensichtlich ist nun D die gesuchte Reibungswérme, die in der Strémung
cines zdhen Mediums in der Volumen- und Zeiteinheit entsteht. Fur Newton-
sche Flussigkeiten oder Gase wird mit den oben wieder angegebenen Gleichungen
(1.73) und (1.74):

Dow {2 (uf + vf o+ wd) + (a0y + 02?0 + )+ (u + 0T}
+ o/ (div v)? (3.18)

2
D = p{(rot v)? + 2div (grad-;— — v X ot v) — 2v-graddive

+
+ ' (div v)? (3.19)

Aus der ersten Schreibweise geht hervor, dafl D nie negativ sein kann und nur
dort verschwindet, wo die Flussigkeitsteilchen nicht deformiert werden, wo also
die stromende Flussigkeit sich nur wie ein einziger starrer Kérper bewegt.

Fiir inkompressible Flussigkeiten fallen die Glieder mit div » natiirlich fort.
Kann man auflerdem iiberall gleiche Zédhigkeit annehmen, so erhidlt man fur
die gesamte Dissipation im ganzen Strémungsraum, der von der Fliche F um-
grenzt wird:

~ 2
J Ddrzyj(rotv)’dt + 2,uf(grad-%— — v X rot v) -dF. (3.20)

Das zweite Integral ist bereits nach Gauf in ein Oberflichenintegral umgeformt,
dessen Integrand gleich der konvektiven Beschleunigung (v grad) v ist. Wenn
insbesondere auf F die Geschwindigkeit tiberall verschwindet, wie etwa bei der
Stromung in einem geschlossenen Gefdfl, an dessen Wiénden die Flussigkeit
haftet, oder wenn auf F iiberall konstante Geschwindigkeit herrscht, wie in
ciner Parallelstrémung, so wird einfach

J.D dr=u f (rot v)¥dr . (3.21)

Auch diese Gleichung zeigt die zentrale Bedeutung des Wirbelvektors in der
Strémungslehre.
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3.1.1. Ein Minimalsatz fiir die Dissipation. Fiir gewisse Strémungen einer inkom-
pressiblen Fliissigkeit konstanter Zahigkeit hat nach Helmholtz und Rayleigh
die Dissipation eine interessante Minimaleigenschaft. Fiir ein beliebiges raumfestes
Volumen wird

IE—:‘—!Ddr =J(rotv)’dt+2f(vgrad)v-dF. (3.22)

Variiert man das Geschwindigkeitsfeld v um eine beliebige Ortsfunktion 8v, die
jedoch am Rand des betrachteten Stromungsgebietes, also auf F, verschwinden soll,
so #ndert sich das Integral I um

3= j [(rot 3v)* + 2 rot v rot 3v] dr 4
+ 2J‘[(v grad) 3v 4 (8v grad) v 4 (3v grad) 3v] - dF. (3.23)

Die beiden letzten Flidchenintegrale verschwinden wegen der Voraussetzung Sv=0
auf F.

Mit den Umformungen:
div [8v X rot v] = rot v - rot 3v — 8v - rot rot v (3.24)
rot [v X v]=(v grad) v — (Sv grad) v+ 3v - div v — v - div 3v, (3.25)

dem Stokesschen Satz fiir eine geschlossené Fliche
$rot 4-dF =0, hiermit A=3vXv, (1.33)

und der Nebenbedingung, daB auch die variierte Bewegung kinematisch moglich sein
soll, so da8 divdv =0,

wird dann 81 = f (rot 3v)*dr + 2 j 3v - rot rot vdr. (3.26)

Das erste Integral ist offenbar stets positiv. Eine allgemeine Aussage iiber das zweite
Integral ist dann mdglich, wenn das Ausgangsfeld v noch folgende, kinematische Be-
zishung erfiillt, wenn nimlich

rot rot v = grad F (z, 9, 2, t) (3.27)

gilt und F irgendeine stetig differenzierbare Potentialfunktion mit AF =0 ist. Dann
wird mit
div (Fdv)=Fdivdv}dv-grad F, und 3v=0 aufF,

| 3v - rot rot vdv = fdiv(Fsv) dr = fm»-ap: 0,
und somit 3l = J’ (rot 3v)*dr > 0. (3.28)

In Strémungen inkompressibler Fliissigkeiten konstanter Zihigkeit, fiir die ein Potential
F der Rotation des Wirbelvektors existiert, ist also zu jedem Zeitpunkt und in jedem
Stromungsgebiet die Dissipation kleiner als diejenige anderer, kinematisch moglicher
Strdmungen mit der gleichen Geschwindigkeit am Rand des betrachteten Stromungs-
gebiets. Wegen der Navier-Stokesschen Gleichung ist die Forde der Existenz eines
solchen Potentials F gleichbedeutend mit der Voraussetzung, dafl die Reibungskraft
und - falls die &uBere Kraft ein Potential hat — auch die substantielle Beschleunigung
aus einem Potential abgeleitet werden kann.

Wieghardt, S8tromungslebre 10
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Triviale derartige Fille sind die sogenannten Scherstromungen, bei denen iiberall
rot v=const angenommen wird. Naherungsweise ist die Voraussetzung fiir alle
stationdren, schleichenden Stromungen erfiillt mit Re<€1, wenn v so klein ist, dafl
die in v quadratischen Glieder vernachlissigt werden kénnen. Ferner wird sie exakt
befriedigt von den parabelférmigen Geschwindigkeitsprofilen der ebenen Strémung
zwischen zwei parallelen Platten und der entsprechenden drehsymmetrischen Strémung
in einem Kreisrohr. Fiir diese stationire Rohrstrémung kann man iibrigens weiterhin
noch folgern, daf die Dissipation und damit auch der Druckabfall bei vorgegebener
DurchfluBmenge fiir laminare Stromung kleiner ist als fiir turbulente. (Dagegen wird
z. B. der Widerstand einer Kugel nach Fig. 11 durch das Turbulentwerden der Rei-
bungsschicht bei groBen Re-Zahlen verkleinert!)

Eine Erweiterung des obigen Satzes iiber die Dissipation auf Fliissigkeiten verinder-
licher Zahigkeit oder auf Gase wire moglich, aber physikalisch nicht sinnvoll, solange
nur die Geschwindigkeit variiert wiirde und dabei die Abhingigkeit von g, u’ und ¢
vom Geschwindigkeitsfeld selbst unberiicksichtigt bliebe.

3.2. Allgemeine Folgerungen aus der Navier-Stokesschen Gleichung

Im folgenden betrachten wir Stromungen in inkompressiblen Flissigkeiten mit
konstanter Zahigkeit; die dulBere Kraft habe ein Potential £2:

dive=0 (1.25)
dov ov

v? 1
b=—a-t— =3 + gra,d—?—vx rot v = ——Q—gradp -+ grad 2 — vrotrotv. (1.79)

Bildet man die Divergenz dieser Gleichung, so wird das Reibungsglied eliminiert
und man erhélt:

—A(ple— Q)= div (v grad v) = u} + o] + w] + 2 (vz uy + wyv, +uzwy) . (3.29)

Fiir beliebige, auch instationére Stromungen erweist sich demnach Ap als un-
abhéngig von der Zihigkeit; insbesondere kann man fiir schleichende Stro-
mungen die rechte Gleichungsseite vernachlédssigen, und es ergibt sich p als
Potentialfunktion:

Ap=0, fallsauch AQ=0. (3.30)

Dieser enge Zusammenhang zwischen Druck- und Geschwindigkeitsfeld erinnert
an die Bernoulli-Gleichung fiir reibungslose Flussigkeiten. Fir zéhe Fliissig-
keiten kann man ein Analogon dazu jedoch nur fir die oben erwidhnten Spezial-
fille aufstellen, wenn

rot ot v=grad F. (3.27)

Im stationidren Fall wird dann nédmlich, dhnlich wie in 1.4.1,
3
grad (—%—-}-% -2+ vF) =vXrotv.
Liings einer Stromlinie ds|| v ist diese Gleichung wieder integrierbar und gibt

._';L..}..%._Q-}-yll’:const (3.31)

ldngs einer Stromlinie.
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Im allgemeinen existiert aber kein Potential F fiir die Reibungskraft, und dann
ist eine solche Integration nicht méglich.

Fiir den Wirbelvektor w =rot v kann man aus der Navier-Stokesschen Glei-

chung durch Bildung der Rotation eine allgemein giiltige Gleichung gewinnen,
wobei das Druckglied fortfillt:

aa—’: —rot [v X w]=— yrotrot w, oder
dw Ow
¥ Al + (v grad) w = (wgrad) v—vrot rot w. (3.32)

Setzt man v =0, so hat man die Gleichung, von der Helmholtz zur Ableitung
seiner Wirbelséitze (vgl. 2.1.3) ausging; die Wirbellinien bewegen sich mit der
Strémung, und die Zirkulation um eine Wirbelrshre bleibt dabei konstant.
Die Rotation eines Fliissigkeitsteilchens kann sich in reibungsloser Fliissigkeit
nur dadurch éndern, daB es Teil einer Wirbelréhre ist, die gestreckt oder ge-
staucht wird, das Glied (w grad) v bedeutet ja die Anderung der Geschwindig-
keit in Richtung der Wirbellinie w multipliziert mit dem Betrag von w.

In ebener Stromung ist eine solche Streckung der Wirbellinien nicht moglich,
und das Glied (w grad)v verschwindet hier stets, da ja w | v. Daher ver-
einfacht sich hier die obige Wirbelgleichung zu

dw  Ow

—dt—--—w—}—vgradwszw, mit o= |wj=1v,—u,. (3.33)

Diese Gleichung entspricht véllig der fiir die Warmeleitung in einem homogenen
Stromungsmedium mit 4 = const; nach Gl (8.16) gilt zunéichst

((IT% =D} div(Agrad 7).
Ist die Temperaturerhéhung infolge der Reibungswirme klein gegen Tempe-
raturunterschiede innerhalb der Flissigkeit, die etwa von auflen aufgezwungen
werden (wie z. B. in einer Kiihlerfliissigkeit), so wird mit D =0 und dg =c,d7T

ar  oT A

—_——— T= _——AT. 3.34

@~ t(vend) % (3:34)
Der Rotation @ entspricht die Temperatur 7', der kinematischen Zéhigkeit »
die dimensionsgleiche Temperaturleitzahl i/oc,.

In der Potentialtheorie wird gezeigt, daBl AT ein MaB dafiir ist, um wieviel der
Wert von T ima Punkt P (x,y,2) kleiner ist als der Mittelwert aller T-Werte auf
einer infinitesimalen Kugel mit dem Mittelpunkt in P (z,y,z); ist AT negativ,
so ist 7T'(z,y,2) groBer als der Mittelwert in den Nchbarpunkten. Abgesehen
von dem rein konvektiven Transportglied (v grad) T' bewirkt die Wérme-
leitung ein Ansteigen von 7' in P mit der Zeit (87'/0¢ > 0), wenn AT > 0, wodurch
T in P mit der Zeit an die zuniichst hoheren Werte in der Umgebung P an-
geglichen wird. Dieses Ausgleichen von Temperaturdifferenzen ist natiirlich
schon im linearen Ansatz : Wirmestrom proportional dem Temperaturgradienten
enthalten. Aus der Analogie mit der Wirbelgleichung (3.33) folgt nun, da8 die

10*
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Zshigkeit mit der Zeit ein Ausgleichen der Drehung im Strémungsgebiet be-
wirkt. Auch im sallgemeinen, dreidimensionalen Fall ergibt sich eine solche
Wirbeldiffusion; schreibt man Gleichung (3.32) aus fiir die einzelnen cartesi-
schen Komponenten von w, so kann man ja — » rot rot w durch v Aw ersetzen.

Wegen dieser Wirbeldiffusion im Innern einer zéhen Fliissigkeit, konnen Wirbel
nicht im Innern entstehen, sondern nur am Rand eines Strémungsgebiets. So
bestehen z. B. alle Wirbel im Nachlauf eines Schiffes aus Flissigkeitsteilchen,
die vorher in der Grenzschicht léings des Schiffes in Drehung versetzt worden
sind; hinter dem Schiff wird infolge der Wirbeldiffusion das Gebiet mit nicht-
verschwindender Rotation allméhlich immer breiter, wobei gleichzeitig die
kinetische Energie der Wirbel nach und nach in Wirmeenergie umgewandelt
wird.

8.3. Exakte Losungen der Navier-Stokesschen Gleichung

3.3.1. Poiseuille- oder Rohrstromung. Die denkbar einfachste, stationdre Stro-
mung ist offenbar die in einem sehr langen geraden Rohr mit konstantem
Querschnitt, auch wenn dieser nicht kreisférmig ist. Ist die x-Achse parallel
zur Rohrachse, so gilt v = w = 0 und wegen der Kontinuitdtsgleichung u = u (y,2).
Die zweite und dritte Komponente der Navier-Stokesschen Gleichung gibt
dp[oy = dp/oz =0 und die erste fordert

1 d
Au(y,z) = n Tﬁ- = const < 0, (3.35)
mit u =0 am Rand R des Querschnitts. Setzt
3 man an
1 d
W b= W A ), (336)
3 7
(-dpfs 80 s0ll ¥ eine Potentialfunktion mit A¥ =0
fllptisch sein, die die Randwerte hat:
2 1 dp
Yy =— Fyirr (v +2%). (8.37)

Die DurchfluBmenge ist definiert durch

o /-ﬂ
k;‘}e;’.s;lrgg / /vechteckig Q= .[ j udydz. (3:38)
Wenn auch die so berechenbare, ausgebildete,
\ laminare Rohrstromung technisch kaum inter-
4 essiert, so kann man doch fragen, welcher Quer-
schnitt zum Transport einer Fliissigkeit am ge-
eignetsten ist. Aus dem erforderlichen Druck-

b/a gefille —dp/dz, der Durchflumenge @, der
P ——— Zihigkeit 4 und dem Umfang s des Rohrquer-
05 7 schnitts, der den benétigten Materialaufwand
Fig. 70. kennzeichnen soll, kann man hierfiir die folgende
Laminare Strémung durch Rohre ver. ~ Dimensionslose bilden:
schiedenen Querschnitts (Abhiéngig- Q
keit der DurchfluBmenge von der e # (3.39)

Quersohnittaform) = (— dp/dz) &t *
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In den folgenden Beispielen erhilt man den groSten ©-Wert fiir das Kreisrohr, das sich
somit als giinstigstes Rohr ergibt, wie zu erwarten war (vgl. Fig. 70).

Beispiele
1. Elliptischer Querschnitt (Halbachsen ¢ und b in y- und z-Richtung).
_ (—dp/dx) a®b? oy 2 Q= —dp/dx wa*b®
w= 2u a’+b’( “at ?‘)’ Y a* b’

Umfang s = 4a F (% V1= b”/a’); (F = elliptisches Integral 2. Gattung).

Speziell fiir das Kreisrohr wird & = = 2,62.10-4,

128 w2

2. Rechteckiger Querschnitt (Seitenlingen 2a und 25 in y- und z-Richtung).
v (— dp/dz) bt g 32 pe cosh (ry/2b)
2u Fi3d cosh (ra/2b)

1 cosh(3my/2b)
3% “cosh (3ma/2b)

Q:%- (—dp/;j.x)ab"‘ {1— 1;2 —Z-[tanh(%%)—}—-%-tanh(?—z’;i)...]}

s=4(a-}+b).
Speziell fiir den quadratischen Querschnitt wird ©=1,37 - 10-4.

cos(mz/2b) —

cos (37 2/2b) + ] }

3. Gleichseitiges Dreieck als Querschnitt (Seitenlinge 2 V3a)

— dpjazx
u=d 12*"_2/a ) —(a— o) [y + 200 — 32
=138 (=dpfddat 5. und © — 0,668 10-+.
V3 ®

4. Kreisring als Rohrquerschnitt (Radien a und b).

(— dp/dx) . g, b'—a? r
u=.—~_*4# {a —1r +Wln7

* (—dpde) [,  (B—a?)?
Q__é‘—“—,u—'{b @ —]_nff/;_}’ s=2n(a+b).

In einem Rohr verringert also z. B. ein Draht in der Rohrachse mit einem Durchmesser
von nur 1/20 des Rohrdurchmessers die DurchfluBmenge bereits um ein Drittel
(fir a/b = 1/20 wird nimlich Q = 0,668 @ (a = 0)).

3.3.2. Abklingen eines Wirbels. Ein lehrreiches Beispiel einer exakt berechen-
baren instationdren Stréomung ist die ebene Bewegung einer unbegrenzten
zéhen Fliissigkeit, bei der alle Bahnlinien Kreise um einen Punkt r = 0 bilden.
Hier ist die Kontinuitédtsbedingung offenbar von selbst erfiillt. Die Navier-
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Stokessche Gleichung, die im Anhang fiir Zylinderkoordinaten umgeschrieben
ist, vereinfacht sich hier zu

2
_aizv(au 1 du u), (3.40)

ot ot T e
wo u(r,t) die Geschwindigkeit eines Teilchens auf seiner Kreisbahn (Radius )

zur Zeit ¢t bedeutet. Die Rotation der Geschwindigkeit hat nur eine Komponente
senkrecht zur Stromungsebene vom Betrag

ou u 1 o

= Ty =7 s (341)
aus der Navier-Stokesschen Gleichung folgt
dw v O Ow
=7 ("5 (342)

Zur Berechnung von u oder w aus diesen Gleichungen miiite natiirlich noch eine
Anfangsverteilung bekannt sein, durch die die Stromung erst eindeutig be-
stimmt wire.

Ein physikalisch besonders wésentlicher Spezialfall dieser Wirbelstrémungen in
unbegrenzter Flissigkeit wird nun durch eine dimensionslose Liosung beschrieben,
die keine willkiirlich eingefithrten MaBstébe fiir Lénge und Zeit (r und ¢) ent-
hélt. Zusammen mit der einzigen Materialkonstante » des Problems lLifit sich
némlich aus » und ¢ nur eine dimensionslose Variable n folgender Form bilden:

1 =

. 3.43
YT (3.43)

(Das Einfihren der willkiirlichen Zahl 2 ist rechentechnisch zweckmaé8ig.)

Fig. 71. Zeitliches Abklingen eines Wirbels mit I'y (r —o00,f) mconst # 0

Da die Rotation w die Dimension 1/Zeit hat, ist es naheliegend, eine dimensions-
lose Rotation 2 ==w - ¢ einzufithren und weiterhin anzunehmen, da8 diese nur
noch von 7 abhéngen soll: 2= Q().
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Unter diesen Voraussetzungen wird nun:

on _ 1 sowie o _ T

YTy & ape

8w 1 1 , Sw 1 1 r , 1 n .,
und ?‘Tz}/ﬁg’W‘"FQ_TWQ_"T’(Q"”?Q)'

GI. (3.42) ergibt dann

"+ 1+ 293)Q2°+4712=0

mit der speziellen Losung

—_nl
Q=ce " oder W, =

%e—r’/h’l

(3.44)

Die zugehérige Geschwindigkeitsverteilung folgt aus Gl. (3.41); bestimmt man
dabei die Integrationskonstante so, da3 die Geschwindigkeit % auch noch im
Nullpunkt » =0 endlich bleibt, so wird (vgl. Fig. 71)

Fig. 72.
Zeitliches Abklingen eines Wirbels mit I'y(r—»c0,8) =0

g = 2:1” (1— e Tty

(3.45)
Da die Differentialgleichun-
gen (3.41) und (3.42) linear in
u, w und ¢ sind, so stellen
auch zeitliche Ableitungen
{und lineare Kombinationen
davon) von w,, u; nach ¢
weitere Lésungen dar. So
wird z. B.

—.__Nu'

ot
CsT  _s24y

=55 ® vt (3.47)
{(Wahrend ¢, eine dimensions-
lose Zahl ist, entsprechend
dem Ansatz fiirr 2, ist jetzt ¢,
eine Konstante mit der
Dimension einer Zeit.)
Fiir diese Losung sind w(r)
und wu(r) zu verschiedenen
Zeiten ¢ in Fig. 72 aufge-
tragen.
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Die erste Losung kann man als das zeitliche Abklingen eines Potentialwirbels
infolge der Ziéhigkeitswirkung deuten. Fiir ¢ —>0 wird némlich fiir » > 0, w; -0
und u; —>2¢,9/r; das ist aber das Geschwindigkeitsfeld eines Potentialwirbels
mit der Zirkulation I} =4nc;v. Fiir t>0 ist die Singularitit bei r =0 ver-
schwunden, der Wirbel hat einen endlichen Kern mit linearem Geschwindigkeits-
anstieg, wie eine Reihenentwicklung fiir 2 £ 4v¢ zeigt:
€y 73 ¢ r2
wl-—T(l—m-l———...), u1=-2—-(r—m+—...).

Im Kern ist die Rotation fast konstant und fillt nach auen monoton ab; fiir
{4yt &~ 2 oder 3 ist die Stromung praktisch drebungsfrei: w; 0, u; ~ 1/r. Das
Gebiet mit drehender Flissigkeit (w, = 0), das bei £ - 0 auf eine kleine Umgebung
von r = 0 beschrinkt ist, breitet sich mit der Zeit mehr und mehr aus, wobei
gleichzeitig der Betrag von w schnell abklingt. Die Zirkulation I, lings eines
groBen Kreises mit 72> 4vt bleibt aber zeitlich konstant, da

IN=2nru,=4mcy. (3.48)

Die Zihigkeit bewirkt also eine Wirbeldiffusion oder Verschmierung des
urspriinglich linienférmigen Wirbelfadens bei r = 0. Der zeitlichen Abnahme der
kinetischen Energie des ganzen Stromungsfeldes entspricht dabei die Dissipation

00 PZ
D1=yfw’2ﬁrdr=%1?~—%-. (3.49)
o

Die zweite Losung gibt das Abklingen eines Wirbels mit einer anderen, rdumlich
schneller abklingenden Anfangsverteilung der Geschwindigkeit. Die Rotation
w, wechselt bei r? =4yt das Vorzeichen, wenn auch u, fir alle » die gleiche
Drehrichtung hat. Die Rotation ist so verteilt, da im groSen Abstand vom
Wirbel die Zirkulation stets verschwindet:
: 1

= Ji;;i e 0 fiir >4t (3.50)
Die Wirbeldiffusion spielt sich hier schneller ab als bei dor ersten Losung, was
auch einer schnelleren Dissipation entspricht:

2 M 1
A

D, =mpc (3.51)

3.8.3. Die ruckartig beschleunigte Platte. Nachdem gezeigt wurde, wie im Innern
einer zéhen Flissigkeit Wirbel diffundiert und aufgelést werden, soll nun das
Entstehen von Rotation in der Nihe einer festen Wand an einem einfachen
Grundbeispiel untersucht werden. Eine unendlich lange Platte in einer un-
begrenzten ruhenden Flussigkeit werde zur Zeit ¢t =0 ruckartig aus der Ruhe
so beschleunigt, daB sie sich fiir alle £> 0 mit konstanter Geschwindigkeit U
in ihrer eigenen Ebene bewegt. In reibungsloser Flissigkeit wiirde dadurch
tiberhaupt keine Strémung erzeugt. Die zéihe Flissigkeit haftet jedoch an der
Wand (y =0), und es entsteht eine Strémung parallel zur Platte mit u(y,?)
und v =w =0 und den Randbedingungen

t>0: y=0 wu=U y->o00 u—>0.
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Offenbar ist der Druck iiberall gleich und die Navier-Stokessche Gleichung
reduziert sich auf

ou o

7 =¥y W . (3.52)
Da auch dieses Problem keine charakteristische Lénge enthélt, fithrt man wieder
einen dimensionslosen Wandabstand 7 ein:

Y
n= —
2yrit
und erwartet eine Lésung von der Form %- =f(n).

Tatséchlich ergibt sich aus (8.52) die gewdhnliche Differentialgleichung

24 42 =0 (3.63)
Y mit der Lisung
7 ZVV_t‘ oo n
u 2 2 2 2
15 e =fm | e Tdyp=1— — e " d. (3.54)
7=/ Ve n e f n.
n 0
(Das letzte Integral ist das GauBsche Fehlerinte-
7 gral.) Fig.73 zeigt dieses Geschwindigkeitsprofil
itber demn Wandabstand.
Die Rotation ist schlief3lich
ou U 2
05 W= = — ———e 7, (3.55)
Sy VTC vi
und die Schubspannung an der Wand
O Y ou Uq/v
0,15 ufy 7 To= 4 (W) = %:‘ VT . (3.56)
Fig. 73. y=0 T
Geschwindigkeitsprofil . .
dor iufﬁﬁréigg t?;sc%rlzuni? Die Arbeit 7,U, die |in der Zeiteinheit an der
ten Platte Flicheneinheit der Platte zu leisten ist, um diese

Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit aufrecht

zu erhalten, nimint also ebenso wie die Dissipation mit 1/Y7 ab. Es wird zunéichst
nur eine wandnahe Schicht der Flissigkeit mitgerissen, deren Dicke mit der
Zeit anwichst; je mehr Flissigkeit bereits in Bewegung versetzt worden ist,
um so geringer wird der Reibungswiderstand der Platte. Als Dicke § der mit-
bewegten Fliissigkeitsschicht kann man etwa den Wandabstand definieren, in

dem 4/U = 0,01 gilt. Das ist bei 4 = §/2V ¥t ~ 2 der Fall, so dal

S~ 4Y¥t. (3.57)

Die bewegte Wand beeinfluBt die Fliissigkeit also in einer wandnahen Schicht,
deren Dicke proportional der Wurzel aus der Zeit und aus der Zahigkeit ist.
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f e 2Yridy = — U (3.58)

o

U
Vvt

o0
Das Integral I = { wdy = —
0

héingt nicht von der Zeit ab. Das heif3t: die gesamte Rotation, die durch das
Anfahren der Platte zur Zeit t =0 entstanden ist und die zuerst in einer un-
endlich ditnnen Wirbelschicht lings der Platte konzentriert ist, diffundiert dann
in die Flissigkeit hinein, ohne daf} ihr Gesamtbetrag verdndert wird. Im
zugehorigen Wirmeleitungsproblem entspricht o der Temperatur und I der
gesamten Warmemenge (je Flacheneinheit),die zur Zeit ¢ = 0 der Platte zugefiithrt
worden ist und dann in die Fliissigkeit geleitet wird.

3.8.4. Schwingende Platte.
In der Theorie der Wiarme-
4 leitung sind weitere Losun-

gen der Gl. (3.52) bekannt,
fy=yV L insbesondere auch die peri-
Y odische Losung

u = Ue *¥ cos (nt— ky),
mit  k=Vn/2v. (3.59)

In groflen Wandabstinden

bleibt dann die Fliissigkeit

immer in Ruhe (u—0 fiir

y — o), an der Wand selbst

wird = U cos nt fiiry=0;

die Platte schwingt also

) harmonisch in ihrer Ebene.

_ant Die Fliissigkeitsteilchen

schwingen dann ebenfalls

= hin und her, und zwar mit

_ 45 W 1 um so kleinerer Amplitude

Fig. 74. Geschwindigkeitsprofile an ciner dauernd hin- und  ypd groBerer Phasenver-

herschwingenden Platte zogerung, je groBer der

Wandabstand ist, wie in Fig. 74 gezeigt. Teilchen gleicher Phasen unterscheiden

sich im Wandabstand um Ay =2n/k=2rn}/2y/n. Diese Linge kann auch als Ein-

dringungstiefe der Schwingung in die Fliissigkeit aufgefafit werden; denn im Wand-

abstand y =2n/k ist die Amplitude von » nur noch Ue %™ =0,002U. Die Losung

stellt auch die Temperaturverteilung im Erdinnern dar, wenn die Temperatur (u, U)
an der Oberfliche periodisch (tiglich oder jihrlich) schwankt.

Wegen der Linearitit der Gl (3.52) kann man aus dieser Grundldsung — mittels eines

Fourier-Integrals —auch die Losung fiir beliebige Plattenbewegungen zusammensetzen.

3.3.5. Ebene Staupunktsiromung. Die ebene Staupunktstrémung einer idealen
Flussigkeit ergab sich in 2.2.2 aus der komplexen Strémungsfunktion F =az?2,
u—iv=dF/dz =az =ax+iay. Dadurch wird in der Umgebung des Stau-
punkts £ =y =0 eine Stréomung u =awx, v = — ay gegen die Ebene y =0 dar-
gestellt (vgl. Fig. 18, S. 65); der Druck ist nach Bernoulli

P =Py — —g—a’ (x* + ¥*) mit py = Druck im Staupunkt.
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Um die entsprechende Strémung in ziéher Fliissigkeit zu finden, in der an der
Wand nicht nur

v=0 fiir y=0, sondern auch u=0

gelten muf, kann man versuchen, die obigen Bezichungen folgendermaBen zu
verallgemeinern:

u=z-f'(y), v=—f() (3.60)
und P=po— Fa*[= +g(y)]. (3,61)

Der Ansatz fur » und v befriedigt die Kontinuititsbedingung, und die Rand-
bedingungen an der Wand sind jetzt
y=0 u=v=0 also f=f=0.

Ahnlich wie bei den vorigen Beispielen erwartet man, daB der EinfluB der
Zéahigkeit und der Haftbedingung in groBeren Wandabstinden vernachlissigbar
sein wird, so daB dort die Stromung ebenso verliuft wie in reibungsloser
Flussigkeit, d. h. da fur

y—>oo u->ax oder f —a.

Mit diesen Ansétzen erhélt man nun aus den Navier-Stokesschen Gleichungen

fr—=Jff=at4-vf" (3.62)
und 1 = ‘;2 g —vf". (3.63)

Es ergeben sich also in der Tat wie gewiinscht zwei gewohnliche Differential-
gleichungen fiir die beiden Funktionen f und g¢. Aus der ersten kann f(y)
bestimmt werden und daraus das Geschwindigkeitsfeld. Aus der zweiten
Gleichung folgt dann g(y) und daraus der Druck; sie ersetzt also die nur fir
ideale Fliissigkeiten giiltige Bernoulli-Gleichung.

Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen verschwinden hier nicht alle kon-
vektiven Beschleunigungsglieder, weshalb die obige Gleichung fiir f nicht
linear ist. Zu ihrer numerischen Lésung werden dimensionslose GréBen ein-
gefiihrt:

=5 wd s =Varon. (360
Firr @(n) ergibt dann Gl (3.62):
O L DD — P41 =0 (3.65)
mit O=¢'=0 fir =0 und ¥’ =1 fir g—>co0.

Bezieht man die Geschwindigkeit « parallel zur Wand auf die in idealer Flissig-
keit ujq =a=z, so wird

L. Y (3.66)

Uid ax
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7 n— Die Losung hierfir ist in
W, P Fig. 75 aufgetragen (nach
’“ / K. Hiemenz, 1911). Etws

ars bei n=2,4 wird ¢’ =0,99;
l von dort ab unterscheidet
sich 4 um weniger als 19,

05 . von uy. Die Zéhigkeit beein-
ebene Stromung flut die Stromung also nur
————— drehsymmetrische in einer wandnahen Schicht
- Stromung . —
)25 von der Dicke 6=2,4Vy/a,
die um so dinner wird, je
l L | weniger zith die Flussigkeit

4

' ! y ist. Der Vergleich der Strom-
as ! 15 2 2’5”_1/3;/ 3 linien in idealer und in zéher

= 7 .. . - K3 . .
Fig. 75. Staupunktstromung : Geschwindigkeit Fl.uSSlg.kelt ln Fig. 76. zellg’b >
perallel zur Wand itber dem Wandabstand wie die ?tromung infolge
dieser Schicht von der Wand

weg gedringt wird. Soweit

|¥ . man einen Korper mit

| N\ stumpfen Kopf durch die

\\ \\ ] Tangentialebene im Stau-

| \ \ BN . punkt ersetzen kann, gilt

i \ N N diese  Staupunktstrémung

\\ \\\ Jx - d(?rt allgemein.

I \ - ~] } Eine analoge Rechnung fir

| \\\ > = 1 die drehsymmetrische Stau-

=~ L ==I ; punktsrechnung gibt das in

1 R R Fig. 15 gestrichelt einge-

_’_‘/L L ! tragene  (eschwindigkeits-
4 /s 7/

profil &’= ufu;q (mit wq =ar)

Fig. 78. Ebene Staupunktstrémung in zdher und itber dem dimensionslosen
in idealer (- — —) Flussigkeit ‘Wandabstand.

3.4. Schleichende Strémungen

Aufler den obigen Beispielen sind durchaus noch weitere exakte Lisungen der
Navier-Stokes-Gleichung bekannt, aber es sind stets Einzelfille mit einfachem
Stromlinienverlauf. Allgemeinere Methoden fiir N&herungslésungen sind
jedoch méglich in den Grenzfillen sehr kleiner oder sehr grofier Re-Zahlen. Im
Fall Re£1 (oder wenigstens Re < 1) tiberwiegen die Zahigkeitskréfte diejenigen
der Trigheit, und die Grundgleichung kann néherungsweise linearisiert werden;
kleine Korper, die sich langsam in ziéher Fliissigkeit bewegen, bewirken solche
schleichenden Strémungen. Im praktisch wichtigeren Fall der Strémungen
von Flissigkeiten sehr kleiner Zéhigkeit, Re -> oo, geniigt es oft, den Zéhigkeits-
einflul nur in einer dinnen Grenzschicht an einer Wand oder einem schlanken
Kérper zu beriicksichtigen, so da8 die Berechnung in anderer Weise vereinfacht
werden kann.
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Wir betrachten nun stationére, schleichende Strémungen und gehen von der
Wirbelgleichung (3.32) fiir w =rot v aus:

% + (v grad) w = (10 grad) v — ¥ rot ot w, mit div v =< 0.

Speziell fiir zweidimensionale stationére Stromungen, die entweder eben oder
drehsymmetrisch sind, gilt stets w | v und folglich (w grad) v=0, so dal dann

(v grad)w = —vrot rot w . (3.67)

Ferner beschrinken wir uns auf das Problem, daf8 ein Korper (charakteristische
Abmessung L) sich in einer unbeschréankten Parallelstrémung (U) befindet.
Wenn man die Koordinaten mit L und v mit U dimensionslos macht, ist statt »
dann 1/Re zu schreiben mit Re = U Lfv. Gl. (3.67) kann man nun auf zwei
Weisen linearisieren, indem man im Trigheitsterm der linken Seite entweder
v =0 oder v = iU setzt. Die erste Naherung fiihrte G. G. Stokes 1851 durch;
das Triagheitsglied bzw. der Wirbeltransport wird dabei véllig vernachldssigt,
nur die Wirbeldiffusion infolge der Zéhigkeit wird beriicksichtigt. Die Lésung
fiir das Wirbelfeld w bzw. fur das zugehdrige Geschwindigkeitsfeld v wird dann
ganz unabhéngig von Re, sie ist aber natiirlich physikalisch nur fir Re<£1
sinnvoll. Die Néherung v =0 auf der linken Gleichungsseite trifft exakt aller-
dings nur am Kérper selbst zu, sonst aber nirgends im Strémungsfeld.

Die andere Linearisierungsannahme v»=iU schlug C. W. Oseen 1811 vor.
Aufler der Wirbeldiffusion wird hier der Wirbeltransport néherungsweise
wenigstens in groBer Entfernung vom Korper richtig beriicksichtigt. Da die
Re-Zahl des Korpers Parameter der Gl. (3.67) bleibt, hingt deren Lisung von
Re ab, und es ist zu erwarten, dall sie fiir Be >0 zur Stokesschen Losung
konvergiert, da dann auch die beiden Annahmen iiber v fiir U —0 zusammen-
fallen.

3.4.1. Kugelumstromung nach Stokes. Das einfachste Beispiel einer Stromung
fiur Re<£1 nach Stokes ist die um eine Kugel. Fithrt man Kugelkoordinaten
R,® und @ ein, wobei hier wegen der Drehsymmetrie um die Achse 8/8® =0
gilt, so wird (vgl. Anhang)

1 9 1 avR
w = rot v = (71?--éf (Rog) — 73"@“) k (3.68)
und bei Einfithrung einer Stromfunktion ¥ (R, @):
1 o 1 o
R= Riin® 60 und  vg=— Rsin® OR° (369)
Somit wird
—_— . k . _ sin @ 9 gle
werotv=— ot AW, mit A¥=¥rrt g s (W) ., (3.70)
und nach Gl (3.87)
Tot Tob 0 = ——F __ AAY—0. 311

Rsin &
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Die Stromfunktion ¥ mufl also die Bipotentialgleichung erfiillen sowie die
Randbedingungen

fir R = R, = Kugelradius: ¥ =¥ =0
und fiir R—>o0o ¥ % R2sin2 @ . (3.72)

(Denn wenn man den Achsabstand R sin @ =7 nennt, so soll ja im Unendlichen
parallel zur Achse die Geschwindigkeit (1/r)0%¥/or =U gelten.) Fiir ideale
Flussigkeit ergibt die Potentialstromung (mit rot v =0 und A% =0, S. 105):

U s B,
&UPOt_—:TR gin? @ 1—~78— H (3.73)

hierbei kann auf der Kugel nur die Randbedingung Wg = 0 oder vg = 0 erfiillt
werden, nicht aber aullerdem noch die Haftbedingung vg (R = R,) = 0.

Setzt man nun fir die schleichende Bewegung ebenfalls an
¥ =sin? O f(R), (3.74)
so gibt Gl. (3.71) fir f die gewShnliche Differentialgleichung

4 ,, 8 ,, 8
A AR i e Akl (3.75)
mit der Lésung .
f= % +- bR 4 cR 4 dRs. (3.76)
Die Randbedingung fiir B - oo bestimmmt die Konstanten ¢ und d:
U
¢ = 5 und d=0,

wihrend a und b so gewéhlt werden kénnen, da fir R = R, sowohl vg = 0 wie
auch vg =0 wird. Dann erhilt man schlieBlich die Lésung

U ... 3R , 1R
¥ = R'sin'@ (1—“2‘T°+'2‘T:)‘ (3.17)
Daraus folgt die Rotation
w=_7:§_§mf=—k-%u g‘; sin ©. (3.78)

Im ganzen Stréomungsgebiet wird nach Gl. (3.21) die Energie D je Zeiteinheit
dissipiert :

D= f pwtdv,
mit demn Volumenelement

dV=2rRsin® -RdO®dR und R, < R <00, 06 <mx.
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Dieser Dissipation entspricht die Arbeit des Widerstandes W je Zeiteinheit:
D =W U, und die Integration ergibt hierfiir

W=6ruUR,, (3.79)
oder fiir den Widerstandsbeiwert ¢, :

g 1;2 :%, mit Re=2Ro-g—. (3.80)
-%U”-ﬂ:Rﬁ e¥ Mo

Das Druckfeld kann man aus der Navier-Stokes-Gleichung bei Vernach-
lassigung der Trégheitsfelder ermitteln:

0= —%gradp—vrotrotv.
Es wird hier

3 R,
—p-{—pm:?yUcos@—R—a. (3.81)
Der Kugelwiderstand 188t sich auch als Resultierende der Normaldrucke und
der tangentialen Wandschubspannungen an der Kugel berechnen. Man erhilt
denselben Wert wie oben und die zusiitzliche Aussage, daB3 1/3 des Gesamtwider-
stands vom Druckfeld herrihrt.

Die obige Formel (3.79) von Stokes fiir den Kugelwiderstand ist experimentell
fiir Re < etwa 1 bestéitigt worden. Andererseits wurde sie von R. A. Millikan
bei der Bestimmung der elektrischen Elementarladung auf winzige, elektrisch
geladene Oltropfchen angewandt, die in Luft zwischen den Platten eines
Kondensators schwebten.

Mit groBerem mathematischen Aufwand konnen nach der Stokesschen Methode
auch andere Korperumstromungen berechnet werden. So ist z. B. nach A.
Oberbeck (1876) der Widerstand einer senkrecht angestromten Kreisscheibe

W=16uUR,, (3-82)

was experimentell ebenfalls bis Re < 1 bestitigt wird.

Merkwiirdigerweise ist es jedoch nicht méglich ebene Strémungen nach der
Stokesschen Methode zu berechnen. So miiite man z. B. fiir den querangestrém-
ten Kreiszylinder eine Stromfunktion ¥ finden, die auBer der Gleichung AAY =0
die Randbedingungen ¥ =0 und ¥, =0 am Zylinder r =7, und ¥ — Ur sin #
fiir - oo erfiillt. In Polarkoordinaten » und # ist dabei

1 1
A=W,y + — Pyt = Py (3.83)

Macht man analog zur Lésung der Potentialstrémung

2
Ppoy = Ur sind (1 - —"_) (3.84)

rd
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den Separationsansatz ¥ =sin #f(r), so ergibt sich
v 2 10 3 .., 3 ., 3

7 +f ——=f +Ta'f —_r.‘_f=0 (3.85)

mit der Losung = % +brt+cr*4drinr. (3.86)

Anders als bei Kugelstromung legt hier die Randbedingung im Unendlichen
bereits drei Konstanten fest: b = U, ¢ =0 und d =0, so da am Zylinder selbst
nur noch eine Randbedingung (und nicht zwei) erfiillt werden kann. Es kann
ferner gezeigt werden, da auch mit allgemeineren Ansatzen fiir ¥ keine Losung
dieses Randwertproblems zu finden ist.

Das vollstindige Vernachlissigen der Triagheitsglieder fithrt somit bei ebener
Stromung auf eine Randwertaufgabe, die mathematisch keine sinnvolle stetige
Losung besitzt. Aber auch bei rdumlicher Strémung, wie z. B. um eine
Kugel, ist es eigentlich ein gliicklicher Zufall, da8 sich eine Losung ergibt,
die — wenigstens hinsichtlich des Widerstands — die Wirklichkeit gut beschreibt.
Die Stokessche Losung erfiillt ndmlich in gréBerer Entfernung von der Kugel
gar nicht die physikalische Voraussetzung, daB die Trégheitsglieder gegen die
Druck- und Zdhigkeitskréifte klein sein sollen. Denn nach den obigen Ergeb-
nissen sind die ersteren von der Gréf8enordnung gv X w~gU - UR,/R?, die
letzteren dagegen: grad p oder urot w~~ u U Ry/R?; ihr Verhéltnis hat also die
GroBenordnung UR/y = UR,fv - B[R, und wird fir R/R,— oo beliebig gro8,
auch wenn Re =2U Ry/v eine beliebig kleine, feste Zahl ist. Nach der Stokes-
schen Methode erhélt man fir rdumliche Strémungen Losungen, die zwar das
Geschwindigkeitsfeld der eigentlich gesuchten, exakten Losung der Navier-
Stokes-Gleichung fiir Re— 0 beliebig genau annéhert, nicht aber das Feld der
Geschwindigkeitsgradienten, insbesondere der Rotation, in groBer Entfernung
vom Kérper. Deshalb kann man diese Losung auch nicht als Ausgangsnitherung
fitr eine iterative Berechnung der bisher vernachléssigten Trigheitsglieder und
eine darauffolgende Korrektur der Ausgangslésung nach der vervollsténdigten
Wirbelgleichung benutzen.

3.4.2. Die Methode von Oseen. Bei dem Linearisierungsvorschlag v =iU von
Oseen wird die wahre Stromung um so besser dargestellt, je groBer die Ent-
fernung vom Korper ist. Der Fehler, der dabei in Koérperndhe bewuflit
gemacht wird, fillt deshalb nicht so stark ins Gewicht, weil es hier vor allem
auf das Gleichgewicht zwischen den in Korperndhe gro8en Druck- und Zahig-
keitskriaften ankommt; die Trégheitsglieder sind dort klein dagegen, da sie in
dimensionsloser Schreibweise iiberall den Faktor Re enthalten, von dem sowieso
Re £1 vorausgesetzt wird.

Die so linearisierte Navier-Stokes-Gleichung lautet nun

o0

(vgrad)v U =

=— %gradp-— vrotrot v, (3.87)

woraus wegen div v =0 wieder folgt: Ap =0.
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Nach Lamb ist es rechnerisch zweckmifig, vom Geschwindigkeitsfeld dasjenige

einer Potentialstromung abzuspalten, das mit dem Druckfeld im Gleichgewicht
steht:

v=iU+gradd+4 v’ (3.88)
mit A® =0, div v’ =0 und rot v =rot v’.
Fiir den ersten Teil dieser Zerlegung von v folgt aus (3.87)

oD P
% =T U -+ const. (3.89)

Der zweite Teil wird durch den Ansatz befriedigt:

v =grad y—i va ; (3.90)

setzt man ihn némlich in Gl. (3.87) ein, so ergibt sich fiir die skalare Orts-
funktion y(x,y,2) dieselbe Gleichung, die auch die Forderung div v’ = 0 ergibt:

U oy
Ay—— A = (3.91)
Fithrt man nun hier dimensionslose Koordinaten so ein, daf3

g=Y% YUY =Y (3.92)
v 14 ¥4

und schreibt man
x=URy f(&n, D), (3.93)

da x die Dimension Lénge?/Zeit hat, so wird
0
=-—==f. .94
A=t (3.94)

Losungen dieser Gleichung, die um die &-Achse rotationssymmetrisch und zur
Darstellung der Kugelumstrémung (Radius R,) geeignet sind, lauten:

St (o L oo L), (3.95)
mit
I UR
P L (396)

Fir den Potentialanteil grad & der Geschwindigkeit, der mit dem ebenfalls
nach auBen abklingenden Druckfeld durch Gl. (3.89) verkniipft ist, kommt hier
nur folgende Reihe in Betracht:

- URo(ﬂ" Ao as - +) (3.97)

Eine erste Nidherung erhilt man mit dem ersten Glied der Reihe fiir f und den
beiden ersten Gliedern der @-Reihe. Die Randbedingungen auf der Kugel
r =71y = U Ry/v kann man dann zwar nicht exakt, aber doch néherungsweise fur

Wieghardt, Strdmungslehre 1
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191 erfiillen. In der Umgebung der Kugel gilt ndmlich &7 <1, und man
kann dort f anndhern durch

Ko —(rm 1 r—
f= om0l o g, (T - _215) : (3.98)
Die Geschwindigkeit folgt aus Gl. (3.88):
v
5 =i(l=rof) + rogrady , . (f + D/URY),

so daf3 auf der Kugel (r =r,) gilt:

d (oo + Bo) & o B & 3/ &

——ﬁ-——--——o——r,;,—o—-{-l—zxo—{——%—-r—é—*(?o—-;2—)7—7(To~5)
o o

v n &g 351

L Y LAY R 99

U rz [ao+ﬂ+§(2 r:)] (3:99)

Werden die Koeffizienten so gewdhlt, dal oy = — f, =6p,/r2 =3/2, so ver-
schwinden auf der Kugel v (und w) exakt und «/U néherungsweise bis auf das
letzte Glied von der GroBenordnung ry= UR,/y < 1.

Der statische Druck wird nach Gl. (3.89) durch ¢ bestimmt:

0P Ut 3@ uU | 3cos® UR, 1—3cos*®
T v % TRy [ 2(B/R)} ~ v (B/Roy*

wobei cos @ = §¢/r = z/R.

] . (3.100

Die Rotation, die nur von f abhéingt, wird nach Gl. (3.90):

_ vy, df of
w-rotv—T[ Jrogé_—+hroa—],

s 3 UR, Y&
also !wl—_‘w:T’ol/fg"}-f::? vgo p

(1 + %) =92 (3101)

In der Stokesschen Néherung ergibt sich in gleicher Schreibweise:

w = _3_ _U_ﬂ Kf_’—_&’ . (3.102)

Die danach in Fig. 77 gezeichneten Linien w = const zeigen deutlich, wie diese
erste Nidherung nach Oseenin groBerer Entfernung von der Kugel, fir r>r,

(beir, £1) von der Stokesschen Losung abweicht; es 148t sich auch zeigen, da

jetzt die Trigheitsglieder dort um die Ordnung r, kleiner sind als die Reibungs-
krifte. Insbesondere ist erst die Oseensche Strémung vor und hinter der Kugel
(¢ < 0 oder &> 0) verschieden, also irreversibel. Trotzdem ergibt sich derselbe
Kugelwiderstand wie nach Stokes wegen der Ubereinstimmung beider Lésungen
fiir das Geschwindigkeits- und Druckfeld an der Kugel selbst. Erst wenn man
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im Ansatz fir f auch das zweite Glied und entsprechend in @ zwei weitere
Glieder beriicksichtigt, wodurch die Randbedingungen auf der Kugel genauer
erfiillt werden konnen, erhélt man nach Oseen das folgende Korrekturglied fiir
den Kugelwiderstand :

24 3
o =7 (L + g R
Re = 2UvR° . (3.103)

S. Goldstein (1929) hat
schlieBlich das Oseensche Glei-
chungssystem fiir die Kugel
exakt gelést. Wenn auch der
hierfiir erforderliche Rechenauf-
wand {ibertrieben erscheinen
kénnte, da ja auch diese mathe-
matisch vollstdndige Léisung
wegen der  physikalischen
Grundannahme nur fir UR,fy
= Re[2 £ 1 gelten kann, so palit
sich doch die zugehorige Ab-

héngigkeit ¢, (Re) den MeBwer-
te glglb t v{)( ?R =1 hi Fig. 77. Kugel in schleichender Strémung: unten

T selbst uber hLie= 'maus nach Stokes, oben nach Oseen. Stromlinien-
noch am besten an (vgl. Fig. 11, und Linien gleicher Rotation

S. 46).

Die ebene Stromung um einen Kreiszylinder berechnete H. Lamb (1911) nach
der Oseenschen Methode. In erster Néherung ergibt sich hier mit

=g = (_U;‘_R_)2 und R, = Zylinderradius
3
Q:URo(ﬂohxr+ﬁ,¥Inr+...) (3.104)
F)
f=o't [ao K, (%) + o5 Ko (%) F .. ] , (3.105)

4

mit, Oy =19 o= 1_2)/—2111(70/4),

y= 0,577, (3.106)
und K, = Besselsche Funktion zweiter Art. Der Widerstand je Breiteneinheit
wird W =2nu U, und somit {(wegen 7, = Re/2)

B 167t/Re 3 25,13
W= 19y "2 (ReB) — Re(2,002 — in Re)

fir Re<l. (3.107)

Auch hier weicht die mathematisch vollstindige Losung fiir ¢ (Re) von Bairs-
tow, Cave und Lang (1923) von der experimentell bestimmten Abhéngigkeit
noch bis etwa Re = 20 nicht allzu stark ab (vgl. Fig. 11, S. 46), obwohl der
Oseensche Ansatz physikalisch nur fiir Re <1 sinnvoll ist.

11*
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- Neuere Methoden, bei denen die Trig-
Sl I heitsglieder der Navier-Stokes-Glei-
chung fiir kleine Re-Zahlen genauer

angendhert werden als beim Oseenschen
Ansatz, haben — zumindest numerisch —
noch keine besseren Ergebnisse ge-
bracht.

Die Stromung um einen Kreiszylin-
der bei einer speziellen Re-Zahl
Re=Udfy=20 hat A.Thom (1933)
mit einem Differenzenverfahren nume-
risch berechnet. Allgemein kann man
erwarten, daf} stationéire Umstrémungen
bis etwa Re < 50 berechenbar sind. Bei
groferer Re-Zahl erweist sich aber der
Nachlauf im Versuch als immer instabi-
ler; die wirkliche Stromung wird trotz
stationdrer Randbedingungen zeitlich
periodisch instationdr. Das zeigen ex-
perimentelle Strémungsbilder von F.
Fig. 78. Homann (1936) hinter einem Kreis-
zylinder (Fig. 78), die den Ubergang zur

Olstrémung hinter Kreiszylindern nach F.

Homann (Forsch. auf d. Gebiet d. Ing.- i
Wesen, 7 (1936) 8. 1) bei wverschiedenen Kérménschen WirbelstraBe veran-

Reynolds-Zahlen Re=32; 55; 65; 71; 101  schaulichen.

3.5. Grenzschichttheorie

Im Grenzfall schleichender Stromungen mit Re 1 konnten - zumindestens
fir rdumliche Stromungen — in erster Nédherung die Triigheitsglieder in der
Navier-Stokes-Gleichung vollig vernachlédssigt werden. Im praktisch weit
wichtigeren Grenzfall Re - co kann man jedoch im allgemeinen die Reibungs-
glieder nicht einfach vernachlissigen und mit der Euler-Gleichung fiir ideale
Flissigkeit rechnen. Denn jede wirkliche Flissigkeit und jedes Gas haftet an
festen Wénden, und diese Randbedingung kann nicht erfiillt werden, wenn
man die Ordnung der Navier-Stokes-Gleichung erniedrigt. Der Grenzwert einer
Losung der Navier-Stokes-Gleichung fiir Re — co braucht daher nicht gleich
der Liésung zu sein, die man erhilt, wenn man von vornherein die Navier-Stokes-
Gleichung durch den Grenziibergang Re — co vereinfacht hat. Die Aufkldrung
und physikalische Deutung dieses Sachverhalts, der zunichst nur eine mathe-
matische Spitzfindigkeit zu enthalten scheint, gab L. Prandtl 1804 in einer
acht Seiten langen Arbeit!), die sich als Grundlage der modernen Strémungs-
lehre erwies.

In der Umgebung eines umstrémten Koérpers muBl wegen der Haftbedingung
die Geschwindigkeit vom Wert null an der Kérperoberfliche auf einen Wert
von der GriBenordnung der Anstromgeschwindigkeit U innerhalb einer Schicht

1) Verhandlungen des III. Internationalen Mathematiker-Kongresses, Heidelberg 1904,
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von der Dicke § ansteigen. Diese Schicht wird nun um so diinner sein, je groGer
die kinetische Energie der anstromenden Fliissigkeit und je weniger zdh die
Flussigkeit ist, d. h. aber, je grofler die Re-Zahl des Korpers U L/v ist, mit
L = charakteristische Korperlidnge. Je kleiner § wird, um so groBer werden die
Geschwindigkeitséinderungen in der Schicht — ihre Gré3enordnung ist ja U/d—,
so daB sich auch bei kleiner Zdhigkeit u merkliche Schubspannungen p U/d
ergeben. In dieser dilnnen Grenzschicht oder Reibungsschicht sind nun
die Reibungs- und Trigheitskréfte von derselben Ordnung, wie unten gezeigt
wird. AuBerhalb der Schicht ist die Geschwindigkeit tiberall von der gleichen
GroBenordnung U, die Gradienten und Reibungskrifte sind daher klein, so dafl

dort die Potentialstromung einer idealen Flussigkeit als Niaherung der wirk-
lichen Stréomung ausreicht.

Der Einfachheit halber sei jetzt die ebene Strémung um einen zylindrischen,

schlanken Koérper wie in Fig. 79 betrachtet. Als xz-Koordinate sei die Bogenlédnge
vom vorderen Staupunkt be-

zeichnet, y sei der Wandabstand
senkrecht zur Korperoberfidche.
Da jetzt nur die Strémung
innerhalb der diinnen Schicht
y < & betrachtet werden soll,
kann man sich an jeder Stelle x
die Korperoberflaiche durch die
jeweilige Tangentialebene er-
setzt denken, vorausgesetzt der Fig. 79. Grenzschichtkoordinaten

ortliche Kriimmungsradius Rg

der Korperkontur ist itberall gro gegen 4, und es sind auch keine plotzlichen
Krimmungsinderungen vorhanden (d.h. |dRg/dx|<€1). Insbesondere sind
damit Strémungen um Kérperkanten ausgeschlossen.

Wenn nun bei groBer Re-Zahl U Lj» die Grenzschichtdicke & klein ist gegen die
Korperabmessungen:

o<k,

80 kann man die Navier-Stokessche Gleichung innerhalb der Schicht verein-
fachen; offenbar muB dort z. B. v < U gelten. Wir wollen nun die Gré8enord-
nung aller einzelnen Gleichungsterme abschéitzen und fithren dazu dimensions-
lose Koordinaten ein:

die offenbar beide von der GroSenordnung eins sind. Aus der Kontinuitédts-
gleichung folgt dann zunéchst

e

y P L)
,,z_f dy=_ff~_dq. (3.108)
0 0

Da u von der GréS8enordnung der Anstréomgeschwindigkeit U ist:

u~U,
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wird auch 2%~ U, 2% U und schlieBlich
o0& on

vN_UL_‘5<u. (3.109)

(Das Zeichen ~~ soll hier Gleichheit der Gréf8enordnung anzeigen.)
In den urspriinglichen Koordinaten wiirde dagegen z. B.

du 1 ou E und au__l_auNU
Pz L o L By 63 6
v U ¢ D) U

und =TT und G—yNT

Fithrt man noch fiir instationdre Grenzschichtstromungen einen ZeitmaBstab 7'
ein, 80 erhilt man folgende GréBenordnungen fiir die Glieder der Navier-Stokes-
Gleichungen ohne #uflere Krifte

u u ou 1 op o%u o2
wrim =gt (@t o) @10
U U: us U vU  vU
T A T T
v v v 1 op 0% ot
—_ - ——mm ———— e — Jd11
ot +u8x+v<’9y 0 ay+v(ax’+8y2) (3.111)
Us Uz$ Uzé yU8 »U
LT V2N s L

In der ersten Gleichung kann offenbar 92u/0x® gegen 0%u/dy? vernachlissigt
werden, solange 6 < L. Ist die Stromung stationéir, so mufl das verbleibende
Reibungsglied vd2u/oy®~~»U/d? gleiche GroBenordnung haben wie die kon-
vektive Beschleunigung U?/L; das Druckglied kann hochstens von dieser Ord-
nung sein, da sonst ein Gleichgewicht der Krifte in z-Richtung iiberhaupt
unmdéglich wire. Aus

»U _ U2

¢ L
folgt aber fitir die Grenzschichtdicke

8 "y 1
T~ V_U_L = I/?? (3.112)

<L fir Re—>oo.

und somit tatséchlich

Diese Beziehung bleibt auch fiir instationidre Stromung noch bestehen, wenn
man Strémungen ausschlieBt, in denen starke Drucksté8e von héherer Groen-
ordnung als U%L vorkommen, die dann im wesentlichen dem entsprechend
groBen Beschleunigungsglied du/ot gleich sind. Benutzt man diese Abschétzung
fur J in der zweiten Navier-Stokes-Gleichung, so findet man, daB das wesentliche
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Reibungsglied »8%/dy? und die Beschleunigungsglieder alle von der GréBen-
ordnung U?§/L? sind. SchlieBt man wieder wie oben sehr plétzliche Beschleuni-
gungen durch starke Druckste aus, so folgt daraus, daB auch der Quergradient
des Druckes hochstens von dieser GréBenordnung sein kann:

1dp U6 U 1
T LR (3.113)

Der Druckunterschied an der Wand und am Rand der Grenzschicht kann also
hochstens von der Ordnung ¢ U2 §2/L? = g U?/Re sein, so daB er in erster Néherung
vernachlissigt werden kann. In der Schicht herrscht demnach in Schnitten
x = const der gleiche Druck wie in der Potentialstrémung auBerhalb der Schicht.

Fir ein Umstromungsproblem bei groBer Re-Zahl ergibt sich nun folgendes
Rechenprogramm. Zunéchst bestimmt man die Potentialstrémung einer idealen
Flissigkeit um den Kérper, insbesondere die zugehérige Druckverteilung am
Koérper: p(x,t) und die Léngsgeschwindigkeit am Kérper U (z,t). Hierfiir gilt
nach der Euler-Gleichung

ga[t]__‘_UaU_ 1 ap(x,t).

or 0 ox

(3.114)

Solange die gesuchte Grenzschicht zwischen Korper und #uBerer Potential-
strémung als dinn vorausgesetzt werden kann, kann man U als Auflen-
geschwindigkeit am Rand der Grenzschicht auffassen und p als den ortlichen
Druck am Grenzschichtrand, der — nach der obigen Abschéitzung — sich fast
unveréindert durch die Schicht bis zum XKorper fortpflanzt. Die Funktionen
p(x,t) bzw. U(z,t) werden nun in die Grenzschichtgleichung eingesetzt;
das ist die erste Navier-Stokes-Gleichung, in der das Glied 3%u/dx? vernachléssigt
wird :

Oou ou du 1 op(x,i) o U oU o%
St Ty T T Taw w Ve My GO

mit du/dx + dv/dy = 0 und den Randbedingungen fiir die Grenzschicht:

y=0 u=0v=0
y—>06 u—=>U(xt).

Gegeniiber dem Problem, die Strémung bei beliebiger Re-Zahl zu berechnen,
hat man nun fiir den Grenzfall Re-> co folgende Vereinfachungen erzielt. Das
Druckfeld kann néherungsweise gleich dem der Potentialstromung einer idealen
Flissigkeit um denselben Korper gesetzt werden; allerdings trifft dies nur fiir
Stromungen um schlanke Kérper bei kleinen Anstellwinkeln zu, was spéter
{3.5.2) auf Grund der Konzeption der Grenzschicht selber noch begriindet wird.
Die Zshigkeit beeinflut nur das Geschwindigkeitsfeld innerhalb der diinnen
Grenzschicht, der Druck ist dort jedoch gleich dem der &uBeren Potential-
strémung. Damit ist eine der drei Unbekannten: p, u und v iiberall bekannt;
andererseits entfillt auch eine Differentialgleichung, namlich die zweite Navier-
Stokes-Gleichung iiber den Impulsverlust in der Schicht quer zum Kérper. Denn
diese Gleichung handelt nur von GréBen kleinerer Ordnung, verglichen mit den
Gliedern der ersten Gleichung fiir die Komponenten lings der Wand. Diese,
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die eigentliche Grenzschichtgleichung, ist allerdings nach wie vor nicht-linear
und von zweiter Ordnung; zusammen mit der Kontinuitétsgleichung ermdoglicht
sie jedoch die Berechnung der Geschwindigkeiten » und v innerhalb der Schicht.

3.5.1. Die Grenzschicht an einer Platte. Das denkbar einfachste Beispiel einer
stationdren Grenzschichtstromung ist die lings einer diinnen, ebenen Platte
bei y = 0, = > 0 wie in Fig. 80. Die Potentialstrémung ist einfach v = U = const,
v =0 mit p = const; somit lautet die Grenzschichtgleichung hier

ou ou o
u_é:?+v_ii?_v6_g/’_’ y=0 u=v=0, y—>4& u—~>"U. (3.118)
Da keine charakteristische Korperldnge existiert, kann man vermuten, da} die
Grenzschichtstrémung an verschiedenen Stellen x dhnlich verléuft, d. h. da8
das dimensionslose Geschwindigkeitsprofil iiberall gleich ist:

7 =), mit 5=

Die Grenzschichtdicke § kann dabei noch von x abhéingen. Nach der obigen

allgemeinen Formel 8/L~ 1/JRe kann man ¢ hier abschétzen, indem man die
jeweilige Entfernung x von der Plattenvorderkante als Korperlinge L einfiihrt:

6~Vv-;—.

Bei der instationdren Strémung, die eine ruckartig beschleunigte Platte hervor-
ruft, Gl. (3.57), ist 8 ~ Vi, wo ¢ die Zeit seit Bewegungsbeginn bedeutet. Da
man diese Abschitzung schon dimensionsanalytisch ableiten konnte, wird sie
— zumindest der GréBenordnung nach — sehr allgemein gelten. So kann man
im vorliegenden Problem ¢ als die Zeitdauer auffassen, wihrend der ein Flussig-
keitsteilchen in der Grenzschicht lings der Platte von der Vorderkante bis zur
Stelle = gelangt und dabei von der Zihigkeit beeinfluBt wird. Diese Zeit ist
von der Gré8enordnung x/U, und man gelangt wieder zur gleichen Abschétzung
der Gréfenordnung von & (x).

Fithrt man zur Erfiillung der Kontinuitétsbedingung eine Stromfunktion ¥
mit der Dimension Geschwindigkeit mal Lénge ein, so wird mit den obigen
Annahmen

v -
¥ [udy~ V033 ), [ )= 10 =F (), n=]/%y. (3.117)
143

Geht man mit diesem Ansatz in die Grenzschichtgleichung, so ergibt sich in der
Tat eine gewohnliche Differentialgleichung fir F(n):

FF’"+2F" =0 (3.118)
mit den Randbedingungen =0 F=F =0
und n—>oo  F=1.
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Aus der Gleichung folgen dann (durch Differentiation) weitere Randbedingungen
bei p=0: F""" =FIV =0, FV 0 usw.

Die Funktion F (%) hat H. Blasius (1908) numerisch berechnet, indem er je
eine Reihenentwicklung fiir kleine und fiir grofle % aufstellte und so kombinierte,
daB die Bedingungen an beiden Réndern erfiillt werden. Das Ergebnis F’(n)
=u/U sowie die Quergeschwindigkeit gibt in dimensionsloser Form Fig. 80.
Aus der Lésung folgt nun eine Wandschubspannung v, = u(0u/dy), _ , und daraus
ein tangentialer Reibungswiderstand auf jeder Plattenseite mit der Breite b:

x x
W= bfzodx:b”UF/r(n: o)f]/% de=pbUF, 2 _Uv_“;
[ )]
mit F;’ = 0,332, v

Auf die Plattenfliche und ty

= A P
den Staudruck der Anstrs- s .‘"_-__x

mung bezogen erhélt man
also einen Widerstandsbei-
wert, fiir die Platte von der 1 t
Lénge z von:

u
W 4F, =% /
Cf =

L s - Ux /
1,328

= . 3.119
V Re(z) ( )

Die Flissigkeitsteilchen in d y Wr
der Grenzschicht werden auf 2 3 4 M li 5_{44
ihrem Weg ldngs der Platte (2865)

| A
immer stdrker abgebremst, 51/‘1?=Bf2——f /

und die Grenzschichtdicke &
wiichst mit Yz an. Die Poten-
tialstrémung auBerhalb der /
Schicht wird daher auch
immer mehr von der Platte /
weggedriingt ; ein Ma dafir

ist die sogenannte Ver- 3
dréngungsdicke 4§, (x) der ‘ 3 ’ ""ﬁé@ﬁ
Grenzschicht. Zu ihrer Be- Fig. 80. Laminare Plattengrenzschicht
rechnung vergleicht man die

zwischen der Platte (y =0) und einem Punkt auBerhalb der Schicht bei
Y =Y > & durchflieBende Menge mit derjenigen, die in einer fiktiven Potential-
stromung U zwischen y = ¢, und y =Y stromen wiirde:

Y
J.Q'udy =pU(Y—-4y).
0
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Als Definitionsgleichung fiir §, umgeschrieben ergibt das
Y

8 = f (1 _—“U—) dy. (3.120)
0

Wegen des schnellen, wenn auch nur asymptotischen Ubergangs u— U fiir
y > 6 hiingt 8, praktisch nicht von ¥ > § ab. Fiir die Plattengrenzschicht wird
speziell:

7 rra 1,712z
Si= | [1—F ()] VL”_ dp =172 1/2% = =22 ) (3.121)
' J U U VRe(x)

Die Aullenstromung wird also von der Platte abgedringt, so daB ihre Stromlinien um
den kleinen Winkel V/U=d8,/dz=1,72/2) Re(x) gegen die Platte geneigt sind.
Statt von der einfachen Parallelstrémung miite man also eigentlich von der Potential-
stromung um einen parabolischen Zylinder mit der Dicke §,(z) ausgehen, um das
Druckfeld zu berechnen. Eine solche Druckkorrektur ist aber bei der Plattenstromung
vernachlédssigbar, solange nur die Grundvoraussetzung J <z zutrifft, was bei den iib-
lichen Anwendungsféllen im Re-Zahl-Bereich 104 bis 10¢ der Fall ist. Allerdings gibt
8 in jedem Fall eine Umgebung der Vorderkante z = 0, wo diese Voraussetzung nicht
erfiillt ist; insbesondere gilt dort auch nicht |0%w/0x?|<¢|0%/0y?|. Diese singulire
Stelle konnte offensichtlich nur mit den nicht vereinfachten Navier-Stokes-Gleichungen
untersucht werden. Jedoch wird die obige Losung ~ das Blasius-Profil der Geschwin-
digkeit — experimentell in allen Einzelheiten durchaus bestiitigt, solange die Re-Zahl
unterhalb eines kritischen Werts Reyyyq bleibt. Fiir Re>> Reyyy schligt nimlich die
laminare Strdmungsform in die einer turbulenten Grenzschicht um. Im Versuch findet
man gewohnlich Rey,;=etwa 5 - 10%; bei besonders storungsfreier Anstromung kann
die Laminarstromung aber noch bis Re(x) =3 - 10¢ aufrecht erhalten werden.

3.5.2. Grenzschichtablésung. Die Plattenstrémung ist eines der wenigen Beispiele,
in denen ein Strémungswiderstand — hier der tangentiale Reibungswiderstand —
rein theoretisch berechnet werden kann. Als Gegenbeispiel sei nun die stationére,
ebene Strémung um einen Zylinder bei grofler Re-Zahl betrachtet. Zunéchst
wird der zur jeweiligen Querschnittsform gehérige Druckverlauf p(x) am
Korper aus der Potentialstromung berechnet; der Druck fiéllt vom vorderen
Staupunkt bei (z = 0) auf einen Minimalwert und steigt auf der Riickseite des
Zylinders wieder an. Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht ist
daher an verschiedenen Stellen z nicht mehr dhnlich wie an der Platte, Denn
aus der Grenzschichtgleichung fiir stationéire Stromung folgt fiir ¥y =0 mit der
Haftbedingung v =v =0

O*u dp
T == 3.122
# (ay’ ) y=o dz ( )
und iibrigens noch durch Differentiation nach y
o
=0. 3.123
(), _, (3.123)

Die zweite Ableitung des Geschwindigkeitsprofils an der Wand héngt also nur
vom Druckgefille ab; insbesondere hat dort die Kritmmung des Profils das
gleiche Vorzeichen wie dp/dx. Auf der Vorderseite des Zylinders féllt nun der
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Druck ab: dp/dz < 0, d.h. wegen dp/dx = — pUdU/dzx ist die AuBenstrémung
dort beschleunigt: dU/dz > 0, und die Wandkriimmung des Profils ist negativ.
Umgekehrt gilt auf der Rickseite des Zylinders dp/dx >0, dU/dz < 0 und
(%yy)y =0 > 0. Wegen des asymptotischen Ubergangs »— U in gréBeren Wand-
abstéinden muB aber in jedem Fall uy, von negativen Werten aus nach auBen
hin nach null abklingen. Daraus folgt,
dafl das Profil in Gebieten mit Druck-
anstieg stets einen Wendepunkt bei
y > O hat, wie in Fig. 81 angedeutet ; bei
der Plattengrenzschicht mit dp/dz =0
liegt der Wendepunkt bei y = 0.

In der Potentialstrémung werden nun
wandnahe Flussigkeitsteilchen auf der
Vorderseite des Zylinders so beschleu-
nigt, daB sie auf seiner Riickseite trotz
des dort entgegen gerichteten Druck-
gradienten gerade noch in die Nihe Fig. 81. Riickstromung hinter der Ablssestelle
des hinteren Staupunkts gelangen. In

der zugehorigen Grenzschicht werden

die Teilchen aber durch die Zéhigkeitswirkung von der Wand her abgebremst,
und ihre kinetische Energie reicht dann nicht mehr aus, um ebenso weit gegen
das Druckfeld auf der Riickseite anzulaufen wie in der Potentialstromung. Die
Grenzschichtstrémung weicht daher seitlich vom Korper weg aus: die Grenz-
schicht 16st sich vom Korper ab.

Als Ablosestelle ist offenbar der Ort =z, zu definieren, wo die Geschwindig-
keit nicht nur an der Wand y = 0 selbst verschwindet, sondern auch noch in
unmittelbarer Wandnéhe, wo also (0u/dy)y=o, =0 gilt. Hinter dieser Stelle, fiir
x>z, bewirkt das Druckfeld sogar eine — wenn auch nur langsame — Riick-
stromung wie in Fig. 81; es beginnt dort das Totwasser hinter dem Zylinder.
Naturlich gelten die Voraussetzungen der Grenzschichttheorie — wie z. B.
Oufdx &£ Sufdy — bestenfalls nur bis zur Abldosestelle.

Wenn sich die Grenzschicht ablost, bleibt das wirbelbehaftete Gebiet nicht mehr
auf eine diinne Schicht um den Korper selbst beschrinkt (wie z. B. bei der
Plattenstromung), sondern die in der Grenzschicht bis zur Ablésung erzeugte
Rotation gelangt jetzt in die bisher als wirbelfrei angenommene Aufenstromung.
Durch diese wesentliche Anderung der Strémung auf der Riickseite des Zylinders
und weiter stromabwiirts wird nun auch schon die Auflenstromung lings der
Vorderseite, insbesondere auch die Druckverteilung dort, gegeniiber der ein-
fachen, wirbelfreien Potentialstrémung, von deren Druckfeld man ausgegangen
ist, abgewandelt. Berechnet man z. B. die Grenzschicht an einem Kreiszylinder,
wie das K. Hiemenz (1911) zuerst getan hat, so findet man die Abldsestelle
der Grenzschicht bei &« ay105° — also auf der Riickseite des Zylinders —, wenn
mun die Druckverteilung der wirbelfreien Potentialstrémung zugrunde legt.
Hiemenz bestimmte aber auch experimentell die wirkliche Druckverteilung (im
unterkritischen Bereich), bei der schon zwischen x =70° bis 90° ein Druck-
anstieg auftritt. Berechnete er die Grenzschicht auf Grund dieses gemessenen
Druckverlaufs, so erhielt er Ablésung schon auf der Vorderseite bei « = 82° in
voller Ubereinstimmung mit dem Versuch.
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Wegen dieser Riickkopplung der Stromungsvorgiinge hinter der Ablosung auf
die Entwicklung der Grenzschicht vom Staupunkt bis zur Ablésung miiBte man
eigentlich die iiberaus komplizierte Stromung auf und hinter der Riickseite des
Zylinders kennen. Der Nachlauf dort besteht jedoch aus einem Gebiet un-
bekannter Abmessungen, mit grofien und kleinen, mehr oder weniger regel-
mifigen Wirbeln. Abgesehen von der turbulenten Feinstruktur kann das ganze
Gebiet bei gewissen Re-Zahlbereichen periodisch stark hin- und herschwanken,
wenn sich — abwechselnd erst auf der einen, dann auf der anderen Seite des
Zylinders — die aus der abgeldsten Grenzschicht entstehenden Wirbelschichten
zu Einzelwirbeln zusammenrollen, die sich erst in einem gewissen Abstand vom
Zylinder zu einer regelméBigen Kdrmaénschen Wirbelstrale anordnen. Trotz
praktisch symmetrischer, stationirer Randbedingung entsteht dadurch an einem
Kreiszylinder ein periodisch wechselnder Auftrieb und Abtrieb, der nur im
zeitlichen Mittel verschwindet, und auch der momentane Widerstand schwankt
bis zu 15%?') um den Mittelwert.

3.5.8. Grenzschichttheorie und Stromungswiderstand. Der Widerstand eines
Kérpers mit stumpfer Riickseite — wie z. B. eines Kreiszylinders oder einer
Kugel — hingt also im wesentlichen vom Totwasser hinter der Ablosestelle der
Grenzschicht ab. Die einfache Potentialstromung dagegen umschlieft den
Korper, und der statische Druck steigt auf der Riickseite wieder an und erreicht
im hinteren Staupunkt sogar den Staudruck; es ergeben sich dort Komponenten
der Druckkraft auf den Kérper entgegen der Anstrémungsrichtung, und der
Druckwiderstand des ganzen Korpers verschwindet gerade (D’Alembert-
sches Paradoxon). Im Totwasser hinter einer abgelésten Grenzschicht erreicht
der statische Druck jedoch nicht wieder so hohe Werte — meistens bleibt er
sogar negativ bezogen auf p_ = 0 —, und es ergibt sich insgesamt am Kérper
ein kréftiger Druckwiderstand. Dieser Totwasserdruck, der wegen der geringen
Geschwindigkeiten dort nahezu konstant ist, kann vorldufig nur im Versuch
bestimmt werden, ebenso wie der Widerstand solcher Korper.

Die Grenzschichttheorie allein erméglicht demnach nicht die theoretische
Lésung des allgemeinen Widerstandsproblems bei groBen Re-Zahlen, sie erkldrt
jedoch zumindest qualitativ, wieso auch in einer Fliissigkeit beliebig kleiner
Reibung {iberhaupt Wirbelschichten lings eines Korpers entstehen und sich an
seiner Riickseite ablésen kénnen. Die Gegenprobe hat L. Prandtl auch schon
1904 gemacht. Saugt man nidmlich im Versuch die Grenzschicht durch einen
oder mehrere kleine Schlitze in der Kérperwand (vor der Ablosestelle) ab, so
entzieht man der Strémung die wirbelbehafteten Fliissigkeitsteilchen, und mean
kann auf diese Weise die drehungsfreie Potentialstrémung einer idealen Fliissig-
keit verwirklichen. Da bei groer Re-Zahl die Grenzschicht sehr diinn ist, geniigt
dazu bereits das Absaugen einer sehr kleinen Fliissigkeitsmenge.

Zur Beschreibung der wirklichen Strémung reicht die Grenzschichttheorie nun
um s0 besser aus, je schmaler das Totwasser am Kérper ausfdllt. Nicht nur im
Grenzfall der diinnen Platte, sondern auch z. B. an schlanken Fliigelprofilen
bei kleinen Anstellwinkeln ist das Totwasser auf ein so kleines Gebiet beschrénkt,
daB seine Riickwirkungen in erster Niherung vernachlissigbar sind. Dann ist
auch der Druckwiderstand klein gegen den aus der Grenzschicht berechenbaren

1)Y. C. Fung, J. Aerospace Sci. 27 (1960) S. 801.
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tangentialen Reibungswiderstand. Gerade zur Berechnung der Strémung um
solche praktisch interessierende, stromlinienférmige Kérper mit kleinem
Widerstand ist die Grenzschichttheorie besonders geeignet.

Im tuberkritischen Re-Zahlbereich wird die Grenzschicht am Koérper nach einer
laminaren Anlaufstrecke hinter dem Staupunkt turbulent. Qualitativ bleiben
die Vorgénge, die zur Ablésung und Totwasserbildung fithren, die gleichen wie
fiir eine iiberall laminare Grenzschicht. Infolge des in turbulenter Strémung
wesentlich gréferen Impulsaustausches mit der Umgebung, d. h. also hier mit
der AuBlenstrémung, in der die Geschwindigkeit von der GroBenordnung der
Anstromung ist, hat jedoch die turbulente Reibungsschicht eine groBere
kinetische Energie, als die laminare Schicht; sie dringt daher weiter in das
Druckanstieggebiet lings der Riickseite des Kérpers vor, bevor sie sich ablést.
Daher findet man z. B. am Kreiszylinder Ablésung der turbulenten Reibungs-
schicht erst bei a« = 120° bis 130°, statt bei 82° im unterkritischen Bereich. Als
Folge der spidteren Ablosung wird das Totwasser kleiner, der Druck in ihm
groBer und der Druckwiderstand des ganzen Kérpers, der bei stumpfer Kérper-
form den Hauptanteil des Gesamtwiderstands ausmacht, wird wesentlich
kleiner. Daraus erklirt sich der plotzliche Abfall des Widerstands eines Kreis-
zylinders oder auch einer Kugel beim laminar-turbulenten Umschlag der Grenz-
schicht bei Re = Rey,;; (vgl. Fig. 11, S. 46). Zum Beweis hierfiir legte Prandtl
um eine Kugel einen diinnen Stolperdraht (etwa bei « == 80°); schon bei unter-
kritischer Re-Zahl (in der Ndhe von Rey,;;) ergab sich dann der niedrige Wider-
stand, wie er sonst — ohne kiinstliche Turbulenzerzeugung in der Grenzschicht
durch den Stolperdraht — erst bei Re > Rey,;; gemessen wird.

3.5.4. Zur Berechnung von Grenzschichten. Entsprechend der praktischen Be-
deutung von Stromungen mit groBer Re-Zahl sind zahlreiche Methoden zur
numerischen Berechnung von Grenzschichten aufgestellt und immer weiter-
gehend verfeinert worden; hier konnen nur einige der Grundlagen skizziert
werden. Bei der Grenzschichtrechnung handelt es sich im allgemeinen um eine
Fortsetzungsaufgabe: Man geht von einer Anfangslésung aus — z. B. an einem
Korper mit stumpfem Kopf von der exakten Losung der Navier-Stokes-
Gleichung in der Umgebung des Staupunkts — und berechnet die darauf
folgenden Geschwindigkeitsprofile in der Schicht fiir wachsende Bogenldnge z.
Die Komponenten % und v miissen der Kontinuitétsgleichung geniigen und der
Grenzschichtgleichung unter den Randbedingungen: an der Wand y=0:
# =9 =0 und am Rand der Schicht « — U (z).

Die stationédre Grenzschichtgleichung (3.115) ist eine Differentialgleichung von
der Form Augx + 2 Buzy + Cuyy = D, die man — wie in 2.3.9 — als elliptisch,
parabolisch oder hyperbolisch bezeichnet, je nachdem ob AC —B2>0, =0
oder < 0 gilt. A, B, ¢ und D kénnen Funktionen von z, y, 4, u; und u, sein.
Offenbar ist die Grenzschichtgleichung mit 4A=B=0 und C =» vom para-
bolischen Typ, wihrend die urspriingliche Navier-Stokes-Gleichung wegen
A=C=v+%0 und B=0 vom elliptischen Typ ist. Vom mathematischen
Standpunkt aus ist dieser Typuswechsel infolge der Vernachldssigung von u,,
(Wegen uyy < tyy) sehr einschneidend, was hier nicht néher erléutert worden kann,

Die natiirliche Problemstellung fiir parabolische Gleichung ist die der Fort-
setzungsaufgabe (z. B. auch bei der Wirmeleitung), fiir elliptische dagegen die
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Randwertaufgabe (wie z. B. in der Potentialtheorie). Das trifft auch hier zu.
Beim Umstréomungsproblem eines Korpers in zéher Flissigkeit sind die Rand-
werte iiberall gegeben: am Korper 4 =v =0 und im Unendlichen Parallelstrs-
mung % = Uj, v=0. Die Vereinfachung dieses Problems fiir groBe Re-Zahlen
fithrt auf die Fortsetzungsaufgabe der parabolischen Grenzschichtgleichung.
Dabei kann nur die Weiterentwicklung der Schicht bis zur Ablssestelle berechnet
werden; die Riickwirkung der abgelssten Schicht und des Totwassers auf das
Stromungsfeld vor der Ablésung lieBe sich aber nur mit der ungekiirzten,
elliptischen Navier-Stokes-Gleichung verfolgen.

Nach dieser allgemeinen Bemerkung wenden wir uns der Frage zu, in welchen dimen-
sionslosen Koordinaten die Grenzschichtgleichung am zweckmiiBigsten geschrieben
wird. Bezieht man alle Geschwindigkeiten auf die Anstrémgeschwindigkeit U, und
Liéngen auf eine charakteristische Korperlinge L, so wird mit «’ = u/U,, U’(2’)
= U(x)/U,, &’ = z/L usw.

’

R | U,L
uux,+vuy,=U UI'_I__R?uII'I/" _v—'

mit Re = (3.124)

Bei der Abschitzung der Grofenordnung der einzelnen Ausdriicke war bereits gezeigt

worden, daB die Grenzschichtdicke  ~ L|}/Re ein besserer MaBstab quer zur Kérper-
oberfléche ist als L. Setzt man deshalb

. ,__27_ //_l_'— ’__ r__l 7 __ /___q_
==y _uLl/Re,u _u“U,,’U =0 = o
so folgt aus der Kontinuititsgleichung
y/l
7 au" 7 v Syl
o= [ 4y = VR -
o
Die Grenzschichtgleichung lautet dann
o’ u;',, + v u;/," — U~ U;’,, + u;'"v”, (3.125)

mit > U fir y’—>oco und w’"=v"=0 fir y”’=0,

Die Re-Zahl erscheint jetzt nicht mehr als Parameter; die spezielle Korperform be-
stimmt die Funktion U’’(2”’), die in der Differentialgleichung und in der Rand-
bedingung auftritt. Fiir die Weiterentwicklung der Grenzschicht von der Stelle z zur
Stelle z--dx kann nun aber eine Korperabmessung L, wie z. B. die Korperlinge,
kaum von Bedeutung sein, im Gegensatz etwa zur drtlichen Potentialgeschwindigkeit
U(x) am Rand der Schicht. Bei der halb unendiichen Platte existiert eine solche Léinge
iiberhaupt nicht, weshalb dort statt U, L/ eingefiihrt wird: U,x/», und statt y Y Re/L
als dimensionsloser Wandabstand:

yVUezpp Uy
z Vv U, 2

Fiir einen beliebigen Kérper mit der Potentialgeschwindigkeit U (x) 4 const kann man
diese GroBen nun noch verallgemeinern und nach H. Gértler?!) als unabhingige

1) J. Math. Mech. 6 (1957).
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Variable die folgenden beiden GréBen einfiihren:

5=fU(x)dz
0

~ (3.126)
und _— Uy _ U@yp
z 12 5F ’
[m» J'U(x)dx] toovE (3.127)
1}

PFir den Zusammenhang zwischen & und % mit den urspriinglichen Koordinaten:
Bogenlinge x und Wandabstand y gilt:
o0& U o o U, U on U
ST g yn o U
%  yy2E

B v ' oy ’ o
Der Stromfunktion ¥(z,y) entsprechend wird eine Funktion F(&,7) so angesetzt, daB

U 2 &

u=¥=U@x)F,, v=—Y¥,,

also W (z,y) =F(&n) w}2E- (3.128)
Dann geht die stationéire Grenzschichtgleichung (3.115)

Wy — Ve Wy =U Uy + 3 ¥y, (3.129)
schliefllich iiber in
Fon+ FFpy + B(&)(1— F2) =26(F,Fe,— F Fy) (3.130)
z
mit ﬂE2v§_g'£= 255 Jde,
0

und den Randbedingungen
F(§0)=F,(£0)=0 und F,(§o0)=1.

In dieser Formulierung sind jetzt auch noch die Randbedingungen unabhingig von
der jeweiligen Korperform; diese bestimmt nur noch die Verteilung der Potential-
geschwindigkeit am Korper U(x) und damit die Koeffizientenfunktion () oder §(&)
in der obigen Grenzschichtgleichung. Auf Grund dieser Gleichung hat H. Gértler
eine Methode entwickelt, nach der aus der Potenzreihenentwicklung fiir U(zx) vom
Staupunkt aus mit Hilfe tabulierter Funktionen die Geschwindigkeitsverteilung in
der Grenzschicht, insbesondere der Verlauf der Verdréngungsdicke und der Wand-
schubspannung, schnell berechnet werden kann. Gegeniiber fritheren Reihenentwick-
lungen hat die Methode den Vorteil, groBerer Allgemeinheit und besserer Konvergenz.

3.5.5. Ahnliche Grenzschichtlésungen. Als #hnliche Grenzschichtlosungen be-
zeichnet man solche, bei denen die Geschwindigkeitsprofile  (y) an verschiedenen
Stellen « bzw. & des Korpers sich nur im Geschwindigkeits- und Léngenmaf8stab
unterscheiden. Das ist insbesondere der Fall, wenn /U (z) iiberall am Kérper
gleich derselben Funktion des dimensionslosen Wandabstands 7 ist, wenn also
~ wegen /U (x) = F, — die Funktion F (§,1) iberhaupt nicht von ¢ abhiéingt:

FE=0'
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linken Seite ist F(&,7) =F(y)
nur dann méglich, wenn

e y B =const.
i Solche #hnliche Losungen er-
o / / geben sich insbesondere, wenn

7 Dann verschwindet die rechte
/ / Seite der G1. (3.130), und auf der

13 A U~am, mit m>—1,
~007 weil dann gilt
20 / L0905
g 2m
/ ﬂ=m+1=const,
7
/ — xB B
02 —X oder m = ToF " (3.131)
/ Ulr)~x™ Sofern 0 m< 1 ergibt sich
e _ﬁﬂ B= _2% nach 2.2.2 diese AuBengeschwin-
w0t . digkeit U(z) in der Umgebung

-
[N
(%Y
RN

der Kante eines ebenen Keils
7],@ Ulx) y mit dem Offnungswinkel = 8.
Allgemein 148t sich zeigen, dafl
alle &hnlichen Lésungen von der
Formsind: U~vam,m =1 aber
sonst beliebig, sowie U~ e%® als Grenzfall fitr m — oo und § =2, wenn man die
Definition von § nach Gl. (3.130) etwas abédndert. Stets ergibt sich die ge-
wohnliche Differentialgleichung

P 4 FF” 4 B(1—F%)=0 (3.132)

Fig. 82. Ahnliche Grenzschichtprofile

mit FO)=F(0)=0 und F(oo) =1L

Sie wurde von V. M. Falkner und S. W. Skan!) aufgestellt und von D. R.
Hartree?) ausfuhrlich untersucht. Einige solcher Losungen zeigt Fig. 82. Der
Fall m = § = 0 entspricht der Blasius-Losung fur die ebene Platte. Beim =f =1
ergibt sich die Grenzschicht in der Néhe des Staupunkts einer senkrecht an-
gestromten Platte, die als exakte Lisung der Navier-Stokes in 3.3.5 beschrieben
worden ist. Negative m- oder f-Werte entsprechen verzégerten Stromungen mit
Druckanstieg; die zugehérigen Grenzschichtprofile haben einen Wendepunkt.
Das dhnliche Ablésungsprofil mit (Su/dy), -, =0 ergibt sich fuar

m=—0,000, oder f=—0,199.
Der Spezialfall: m = — 1, § —> co mufl gesondert betrachtet werden; er kann als

Strémung in einem konvergenten Kanal mit ebenen Winden aufgefaBt werden.

1) Phil. Mag. 12 (1931).
3} Proc. Camb. phil. Soc. 33 (1937).
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Hier wird fitr U (x) = -- ¢/x, ¢ > 0 {vgl. Fig. 83) mit der Transformation
— Ufx) Y c — ’
Y=y —z ==V und ¥F=—Verf(Y), u=¥,=U(z)f (3.133)

nach Gl. (3.129)
["—f24+1=0, mit f(0)=f(0)=0 und f{o0)=1. (3.134)

Die Loésung dieser speziellen Gleichung li3t sich {ibrigens geschlossen angeben:
B Y S1/2)
' = =3 tank (V2 + tanh V 5)—2- (3.135)

3.5.6. Impuls- und Energiegleichung fiir Grenzschichten. Zur néherungsweisen
Berechnung von Grenzschichten geniigt es oft schon, die Grenzschichtgleichung
nicht iiberall in jedemm Wandabstand y < § zu erfiillen, sondern nur im Mittel
fur die ganze Schicht zwischen
y=0und y = 4. Dasolche Néhe- 1
rungsverfahren vor allem auch

fiir turbulente Reibungsschichten Ui(x) /
wichtig sind, schreiben wir das
Reibungsglied allgemein (inner- a8

halb der Grenzschichtvernach- /
léssigungen) o(t/g)/0y. In einer
laminaren Schicht ist dabei

T = udufdy zu setzen; dort, wo 06
die Stromung innerhalb der
Schicht turbulent verléuft,
hingt 7 allerdings nicht mehr in

so einfacher und eindeutiger 04
Weise von der ortlichen Ge-
schwindigkeitsverteilung ab.

Um instationéire Strémungen 02
einzuschlieBen, setzen wir nach
Bernoulli fiir das durch die
AuBenstrémung U (z,t) aufge-

prégte Druckgefille: = r T
7 2 3 4
1 9p(=,t) oU U U n=yV=U(x)fvx
- _Q_ 3z ot + oz Fig. 83, Grenzachicht im konvergenten Kanal

und schreiben die Grenzschichtgleichung fiir ebene Strémungen jetzt:

u,+uuz+vu,=u,+vvz+%.z_. (3.136)

Figt man auf der linken Seite den Ausdruck wwuy 4 «vy hinzu, der nach der
Kontinuitédtsgleichung verschwindet, so kann man durch die ganze Schicht

Wieghardt, Stromungsiehre 12
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hindurch tiber y integrieren:

T }oe a - v 00
[?]o == J' (U— ) dy + f (2 uuy— UU,) dy + [uv]. (3.137)
) ]

An der Wand verschwindet wegen der Haftbedingung u, und 7 ist dort gleich
der Wandschubspannung Tp; &m Rand der Schicht fiir y =34 bzw. y — oo ver-
schwindet 7 beim Ubergang in die duBere Potentialstrémung, und es wird dort
u="U.

Die Quergeschwindigkeit v ergibt sich aus der Kontinuitéitsgleichung zu

durch [v,} €U sei ein schwaches Ausblasen (v, > 0) in die Schicht oder Absaugen
(o < 0) in die Korperwand mitberiicksichtigt. Dann wird aus Gl. (3.137)

o0

oo
:if(U—u) dy + -2 [w(U—wdy+U, J(U—u)dy Uv,. (3.138)
ot ox J
[
Dies ist der Impulssatz fiir Grenzschichten nach von Kéarmsén (1921). Man
kann diesen Satz (im Rehmen der Grenzschichtvernachléssigungen) auch direkt
ableiten fiir eine Kontrollfliche, die von zwei Ebenen x =const und z +dzx
==const, der Korperoberfliche und dem Rand der Grenzschicht gebildet wird.
Der Impulsflu durch diese Kontrolifliche bestimmt sich aus den Drucken
und duBeren Kriften (hier 7,dz) an dieser Fliche.

Definiert man noch als

Verdrangungsdicke 8 (z,) = f (1 ~ —(’j—) dy (3.139)
0
und Impulsverlustdicke &, (z,?) = f %— (1 — %) dy , (3.140)

[

8o kann man den Impulssatz auch umschreiben:

7, 1 3 04,
U T T "é‘t‘(Uéx)+-§— +
Multipliziert man die Grenzschichtgleichung erst mit u und integriert dann
durch die Schicht iiber ¥ von 0 bis oo, so erhélt man nach #hnlichen Umfor-
mungen einen Energiesatz. Mit der Definition einer

%’i (6 + 28, — % (3.141)

°° 2
Energieverlustdicke Oy = f _Iu}— [l — (—%—) ] dy (3.142)
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lautet er:
T ou/U _ Tu d T
er' w —2f U ay(eU')dy
o 0
1 9 1 394, 1 o v
— 2 (e — — 3 8.y — -8
= —= at(U 4,) + T & + 10 Bx(U O, i (3.143)

Der dissipierten Energie entspricht der Verlust an Druckarbeit und kinetischer
Energie in der Schicht.

Natiirlich kann man weitere derartige Gleichungen aufstellen und schlieSlich
die partielle Grenzschichtgleichung (3.136) durch ein System von unendlich
vielen gewohnlichen Differentialgleichungen ersetzen. Bei Néherungsverfahren
begniigt man sich jedoch, den Impulssatz fiir die ganze Fliissigkeit in der Schicht
und eventuell noch den Energiesatz zu erfiillen.

Ein fast triviales Anwendungsbeispiel ist die stationiire, laminare Plattenstrémung
mit U =const. Nimmt man hier der Einfachheit halber statt des asymptotischen
Ubergangs u— U fiir y— oo eine Grenzschichtdicke 6(z) an, auBerhalb derer u=U
fiir y > 8(x) gilt, so wird wieder fiir &hnliche Profile:

u _ . _ Yy
- = f(n) it 7= 5Gy und 0< <.

Dann gibt der Impulssatz 7,/o U* = dd,/dx eine Gleichung fiir §(z):

sU f’(O)_(é.).gﬁ.

8 oU* " \8) dx
Mit den Abkiirzungen )
=10, ra= = [ 1=
& ¢ ‘o °
o= = [(1—-fdn, o= [f2dn
H H

== [fA-ran

ergibt sich z. B. fiir die Verdringungsdicke und die Wandschubspannung

é, ]/Uz ]/20;,

_?1. —,—=dlmp=°" ?

Ty Uz g Gig
und ?u—-l/-r—‘rmn‘—']/ T

12¢
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Andererseits gilt nach dem Energiesatz:

3
v (Qu/UNa ., 2y dd, 4,y dd
Y S e ()
-0

oy s dz 6 ) dx’
5 s _
woraus folgt _x‘. .%c.. =dg, =20 %:_

Ty Uz &g
- DR
Um die Zahlenkoeffizienten berechnen zu kénnen, ist nun eine Geschwindigkeits-
verteilung f(r) einzufiihren, die wenigstens die Randbedingungen f(0) =0 und f(1)=1
erfiillt. Die primitivste derartige Funktion ist offenbar f(7) =7. Einen sanfteren Uber-
gang zur Potentialstromung bei #=1 gibt etwa die ebenfalls einfache Funktion
J(n) = sinnyn/2. Hierfiir erhélt man folgende Zahlen:

& *y g 3 %4 dImp dgn tImp tEn
1 1 —1— -l- 1 1,732 2 0,289 0,250
f =17 P 6 P ’ s 1
. T T 2 4—7mn 2
J=sin 5 7 5 1— - o I § 1,743 1,752 | 0,328 0,326
exakt 1,721 0,332

Die wesentlich kleineren Abweichungen zwischen den nach dem Impuls bzw. dem
Energiesatz errechneten Zahlen fiir d und ¢ fiir das Sinusprofil zeigen, daB dieses
natiirlich eine bessere Niherung als das Geradenprofil darstellt, Der Rechenaufwand
ist in beiden Fillen sehr viel kleiner als nach der exakten Methode von Blasius,
bei der eine nichtlineare Differentialgleichung numerisch integriert werden muBte.

3.5.7. Manglers Transformation. Die Berechnung von Grenzschichten an Dreh-
kérpern, die in Richtung der Drehachse stationér angestromt werden, ist nur
wenig komplizierter als die fur ebene Korper. Die rotationssymmetrische Strs-
mung ist ebenfalls zweidimensional, da zwei Koordinaten zur Ortsbestimmung
ausreichen. Bezeichnen s die Bogenlinge lings der Korperoberfliche vom
vorderen Staupunkt aus, n den Wand-
abstand in Richtung der &rtlichen Nor-
malen, » den Abstand von der Drehachse
mit r=ry(s) auf dem Korper, so ist
(vgl. Fig. 84) r=r,+ncosx, tana
=dry(rp)/dxs, wobei x5 die Koordinate
léngs der Achse ist. Kontinuitéts- und
Grenzschichtgleichung lauten hier

-éa:(ru) -+ —gn—(rv) =0. (1.28)

Fig. 84. Koordinaten am Umdrehungskérper wug + vty = UU, + vup,. (3.144)
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Dieses Gleichungssystem kann wesentlich vereinfacht werden, solange die
Schichtdicke als klein gegen den értlichen Kérperradius vorausgesetzt werden
kann. Es gilt dann némlich innerhalb der Schicht n «£ry, und es kann in der
Kontinuititsgleichung r = r, gesetzt oder eine Stromfunktion ¥ so angesetzt
werden, daf3:
r,,(a)-u=%, ro(8) v = — %ZI—.
Wenn auch direkte Berechnungsverfahren fiir rotationssymmetrische Grenz-
schichten kaum schwieriger sind als fiir ebene Strémung, ist es doch von
Interesse, da3 man nach W. Mangler!) jede solche Grenzschicht auf die in
einer ebenen Stréomung zuriickfithren kann. Dazu wird folgende Transformation
eingefithrt:
2

8

r —

x(e)=ff°,— ds, y(sm)=""n, W(x,y)=%_9f(a, ), (3.145)
0

wo L eine Linge ist, etwa der groite Korperradius oder die Lénge des Dreh-
kérpers. Damit wird

’

8 T008 [Ty d B8 _rpd _. . dn
%~ Tow T Loy m Loy M =g (G146

Bezeichnet man die aus ¥ folgenden Geschwindigkeiten als
% und ¥ = — ¥y, (3.147)
To — 7o —

1
nd v=—-;o—¥’,=rv—r—ou. (3.148)

In Gl (3.144) eingesetzt, ergibt sich mit U (s) = U(x), Us = (r3/L*) U, nach
Multiplikation mit L2/r}:

so wird u =

I
S~ &
=

an ¢y='ﬁ

Wil + Uy = U Uz + vy
und natiirlich als Kontinuitdtsgleichung wegen (3.147)
Ug + Uy =0.
Das ist aber gerade das Gleichungssystem fiir eine ebene Grenzschicht.

Als einfaches Beispiel sei die drehsymmetrische Staupunktsstromung be-
trachtet, die sich in der Néhe des Staupunkts jedes axial angestrémten Dreh-
kérpers mit stumpfem Kopf ergibt. Hier ist wegen « =n/2 die Voraussetzung
r =1, sogar exakt erfiillt, und es gilt ferner:

8=r, und U=ar,, (3.149)
o 2 .
. T fon
folglich  z(ry) = f—LL' dry = —3%'—, = -%—
[
und U () = ar, = a(3 L} - 212, (3.150)

1) ZAMM 28 (1948).
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Nach 2.2.2 stellt sich diese Verteilung der Potentialgeschwindigkeit in der
Umgebung der Kante eines ebenen Keils mit einem gesamten Offnungswinkel
von nfi ==/2 ein (denn fiir m =1/3 wird hier g =2m/(m + 1) =1/2).

Fiir sehr langgestreckte Drehkérper wird diese Transformation auf eine ebene
Grenzschicht bei gréfleren Riicklagen allmidhlich ungiiltig, weil wegen des
Anwachsens der Grenzschicht dann die Voraussetzung 6 <Zr, nicht mehr genan
genug zutrifft. In solchen Féllen mu man mit GI. (1.28) und (3.144) arbeiten,
um die Querkriimmung der Grenzschicht mitzuberiicksichtigen. SchlieBlich
kann man auch am schlanken Hinterende eines Drehkérpers iiberhaupt nicht
mehr die Grenzschichtvernachlédssigungen vornehmen, wenn dort é und r, von
gleicher Gréf8enordnung geworden sind; die Stromlinien innerhalb des zéhig-
keitsbeeinfluBten Gebiets um den Kérper sind dann nicht mehr parallel zum
Korper, und der Druck ist nicht mehr konstant auf einer Kérpernormale. In
den praktischen Anwendungen (z. B. beim Torpedo) ist die Strémung dort
schon meistens turbulent, aber selbst fiir laminare Strémung fehlen Berech-
nungsmethoden fiir dieses Gebiet.

Die Manglersche Transformation gilt iibrigens auch noch fiir kompressible
Grenzschichten. Fiir turbulente Grenzschichten ist aber noch keine analoge
Beziehung zwischen drehsymmetrischen und ebenen Strémungen gefunden
worden.

Wegen des Ausbaus der Grenzschichttheorie und ihrer Erweiterung auf in-
stationére, auf kompressible sowie dreidimensionale Grenzschichten sei auf
die umfangreiche Literaturl) verwiesen.

3.6. Hydrodynamische Stabilitiit

In fritheren Kapiteln ist schon darauf hingewiesen worden, dal auch exakte
Losungen der Navier-Stokesschen Gleichungen im Versuch nur unterhalb einer
gewissen Re-Zahl bestiitigt werden; wird die zugehorige kritische Re-Zahl uber-
schritten, so findet man eine turbulente Stromung statt der berechneten
laminaren vor. Offenbar wird die letztere fiir gréBere Re-Zahlen instabil gegen
kleine, zuféllige Stérungen, und es gehért zur vollsténdigen Losung eines
Stromungsproblems noch eine Abgrenzung des Stabilitédtsbereichs.

Zur Berechnung der Stabilitdt einer stationéren Grundlosung v, p denkt man
sich dieser instationdre Storungen v’, p’ iiberlagert, wobei die gestérte Stromung
v+ v, p-+p’ wieder die Navier-Stokessche Gleichung, die XKontinuitits-
bedingung und die Randbedingungen befriedigt. Die Stérung wird als klein gegen
die Grundstrémung vorausgesetzt: |v'] < |v|, so daB die Stérungsgleichung
linearisiert werden kann. Wenn es nun mdéglich ist, zeitlich anwachsende
Storungen zu berechnen, so ist die Instabilitit der Grundstrémung nach-
gewiesen. Denn die anfangs beliebig kleinen Stérungen kénnen dann mit der
Zeit anwachsen und die urspriingliche Grundstréomung vollig verdndern.
Moeistens entsteht dabei eine ganz andersartige turbulente Strémung, in einzelnen
Fillen (vgl. 3.6.3) ergibt sich aber zundchst eine neue Stromung, die auch noch

1) Z.B. H. Schlichting, Grenzschicht-Theorie, 5. Aufl. Karlsruhe 1965; oder
L. Rosenhead Ed., Laminar Boundary Layers, Oxford 1963.
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laminar ist. Die Stabilitdtstheorie ist nun wegen der nichtlinearen Grund-
gleichungen mathematisch #uBerst kompliziert, so daB hier nur gewisse Aus-
gangsgleichungen skizziert werden kénnen.

3.6.1. Ebene Strémungen und Stérungen. Als kinematisch einfachste Stromungen
betrachten wir ebene Stromungen und ebene Stérungen. Dann kann man von
der Wirbelgleichung (3.33) ausgehen, die den Druck nicht mehr enthélt, und
die fiir die Grundstrémung U, V und Q = V,; — Uy lautet:

+U + V£=vA.Q. (3.151)

Die gestorte Stromung U 4w, V+v und 2+ mull eine entsprechende
Gleichung erfillen. Zieht man von dieser Gleichung die erste ab und vernach-
ldssigt quadratische Glieder in u, v und @, so erhélt man

dw G 0 )
7~I~ua—mQ—l—Ua w+v Q+V——w—vAw (3.152)

Als einfachsten Fall betrachtet man eine nahezu parallele Grundstrémung mit
U=U(y), V~0 und Q~—U,.
Hierfiir gilt dann

%_‘;’JrUg_‘;’_Uwv:vAw. (3.153)

Wegen der Linearitiit dieser Gleichung fiir die Storung kann man sich diese in

eine Fourier-Reihe entwickelt denken, und es geniigt, eine Partialschwingung

zu betrachten, deren Amplitude ebenso wie die Koeffizienten U und Uy, in

der Differentialgleichung von y abhéngt. Man setzt daher fir die Stromfunktion
¥ der Storung an:

¥(z,yt) = ¢y o=, (3.154)

In dieser rechnerisch bequemen, komplexen Schreibweise ist entweder der
Real- oder der Imaginérteil von ¥ physikalisch sinnvoll. Im einzelnen ist

@ (Y) = @r +1i¢;, o =reell = Wellenzahl = 2n/4 mit 1 = Wellenldnge der Stérung,
B =8 +iB;.

Offenbar bedeutet B; < 0 eine zeitlich abklingende, geddmpfte Schwingung,
und B; > 0 eine angefachte Schwingung. Die komplexe Phasengeschwindigkeit
ist ¢ =¢, +ic; = ffx = f,Jo +iB;/x. Mit diesem Ansatz wird nun

0=—A¥ = (a® p— ¢") el =P, (3.155)

und die Stérungsgleichung lautet nach W. M. F. Orr!) und A. Sommerfeld?)
” 19 IV 9nt o 4ot

(U—c)(g"— o2g) — Uy p=— ——(¢'¥ — 209" +- adg) . (3.16)

1) Proc. R. Irish Acad. A 27 (1907).
3) Atti Congr. internat. Mat. Roma 3 (1908).
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Sie ist die Ausgangsgleichung zur Stabilitétsuntersuchung nicht nur der Coustte-
und (ebenen) Poiseuille-Strémung, sondern insbesondere auch von ebenen
Grenzschichten. Die Grenzschichtdicke wichst zwar in Strémungsrichtung =z
langsam an, so daf diese Grundstromung wegen V == 0 keine exakte Parallel-
stromung ist; es zeigt sich aber, dall die wesentlichen Storungen Wellenlingen
von nur einigen Grenzschichtdicken haben, die also moch klein gegeniiber
solchen Lauflingen sind, in denen sich die Grenzschichtstromung merklich
dndert.

Die Beschrinkung auf ebene Storungsbewegungen wurde von H. B. Squire?)
gerechtfertigt, der nachwies, da8 eine ebene (inkompressible} Stromung bei
dreidimensionalen Stérungen erst bei hoheren Re-Zahlen instabil wird als bei
ebenen Storungen. Zur Berechnung der kleinsten Re-Zahl, bei der eine Strémung
instabil sein kann, mufl man daher gerade mit den einfacheren, ebenen St&-
rungen rechnen. Bei einer Grenzschicht, etwa an einem Fliigelprofil, entspricht
diese theoretische Re-Zahl dem sogenannten Indifferenzpunkt, bis zu dem die
Grenzschicht mit Sicherheit laminar bleibt. Hinter dieser Stelle werden zufillige
Stérungen immer stédrker angefacht, bis schliellich der experimentell zu
ermittelnde Umschlagpunkt erreicht ist, von dem ab die Grenzschicht turbulent
ist. Der Abstand zwischen Indifferenz- und Umschlagpunkt hingt aufler von
dem dortigen Druckverlauf natiirlich auch von der Storungsfreiheit der An-
stromung und der Rauhigkeit der Wandfliche ab.

Die Stoérungsgleichung wird dimensionslos, wenn man alle Lingen auf eine charakteri-
stische Linge L und die Geschwindigkeiten etwa auf Uy, die Maximalgeschwindigkeit
der Grundstromung, bezieht; statt » steht dann 1/Re mit Re= Un Ljv. Die Rand-
bedingungen lauten z. B. fiir die ebene Poiseuille-Stromung: fir y=y, und y=y,
sollen die Normal- und Tangentialgeschwindigkeiten der Stérung verschwinden:
¢r=¢@;=0 und (p; =<pl' =0. Bei einer Grenzschicht wird mit y = Wandabstand y, =0

und y,—oco. Vorgegeben ist nun die Grundstromung U(y), die Re-Zahl {(oder ») und
eine angenommene Wellenzahl & ; die Storungsgleichung gibt dann mit den jeweiligen
Randbedingungen die zugehorige Eigenfunktion und den komplexen Eigenwert
¢=c¢;-+ic¢;. Je nachdem ob ¢;<< 0 oder ¢;>> 0 ist, wird die Schwingung () geddmpft
oder angefacht. Der Grenzfall ¢i(x,Re) =0 entspricht einer neutralen Schwingung;
die hierfiir zugehorige o(Re)-Abhiingigkeit nennt man Indifferenzkurve, da sie in
einer Auftragung o iiber Re das instabile (¢;>> 0) und das stabile Gebiet (¢;<<0) von-
einander trennt. Die kleinste Re-Zahl dieser Kurve ist diejenige des Indifferenzpunktes
Regng; fiir Re< Rer,q werden alle harmonischen Storungen gedémpft, also auch be-
liebige kleine Stérungen, da diese durch eine Fourier-Reihe (vgl. (3.154)) dargestellt
werden kdnnen.

ErfahrungsgemiB schligt eine laminare Strdmung erst bei groBer Re-Zahl (Re>1)
in die turbulente um, so da es nahe liegt, zunéchst die Storungsgleichung fiir ideale
Fliissigkeiten zu untersuchen, also fiir den Grenzfall y—0 oder Re-»>oco. Man kann
dann fiir die Stérung nur die Randbedingungen ¢, =@; =0 auf y =y, und y, erfiillen,
da die reibungslose Stdrungsgleichung nur von zweiter Ordnung ist. Fiir diese hat
Lord Rayleigh (1880) zwei wichtige allgemeine Sitze abgeleitet. Dazu wird die
Stdrungsgleichung (mit » =0) zunichst umgeschrieben:

Uw UW(U——c,.—}—ici) .

"ty = = 3.157)
Pt Tt T Tt (

1) Proo. Roy. Soc. A 142 (1933).
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Multipliziert man nun beide Seiten mit ¢ =g, —ig;, so wird pp=g2+ i =|p[*>0
(und reell) und man erhilt:

UplU — ¢; +ig

70t oo e —o ) - @lel = M Ligp.  (3.159)

Integriert man jetzt noch iiber y von y, bis y,, beachtet dabei die Randbedingungen
und zerlegt in Real- und Imaginirteil der Gleichung, so wird schlieBlich:

Vs Ya
2
—-J([‘P'[’-i— a?|pl?) dy = W%TFUW(U—%) dy <0 (3.159)
Yy : Y1
el
o= | 10 e Uweidy- (3.160)
141

Betrachten wir zundchst nur neutrale Schwingungen mit ¢;=0 und c¢=¢,, fiir die
die zweite Gleichung automatisch erfiillt ist. Wenn Uy, zwischen ¥, und y, das Vor-
zeichen nicht wechselt, so ist iiberall U,, << 0, da U > 0 und mindestens bei y =y, U =0.
Fiir solche konvexen Geschwindigkeitsprofile kann nun nicht iiberall ¢, > U sein, da
ja sonst das Integral auf der rechten Seite der ersten Gleichung positiv wire statt
negativ. Es gibt also unter den neutralen Schwingungen mindestens eine, fiir die in
einer kritischen Schicht y=yy gilt: U —¢;=0. Nach der reibungslosen Stérungsglei-
chung miiite dort ¢’’— oo, falls nicht am gleichen Ort Uy, verschwinde. Diese Singu-
laritdt an der Stelle, wo die Phasengeschwindigkeit ¢, gleich der Stromungsgeschwindig-
keit ist und die Storung dauernd auf die gleichen Fliissigkeitsteilchen wirkt, kann
erst durch Beriicksichtigung der Zahigkeit aufgelost werden.

Setzen wir nun umgekehrt ¢; = 0 voraus, so ist der Nenner des zweiten Integrals
stets positiv, und dieses kann nur dann verschwinden, wenn Uy, zwischen™y,
und y, das Vorzeichen wechselt. Insbesondere sind angefachte Schwingungen
{mit ¢; > 0) nur méglich, wenn das Geschwindigkeitsprofil einen Wendepunkt
hat. W. Tollmien (1935) bewies, da3 dies nicht nur eine notwendigs, sondern
auch eine hinreichende Bedingung ist: Profile mit Wendepunkt sind instabil
fitzr Re — oo, Der Tendenz nach bleibt dieses Resultat auch bei Beriicksichtigung
der Zahigkeit noch richtig: konvexe Geschwindigkeitsprofile, wie in der Grenz-
schicht bei Druckabfall, sind gegeniiber Stérungen weit weniger anfiillig als
die Profile mit Wendepunkst in der Grenzschicht beim Druckanstieg am hinteren
Teil eines umstromten Korpers.

Die Sitze fiir die reibungslose Storungsgleichung lassen die Hauptschwierig-
keiten der Stabilitdtsrechnung erahnen: zumindestens in der kritischen Schicht
(U — ¢, ~0) muB mit der vollstindigen Stérungsgleichung gerechnet werden,
und weiterhin ist die Grundstromung U(y) sehr genau darzustellen, da es
wesentlich auf deren zweite Ableitung Uy, ankommt.

Die erste erfolgreich durchgefithrte Stabilitétsrechnung fiir eine solche ebene
Strémung stammt von W. Tollmien!). Er untersuchte die Stabilitdt der
Plattenstrsmung, also das Blasius-Profil, das an der Wand selbst einen Wende-
punkt hat, und berechnete die Indifferenzkurve (fiir ¢; =0). Das Verfahren

1) Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1929,
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wurde vor allem von H. Schlichting!) auf andere Grenzschichten angewandt
und weiter ausgebaut, insbesondere auch auf die Berechnung der angefachten
Schwingungen (mit ¢; > 0). Das Hauptergebnis fir die Plattenstromung zeigt
Fig. 85 (nach einer neueren Nachberechnung von S. F. Shen?)). Die Wellen-
zahl o ist mit der Verdriingungsdicke &, = 1,72z/} Re [Gl. (3.121)] dimensionslos
5 gemacht, ebenso wie die
04 7 : Wellenléinge der Stérung

! 18, = 2n/x &,; Abszisse ist
o - — die mit 8, bzw. der Plat-
03 =20

'\ tenlinge gebildete Re-
L ]
| \\ Zahlen als U..8,/v — 420
l
|
l
!
1
|
I

i

e — es jewells einen gewissen
\ : .
r— b~ Bereich von Stoérungs-

wellen, die verschieden
stark angefacht werden,
Va i Uoxfy wiihrend Wellen zu kurzer
bt ! oder zu groBer Wellen-
500 1000 1500 2000 / 2500 linge geddmpft werden.
bl Diese theoretischen FEr-
Fig. 85. Zur Stabilitiét der Plattengrenzschicht gebnisse wurden von H. L.
Dryden?), G. B. Schu-
bauer und H. K. Skramstad?*) 1943 experimentell vollig bestitigt; dabei er-
zeugte ein sehr dinnes Metallband in der Plattengrenzschicht in einem Wind-
kanal — elektromagnetisch angeregt — Schwingungen verschiedener Wellenzahl,
deren Auswirkungen mit Hitzdrihten gemessen wurden. In welcher Weise infolge
solcher instabilen langen Stérungen (1> 156; nach Fig. 85) die laminare Stro-
mung sich zur turbulenten entwickelt, ist noch Gegenstand experimenteller
Untersuchungen. Wéhrend der Indifferenzpunkt bei U /v = 6 - 10* liegt, findet
man eine turbulente Reibungsschicht an der Platte gewéhnlich erst ab Rey = 3
bis 5 - 10%; bei besonders stérungsfreier Stromung konnte Laminarstrémung
sogar bis Reyy; =3+ 108 aufrecht erhalten werden.
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\
oM 002 Zahl. Bei groBeren Re-
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3.6.2. Stabilitit der Poiseuille- und Couette-Strémung. Die Stromung durch ein
Rohr mit kreisformigem Querschnitt, an der Reynolds zum ersten Mal den
laminar-turbulenten Umschlag untersuchte, ist offenbar fiir den Experimentator
die allereinfachste Stromung. Den Theoretikern ist es jedoch trotz vieler Be-
mithungen nicht gelungen, kleine Storungen im Sinne der obigen Theorie zu
finden, gegen die diese laminare, drehsymmetrische Poiseuille-Strémung in-
stabil wire®). Theorie und Wirklichkeit stimmen hier jedoch dann wieder

1) Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1932, 1933 und 1935. Vgl auch Schlichting, Grenz-
schichttheorie, 5. Aufl. Karlsruhe 1965.
%) J. Aero. Sci. 21 (1954).
) Vgl. NACA TN 1168 (1947).
4) Vgl. J. Aero. Sci. 14 (1947).

. %) Jedoch kann die Instabilitit der ebenen Poiseuille-Stromung zwischen zwei paralle-
len Platten nachgewiesen werden ; und zwar wird nach C.C. Lin Rep,q = Upax afy = 5300
mit a=halbe Kanalbreite. Quart. Appl. Math. 3 (1945/6).
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iiberein, wenn die Entstehung der Poiseuille-Strémung mitberiicksichtigt
wird. Ist némlich ein langes Rohr an einen Kessel angeschlossen, so findet man
nach L. Schiller?) bei laminarer Strémung erst nach einer Anlaufstrecke von
etwa 0,03d Re Lénge eine Poiseuille-Strémung mit parabolischer Geschwindig-
keitsverteilung vor. Denn am Einlauf bildet sich zunéchst nur an der Rohr-
wand eine Grenzschicht aus, und in Rohrmitte eine drehungsfreie Kernstrémung
mit konstanter Geschwindigkeit. Es kommt also in Wirklichkeit auf die Stabili-
tdt dieser grenzschichtdhnlichen Anlaufstromung an; ist diese von einer ge-
wissen Re-Zahl ab instabil, so entsteht gar keine Poiseuille-Stromung, sondern
die Anlaufstromung wird schon vorher turbulent.

Ahnlich sind die Verhdltnisse bei der Couette-Stromung zwischen zwei
konzentrischen, rotierenden Zylindern. Die Stabilitdt wird hier zusitzlich noch
von der Zentrifugalkraft mitbeeinfluBt. Wenn z. B. der duflere Zylinder rotiert
und der innere ruht, so wirkt auf weiter aulen strémende Fliissigkeitsteilchen
mit hoherer Geschwindigkeit nach auflen eine gréfBere Zentrifugalkraft als auf
Teilchen nahe dem ruhenden, inneren Zylinder. Das entspricht ganz der Schich-
tung leichterer Flissigkeit iiber schwererer. Diese Schichtung wirkt stabilisierend,
da bei einer stérenden Querbewegung z. B. leichtere Fliissigkeit in schwerere
gedriickt oder schwerere in leichtere Fliissigkeit gehoben werden miiBte.

Je kleiner der Spalt d zwischen den Zylindern (Radien R, und R,) ist:
d = R, — R, £ R, R,, um so mehr wird die ebene Couette-Strémung angenihert.
Bei dieser ist die Geschwindigkeitsverteilung linear und das Stabilitétsproblem
mathematisch so einfach als moglich. Es zeigt sich aber, daB3 diese Stromung
gegeniiber zweidimensionalen fortschreitenden Storungswellen stabil ist, obwohl
schon Couette (1890) experimentell Rey = Udfv ~ 2000 fand (bei still-
stehendem inneren Zylinder giiltig fir d/R, , < etwa 0,05). Dieser Widerspruch
liBt sich nach H. Schlichting dadurch auflosen, da man die zeitliche
Entwicklung der Strémung untersucht, also die zunichst nicht-linearen Ge-
schwindigkeitsverteilungen, die der in Rotation versetzte duBere Zylinder in
der urspriinglich ruhenden Fliissigkeit erzeugt. Ahnlich wie bei der Entstehung
der Poiseuille-Strémung kann némlich bei zu groBer Re-Zahl schon die Anlauf-
stromung durch zufillige Storungen turbulent werden, noch bevor die stabile,
eigentliche Couette-Stromung verwirklicht worden ist.

3.6.3. Dreidimensionale Stérungen. Noch vor der Tollmienschen Berechnung der
Instabilitit der Plattengrenzschicht gegen lings der Platte fortschreitende
ebene Stérungswellen gelang es G. I. Taylor?) 1923, die Instabilitédt der
Strémung zwischen zwei konzentrischen, rotierenden Zylindern gegen gewisse
dreidimensionale Stérungen nachzuweisen.

Warum diese Strémung unter Umstédnden instabil wird, ist qualitativ leicht
einzusehen. Wenn jetzt der innere Zylinder rotiert und der d&uflere feststeht, so
wirkt auf die schnellen Fliissigkeitsteile in der Néhe des inneren Zylinders eine
groBere Zentrifugalkraft nach auflen, als auf die langsamen Flussigkeitsschichten
im #uBeren Teil des Spalts zwischen den Zylindern; und das entspricht der
instabilen Schichtung einer leichteren Flussigkeit unter einer schwereren.
Taylor beobachtete nun, daB dann von einer gewissen Re-Zahl ab regelmiBige

1) ZAMM 2 (1922).
%) Phil. Trans. Roy. Soc. A 223 (1923).
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Ringwirbel der Grundstromung itberlagert sind; lings der Achse der Zylinder
treten diese Wirbel im gleichen Abstand, aber mit abwechselndem Drehungs-
sinn auf. Das von Taylor beobachtete und berechnete Stromlinienbild dieser
zellularen Wirbel in einem Spaltquerschnitt zeigt Fig. 86.

Diese Stromung ist im Gegensatz zur zweidimensionalen Grundstromung jetzt
dreidimensional, erfiillt aber die gleichen Randbedingungen und ist nach wie

vor durchaus regelmiflig und
27 laminar. Das einzige Zufalls-

element ist die absolute Lage
des Wirbelsystems lings der
Achse; man kann nicht voraus-
sagen, ob an einer bestimmten
\ Stelle ein rechts- oder links-
drehender Wirbel auftreten
wird. Die urspriingliche Grund-
stromung wird nun durch diese
dreidimensionale Sekundérstro-
mung stabilisiert, denn die neue
Stromung verhilt sich in einem
ganzen Re-Zahlbereich stabil.
Erst bei noch héherer Re-Zahl
/ erfolgt schlieBlich der Umschlag
zur turbulenten Strémung, in
derenn mittlerer Geschwindig-
keitsverteilung die Taylorschen
Wirbel noch immer erkennbar
- bleiben.

s e it e St e

N . .

innerer Zylinder duBererZylinder  Da die eigentliche Stabilitiitsbe-
Fig. 86. rechnung sehr kompliziert ist, soll
Taylor-Wirbel zwischen rotierenden Zylindern hier nur die relativ einfache Ab-

leitung der Stérungsgleichung ge-
zeigt werden. Man fithrt Zylinderkoordinaten 7, ®, z mit den Geschwindigkeitskompo-
nenten %, v, w in radialer Richtung, Umfangsrichtung und parallel zur Zylinderachse
ein. Auch die ringformige Wirbelstromung wird als achsensymmetrisch voraus-
gesetzt, so daB u, v, w nicht von @ abhingen. Die Kontinuitdts- und Navier-Stokes-
Gleichungen (vgl. Anhang) vereinfachen sich dann zu:

—:—-%(ru) + _a% —0 (3.161)
SRS
%_’;+ug;+w%’;_+$= v(Av_:’—,) (3.162)

mit A—-%+i%+—aa%— (3.163)
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Fiir die stationére Grundstrémung mit U = W =0 folgt fiir ¥ (r) aus dem Verschwinden
des Reibungsgliedes der zweiten Navier-Stokes-Gleichung:

dzv 1 dv 1
e A (3164

mit der Losung
V=Ar+§. (3.165)

Ist w, ¢ die Winkelgeschwindigkeit und R,,, der Radius des inneren (1) oder des dufleren
(2) Zylinders, so folgt aus V(R ) =3By,
Wy R; — w, Rf

R _R

Rf R: {01 — ws)
R _R

B— (3.166)

Das radiale Druckgefille ist gleich der Zentrifugalkraft pro Volumeneinheit, oder nach
Gl. (3.162)
dp(r)  eoV?

= —. (3.167)

Die gestorte instationdre Stromung ',V +v’,w” und p-+p” mufl auch die Navier-
Stokessche Gleichung erfiillen; solange die Stérgroflen klein sind, kann man darin
quadratische Ausdriicke vernachlassigen und erhilt:

%%(m') +%"z’i - (3.168)
A st v(w- )

Y paw - v(s0 =) (3.169)
aait' - __:)_%%,_ +vAw'.

(Die beiden unterstrichenen Glieder heben sich nach (3. 167) auf.)
Die oben beschriebenen Wirbelringe, die sich in Achsenrichtung periodisch wieder-
holen, beschreibt Taylor nun durch den reellen Ansatz:

u’ = u,(r)e?t OB 02

v = v,(r)e?? COBOZ

s

(3.170)
w = w(r)e’’sin oz
p = py(r)e*t cosoz.

Je nachdem y positiv oder negativ ist, wird die Strémung angefacht oder geddmpft.
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Wegen der Kontinuititsgleichung (3.168) wird jetzt:

oW — 1 d ( g d 1
0wy =~ (ry) = (?17 + 7) . (3.171)
Aus der dritten Navier-Stokes-Gleichung folgt
c ds 1 d y
o= gt — L
> ”(dr- t gt )w,, (3.172)
und daraus nach etwas Rechnung
1 dp, v s Y
?d—r=—07{(L—a ——v—)L}u,, (3.173)
wobei L folgenden Operator bezeichnet:
d (d 1 ds 1 d 1
L= (g +7)u= (g +7 & =) (8.174)

Eliminiert man damit den Druck aus der ersten Navier-Stokes-Gleichung, so bleiben
die beiden Gleichungen:

(L— ot — %’-) (L— o%)uy(r) = ? (A + _ﬁ_) v,(r) (3.175)

(L- ot — ;”’_) (") - %Aul(r) (3.176)

mit den Randbedingungen, daB die Stérungen «’,v’,w’ an beiden Zylindern verschwin-
den miissen, also fiir =R, und r=R,: u, = v, = du,/dr = 0.

SchlieBlich konnte man u, oder v, aus diesen Gleichungen noch eliminieren und erhielte
dann jeweils eine Differentialgleichung sechster Ordnung fir v,(r) oder u,(r). Neben der
trivialen Nullosung u,(r) =v,(r) =0 haben diese Gleichungen nur dann eine Eigen-
lésung, wenn die Koeffizienten darin eine charakteristische Gleichung erfiillen:

F(4,B,v,0,9)=0, mit A,B=f(R;, By, wy, w,) .

Macht man noch alle Lingen mit der Spaltweite d = R,— R, und alle Geschwindig-
keiten etwa mit der Umfangsgeschwindigkeit des inneren Zylinders w; R, dimensionslos
und fithrt als Re-Zahl die GroBe

Re:wlR,%

R,

ein, 8o wird F, (T’ %, Re, o, y) = 0.
1 1

Zur Bestimmung der Stabilititsgrenze interessiert besonders die neutrale Stérung mit
y =0. Denkt man sich fiir die Grundstrémung die Werte R,/R; und w,/w, festgehalten,
so tritt je nach der Wellenzahl ¢ in 2-Richtung diese neutrale Storung bei einer zu-
gehorigen Re-Zahl Re(c) auf. Die kleinste dieser Re-Zahlen ist dann die jeweilige
gesuchte kritische Re-Zahl: Rey.y(Ry/R,, wyfwy).

Das oben skizzierte Eigenwertproblem liste Taylor fiir den Fall kleiner Spalt-

breite: d =R, — R, £ R, 3; gleichzeitig bestimmte er das erste Auftreten der
Ringwirbel in sehr sorgfiiltigen Versuchen. Als Beispiel fiir die ausgezeichnete
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Ubereinstimmung von Theorie und Messung gibt Fig. 87 einige seiner Ergeb-
nisse fiir B, =4,035cm, R, = 3,55cm und d/R, = 0,485/3,56 = 0,137 wieder. Die
gestrichelte Gerade w;/w, = R:/Rf = 1,292 entspricht einem Stabilitédtskriterium
von Rayleigh fur ideale Flussigkeit, wenn beide Zylinder gleichen Drehungs-
sinn haben. Die Bezeichnung instabil fiir das Gebiet Re > Rey bezieht sich nur

4
+ 300 ,
_wiRd
+ \ ”ekne—T '/
/
P, 200 v4 +
/ instabil //
/ @Ry > 4
| Ry=355¢cm 100 4
Ry~ 403, /7 )
J d = 0485 stabil /(ﬂ R 129
+MeBpunkte /s w R
z e | |
-500 ~400 -300 ~200 -100 00 ypg 20
v

Fig. 87. Instabilitat der Couette-Strémung nach G. I. Taylor

auf die zweidimensionale Grundstrémung; es sei nochmals betont, daB die
Taylor-Wirbel fiir nicht allzu groBe Re > Rey,; nicht unbegrenzt (mit e¥¢) an-
gefacht werden, sondern nur bis zu einer gewissen Stirke, die aber mit der nach
den Stoérgliedern linearisierten Theorie natiirlich nicht bestimmt werden kann.

Fiir den Spezialfall des ruhenden #uBeren Zylinders w, = 0 kann man die Ergeb-
nisse von Taylor fir kleine Spaltweiten und die von K. Kirchgé#ssner?) fir
gréBere d/R,-Werte in einer Niherungsformel zusammenfassen:

d d B TR
Beyrit (03 = 0) = oy By — = (41,1 + 14,6 —) R + kK, (3.177)

R, 2d "’
fir d/R, <1 und d=R,—R,.

Nach H. Gértler2) kénnen dhnliche Wirbel auch in der laminaren Grenzschicht
ldngs einer konkav gekrummten

‘Wand auftreten; die Wand ent-

spricht dann dem ruhenden dus-

seren Zylinder, und die Strémung

AN ENUERNE SN wird statt von dem rotierenden
NN O DN inneren Zylinder hier von der
§§ Auflenstromung angetrieben

(vgl. Fig. 88). Die Losung dieses

@ H{ 1) Z. ang. Math. und Physik 12
DODD), 72

Fig. 88. 2) Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 2
Gortler-Wirbel léngs einer konkav gekriitmmten Wand (1940).
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Eigenwertproblems ist fiir die Stabilitit der Grenzschicht lings einer konkaven
Wand entscheidend; an ebenen oder konvexen Winden entstehen dagegen zu-
erst fortschreitende, ebene Wellen nach Tollmien und Schlichting. Es ist
aber durchaus maglich, daB dort, wo diese Wellen hinreichend steil geworden
sind, in den Télern mit konkav gekriimmten Stromlinien Taylor-Gértlersche
Wirbel auftreten. Dies wiirde auch erkliren, warum die sich schlieBlich er-
gebende turbulente Stromung stets dreidimensional ist.

3.7. Turbulente Stromungen

3.7.1. Einfiihrung. Der bisher behandelte laminare Stromungszustand ist fiir den
Theoretiker der einfachste und natiirlichste. Bei den meisten Strémungen in
der Natur und der Technik ist aber die kritische Re-Zahl durchaus iiber-
schritten, so daf3 dem Praktiker die turbulenten Strémungen natiirlich erschei-
nen; leider ist ihre Berechnung jedoch &uBerst schwierig. Wie schon in 1.4.8
gezeigt, ist hier die Bewegung der einzelnen TFliissigkeitsteilchen auch bei
stationéiren Randbedingungen stets instationér und unregelmé#Big, daher in
den Einzelheiten nicht deterministisch bestimmbar. Me3bar sind nur noch
statistische GréBen, insbesondere Mittelwerte der Geschwindigkeit und deren
Schwankungen, der Druck- und Flussigkeitskréifte usw.

Bei Messungen in turbulenten Strémungen wird fast immer das zeitliche Mittel
am festen Ort (im Eulerschen Koordinatensystem) gebildet, insbesondere dann,
wenn man bei stationdren Randbedingungen eine im Mittel stationére Stromung
erwartet. Die momentane Geschwindigkeit v{r,?) setzt sich dann aus der
stationéren mittleren Geschwindigkeit ©(r) und der Schwankung v’(r,?) zu-
sammen :

o(r,t)=B(r)+ v'(rt), (3.178)
t+ T2
wobei F(r) = % J' o(r,f)dt (3.179)
t—Tf2
und natiirlich o (r,t)=0.

Das Zeitintervall T ist dabei grof3 gegen die Schwankungsperiode zu wihlen,
so dal ¥ unabhingig von T ist.

Wenn sich auch diese mittlere Stromung langsam zeitlich veréindert, so mu88 anderer-
seits 7' als klein gegeniiber solchen Zeitintervallen angenommen werden, in denen
sich die Randbedingungen merklich #ndern. Ist es nicht moglich, ein Intervall T
zwischen diesen beiden Grenzen anzunehmen, so kann sich eine gewisse Willkiir in
der Bezeichnung Mittelwert und Turbulenz ergeben. Offensichtlich hingt z. B.
in der Meteorologie die mittlere Windstiirke und -richtung am gleichen Ort davon ab,
ob das Mittel itber wenige Minuten, eine Stunde oder gar iiber einen Tag gebildet wird.

Andererseits muB man riaumliche Mittelwerte untersuchen, wenn der Bewegungs-
zustand in einem groBen Gebiet gleichformig ist, also statistisch homogen, aber zeitlich
abklingend. Eine derartige Stréomung hat man etwa in einem GefdB mit ruhender
Fliissigkeit, durch die ein Sieb gezogen worden ist. Im Ganzen bleibt hier die Fliissig-
keit am selben Ort; die einzelnen Fliissigkeitsteilchen machen jedoch schwankende
Bewegungen, die im statistischen Mittel unabhiingig vom Ort und sogar von der Rich-
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tung sind (homogene und isotrope Turbulenz). Allm#hlich erlischt diese Turbulenz
infolge der Zihigkeit; ihre kinetische Energie ist dann in Wirmeenergie dissipiert.
Die allgemeinste Mittelbildung besteht darin, daB man denselben Versuch sehr oft
wiederholt und die jeweils erhaltenen MeBgriBen mittelt. Das ist das statistische Schar-
mittel, iber das die Theorie Aussagen machen kann. Es stimmt mit dem zeitlichen
Mittel fiir im Mittel stationéire Stromungen iiberein, wenn die Schwankungen Zufalls-
funktionen der Zeit sind.

In einer inkompressiblen Fliissigkeit, die wir hier stets voraussetzen wollen,
lautet die Kontinuitétsgleichung

div v =div 54+ div v’ =0,

Bildet man das zeitliche Mittel hiervon, so kann man die Reihenfolge der von-
einander unabhéingigen ridumlichen Ableitungen und zeitlichen Integration
vertauschen: _

div g =div v +divey’ =0;

es gilt also in jedem Zeitpunkt sowohl fiir die mittlere Bewegung div v = 0, wie
fir die Schwankungen div v’ =0.

Kinematisch kann man sich die Schwankungsbewegung am besten veranschau-
lichen als ein unregelmiBiges Gemisch von groflen und kleinen Wirbeln, die
dauernd entstehen und wieder erléschen; die Bezeichnung Turbulenz ist daher
sehr zutreffend. Fur die rdumliche Struktur der Turbulenz ist nun vor allem
der Léngenmafstab kennzeichnend. Fiir die grof3ten Wirbel sind die Abmessun-
gen der Turbulenzerzeuger mafigebend, also z. B. die Maschenweite eines Siebs
fiir die Stromung dahinter oder der Rohrradius fiir die Rohrstrémung. Interes-
santer ist es, daf} es eine untere Grenze fur die kleinsten Wirbel gibt. Je kleiner
ein Wirbel ist, um so steiler wird der Geschwindigkeitsanstieg im Kern, bis
schliellich die Zéhigkeitskrifte die der Triagheit iberwiegen. In diesen kleinsten
Wirbeln herrscht also Laminarstromung, und es wird in ihnen infolge der
Zi&higkeit Energie dissipiert.

Dagegen uberwiegen die Trégheitskrifte bei den grolen Wirbeln, und diese
enthalten auch den groBten Anteil der kinetischen Energie der Schwankungs-
bewegung, die der mittleren Hauptbewegung entzogen wird. Die groen Wirbel
zerfallen nun in immer kleinere, bis schliellich in den kleinsten Wirbeln die
kinetische Energie in Wéarme umgewandelt wird. Die Zshigkeit spielt also im
wesentlichen nur in der Feinstruktur der Turbulenz am Ende dieses kaskaden-
artigen Wirbelzerfalls eine Rolle ; die mittlere Stromung, aber auch die Intensitit
der Schwankungen sind dagegen unabhéngig von der Re-Zahl, wenn diese nur
groB genug ist, um iiberhaupt zwischen groen und kileinen Wirbeln innerhalb
der turbulenten Nebenbewegung unterscheiden zu kénnen.

Die groBen Wirbel bewirken die auffilligste Eigenschaft turbulenter Stréomungen,
nédmlich den starken Austausch von Impuls, Warme und Stoffeigenschaften
quer zur Hauptstrémung. Die Wirkungen dieses Austausches sind um einige
GroBenordnungen stirker als die der Zidhigkeit und der Diffusion in einer
Laminarstréomung, die nur von molekularen Austauschvorgéingen verursacht
sind. Das ist z. B. in dem klassischen Versuch von O. Reynolds zu sehen, bei
dem in eine Rohrstrémung gefirbte Flussigkeit durch ein ditnnes Rohrchen
eingefithrt wird. In langsamer laminarer Strémung entsteht ein langer Farb-
faden, der nur ganz allmihlich durch molekulare Diffusion etwas breiter wird.

Wieghardt, Stromungslehre 13
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In schneller, turbulenter Strémung
wird jedoch sehr bald hinter der Zu-

Utu;;:i?f o+ leitungsstelle die austretende gefirbte

™ _43° Ylussigkeit praktisch iiber den ganzen

_~ ‘l/ ’ Rohrquerschnitt gleichmiBig verteilt.

N\ Daf@ auch d.er Impplsaustausch wesent-

laminar fir Re<Reqt *‘ \ lich gréBer ist als in Laminarstromung,

schwindigkeit erkennen (vgl. Fig. 89).
Das Umschlagen der laminaren Stro-
mung in die turbulente Stromungsform

kann man aus der stark vergleich-
\ ?ﬁ miBigten Verteilung der mittleren Ge-

. erfolgt bei einer um so gréfleren kriti-
Fig. 89. Laminare und turbulente Geschwin-  schen Re-Zahl, je weniger Storungen
digkeitsverteilung im Rohr die Anlaufstréomungselbst enthélt. Man
findet im Versuch Rey. = Upd/y

= 2300 bis etwa 20000, mit U}, = mittlere DurchfluBgeschwindigkeit.

3.7.2. Ebene Scherstromungen. Theoretisch am einfachsten ist naturlich der
Fall homogener und isotroper Turbulenz. Praktisch wichtiger sind jedoch
Scherstromungen, in denen die mittlere Stromung grenzschichtihnlichen
Charakter hat und die Turbulenz anisotrop und inhomogen ist. Da fiir solche
Strémungen die ersten halbempirischen Theorien entwickelt wurden, wollen wir
auch hiervon ausgehen. Es sei also die mittlere Strémung stationdr und eben:
w = 0, 0u/0z = €/dz = 0. Die turbulente Nebenbewegung ist zwar auch in diesem
Fall dreidimensional: w’ 4 0, doch sind ihre Mittelwerte unabhingig von z,
also z. B. & (u’w’)/¢z = 0 usw. Denkt man sich nun das momentane Geschwindig-
keits- und Druckfeld zerlegt in den zeitlichen Mittelwert und dessen Schwankung
u—+u, v+, 0+w, p+p’s wobei wir den Querstrich fiir die Mittelwerte der
Hauptstromung wieder weglassen, so gibt die Navier-Stokessche Gleichung:

cu’ a , 0 , ,
—W-f—é-;(u—ku)’—i—w(u-%—u)(z -+ ")
1 9 , ’
= _.g_?x_(p—{—p)—kvA(u -+ ) (3.180)
ov’ 0 , , 5 e
—a—t—+-a—(u+?¢)(')+”)+§y*(”+ V')
1 9 , p
—— g PP A ) @18y
ow’ 3l NS G PNt ’
—ét_+§:.(u+u Yw +—67(v+v)w =vAw’. (3.182)

Bildet man von diesen Gleichungen mit Reynolds das zeitliche Mittel, so ist zu
beachten, daB zwar definitionsgemif z. B. u’ =0 gilt, es aber méglich ist, daB
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w240, v’ + 0 und auch @+ 0 oder %'2v + 0. Es wird somit:

° 0 1 op 0 — o —
— '3 h —_ & —_——— I’___' v
el + o uv o % + vAu 55 o w'y (3.183)
'é}‘u”'*'@” —~——Q——W+VA1I Frai —87” . (3.184)

Die dritte Gleichung gibt dann keine Aussage mehr. Wegen der Unabhingigkeit
der Hauptbewegung und des Turbulenzzustandes von der z-Koordinate muB

némlich z. B. v« = — w’w" gelten, denn bei einer Umkehrung der z-Richtung
wiirde w’ das Vorzeichen wechseln; d. h. aber es mu88 2w’ =0 und ebenso
v w =0 sein.

Die beiden ersten Gleichungen unterscheiden sich von denen fiir laminare
Strémung nur durch die letzten Glieder, die sich aus den Impulsbetrigen der
Schwankungsbewegung in z- und y-Richtung ergeben. Man kann sie offenbar
als Volumenkrifte deuten, die zu dem Reynoldsschen (symmetrischen)

Spannungstensor
WY
—ol — == 3.185
(2 ) (3.180)

gehoren. Das Hauptproblem besteht nun darin, den Zusammenhang zwischen
diesen scheinbaren Spannungen und der mittleren Hauptbewegung zu finden,
falls eine eindeutige Abhiéngigkeit iiberhaupt besteht.

Multipliziert man die in jedem Zeitpunkt giiltige Navier-Stokes-Gleichung — in
vektorieller Form geschrieben — mit v oder v’ und bildet dann erst zeitliche
Mittelwerte, so erhillt man zwei Energiesiitze. Schlielich kann man beliebig
viele solcher Gleichungen gewinnen durch Multiplikation von Potenzen aus v
und v’ und zeitlicher Mittelbildung. Man erhélt jedoch auch immer mehr neue
Unbekannte. So entstehen z. B. bei der Multiplikation mit v’ — infolge der
nichtlinearen Glieder der urspriinglichen Gleichung — sowohl Doppelprodukte
wie w'v’ und p’w’ wie auch Tripelprodukte wie u® und w’v2%. Aus endlich
vielen solcher Gleichungen lift sich daher eine Theorie nicht aufbauen, ohne
gewisse, mehr oder weniger willkiirliche zusitzliche Annahmen einzufiihren.

Betrachtet man speziell grenzschichtéhnliche Strémungen, bei denen die
Anderungen der mittleren Strémung in z-Richtung eine GréB8enordnung kleiner
sind als in y-Richtung, so lassen sich die obigen Gleichungen vereinfachen. Wie
in 3.5 kann man die Gré8enordnung der einzelnen Glieder abschitzen, mit
Re = U Lfv - co. In der Impulsgleichung fiir die y-Richtung bleiben dann als
vielleicht groBe Glieder nur iibrig

1 op G 0 — <av”
L/ — €. 3.186
0= o By 83/”’ da rre % (3.186)
Daraus folgt P + ot = pla); (3.187)

18¢
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Po(x); ist der statische Druck an den Grenzschichtrindern, wo ¥’2 >0 bei
turbulenzfreier AuBlenstrémung. Die erste Gleichung kann man damit schreiben

Ju ou _ 1 dpo o T 3 vy vz
‘Tt 'y =T T T wmT (3.188)
cu —
T=pU— —ou'v. 3.189
by e (3-189)

De sich experimentell die Schwankungsamplituden als klein gegen die mittlere
Geschwindigkeit erweisen, kann man in dieser turbulenten Grenzschicht-
gleichung in guter Néherung p = py(x) setzen und das Glied d(u'% — v'2)/dx
vernachldssigen. Die Ubereinstimmung mit der Grenzschichtgleichung in 3.5
ist dann vollkommen; Impuls- und Energiesatz in der allgemeinen Form des
Abschn. 3.5.6 gelten auch jetzt noch, t bedeutet aber die turbulente Schub-
spannung nach Gl. (3.189) und nicht mehr die laminare nach Newtons Ansatz.

3.7.3. Der Prandtlsche Mischungsweg. In voll ausgebildeter turbulenter Stré-
mung kann das laminare Glied in Gl. (3.189) durchaus vernachléssigt werden,
und es bleibt allein die Reynoldssche Spannung

T=—ou'v. (3.190)

Sie ist damit zwar als Ergebnis des Impulsaustausches infolge der Schwankungs-
bewegung gedeutet; unbekannt geblieben ist aber ihre Abhingigkeit von der
mittleren Stromung. Hierfiir stellten in den 20er und 30er Jahren G.I. Taylor,
von Kérmén und L. Prandtl halbempirische Theorien auf, von denen
Prandtls Mischungsweg-Ansatz am bekanntesten wurde. Denn die Anwendung
auf die Rohr- und Plattenstrémung sowie auf den turbulenten Freistrahl fithrte
zu Endresultaten, die bei passender Wahl freibleibender Zahlenkonstanten mit
Versuchsergebnissen iiberraschend gut iibereinstimmten. Wenn man auch spéter
die gleichen Resultate durch formale dimensionsanalytische Betrachtungen
vorsichtiger und korrekter abzuleiten lernte, ist der Ansatz wegen seiner kithnen
Einfachheit noch immer interessant.

In einer mittleren Parallelstromung mit verdnderlicher Geschwindigkeit u(y)
stellt sich Prandtl momentan einheitlich bewegende Fliissigkeitsballen (Durch-
messer [) vor, die relativ zur umgebenden Flissigkeit einen zu I proportionalen
Weg zurucklegen konnen, bevor sie sich mit der Umgebung vermischen und
ihre Individualitit verlieren., Wenn nun ein solcher Turbulenzballen in der
Schicht y durch eine zuféllige Querschwankung v’ auf eine neue mittlere Strom-
linie y 4! befordert wird, so hat er gegeniiber seiner neuen Umgebung einen
Geschwindigkeits-Unter- oder -UberschuB in z-Richtung von der GroSen-
ordnung Au =wu’ = l8u/0y. Da bei diesen Bewegungen die Kontinuitédt der
Flussigkeit in jedem Zeitpunkt gewahrt bleibt, sind zugehorige w’ und v’-
Schwankungen von der gleichen GroBSenordnung: «'~~v’. Dies fithrt zu dem
Ansatz:

T= — ou'v'= gl

2 a“l ou (3.191)

|
dabei sind alle Proportionalitétskonstanten in dem sowieso unbekannten
Mischungsweg [ enthalten, und das Betragszeichen soll sicherstellen, dafl
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und ou/dy das gleiche Vorzeichen haben. Die unbekannte turbulente Schub-
spannung, die zunéchst als Schwankungsprodukt gedeutet wurde, ist jetzt mit
der mittleren Stromung verkniipft, allerdings durch Einfithren einer unbekann-
ten neuen Liinge I. Man hofft jedoch fiir diese anschauliche Liéinge, die nicht
mehr vom Geschwindigkeitsprofil abhéngen soll, im Einzelfall einen erginzenden
Angatz machen zu kénnen.

Betrachten wir zunéchst die turbulente Reibungsschicht lings einer ebenen
Platte bei konstantem Druck. Die einzige ausgezeichnete Linge innerhalb
dieser Schicht ist der Wandabstand y. Beschrinkt man sich nun mit Prandti
auf einen wandnahen Teil, in dem das Abklingen der Schubspannung nach
auflen hin noch so klein ist, daB3 man 7 ~const ~ 7, (Wandschubspannung)
setzen kann, so ist der einfache Ansatz

l==x-y, x= Zahlenkonstante (3.192)

naheliegend. Denn mit y —0 muf3 auch der Mischungsweg I -0 verschwinden ;
an der Wand selbst sind ja Querschwankungen itberhaupt unméglich. Aus

ou \2
T =px*y* (W) = const = 1, (3.193)
folgt aber sofort
IR N uy=1/2. (3.194)
u* x® Yo e

Dabei ist u,, die sogenannte Schubspannungsgeschwindigkeit, eine bequeme
Rechengréfle, y, eine Integrationskonstante und x» eine experimentell zu
ermittelnde Konstante » =~ 0,40. In unmittelbarer Wandnihe (y ~0) versagt
die Formel freilich ; dort ist aber auch Turbulenz sowieso kinematisch unmdoglich,
und die Fliissigkeit kann nur in Schichten parallel zur Wand gleiten. Dieses sehr
dinne Gebiet direkt an der Wand nennt man laminare Unterschicht.

Ein logarithmisches Geschwindigkeitsprofil findet man nun tatséichlich bei der
turbulenten Plattenstromung im groften Teil der Schicht sowohl bei glatter
wie bei rauher Wand. Auch der naturliche Wind itber dem Erdboden steigt in
dieser Weise mit der H6he an, und zwar bis zu mehreren Hundert Metern ; seine
Richtung #ndert sich allerdings wegen der Coriolis-Krifte mit der Hohe (im
Uhrzeigersinn auf der Nordhalbkugel). In glatten und rauhen Rohren wird
dieses logarithmische Gesetz, abgesehen von der unmittelbaren Wandnihe,
sogar praktisch bis zur Rohrmitte bestéatigt, obwohl dort die Schubspannung
auch bei turbulenter Strémung linear auf den Wert null abfillt.

Auch die turbulente Vermischung eines Freistrahls mit der umgebenden ruhen-
den Flussigkeit 148t sich rechnerisch mit der Mischungsweghypothese verfolgen.
Man setzt dazu ! proportional der jeweiligen Strahlbreite b an: I =«b und findet
experimentell fiir die Konstante « etwa den Wert 1/8.

3.7.4. Rohrstrémung. In ausgebildeter, turbulenter Stromung in einem geraden
Kreisrohr ist sowohl die mittlere Geschwindigkeit wie die turbulente Schwan-
kungsbewegung unabhiingig von der Entfernung 2 vom ZEinlauf; nur der
statische Druck nimmt linear mit x ab. Fithrt man Zylinderkoordinaten z, r
und ¢ mit den Geschwindigkeitskomponenten u + u’, v + v/, w 4+ w’ ein, so
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entsprechen diese den folgenden Gré8en im Anhang: z, r, ¢, w, u, v. Aus den
dort angegebenen Navier-Stokesschen Gleichungen folgen — wie in 3.7.2 — durch
zeitliche Mittelung die Reynolds-Gleichungen, wobei hier speziell gilt v = w == 0,
dv/0t = 0 und /3¢ = 0. Man erhilt so:

1 9p 1 d du ——
Oz—?g—k—r—d—r(rv—(i?—-ruv) (3.195)
19 1d - w?

-2 _ __~C.,mA Y R
0= g Or rar Y + r (3.196)
0 _ dgm o 7v (3.197)

dr r

Integriert man die dritte Gleichung und fithrt die Randbedingung v'w’ =0 an

der Robrwand r = R ein, so folgt »’w’ = 0 fiir alle r. Differenziert man die zweite
Gleichung nach z, so wird d%p/ordx = 0; d. h. der Druckabfall dp/ox ist unab-
hiingig von r. Man kann also iiber r integrieren:

r? Op due ——
O:-—Ez,-—az-f—r(v—dT—uv)—{—Fl(x) (3.198)
r
=_§—??+f(1ﬁ-—v_")%’-+n(x), (3.199)
R
mit den Randbedingungen
bei r = 0 (Rohrmitte) «’v’ = 0, % =0
NG du — T, 2 73
r=R (Wand) wv' =0, v—= = —u?, v?=0.
dr e *

Da dp/ox unabhingig von r ist, muB F,(x) = 0 gesetzt werden. Die erste Glei-
chung gibt daher fiir r = R ebenso wie fiir laminare Strémung (Gl. 1.63):

o 2 2
a_z = _ ;’ - Tgui (3.200)
2
oder integriert 4 _e Po _ _ 2;* (. — x) + Fy(r); (3.201)

P, ist der Wanddruck an der Stelle x,.

Vergleicht man mit der zweiten Gleichung, so erhilt man ¥, (r), also das Druck-
profil iiber einen Rohrquerschnitt ausgedriickt durch die Querschwankungen v’
und w’:

p—p, = 2u i dr
0 + _f_ (:‘C— 110) [—r1 -+ J‘(wla_ v/l) - (3_202)
R

e

Firr Laminarstromung verschwindet die rechte Gleichungsseite natiirlich.
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Die turbulenten Schwankungen im Rohr wurden mit Hitzdréhten zuerst von
H. Reichardt!) vermessen, spiter ausfiihrlicher und genauer von J. Laufer?);
die einfachsten seiner Ergebnisse sind in den Fig. 90 dargestellt. Die Schwan-
kungen betragen danach héchstens einige Prozent der mittleren Geschwindig-
keit. Mit man daher — wie
frither allein {iblich — die letztere 25
mit einem Pitot-Rohr, so bleibt
der Fehler gewdshnlich klein;
denn der damit bestimmte Stau- Re=2Rlpn/v=4110°

Sl U= 0,042 Upgy =036 4

druck (g/2) (u? +w’® +v" +w’) 2 u:Schwunk’t’:r; in lngs: ”/'vbhtung
ist dann nur wenig gréfer als Ve m » radialer Richtung
der gesuchte Staudruck der We v azimutaler ~

mittleren  Stromung  allein
{0/2)u?. Fig. 90 zeigt ferner, dafl
der turbulente Anteil zur Schub-
spannung — gu’ v’ den laminaren
Anteil udu/dy meistens weit

itherwiegt; die gestrichelte Ge- . \ \
Ty
™.
\

/

15

7/

b
P

rade entspricht der gesamten
Schubspannung 7 =rt,r/R. Das
Glied pdu/dy spielt also nur in
Wandnéhe eine Rolle, wo die
Geschwindigkeit weit schneller g5
ansteigt, als es in laminarer

Stromung der Fall wére. \

In diesem wandnahen Gebiet
spielt sich auch praktisch fast &
die ganze Energiedissipation ab. a2 o4 a6 08 ,.r 1
Die Energiegleichung fiir die . g0, -
mittlere (hier eindimensionale) Stirke der turbulenten Schwankungen im Rohr
Bewegung erhdlt man einfach

durch Multiplikation der Gleichung (3.198) mit (p/r)du/dr; zusammen mit
Gl. (3.200) wird dann:

r Op du —— du duz_ru2 du

TTaar MU “(E‘) TR E
Die am Volumenelement in der Zeiteinheit geleistete Druckarbeit wird danach
zum Teil als Deformationsarbeit der turbulenten Schubspannung an der
mittleren Bewegung verbraucht (analog zum Awusdruck 74,0u/dy in 3.1) und
zum andern Teil als laminare Dissipation der Hauptstromung direkt in Wérme
umgewandelt. Dimensionslos wird die Gleichung nach Division mit gu4/v; fithrt
man noch einen dimensionslosen Wandabstand y, ein:

<]

A5

(3.203)

u
Ye = T*(R_r)v

so wird

o d(wuy) _ wY dufuy) (d(“/“*) )’ —m . (3.204)

R dy, u? dy, dy,
1) ZAMM 13 (1933). *) NACA, T. R. 1174 (1955).
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Die beiden Glieder m und n dieser Gleichung sind nach den Messungen von
Laufer in Fig. 91 tiber y, aufgetragen und gelten fiir die beiden Rohr-Re-
Zahlen Upay - 2Ry =5 - 10* und 5 - 105, mit u_/Upex = 0,0422 und 0,0354. Es
entsprechen also z. B. dem Wert y, = 10 die Wandabsténde (B —r)/R = 0,0095
und 0,0113. In Wandabstinden dieser extrem kleinen GréBenordnung findet
also nicht nur die direkte Dissipation der mittleren Bewegung (n) statt, sondern
auch die Produktion von Turbu-
lenz. Denn m stellt ja die Energie dar,
die der Hauptbewegung entzogen und
zundéichst in kinetische Energie der Ge-
schwindigkeitsschwankungen umge-
wandelt wird, die schlieBlich auch in
‘Wirmeenergie iibergeht.

Re=4110" bzw 43.0°
u /0034 bzw 0030
_u,{R-r)

* v
a7 Al
Uy Dk

fufes)f In welch komplizierter Weise die der
n=(d——y:—) Hauptbewegung entzogene Energie
a6 — 75 nun ihrerseits seitlich diffundiert, mit

/ turbulenter Druckenergie ausgetauscht
(]
Uy

und in den kleinsten Wirbeln durch
die Zéhigkeit in Wérme dissipiert wird,
hat J. Laufer ebenfalls experimentell
untersucht. Da der iiberwiegende
Hauptanteil an turbulenter Energie
sowohl produziert wie dissipiert wird
in einer sehr dimnen wandnahen
42 N 5 Schicht, in der die gesamte Schub-
spannung nur unwesentlich von der
k an der Wand 1, abweicht, kann man
annehmen, daf} die Stromung dort nur
! von den ortlichen Groflen 7, ¢ und »
20 40 60 , & abhéngt. Aus diesen kann man dimen-
Fig. 91. * sionsanalytisch nur den einen Ge-
tion dos miktloren Bewogang (n) in Wandnipe, SchwindigkeitsmaBatab u, = V7o bil-
nach J. Laufer den und damit dann den oben schon
benutzten dimensionslosen Wandab-

stand y_. Fir die Hauptbewegung ergibt sich so ein Wandgesetz

s

L >
"3

10

R—1r

2= 19 Y. =, (3.205)

u* v

In der laminaren Unterschicht, in der — gu’v’ < pdujdr gilt, muB die noch
unbestimmte Funktion f speziell von der Form sein:

L AR (3.206)
*

damit — pdu/dr =1, = gu} zutrifft.
Andererseits ist im Rohrmittengebiet um die Rohrachse der direkte EinfluB

der Zihigkeit vernachlissigbar; die Stromung wird hier allein von der turbu-
lenten Schubspannung beherrscht, die ihrerseits im Gleichgewicht mit dem
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Druckabfall Op/dx steht. Wenn man nun eine charakteristische Linge L wihlt, so
ist damit auch ein GeschwindigkeitsmafBstab V% g—: festgelegt. Eine passende

Lénge ist offenbar der Rohrradius R; die zugehérige charakteristische Ge-

schwindigkeit ist dann wieder u, wegen dp/ox = — 2¢0%%/R nach Gl. (3.200).
Wie gro3 auch das betrachtete Mittengebiet sein mag, das Gebiet in Wandnéhe
gehort sicher nicht mehr dazu. Es ist deshalb nicht sinnvoll, hier nach der
mittleren Geschwindigkeit u relativ zur Wand zu fragen, sondern nur nach
Geschwindigkeitsdifferenzen, etwa gegen die Geschwindigkeit Up,y in Rohr-
mitte. Auf Grund solcher Uberlegungen stellte v. Kdrmén (1929) das Rohr-
mittengesetz auf:

Unpax—~u r
STt g (7) : (3.207)

Messungen bei verschiedenen Re-Zahlen bestiitigen sowohl das obige Wand- wie
dieses Mittengesetz, und zwar tiberlappen sich die beiden Giltigkeitsbereiche.
Aus diesem experimentellen Befund schlof C. B. Millikan!) weiter, daB
mindestens im gemeinsamen Giiltigkeitsbereich beide Funktionen f und ¢
Logarithmen sein miissen. Wenn dort namlich gleichzeitig gilt:

r . R—r
u=u*f(y*)=Umax—u,.g(7), mit Y=, s (3.208)

so folgt daraus fir

R—r du Uy o df(y,)
TR it At P i
r\ dg(r/R) _
= —-(1 —?—)W—const. (3.209)

Bezeichnet man diese Konstante mit 1/x, so wird also:

. u 1
J:u—*=7lny*+01

_ Upax— v 1 T
g__;T__—?ln(l —~R)+c,. (3.210)

Fig. 92 zeigt die experimentelle Bestitigung des logarithmischen Wandgesetzes, das
fast im ganzen Rohrquerschnitt gilt auler direkt an der Wand und im Rohrzentrum.
Noch genauer ist das allgemeine Mittengesetz, das erst in der laminaren Unterschicht
ungiiltig wird. (Dieses Gesetz gilt iibrigens auch noch fiir rauhe Rohre, da die Rauhig-
keit der Rohrwinde nur den Wert von u,, nicht aber den Funktionsverlauf g(r/R)
gegeniiber dem im glatten Rohr éndert.) Kuf Grund dieses Mittengesetzes und Mes-
snn}gl;:en von J. Nikuradse?) berechnete L. Prandtl®) den Druckverlust in glatten
Rohren zu

/Y%= 2,01og (ReyY2)— 0,8 . (3.211)

1} Proc. 5th Intern. Congr. Appl. Mech., Cambridge, Mass. 1938.
1) VDI-Fo.Heft 356, 1932,
?) VDI-Zeitschr. 77 (1933) .
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Dabei ist A die Druckverlustziffer
1— 9p 2R

= ; 3.212
oz 2 ( )
2 M

Uy ist die mittlere Durchfluligeschwindigkeit und Re =2 R Uyfv > etwa 4000.

3 t t
| . -
Platte— -
u Re<4810° /2 2 Rohr
s Rohr > Re=4310
Re=41-10° S pLin 455
041
20 /
cd
S
,/’ d56y,:7
Fig. 92.
Turbulente Geschwindig-
laminare 7 2 3 log ¥, 4 keitsprofile in  halblog-

Unterschicht libergangsgeb/et arithmischer Auftragung

Rechnerisch handlicher als das logarithmische Gesetz ist eine Potenzformel fiir die
mittlere Geschwindigkeit:
% r\1/n
~ (1 ~—) , (3.213)

Umax R

mit n-=6 bis 10 im Re-Zahlbereich von 4 - 10? bis 3 - 105, So ist z. B. in Fig. 92 die
Niherung gezeichnet:

ui = 8,56 yi/’ fiir Re =etwa 105. (3.214)
*
Auf die Rohrmitte r =0 angewandt folgt daraus:
Umax _ g 56. ( Uy B )”7 . (3.215)
U, v

Hieraus, sowie aus der Definition der Durchflugeschwindigkeit Uy :

R
= 2nrdr = 0,817 fiir =17, 3.216
Unmnax nR? f Unax ( )
0
erhillt man U _ 700 ( Uy B )" . (3.217)
Uy v

Nach u, sufgelost ergibt sich fiir die Wandschubspannung:
7o = ou? = 0,0395 o U}, Re~'*, mit Re = 2RUy/. (3.218)
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Diese hingt mit der Druckverlustziffer 1 wie folgt zusammen:

Rop 4 2 dp 2R .
W= gy =gl d A= P . (3.219)
so daB 1=0,316 Re" 1%, {3.220)

Diese Formel fiir das glatte Rohr, die etwa bis Re=2 - 10® fiir praktische Zwecke
vollig ausreicht, hat H. Blasius?) auf Grund von Druckverlustmessungen verschie-
dener Autoren aufgestellt.

3.7.5. Plattenstromung. Schon die einfachste turbulente Reibungsschicht, nam-
lich die ldngs einer ebenen Platte mit konstanter AuBengeschwindigkeit U, ist
noch schwerer zu berechnen als die Rohrstrémung. Denn die mittlere Strémung
ist hier nicht streng parallel, — die Grenzschichtdicke 4§ (x} wichst mit der Ent-
fernung x von der Plattenvorderkante an — und es kann deshalb iiber das
Abklingen der Schubspannung 7 (y) von der Wand nach auBlen nichts ausgesagt
werden, auBer daf3 direkt an der Wand (innerhalb der laminaren Unterschicht)
gelten muf

(g_zt/)yﬂ = (2) =0. (3.221)

ox y=
Niherungsweise kann man jedoch nach L. Prandtl? die Plattenreibungs-
schicht mit Hilfe der Annahme berechnen, daB3 nicht nur das Wandgesetz,
sondern praktisch auch das ganze Geschwindigkeitsprofil an der Platte das
gleiche ist wie im Rohr; bei jeder Riicklage x soll dabei die jeweilige Grenz-
schichtdicke 6 dem Rohrradius R und U der Geschwindigkeit Uy, im Rohr
entsprechen. Man iibernimmt also das 1/7-Potenzgesetz fiir die Geschwindigkeit

%— = (-5'1(/7))‘/” mit n="1, (3.222)

und setzt nach Gl. (3.218) fiir die Wandschubspannung

2% )“" — 0,0222 U2, (U_v‘s) T (3223

7o = 0,0395 - (0,817 U pya)? (Um,,x

Wie am Schlu8 von 3.7.2 gezeigt, gilt der Impuissatz ebenso wie fiir laminare
Grenzschichten (vgl. 3.5.6):

T, _ dd,
. 3.224
U T a& ( )
Die Impulsverlustdicke 9, ist nun firr das Potenzprofil
; 7
u u n .
= —_ ——— = e = —_== =14 . .22
Py fU(l U)dy GTTheTE S s fr r=T. (22)
)

‘) Forsch rb. des VDI 131, 1813.
%) Ergebn. 3 Aer. Vers.-Anst. Géttmgen 3 (1927).
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Aus (3.223) bis (3.225) erhdlt man eine Gleichung fiir é(x):

— = 0,0222

72 dxz

7 dé (U(S) 1/4 (3.226)

mit der Lésung
6_037x(U") Y und 8, = 0,036 2 (Uf) v (a.2m)

Der Widerstandsbeiwert (wie in 3.5.1) der Platte wird damit

T

1 90 _ Uz \-1/s

o= J =2 _0,072( ) : (3.228)
o

Messungen des Plattenwiderstandes bei nicht zu hohen Re-Zahlen werden aller-
dings besser angenéhert durch

Ux\—1/5 A
op = 0074( : ) o (3.229)
das Korrekturglied beriicksichtigt, dafl in Wirklichkeit die Reibungsschicht
nicht schon von der Plattenvorderkante @ =0 ab turbulent ist, sondern bis zum
Umschlagspunkt laminar bleibt. Je nach der Turbulenzfreiheit der Auflen-
stromung wird (Uz/v)yy = 3 - 105, 5 105 und 10®* und entsprechend die rein
empirische Korrekturzahl 4 = 1050, 1700 und 3300.

Genauer, aber rechnerisch komplizierter, ist die Ubertragung des logarithmischen
Wandgesetzes vom Rohr auf die Platte. Das Ergebnis kann durch die Formel von
Prandtl-Schlichting néherungsweise dargestellt werden

UZ — 3,58 A
] [N ————— .2
op = 0,455 (log s ) T (3.230)

Diese Gleichung ist mit 4 =1700 in Fig. 93 graphisch dargestellt.

Prandt(-Schlichting

~

Potenzformel

7
Schultz-Grunow

7 8 g
0 0 Re =Ux, /1, 0
Fig. 93. Widerstandsbeiwert der léingsangestrémten Platte
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Auf Grund des Kdérménschen Mittengesetzes iibertrug K. Schoenherr!) Rohr-
messungen auf die Platte und fand

Vo 0242
o= log{cs- Uafy) ’

diese Formel biirgerte sich besonders bei den Schiffbauern ein.

Prandtiund Schlichting?) iibertrugen auch noch die Messungen von J. Nikuradse?)
an rauhen Rohren auf die Plattenstromung. Als definierbare und experimentell
reproduzierbare Rauhigkeit wurde Sand so dicht als méglich auf die Rohrwinde
geklebt. Fiir das Wandgesetz hat man dann eine neue charakteristische Linge in dem
Korndurchmesser % oder eine dimensionslose zusitzliche Kennzahl ku,/v. Bei einer
Platte mit gleichbleibender Rauhigkeit ist diese Zahl nicht konstant, sondern wird
stromabwiirts ebenso wie %, kleiner. Im allgemeinen bewirkt eine Rauhigkeit eine
WiderstandsvergroBerung; wenn jedoch alle Rauhigkeitselemente innerhalb der
laminaren Unterschicht bleiben (vgl. Fig. 92), d.h. wenn ku /v < etwa b gilt, werden
in dieser laminaren zihen Stromung alle Stoérungen geddmpft und wirkungslos ge-
macht. Eine weitere Glittung der Wandfliche bringt dann keine Widerstandsverrin-
gerung hervor, weshalb man eine Wand oder ein Rohr mit ku, /v <5 als hydraulisch
glatt bezeichnet. Fiir die Platte kann man mit den obigen Formeln diese Bedingung

umrechnen:
Uy dé, Ux\—1/10
7—de =017 (55)7,

kU ( Ux \)1/10 Ux

(3.231)

—— < 30 ~ 100 bis 200 fiirT = 10% bis itber 108.
v

Bei technischen Stromungen ist diese Forderung meist schwer zu erfiillen. Ein hydrau-
lisch glattes Segelflugzeug herzustellen, wire technisch moglich, ein Schiff ist aber
stets rauh. Das Rauhigkeitsproblem hat grofle praktische Bedeutung, ist aber auch
empirisch und phinomenologisch schwer zugénglich.

Wenn auch das logarithmische Wandgesetz mit praktisch gleichen Zahlen-
konstanten sowohl im Rohr wie an der Platte gilt, sind doch die Abweichungen
davon im #ufleren Teil der Plattengrenzschicht stets groBer als im Mittengebiet
des Rohrs (vgl. Fig. 92). F. Schultz-Grunow?) untersuchte deshalb die
Plattenstrémung ohne Bezugnahme auf Messungen im Rohr und fand ein
AuBengesetz. hestéitigt;

U;“ - (%) (3.232)

Dimensionsanalytisch 148t sich dieses allerdings nicht so gut begriinden wie das
analoge Mittengesetz im Rohr. Denn man miiBte dazu voraussetzen konnen,
daf im duBeren Teil der Grenzschicht, in dem die Zihigkeit keinen direkten
Einflu mehr hat, die Schubspannungsverteilung bei verschiedenen Riicklagen «
affin und durch die MaBstibe 7, und § eindeutig bestimmt ist, was hier sicher
nur angenéhert zutrifft.

1} Trans. Soc. Nav, Arch. Mar. Eng. 40 (1932).
?) Werft, Reederei, Hafen 1934.

%) VDI.Fo-Heft 361 (1933).

4) Luftfahrtforschung 17 (1940).
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Die Verschiedenheit der Geschwindigkeitsprofile im &uBeren Teil der Platten-
grenzschicht und im Mittengebiet im Rohr 148t sich daraus erkliren, daB am
Grenzschichtrand nicht nur die Schubspannung, sondern auch die turbulenten
Bewegungen selbst abklingen, wihrend in Rohrmitte |/ @3 V TE Vot~ 0,75u,
gemessen wird. Macht man nun auch die Potentialstrémung auBerhalb der
Plattengrenzschicht kiinstlich stark turbulent, so wird die Abweichung des
Geschwindigkeitsprofils vom logarithmischen Gesetz viel kleiner und entspricht
der der Rohrstromung besser. Die beiden turbulenten Nebenbewegungen unter-
scheiden sich aber nicht nur quantitativ, sondern auch grundlegend durch die
Intermittenz der Turbulenz in der duBeren Hilfte der Plattengrenzschicht.
Diese Erscheinung entdeckte S. Corrsin!). Am freien Rand einer turbulenten
Stromung wie eines Freistrahls, eines Nachlaufs oder einer Grenzschicht zeigt
das Oszillogramm eines Hitzdrahts nur zu gewissen Zeiten hochfrequente
turbulente Schwankungen an, wihrend in den dazwischen liegenden Zeitinter-
vallen die Stromung am Ort des Hitzdrahts vollig ungestdrt und drehungsfrei
verlduft. Als Intermittenzfaktor ¢ bezeichnet man nun den Bruchteil der Zeit,
wihrend dessen die Stréomung am Beobachtungsort turbulent ist. In der
Plattengrenzschicht ist z. B. im wandnahen Teil mit 0 <y/§<0,4 y=1,
zwischen y/d = 0,4 und 1,2 klingt y dagegen auf den Wert Null ab. Mit wachsen-
demn Wandabstand bleiben die momentanen turbulenten Schwankungen zwar
etwa gleich stark, sie treten aber immer seltener auf. Man nimm¢t daher an, daf
dort eine Grenzfliche zwischen turbulent und nicht-turbulent strémender
Flussigkeit besteht, die von der Hauptbewegung mitgenommen wird und ihre
unregelméifige Form dauernd éndert. Je mehr die MeBmethoden verfeinert
werden, um so schwieriger erscheint es also, turbulente Strémungen rein
theoretisch beschreiben zu konnen.

Von groSier praktischer Bedeutung ist die Berechnung turbulenter Reibungs-
schichten an beliebigen Korpern, d. h. also bei Druckabfall oder -anstieg, und
die Vorausberechnung der turbulenten Ablosestelle. Die in solchen Reibungs-
schichten gemessenen mittleren Geschwindigkseitsprofile lassen sich — passend
dimensionslos gemacht — nédherungsweise als einparametrige Schar ordnen. Mit
Hilfe des Impuls- und Energiesatzes kann man dann Nédherungsverfahren
- analog denen fiir laminare Grenzschichten (vgl. 3.5.6) — aufstellen, allerdings
nur mit zusétzlichen Hypothesen iiber die Schubspannungsverteilung.

3.7.6. Freie Turbulenz. In der Grenzschicht eines umstromten Korpers entsteht
Turbulenz vor allem dicht an der Wand, wo der Quergradient der mittleren
Geschwindigkeit noch sehr grof ist. Wenn die Grenzschicht sich vom Koérper
abgeldst hat, entsteht in der freien Flussigkeit ebenfalls ein Gebiet groBer Quer-
gradienten an der Grenze des Totwassers mit der umgebenden schnell strémen-
den Flussigkeit. Der umgekehrte Fall ergibt sich beim Ausblasen in ruhende
(gleichartige) Fliissigkeit, etwa aus einem Loch in einer senkrechten Wand wie
in Fig. 94. Bei nicht allzu kleiner Re-Zahl der Lochstrémung entsteht dann
ein Strahl, der sich mit der Umgebung turbulent vermischt. Es wird durch
turbulenten Impulsaustausch einerseits ruhende Fliissigkeit in Strahirichtung
mitgerissen, andererseits breitet sich der Strahl aus und verliert an Geschwindig-
keit. Offenbar kann man diese Strémung nicht potentialtheoretisch durch eine

1) NACA Wartime Rep. ACR 3L23 (1843).
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Quelle in der Miindung beschreiben; wird jedoch Flissigkeit in das Loch an-
gesaugt, so flieBt sie wie zu einer Senke von allen Seiten gleichméBig hin. Der
Unterschied erklidrt sich daraus, da8 beim Ausblasen die im Lochkanal ent-
standene Grenzschicht an der Mundung abreiflt wie in einem Diffusor mit zu
groBem Offnungswinkel. Die in der Grenzschicht erzeugte Rotation ist zundchst
in der Wirbelschicht konzentriert, die den Strahlrand bildet. Diese Schicht ist
aber sehr instabil und zerféllt schnell in die ungeordneten Wirbel der turbulenten
Nebenbewegung.

Bei solchen von Wiénden nicht mehr begrenzten Stromungen spricht man von
freier Turbulenz. Sie haben wieder grenzschichtdhnlichen Charakter insofern,
als in diesen fast parallelen Strémungen Anderungen von Stromungsgré8en quer
zur Hauptstromungsrichtung viel gréfer sind als in dieser. Solange die turbu-

lenten Querschwankungen der Geschwindigkeit klein sind (Vﬁ/u< 1), ist der
statische Druck im Strahl oder Nachlaufgebiet gleich dem der Aulenstrémung,
d. h. also in erster Néiherung uiberall gleich grof3.

Die Berechnung der mittleren Stromung gelang zunéchst mit Hilfe des Mischungsweg-
ansatzes [L. Prandtl'), W. Tollmien?)]. Die Hauptmerkmale von Stromungen mit
freier Turbulenz lassen sich freilich auch schon durch Ahnlichkeitsiiberlegungen ab-
leiten, und zur besseren Anndherung von Einzelheiten erwies sich ein &lterer phino-
menologischer Ansatz von J. Boussinesq (1897) als geeigneter. Darin wird einfach
— analog zum Newtonschen Ansatz — auch fiir die turbulente Schubspannung gesetzt:

T=op¢ 2-: . (3.233)

Dabei ist aber die Wirbelzahigkeit ¢ keine Materialkonstante wie die kinematische
Zghigkeit v, denn sie kann noch vom Ort abhéngen; gewohnlich ist sie um mehrere

Zehnerpotenzen grofier als v. Besonders die Meteorologen arbeiten viel mit dem Begriff
Austausch 4 =pe¢.

Der Mischungswegansatz mit & = I2|0u/0y| ist nun fiir differentielle Vermischungs-
vorginge durch kleine Wirbel geeignet, wie etwa bei der Wandturbulenz. Bei der
freien Turbulenz wird die Vermischung aber vor allem von Wirbeln von der Groien-
ordnung der Breite b des Nachlaufs oder Freistrahls bewirkt. Deshalb schlug Prandt13)
hierfiir den Ansatz vor:

e=2Zahl - b - (Umax — Ymin) - (3.234)

Nach H. Gortler?) kann man in der Tat hiermit Versuchsergebnisse besser annihern
als mit dem Mischungswegansatz, auBer am Strahlrand, wo & — zumindest im hier
allein betrachteten zeitlichen Mittel — eigentlich verschwinden miite.

Durch diese Modellvorstellungen wird allerdings der eigentliche Mechanismus der
Turbulenz kaum beriithrt; dieser kann immer noch nur durch Ausmessen der ver-
schiedensten Schwankungskorrelationen niher studiert, aber nicht theoretisch aus-
reichend erfaBt werden. Wegen ihrer praktischen Bedeutung sollen trotzdem im
folgenden am Beispiel des Freistrahls die Bruttowirkungen freier Turbulenz beschrie-
ben werden.

1} Verh. 2. intern. Kongr. techn. Mech. Ziirich 1926.
t) ZAMM 6 (1926).
3) ZAMM 22 (1942).
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3.7.6.1. Ebener Freistrahl, Bei geniigend grofler Re-Zahl (U,d/vy) der Stromung im
Ausblasspalt (Spaltweite d, Ausblasgeschwindigkeit U,)} beobachtet man, daB — etwa
von Entfernungen von z/d>10 ab — die Haupt- und Nebenbewegung #hnlich sind.
Das heiBt, daB z. B. fiir die mittlere Geschwindigkeit «, sowie fiir die turbulente
Schubspannung gilt:

u=uwuf'(n), —wv' =ulg(n), mit n=ypb, (3.235)
wobei der MaBstab u, fiir Geschwindigkeiten und der fiir Lingen b nur noch von der
Entfernung  vom Spalt abhingen:

w=u(z), b=>"b(x). (3.236)

Wegen des grenzschichtdhnlichen Charakters der Stromung und der Unabhingigkeit
des Drucks vom Ort lautet die Impulsgleichung in z-Richtung einfach

8 ., @ 8 =
ol —}—Wuv—.——@uv . (3.237)

Die Impulsgleichung fiir die y-Richtung handelt nur von kleinen, vernachlissigbaren
GroBen. Die Kontinuititsgleichung werde erfiillt durch Einfiihren der Stromfunktion

¥ = ubf(), (3.238)
go daf w="Y,=uf"(n)
und vz—sz—u;bf—ulb’f—{— b’ nf.

Setzt man dies in die Impulsgleichung (3.237) ein, so wird
upb §
=Y =g (3.239)

Aus der beobachteten Ahnlichkeit der Stromung folgt daher, daB
b = f=const, oder b=Fx und u; ~an. (3.240)

Da keine duBeren Krifte wirken, mufl der Gesamtimpuls des Strahls in jeder Ebene
z = const gleich sein:
+ oo + oo
fgu’ dy = const = g ulb ff” dg. (3.241)

(Dies folgt natiirlich auch durch Integration der Gleichung (3.237) iiber y, da %’ v’ an
den Strahlrindern verschwindet.)

Wegen uf b = const muB nun u; ~ Y2 gelten und daher

uyb );
~--£. (3.242)

Uy

Identifiziert man nun w, mit der Geschwindigkeit auf der Strahlachse, so lautet hier
der Ansatz fiir die Wirbelzdhigkeit

e=¢gybu,, &= Zahl (3.243)
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und es wird

—w v dufd .,
2” =g(n) =¢ M =&f"; (3.244)
u
1 1
somit wird Gl. (3.239) jetzt
’ 2 177 1 rr 2 s
P+ =0 = () (3.245)
Zweimalige Integration fiihrt auf
r__ ﬂ 2 .
fr= 4—80/" +1;

dabei ist schon beriicksichtigt, daBl auf der Achse =0 f’=1 gelten muB und zweck-
miBigerweise f=0 (d. h. ¥=0) gesetzt wird, sowie daB f’=w/u, aus Symmetrie-
griinden eine gerade Funktion von # sein soll. Schlieflich wird

f = V4z,/B tanh V4’; -, (3.246)
A o 1 3.2
. f’ = 1ljcosh ( Ve ) (3.247)
_uvT - [n cosh-2 (—VZZF) _ %V‘Fo/ﬁ tanh ( V4Z — )] . (3.248)

Wihlt man als LingenmaBstab b jetzt den Abstand von der Achse, bei dem die
Geschwindigkeit auf den halben Achsenwert abgefallen ist, so wird fiir n = y/b =1

m 1
— =0 = -, 3.249
Uy cosh? (1/V4 £,/B) ( )
also deg/f =1,29.

Nach Messungen von H. Reichardt!) ist 0,114, woraus g —0,037 folgt. Die
Geschwindigkeit auf der Achse u, kann aus dem Gesamtimpuls I berechnet werden:

oo +
4
I=guibff”dn= ?V4so/ﬁgufb=gU3d; (3.250)
es wird also o
e S 2,40 (i)_ll ) fir — > 10 {nach Versuchen). (3.251)
U, d d

Beim Ausblasen warmer Luft findet man iibrigens, daB das Temperaturprofil immer
breiter ist als die Geschwindigkeitsprofile beim gleichen Abstand vom Strahlanfang;
Wiirme wird also stirker turbulent ausgetauscht als Impuls.

1) VDI-Fo.-Heft 414, 1942.
Wieghardt, Strémungslehre 14
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3.7.6.2. Runder Freistrahl. Fiir den kreisformigen Freistrahl wird der Gesamtimpuls

I__nz,_w, _ 2,°°'u2 _ . _r
e —4—d Us = J’u 2rnrdr=2mulb f (71—) 7dn = const mit 7 = 7 (3.252)
° e
Wegen b= Bz wird hier u;~1/z, statt u,~1/)z im ebenen Strahl. Die Wirbelzihigkeit
wird somit hier
& =Zahl bu, = const; (3.253)

sie ist demnach auch von z unabhéngig und tiberall im Strahl konstant, wihrend im
ebenen Fall ¢ mit Yz anwichst. Man kann daher hier die Losung fiir den laminaren
Freistrahl von H. Schlichting!?) iibernehmen, wenn man in diese an Stelle der kine-
matischen Zahigkeit v die Wirbelzéhligkeit ¢ einsetzt. Die Grundgleichungen sind hier

ou 0
L + v (rv) =0 (1.28)
ou ou € 9 ou
v tra=va (e (3-254)
Setzt man die Stromfunktion dimensionsrichtig folgendermaBen an:
. r r
¥ =cezf(n), mit 5= T = (3.255)
so wird U= 17 —— P
r or Bz 7
(8.256)

Damit gibt die Impulsgleichung
'’ 9 14 7,
A AN L) (3.25)

oder einmal integriert:
e f
=
Die Randbedingungen auf der Achse 7=0 sind: ¥=9=0, also f=f"=0; aus Sym-

metriegriinden muf w«, also f’/n, gerade sein und deshalb auch f gerade in 7. Die zu-
gehorige Losung ist mit einer freien Integrationskonstante y:
49t 8ey

/= vt YT Pty

Nun soll wieder bei r==b =gz die Geschwindigkeit auf den halben Wert der Achsen-
geschwindigkeit u,(r =0) abgefallen sein, woraus folgt:

. (3.258)

N1y A 8y
- = u{n=1) By = Pyzly + 1) ° (3.259)
8¢
hn=0) =g~

1) ZAMM 13 (1933).
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Hierfiir muB also y =1 Y2 = 2,414 gesetzt werden.
Der Gesamtimpuls ist jetzt

I T o 2__00’ _ B4m 2 27,8
>=1d Uo—fu2xrdr~WF_T. (3.260)
o
Eliminiert man hierin ¢ durch u,, so erhilt man
Uy 3 d
U, = ‘/W e (3.261)
Nach den Messungen von H. Reichardt gilt nun fiir den runden turbulenten Strahl
B =0,0848 = % , (3.262)

80 daB u,/U,=8,67d/x fiir 2/d > 10, vgl. Fig. 94.

L1112

) 1
10d 20d 30d 40d
Fig. 94. Runder Freistrahl

Zum Vergleich mit dem ebenen Freistrahl sei noch die Zahlenkonstante &, im Ansatz
fiir die Wirbelzihigkeit berechnet:

8ce,

By’

befriedigender wiire es natiirlich, wenn sich etwa wieder &= 0,037 ergeben hatte. Die
hier konstante Wirbelzihigkeit ¢ selbst ergibt sich zu

- % = 0,0256; (3.263)

€ = gu.b =

e=6 6,61U,d % =0,0143U,d, oder _:'_ =0,0143 ( U:d) . (3.204)

So wird z. B. bei einem runden Freistrahl, den man durch Ausblasen durch den Mund
leicht erzeugen kann, mit d = lem, U =10m/s, v=1/7cm?s: Re ="7000 und efy = 100.

3.7.7. Grundbegriffe der statistischen Theorie. In den beschriebenen Beispielen
turbulenter Strémungen wurde versucht, durch einen hypothetischen Ansatz
iiber den Zusammenhang zwischen turbulenter Schubspannung und mittlerer

14
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Bewegung, diese méglichst direkt zu berechnen. Das Ziel der von G. I. Taylor?)
begriundeten statistischen Turbulenztheorie ist es jedoch, zunidchst die turbu-
lente Nebenbewegung in allen statistisch erfabaren Einzelheiten zu unter-
suchen, wodurch uberhaupt erst eine rationelle Theorie auch der mittleren
Stromung ermoglicht werden soll. Die Hauptschwierigkeiten dieser Theorie
ergeben sich daraus, daB jede turbulente Nebenbewegung dreidimensional ist,
dafl die Navier-Stokesschen Grundgleichungen nicht-linear sind, und daf3 die
turbulenten Strémungen — wegen der Energiedissipation — nicht-konservative
Systeme darstellen. Nur in Ausnahmefillen hat daher diese Theorie zu Ergeb-
nissen gefihrt, die auch den Praktiker interessieren. Trotzdem besteht kein
Zweifel daran, da8 nur der damit angefangene Weg zu einer rationellen Turbu-
lenztheorie fithren kann. Es sollen daher im folgenden noch einige dieser
statistischen Grundbegriffe erldutert werden.

Wir beschriéinken uns auf den denkbar einfachsten Spezialfall, den der homogenen
und isotropen Turbulenz. Verwirklicht ist dieser Fall z. B. im Luftstrom eines
Windkanals nach dem Passieren des letzten Siebes. Die mittlere Geschwindigkeit U
ist konstant, und die turbulente Nebenbewegung ist an allen Orten und sogar

nach allen Richtungen im statistischen Mittel gleich, so daB z. B. v = v"% = w2,
Allerdings kann hier diese Isotropie nicht im strengen Sinn gelten; denn die
Turbulenz klingt wegen der Dissipation mit der Zeit, d. h. also in Stréomungs-
richtung, langsam ab, wodurch diese Richtung etwas ausgezeichnet wird.

Bemerkung: Da es sich im folgenden fast nur noch um die turbulenten
Schwankungen handelt, sollen diese nicht mehr mit «’, v/, w’, sondern
mit u, v, w bezeichnet werden. Dagegen soll jetzt " die Wurzel aus dem

Mittelwert des Schwankungsquadrats bedeuten, die bisher ]/u_a’z—lautete.

3.7.7.1. Doppelkorrelation. Wahrend der Mittelwert " = v’ =w’ die Stérke der
isotropen Schwankungen kennzeichnet, erhélt man gewisse Aussagen uber die
rdumlichen Abmessungen der Turbulenz aus der Korrelation zwischen den
momentanen Schwankungen der Geschwindigkeitskomponenten in zwei be-
nachbarten Punkten 4 und B wie z. B.

U U
‘Rl,l = V:‘i B:
w2 - V2
4 _1{ B (3.265)
oder Ry = — 2_ YB —

Offenbar wiirde — unabhéngig vom Abstand r zwischen A und B - R=4-1,
wenn die ua, up usw. nicht statistisch unregelmifige Schwankungen wiren,
sondern z. B. Geschwindigkeiten einer nicht-turbulenten stationdren Stromung,
die in jedem Zeitpunkt determiniert und einander proportional sind. Fir
unregelméflig schwankende Zufallsfunktionen u, (¢) usw. wird jedoch R um so

lv)*Proc. Roy. Soc. London A 1935, 1936, 1937, 1938; vgl. auch Batchelor, G. K,,
The Theory of Homogeneous Turbulence, Cambridge 1953 und Townsend, A. A,,
The Structure of Turbulent Shear Flow, Cambridge 1956.
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kleiner, je schwiicher der Zusammenhang zwischen u, und up, bzw. vp ist;
deshalb wird R —0 fir r =|A4 B|— oo, wilhrend der Maximalwert R =1 nur
bei B— A4 oder r — 0 erreicht wird.

Bei isotroper Turbulenz verschwinden nun mehrere der obigen Korrelations-
koeffizienten. Legt man die willkiirlichen Koordinatenrichtungen so, da 4 B
und B auf der z-Achse liegen, wie in

Fig. 95, so muB aus Symmetrie- [¢ w)
griinden z. B. Y, %
B ug
A u,
[7

UqVp = UQWR = V4q UR = 0 (3.266)

gelten ; denn bei einer Umkehrung z. B. (]

i wg
der y-Richtung wiirde aus wujvp ent-

Fig. 95.

stehen —upvp, was wegen der Rich- Sc%xwanl.{ungen‘ der Geschwindigkeitskompo-
tungsun&bhélngigkeit gleich uavy sein nenten in zwei benachbarten Punkten
mull. Nicht verschwindende Korrela-
tionen sind hier nur méglich zwischen
folgenden Schwankungskomponenten :

uqug=u'?- f(r) (3.267)
und
v vp=wy wp=uw2 g(r). (3.268)

Dabei ist der Abstand | 4 B| nach wie
vor mit 7 bezeichnet, um die beliebige
Richtung von 4B anzudeuten; f(r) ist
allgemein die Léngs- und g(r) die
Querkorrelation.
Zwischen den beiden XKorrelations-
funktionen f und g besteht auBerdem
noch eine Verkniipfung infolge der .
Kontinuititsbedingung, wie v. Kér- L& 9% . .

O gung, Zur Kontinuitétsgleichung ausgedriickt durch

maénl) zuerst zeigte, und die nach Doppelkorrelationen bei isotroper Turbulenz
Prandtl folgendermafien abgeleitet

werden kann. Man betrachtet dazu die Durchstromung einer halbkugelférmigen

Kontrollfliche wie in Fig. 96. Infolge der turbulenten Schwankungen stromt in
21

die Durchmesserebene die Menge o (u’g(r)27rrdr ein. Aus der Halbkugel

heraus flieBt die gleich grole Menge ¢

2 T

gfu'cosaf(r1)2nr,sinar,da=ngu'f(r,)r';’=9J'u'g(r)21crdr. (3.269)
0 0

Differenziert man diese Gleichung nach »; und schreibt dann fiir r; allgemein 7,
so wird

glr) = f(r) + %f’ (r) mit f'(r) =offor. (3.270)
1) J. Aeron. Sci. 4 (1937).
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! Fig. 97 zeigt ein Beispiel solcher
gemessener f- und g-Funktionen
hinter einem Gitter mit der

08 L Maschenweite M. Als charakte-
A ristischen Liéngs- oder Quermaf}-
&;—ufz;w_u_ stab der Turbulenz kann man
U s nun ansehen:
a5
L, = r)dr
! AN - v= [ 1o
14— - °
i oder
' \ Lf s L
! N glr)=flr)+ 51r) Ly = f g(r) dr = 2t
24—+
LN ’
= ) \ wegen (3.270).
L 1 > Wollte man die Mischungs-
.,/} - a5 7\—15  theorie so buchstiblich nehmen,
Fig. 97 /M wie sie es nie gemeint war, so
ig. 97.

; . .. wére die Korrelationskurve ein
Liéngs- und Querkorrelation (f und g¢) in isotroper .
Turbulenz hinter einem Gitter (Maschenweite M) Rechteck, dessen Breite der

GroBe der Turbulenzballen ent-
spriche. Aus der Kontinuitédtsgleichung (3.270) folgt iibrigens noch

Trgdr:]orfdr+fl2:f'df=[:g‘f]zc:(), (3.271)
[ 1]

o 0

da f fiir r - oo stéirker verschwindet als 7% ansteigt. g(r) muf} also irgendwo auch
negative Werte annehmen, wenn die Turbulenz isotrop ist.

Fiir die Dissipation in den kleinsten Wirbeln ist der Verlauf von f und g bei
r = 0 kennzeichnend. Um dort f in eine Taylor-Reihe zu entwickeln, berechnen
wir die Ableitungen von f im Punkt A, fiir x4, =const und zp— 2z, =2->0:

wWif(x) =u(za) - w(zg+2), wf(0)=1u(ry)=1u"
WA(0) = 3 ([domo = 0lEa) U(Eg) = o (@(Ea))z = O

wr f7(0) = W(fra)zmo = U(T4) * Uzz(24)

= u(q) ux{®d)x — Up(Ta)* = — Ug(x4)*;

dabei wurde die Unabhéngigkeit der Turbulenz vom Ort schon beriicksichtigt:
u? = const, ute; = 0 usw. Somit wird fiar die in 2 =r geraden Funktionen f und g:

—I—W..., g=l———17... fir r~0, (3.272)
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‘3

R L o)

o', 1 (Bv\* 1 /dv\* 1 fou\t
=)= (_6—2:—) = (ﬁ) =5 (W) wsw.  (3.273)
Man kann daher die Dissipation in isotroper Turbulenz allein durch ' und 4
ausdriicken. Schreibt man abkiirzend fiir die Gradienten ou,/6x; mit 4,k =1,2,3,
aber ¢+ k, wobei z. B. dv/0z = 0u,/dx, ist, so gilt bei isotroper Turbulenz:

owbei

_ [ Ouy \? [ Ou; \? . 1
a4y = ( S ) . ay= (Tx;) mit @ = o a. (3.274)
Bezeichnet man noch die Mittelwerte folgender Produkte mit a,:
ou; duy
G= (3.275)
so wird hier die Dissipationsfunktion (vgl. 3.1) einfach:
D
o =6(a, +ay,+a,). (3.276)

Fiir a, erhilt man eine Bestimmungsgleichung aus dem Ausdruck firr Ap, der
hier verschwinden muf3; nach 3.2 wird:

Ap

e =0=3a,+6a;, also a,=—2a,. (3.277)
Folglich wird die Dissipation:
D ou \? ou\? 15u'?
o =160, =750, = 15 (3;) =15 (Ta“y”) -5 (3.278)

In der Auftragung der Lingskorrelation f iber » kann 4 veranschaulicht werden
als Nullpunktsabstand, in dem die Schmiegungsparabel an die Querkorrelation g
bei r =0 die Abszisse schneidet (vgl. Fig. 97).

Die Dissipation verringert die kinetische Energie der Nebenbewegung:

== _29_(,“/: + 1)” + wl’) p— —32‘914" , (3.279)
dE 3 du 16puu'®
———— = — =D= .280
so daf % 5~ =D O (3.280)
1 4 10»
W =~ 3.281
oder o ( )

Fiir das zeitliche Abklingen der Turbulenz gibt also die GroBe i%/10» einen
ZeitmaBstab, der allerdings ebenso wie «”® und A noch von der Zeit abhéngen
kann, Geht man von dem mitbewegten System auf ein raumfestes iiber, so wird
mit d/dt = Ud/dx

1 4 , 10»
wEY =TT (8.28)
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Experimentell findet man fiir gewohnliche Siebe (Maschenweite M) etwa bis
x/M =100 oder 200

u? oM mit z,~ 10, c~ 130,
U’ - E‘jx: ° (3-283)
2 10»
woraus folgt: Cr = V U=y (3.284)

Bei groBen Absténden z/M klingt die Turbulenz jedoch schneller ab.

3.7.7.2. Tripelkorrelationen. Die Reynoldsschen Spannungen sind Korrelationen
zweier Geschwindigkeitsschwankungen in einem Punkt; speziell in isotroper
Turbulenz sind sie einfach 4% =v? =w? =2 und uv =vw =wuw = 0. Doppel-
korrelationen an zwei Punkten ergeben gewisse rdumliche Merkmale des
Turbulenzfeldes; weitere sind zu erwarten, wenn man die dreifachen Kor-
relationen der Schwankungen an drei verschiedenen Punkten studierte, die
allerdings kinematisch wesentlich komplizierter sind. Wenn von den drei
Punkten zwei zusammenfallen, erhilt man die
Tripelkorrelationen an zwei Punkten 4 und B,

_--"" Y% die von Kérmén und L. Howarth?!) einfiihr-

r -
T34 (,,)=E ten. Zerlegt man die betrachteten Schwankun-
w2 478 gen wieder in Komponenten in Richtung von
A B =r und senkrecht dazu, so verschwinden in
isotroper Turbulenz die meisten von den 27 Pro-

dukten (u;) 4 (w;) 4 (), und es bleiben nur die
in Fig. 98 skizzierten drei unabhéngigen Kor-
yA? relationsfunktionen iibrig:
oK )y RO = g
r

wih(r)= vi ug = wi upg (3.285)

wtq(r) = u v vp = Uy Wy V-
Ahnlich wie bei den Doppelkorrelationen lassen
sich durch die Kontinuitdtsbedingung diese drei
o q(r)—u 7 Funktionen auf eine — etwa auf k(r) — zuriick-

fithren. Driickt man den AusfluB durch eine
Kugel fiir die eine Hilfte durch k(r) und fir
die andere durch h(r) aus, so folgt:

kE(r)+2h(r)=0. (3.286)
Entsprechend gibt die Kontinuitét fiir eine Viertelkugel:

Fig. 98 Tripelkorrelationen in
isotroper Turbulenz

q(r) = _;_ k(r) + _;_ K (7). (3.287)

1 Proc. Roy. Soc. London A 164, 1938.
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Fiir » = 0 verschwindet die erste Ableitung von k, und damit auch von & und g,
wegen

u” k (0) = u? (xA) ux(xA) = —;——;;xu“’(x‘i): 0. (3.288)
Da k, h und q ungerade Funktionen in r sind, beginnt die Taylor-Reihe mit

k(r)= ;- k7 (0) + ... (3.289)

Aus der Navier-Stokesschen Gleichung konnten nun v. K4érmén und L. Howarth
eine Gleichung fiir diese Korrelationen ableiten. Multipliziert man nédmlich die
Impulsgleichung in z-Richtung fir die Strémung im Punkt 4 mit vy, wobei A B
mit der z-Richtung zusammenféllt, so wird aus

op (St 4w Gt oa b 0g A) = op (— o LA v duy) (3200

in isotroper Turbulenz nach Mittelung:

vy agtA -+ _%uAuAvB—}—_a?y_uA V4 VB + gz_{&AwAvB = vAuA VB . (3291)

Eine analoge Gleichung gibt die Multiplikation der Gleichung fiir dvg/d¢ mit u,.
Durch Zusammenfassung beider Gleichungen erhdlt man schlieflich:

o)+ 2w (h’+_) = 2 (7 4f)

oder % (wif) =u (k’ + }—:f-) + 2y u’? (f” -+ 4Tf,) . (3.292)

Man kénnte nun aus den Navier-Stokes-Gleichungen weitere Beziehungen fiir
die Tripelkorrelation k gewinnen, in denen jedoch — wegen der nichtlinearen
Trigheitsglieder — dann neue, unbekannte Korrelationen vierter Ordnung vor-
kdmen, die ihrerseits von solchen fiinfter Ordnung abhingen usw. Man begniigt
sich daher mit Néherungsansétzen fur die Triagheitsglieder, wodurch die drei-
fachen Korrelationen auf zweifache zuriickgefithrt werden (vgl. z. B. K. Hassel-
mannl),

3.7.7.3. Das Spektrum isotroper Turbulenz. AuBler den Korrelationen fiihrte
G. 1. Taylor (1938) als weiteren Grundbegriff das Spektrum der Turbulenz ein.
Man denkt sich dazu die Geschwindigkeitsschwankungen an einem Punkt
harmonisch zerlegt in sinusférmige Schwankungen verschiedenster Frequenzen n ;
diejenigen mit Frequenzen zwischen n und n 4 dn liefern zur gesamten
kinetischen Schwankungsenergie einen Beitrag: u’2F (n)dn. Fuar die Frequenz-
funktion F (n) wird daher definitionsgemdf3

OC>F (n)dn =1. (3.293)
[

0

') Deutsche Hydrogr. Z. 11 (1958).
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Zwischen dieser Funktion F(n) und der Léngskorrelation f(z) besteht nun ein
enger Zusammenhang. Denn wenn z. B. die Turbulenz nur aus groBen, lang-
samen Wirbel besteht, ist F' im Bereich kleiner Frequenzen gro# und f nimmt

langsam mit & ab. Die rdumliche Léngskorrelation f(x) =wuu(z)/u'? kann als
zeitliche Korrelation am festen Ort geschrieben werden:

flay= 2wl +2/U) “:ff 2/U) (3.294)
solange w'<€ U und ¢ =x/(U {u) ~a/U.

G. I. Taylor konnte nun zeigen, da8 f(x) und UF (n)/2V2r Fourier-Trans-
formierte sind, d. h. daB

F(n) = % f £ () cos 2 n % dz (3.295)
und flz) = J' F () cos 2xn _g_ dn. (3.296)

Fiir die Dissipation folgt insbesondere (durch zweimaliges Differenzieren nach x):

2__15 I’f/I(O) 150"

" it

- %‘T’ f F(n)ntdn, (3.207)

woraus auch zu ersehen ist, daB die hohen Frequenzen hierfiir ma3gebend sind.
Aus Messungen geht hervor, daf3 zur Dissipation praktisch nur die hochfrequen-
ten kleinsten Wirbel beitragen, deren Beitrag zur kinetischen Energie vernach-
ldssigbar ist, wenn die Reynolds-Zahl der Strémung grof ist.

Diese Beziehungen fiir isotrope Turbulenz haben allgemeinere Bedeutung nach
der Vorstellung des oben erwihnten Kaskadenprozesses, bei dem zunéchst
groBe Wirbel von den Abmessungen der Turbulenzerzeuger entstehen, die in-
folge der Tréigheitskrifte in immer kleinere zerfallen [vgl. A. N. Kolmogoroff'),
v. Weizsidcker?), Heisenberg?)]. Je kleiner die Wirbel schon sind, um so
weniger diirfte der weitere Zerfall von den groBSrdumigen Vorgiéngen abhéngen;
die Feinstruktur des Turbulenzfeldes ist dann allgemein stets ortlich richtungs-
unabhéngig oder isotrop. Fiir die kleinsten Wirbel, d. h. fiir die hichsten Fre-
quenzen, kann man aus den hier allein wesentlichen Gréflen » und Dfp auf
folgende MaBstdbe fir Liangen # (z. B. Durchmesser dieser Wirbel) und Ge-
schwindigkeiten v schlieBen:

P2 \1/4 D\1i/a
r]:(D—/Q) , v=(v?) , (3.298)

S R. Acad. Sci. URSS 30 (1941).
Z. Physlk 124 (1948).
Z. Physik 124 (1948).

%
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so daB die Frequenzfunktion dort wird:
f=v*qF, (kn),

mit & = Wellenzahl = 27n/U, wobei die dimensionslose Funktion ¥ unbestimmt
bleibt. Zwischen diesen kleinsten Wirbeln und den grolen Wirbeln gibt es einen
Frequenzbereich, in dem weder die Abmessungen der Apparatur noch die
Zihigkeit eine Rolle spielen, sondern nur die Energie, die bei dem Zerfallprozef
weitergegeben wird und schlieBlich dissipiert wird. Aus Dfg kann man beim
Fehlen einer charakteristischen Liéinge nur mit Hilfe der Wellenzahl k[1/em]
eine Frequenzfunktion von der Dimension cm?3/s? bilden, nédmilich

Fe~ (_QD_)”’ ki, (3.299)
Diese Abhiingigkeit von k wird auch experimentell in einem gewissen Frequenz-

bereich bestétigt.

Es konnten hier natiirlich nur die einfachsten Ergebnisse der statistischen
Turbulenztheorie erwihnt werden in der Hoffnung, das Interesse des Lesers
fir diese komplizierte Theorie zu wecken.



Anhang

1. Aufgaben mit Losungen

Zu Abschnitt 1
1. Schiitzen Sie mit Hilfe von Fig. 11 (S. 48) die Endgeschwindigkeit von
Regentropfen mit dem Durchmesser d = 0,5; 1; 2 mm ab!

Die Tropfen konnen als starre Kugeln angesehen werden; das Dichteverhéltnis
Q@Wasser/OLuft 18t etwa 800, v, ~ 1/7 em?/s.
Losung: Aus

T ) o 2
Bd (ew=oL) 9 = ¢y 4d 2 U
folgt mit Re = Ud/y

Fird = 0,5; 1; 2 mm wird U = 2,1; 3,8; 6,5 m/s.

2. Ein Rohr (Querschnitt F, mittlere Durchflugeschwindigkeit u) verzweigt
sich in n Rohre (Fp, u,), die dann wieder in ein Rohr (F, ) miunden. Wie gro3
ist der Druckverlust der ganzen Anordnung ?

a) In turbulenter Stromung kann man den Druckverlust proportional dem
Staudruck der jeweiligen DurchfluBgeschwindigkeit setzen.

b) Bei laminarer Stromung (z. B. im Blutkreislauf) ist er proportional der
Geschwindigkeit.

Losung: a) In jedem der Verzweigungsrohre (Lénge L, Durchmesser d,)

ist die Druckdifferenz gleich gro: Ap = {n%u;‘,; wobei {n = ApLy/dp mit
An z. B. nach (3.220). Ihr entspricht eine fiktive Druckverlustzahl {, so da8
Ap = ¢ %uz. Es ist also {u? = {, u? oder wupfu = VC/C,,. Wegen der Kon-
tinuitét muB ferner T unF, = uF, so daB VI = > (FolVEn).

b) Bei Laminarstromung sei Ap = zyun = 2z u gesetzt. (Z. B. fir lange Kreis-
rohre wire nach (1.65) auf S. 38 mit L, = Linge des n-ten Rohres 2, = 8nuL,/
Fp) Mit der Kontinuititsgleichung wird hier z = F/Z (Fp/z,;) analog zur
elektrischen Stromverzweigung.

3. a) Im Gegensatz zu reinen Fliissigkeiten ist das Verhalten etwa von Kolloiden
nicht durch den Newtonschen Ansatz (1.62) fiir die Schubspannung zu beschrei-
ben, sondern besser z. B. durch v = K (du/dy),, mit n + 1.

b) Das FlieBen mancher (plastischen) Pasten andrerseits 1Bt sich nach E. C.
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Bingham darstellen durch 7z = 7; 4+ p (du/dy). Dort, wo t < v, bewegt
sich das Medium wie ein starrer Koérper und nur dort, wo die Fliespannung
tberschritten wird (v > ), flieBt es wie eine Fliissigkeit. Berechnen Sie nach
beiden Anséitzen die DurchfluBmenge @ durch ein Kreisrohr! (Die Schub-
spannung bleibt auch hier porportional dem Achsabstand r wie in (1.63).)

Loésung: a) Aus
r Ap ( du )"
T = =K|—

T2 Ar “dar
mit r = B — y (R = Rohrradius) und 4 = 0 fiir » = R folgt
n 1 Ap\l=
= . (n 4+ 1)j/n _ p(n+ 1)/n
YT (2K Ax) (F ’ "
R
™ 1 Ap\ln
= = ———-——} -RGr+DLn,
und Q E)|-u271:rdr 301 (2K Az) R

b) Die Paste fliet nur in Néhe der Rohrwand bei r, < r < R, weil nur dort
T > tF; dabeli ist

27
o= Aplhz
. ndu 1 Ap
Mit — = Ty = e (1 — 1) e
1 ar Tt =g (r—mry) Ax
und der Randbedingung u(r = R) = 0 wird
1 Ap
— 2 _ g2 — .
u = i B [R r 2rg (R — )]

In der Néhe der Rohrachse, d. h. fiir 0 < r < 7, bewegt sich die Paste dagegen
wie ein fester Pfropfen mit der Geschwindigkeit u (r =y} = (B—r,)® Ap/(4ulzx).
Der gesamte Durchflul} ist
Rt Ap ! 4 7, 1 [r\4
= '3 T3\ |-

4. AusfluB von Sand aus dem Bodenloch (Durchmesser d) eines hoch auf-
gefiillten Zylinders. Fiir eine ideale Fliissigkeit wire nach (1.46) die Ausflul-
geschwindigkeit v, = V2gh (b = Wasserhdhe). Im Sand ist jedoch nach
1.2.4 der Bodendruck unabhingig von der Fiillhohe k. Ferner flieBt der Sand
nur in einem diinnen, schwach trichterférmigen Schlauch {iber dem Loch und
bleibt daneben in Ruhe; daher kann auch hier der GefaBdurchmesser nicht
wesentlich sein. Welche dimensionsanalytische Annahme fiir v, hat deshalb
G. Hagen (Ber. Akad. d. Wiss., Berlin 1852) an Versuchen erprobt ?

Lésung: Aus Dichte g, Erdbeschleunigung g und Lochdurchmesser d kann

nur auf eine Art eine Geschwindigkeit gebildet werden: v, ~ Vgd. Dann
flielt aus:

ki3 —
Q@ =C‘ZeV9d5/2 .

Wenn d < k¥ = Korndurchmesser, 80 kann iiberhaupt kein Sand ausflieBen;
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deshalb schreibt man oft (d — k)5/2 statt d5/2. Die AusfluBzahl « wegen der
Strahlkontraktion erweist sich als etwa so gro3 wie fur eine ideale Fliissigkeit
(x ~ 0,7 fir ein scharfkantiges Loch).

Zu Abschnitt 2.1

5. Eine ideale Fliissigkeit wird durch ein enges Rohr (Querschnitt F,) in ein
weites Rohr (F,) eingefithrt wie in Fig. 99. Berechnen Sie den Druckriuckgewinn

Py — Py mit dem Impulssatz fir die punktierte Kontrolifliche. Der Druck p;

im Eintrittsstrahl kann dabei gleich dem in der

_J__, setzt werden. — Wie grof3 ist jedoch pj, wenn sich

der Rohrquerschnitt in einem sog. Diffusor lang-

Fig. 99. Druckverlust bei einer  Keit dilrfte der gesamte Erweiterungswinkel dieses

Rohrerweiterung Diffusors etwa 7° nicht iiberschreiten, um Ablésung

schung des Strahls mit der ruhenden Umgebung im ersten Fall ist p, < p;;
die Differenz nennt man StoBverlust.

e

umgebenden, praktisch ruhenden Fliissigkeit ge-
l sam von F; auf F, erweitert ? (In wirklicher Fliissig-
zu vermeiden.) Wegen der ungeregelten Vermi-

Losung: Wegen der Kontinuitdt ist u,F; = u,F,. Der Impulssatz gibt
oy + oFuf = poFy 4 oF,ui. Somit wird, mit ¢ = F,/F, <1, p, —p, =
4

5 u? (2¢ — 2 &%). Im verlustlosen Diffusor witrde nach Bernoulli p; — p; =

4

5 22 (1 — &?). Der StoBverlust ist also p; — p, = —Q—uf (1 —eg)?.

2

6. Durch einen 500 m langen Autotunnel (Querschnitt F; = 45 m?) fahren
— nur in einer Richtung — Wagen mit u#y = 60 km/h bei einem mittleren
Abstand von 100 m. Welche mittlere Luftstrémung v erzeugen sie irn Tunnel ?
— Der Widerstand der Wagen in der relativ langsameren Tunnelluft treibt
diese an; diesem Antrieb entgegen stehen Druckverluste der Tunnelluft infolge
der Wandreibung sowie die Ein- und Austrittsverluste in den Tunnelportalen,
die hier zusammen etwa drei Staudrucke betragen ({; = 3). Fir die grofte
Querschnittfliche der Wagen sei Fy, = 1,8 m* und fiir ihren Widerstands-
beiwert im Tunnel ¢, = 0,5 angenommen.

Losung: Im Tunnel sind jeweils gleichzeitig N = 5 Wagen, und es wird

e @ 2 Ur 1
Ney Fyy — (U —up): = {Fr - u,. oder —— = —
W w 9 ( W T) T 2 T uw 1+VCTFT/(NC;,VFW)
Fiir das Zahlenbeispiel wird ;. = 2,6 m/s, d. h. dieser Verkehr beliiftet den
Tunnel von selbst durch Zufuhr von 2,6-45 = 117 m®/s Frischluft. — Die
»Widerstandsfliche F-cy, ist iibrigens fiir einen stehenden Menschen rd.
0,8 m?, also etwas kleiner als fiir ein Personenauto.

7. Berechnen Sie mit dem Impulssatz das zeitliche Abklingen der Luftstrémung
#y im Tunnel der vorigen Aufgabe, wenn der Verkehr zur Zeit f, plétzlich

aufhort. Der Widerstandsbeiwert {1 des Tunnels kann als konstant angenommen
werden.
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Lésung: Aus gF. L dup/ot = —{;Fou3/2 und u, = up, fiir ¢ = ¢, folgt
Urfiipy = 1/[1 + Cpug, (8 — t,)/20]. Mit &p = 3, up, = 2,6 m/s und L = 500 m
wird z.B. wp/ug, = 0,5 nach 128 s oder nach 2,1 min.

Zu Abschnitt 2.2

8. Als Ergiénzung zu Fig. 18 auf S. 65 soll die drehsymmetrische Staupunkt-
strémung berechnet werden (vgl. 2.2.9, S. 103; Ansatz ® = az? 4 br?).
Losung: @ = a? (2 — 7%/2) und ¥ = a z r2. Die Stromlinien sind also kubische
Hyperbeln und die Isobaren Ellipsen mit x2 + 72/4 = const.

8. In welchem Abstand 4 vor dem Halbkérper in Fig. 21 auf S. 66 ist der
Uberdruck nur noch 1% des Staudrucks der Anstrémung bei drehsymmetrischer
und bei ebener Stromung ?

Lésung: Drehsymmetrischer Halbkérper (Durchmesser D) A/D = 38,53 —
0,25 = 3,28. Dagegen beim ebenen Halbkorper der Breite B: A/B = 31,75—
0,16 = 31,6.

10. Mit welcher Potenz der Entfernung (R bzw. r) klingt das Druckfeld von
Quelle, Dipol und Quadrupol in rdumlicher bzw. ebener Strémung ab ? — Den
Quadrupol erhilt man aus zwei Dipolen bei x = +a und —a mit dem Moment
+M und —M, die so zusammenriicken, da$3 M a endlich bleibt, wenn a — 0.
Lésung: Quelle Ap ~ 1/R* (bzw. 1/r? in ebener Stromung), Dipol 1/R® (bzw.
1/r%), Quadrupol 1/R® (bzw. 1/r%). Potential des Quadrupols: @ = ¢ (322 — R?)/R5
bzw. @ = ¢ (x? — y?)/rt.

11. Berechnen Sie ebene, flache Schwerewellen fiir endlich tiefes Wasser! — Uber-
lagert man der Funktion F(z) auf 8. 70 eine weitere Funktion: — B exp —
[i (kz — wt)], so kann man erreichen, dal am Boden (y = k) p = 0 wird.

Loésung: Mit der Bezeichnung C/2 = 4 e—kh = Betkh wird jetzt F(z) =
C cosh i[k(z — ih) — wt]. Aus der linearisierten Bernoulli-Gleichung ®/dt =
g Yo und aus dy,/0t = (0P/dy)y = , folgt w? =gk tanh kh und V? = (gA/2 =) tanh
2 whfA. Auf 1% genau gilt also in den Grenzfillen a) /2T <h < © V =
Vg ij2x fiir Tiefseewellen mit normaler Dispersion, und b) 0 <h < 1/26

V = Jgh fiir Flachwasserwellen mit der ,,Grundwellengeschwindigkeit unab-
hiéngig von der Wellenlinge.

12. Welche Kraft iibt eine ebene Wand auf einen Kreiszylinder in einer Parallel-
stromung aus ? — Man kann die Wand (in Stromungsrichtung) ersetzen durch
einen an ihr gespiegelten Dipol und die Kraft auf den ersten Dipol nach (2.68)
auf 8. 81 berechnen. Ist z.B. der erste Dipol bei z = 0 und der zweite bei
z = - ia, 8o ist die ,,Wand* bei y = — a/2 Stromlinie auch bei Anstromung U
in z-Richtung. Solange der Wandabstand a/2 gro8 ist gegen den Zylinderradius
R, kann die durch den gespiegelten Dipol verursachte Deformation des Kreis-
querschnitts vernachléssigt werden.

Loésung: Aus F(2)/U = z + R?/z + R%/(z + ia) folgt fir (dF/dz)? nach Partial-
bruchzerlegung nur das eine Glied — 4iR?/(a%), das ein Residuum fiir das Integral
auf dem Kreis z = R ei ergibt: 8nR?/a’. Die Wand im Abstand a/2 zieht also
fir a/2 » R und Re — » den Zylinder an mit einer Kraft
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v = —Z(EY Lpesr
T T2 a/2>? e

Dagegen wird bei Re < 1 nach H. Faxén ein Zylinder oder eine Kugel von
der Wand abgestoflen, wenn auch nur mit einer Querkraft, die klein gegen den
Widerstand ist. Dieser Effekt gentigt daher nicht zur Erkldrung der Beob-
achtung, da die im Blutplasma suspendierten Teilchen sich in einem gewissen
Wandabstand sammeln, als ob sie von der Wand abgestoflen wiirden.

13. Ein ebener Halbkorper wie in Fig. 21 auf 8. 66 mit der halben Breite b =
q/2U wird mit der Geschwindigkeit -+ U (nach rechts) in unbegrenzte, ruhende
Flussigkeit geschoben. Wie bewegen sich die verdréngten Fliissigkeitsteilchen ? —
Vom korperfesten Koordinatensystem aus gesehen ist die Strémung stationdr

und Strom- und Bahnlinien sind gleich: ¥ = —Ursinx 4+ Ub x/n = const =
— Uy, (x— + =). Die Geschwindigkeit eines Teilchens ist in der momentanen
radialen Richtung von der Quelle 8%¥/rdx = —U cos « + Ub/nr und senkrecht

dazu — 0W¥/or = U sin «. Vom Korper aus gesehen ist also z. B. in z-Richtung
ug = (@¥/rda) cos & — (0¥/[0r) sin « = —U + (Ub/nr) -cos a. Die Kompo-
nenten der Absolutgeschwindigkeit, die die Quelle unabhéngig von ihrer Eigen-
geschwindigkeit erzeugt, sind demmnach wu, = dz/dt = (Ub/rr)cosa und
v, = dy/dt = (Ub/nr) sin a, woraus folgt dy/dxr = tan x. Damit 148t sich die
Gleichung der Bahnlinien in raumfesten Koordinaten ausdriicken.

Lésung: Aus y—y, = ba/n = (b/=) arctan dy/dz folgt { = z/b = (1/=) In sin
7 {n — ) + const oder 5 — 7, = (¥ — Y, )/b = (1/n )arcsin exp n© ({ — ¢). Teil-
chen, die urspriinglich den Achsabstand 7, hatten, werden auf # = 5., 4 1 ange-
hoben, da 7 — 7, = 0 oder 1 fiir { - — oo. Ist ein Teilchen auf halbe Erhéhung
angelangt: n = 7, + 1/2, so befindet sich die Quelle gerade unter ihm, da dann
a = /2 und dy/dx - ©, und die horizontale Geschwindigkeit wechselt das
bisher positive Vorzeichen. Aus
dn U sin%x U sin? 7t (n—14)

de b7 Y b n
b n 1 .
folgt t= 1" 7w oot ™ (1= 1)+ ynsinm(n—ny).

Ein Teilchen wird z. B. von % = 74, + 1/2 bis auf 4 = 5., 4+ 0,99 in der Zeit
At angehoben:

b N + 0,99 t b
At =_ﬁ{__—;—00t 0,991‘5—4}-—7?2—111 sin 0,997‘! ——5(31,87700+30,4),

es bewegt sich dabei in negativer z-Richtung um Ax = —1,10 b unabhingig
von 7).

14. Im einfachsten Modell einer reibungslosen Scherstromung gilt tiberall
rot v = const + 0. Die ebene Stromung um einen Kreiszylinder, die diese
Bedingung erfillt, hat nach G. I. Taylor die Stromfunktion
R re R4
= rBING — —— 8i — gin? =
T rsina p sino -+ % sin?x + 4ot cos 2« .
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Zeigen Sie, daBl in der Tat iiberall rot ¥ = —kA ¥ = const, daB3 am Zylinder
r =R Y = const = 0 und daB fir r + « gilt: /U = 1 + y/c, v = 0. Berech-
nen Sie die Druckverteilung am Zylinder, die Lage der Staupunkte und den
Auftrieb des Zylinders. — Die Bernoulli-Konstante héingt hier von der jeweiligen
Stromlinie ab, auf der ¥ = const = ¥, gilt.

Loésung: Bernoulli-Gleichung v2/2 + p/o = f(¥); weit vor oder hinter dem
Zylinder ist f(¥) = (U%/2) (1 + y/0)? + pofeund ¥y = [ udy = U (y + y2/20)
also f(¥) = pyle + U%2 + U ¥/e. Mit k = Rfc wird auf dem Zylinder

PP e ot X
Cp= o U%2 = (1 — 4 sin%«x) [(1+Icsma) |-
Somit wird dcp/dcx =0 fir cos « =0 und sin « = — 1/2k, aber auch fiir

sin a = (—1 + V' 1+k2)/2k, wo Cp = Cpmax = 1 (Staupunkte). Der Auftriebs-
beiwert wird
1 2rn

Ca = — g fcpsinada=2nk.
0

15. Die zusitzliche oder hydrodynamische Masse eines Korpers, der in ruhender
idealer Flussigkeit beschleunigt wird (vgl. 2.2.5), ergibt sich auch aus der zeit-
lichen Anderung der kinetischen Energie E der umgebenden Fliissigkeit im
ganzen Stréomungsraum V'; ihr entspricht die Leistung der am Korper wirkenden
dulleren Kraft K. Bei translatorischer Beschleunigung in z-Richtung muf
demnach gelten: 0E/0t = K- U. Fir die Energie gilt ferner

4 0 oo
E = f;(grad@)de =~§fd>a—ndF

nach dem Greenschen Satz (vgl. Anhang mit ¥ = ¢und AP = 0); F = Korper-
oberfliche, n = innere Normale. Berechnen Sie so E, K und mgy fir eine
Kugel.

Loésung: Das Potential der bewegten Kugel ist nach (2.140) auf S. 105 ohne
Parallelstromung @ = U R3 cos #/2R?. Auf der Kugel R = R, wird 0®/dn =
—0P/0R = U cos & und E = (n/3) o U2R?, so daf

1 47 s 7
K:E—TROQU.

K ergibt sich also proportional zur momentanen Beschleunigung U (t) und die
hydrodynamische Masse my,ys ist gleich der halben Masse der von der Kugel
verdringten Fliissigkeit. (Fur einen beliebigen Korper, z. B. ein Paddel, ist die
hydrodynamische Masse kein Skalar sondern ein richtungsabhingiger Tensor.)

16. Zur Erklirung der Korrosion bei Kavitation haben schon H. Besant und
Lord Rayleigh als Modellstromung das Zusammenstiirzen eines gasgefiillten

Bldschens (Kugelradius R (f) zeitabhingig, R = 0R/3t) in unbegrenztem
Wasser untersucht. Das Potential der konzentrischen Wasserstromung ist

&= - R R?[r, mit r = Aufpunktabstand vom Kugelmittelpunkt. Die im
Blaschen eingeschlossene Gasmenge wird adiabatisch komprimiert. Die Bernoulli-

Gleichung gibt den Innendruck p; bei r = R abhingig von R und RE. Es wird
Wieghardt, Stromungslehre 25
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angenommen, es gibe einen Anfangszustand R = R, mit R = 0 beim Innen-
druck p, < po,; der AuBendruck p, sei zeitlich konstant. Bis zu welchem
Radius R yin wird das Blédschen zusammengedriickt, und wie grof} ist dann der
Innendruck pigax?

Loésung: Aus der Bernoulli-Gleichung

gdg+i(g<g)2 PO _ po
ot 2\ or ow  Ow
(ow = Wasserdichte) ergibt sich fir » = R der Innendruck p;(t) aus
.2
(Po — i) .« 3R ( 1 ) d., .,
- = —-RR— —— = — ) (ps
ow 2 2R:R/ 4 (2

Andrerseits ist die Dichte des eingeschlossenen Gases pg ~ 1/R? und es wird
pi ~ 0% ~ 1/R*, oder auf den Ausgangszustand bezogen pi/p, = (R,/R)*.
Setzt man dies in die obige Gleichung ein, integriert einmal und wihlt die Inte-
grationskonstante so, da B = 0 fur R = R, wird, so wird

ow 2 Ro)3 1 R, \3 Bo\31 . R,
e F = (%) e [(F) - (R) e w e

Auch fir R = Ry, wird B = 0,und die rechte Gleichungsseite verschwindet.
Zahlenbeispiele hierfir sind mit % = 1,4 Ryjn/R, = 0,1 (bzw. 0,01), wenn
PolPy, = 0,0269 (bzw. 0,00159) und pimax/Pe; = (Bo/Bmin)3*- po/py, = 426
(bzw. 401000). Es konnen also punktweise sehr hohe, zerstérende Drucke
auftreten, — ubrigens auch noch bei Beriicksichtigung der Kompressibilitit
des Wassers, der Oberflichenspannung und der Zihigkeit. Allerdings wird die
konzentrische Stromung in Wirklichkeit meist unsymmetrisch, die Kugelblase
wird abgeflacht und der Enddruck wesentlich kleiner. Schlieflich ist die Rech-
nung noch so zu erweitern, dal p, sich zeitlich d&ndert, da das im Unterdruck-
gebiet entstehende Blédschen im Druckfeld lings des Koérpers weiterstromt,
bis es durch den anwachsenden Aulendruck wieder komprimiert wird.

17. Mit welcher Beschleunigung beginnt eine Kohlensédureblase im Selters-
wasser hochzusteigen, solange nur der Archimedische Auftrieb aber noch kein
Stromungswiderstand wirkt ? — Der Trigheitswiderstand wird durch die
zusitzliche Masse auf S. 84 beschrieben.

4
Losung: Auftrieb 4 = (oy — 0g) -3 R3g, mit gy, Wasserdichte und g5 Gas-

4
dichte in der Blase (Radius R). Zur eigenen Masse der Blase m = QG%RS

4
kommt noch die hydrodynamische Masse m” = 0,5 gy, Tn R? dazu. Aus 4 =
(m+m’)- b folgt fiir die Beschleunigung nach oben bjg = (o — 0g)/{¢g + 0.50w),
also hier mit gg < ¢y b = 2g = zwei Erdbeschleunigungen.
Zu Abschnitt 2.3

18. Zimmerluft hat eine Dichte von g = 1,2 kg/m? Wie gro8 ist ihre Gas-
konstante ?
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Losung: Der Atmosphérendruck ist etwa 1 bar, die Temperatur sei 20 °C.
Dann wird B = pfp T = 10%/(1,2-293) = 284 m?/s?-K. Genauer ist natiirlich
folgende Rechnung: Die absolute Gaskonstante ist Raps = 8320 m?/s?. K.
Das Molgewicht trockener Luft ist m = 28,8, so da B = R,ps/m = 289 m?/s?. K.

19. Wieviel Luft entweicht je Sekunde aus einem Kessel mit einem Loch von
1 em? Querschnitt, solange der Kesseldruck grofler als 2 bar ist ?

Losung: Nach (1.51) auf S. 33 und (2.181) auf S. 118 ist
Qmax/0o = [2/(+1)]x + 1)/ 2(x —1) . Fcy ~ 20 1/s.

20. Schiitzen Sie die GroBenordnung der Dicke ¢ eines schwachen Verdichtungs-
stoBes in Luft ab bei Beriicksichtigung der Zahigkeit, aber Vernachldssigung der
Wairmeleitung. — Der groBe Geschwindigkeitsgradient von der Ordnung Au/e
i Stof ergibt im Stromfadenquerschnitt A F eine Dissipationswirme (vgl. (3.21)
auf S. 144). Vergleichen Sie die zugehérige Entropieerhdhung mit derjenigen,
die die durchflieBende Masse gu A F nach (2.200) auf S. 122 erfihrt.

Loésung: Die GréBenordnung der Entropieerh6hung ist

Au\2
AS N% (%) eAF ~ puAF-R-(Ma? — 1)® und Aufu ~ (Ma? —1).

Fir schwache St6Be mit Ma; ~ 1 und 4? ~ ¢* ~ RT/x wird daher & (Ma? — 1)
~ vjc, also fur Luft mit » ~ 10-5m?/s, ¢ ~ 300 m/s und z. B. Mg, = 1,1 wird
e ~3-107" m. Die freie Weglinge der Molekiile (bei 0 °C und 1 bar) ist etwa
0,6-10-"m, also von gleicher Ordnung. Eigentlich darf man also bei dieser
Rechnung das Gas nicht mehr als Kontinuum darstellen.

21. Die Masse einer Rakete m(t) und ihre Geschwindigkeit U (f) im Raum
héngen von der Zeit t ab, wenn je Zeiteinheit die (positive) Gasmasse — dm/d¢
nach hinten ausgestoflen wird mit einer Geschwindigkeit u, relativ zur Rakete.
Stellen Sie eine Beziehung zwischen U und m mit Hilfe des Impulssatzes ochne
Beriicksichtigung der Schwerkraft auf, wenn u, = const (zeitunabhéngig) ist.
Praktisch liegt u,, die Austrittsgeschwindigkeit aus einer Lavaldiise, in der
Néhe der Maximalgeschwindigkeit (S. 34); warum strebt man hier moglichst
wasserstoffreiche Triebgase und hohe Verbrennungstemperaturen an ?
Lésung: Die BewegungsgroBen in positiver und negativer Richtung éndern
sich in der Zeiteinheit wie d(mU)/dt = (— dm/dt)- (uy — U). Somit wird
U= — IuA dm/m oder U = u, In(my/m), wobei m, die Startmasse beim
Bewegungsbeginn U = 0 ist. Wenn schliefilich m < my/2,72 wird, so wird
u, < U, d.h. die Treibgase behalten eine Geschwindigkeit U—u, in Flug-
richtung (bei der hier betrachteten Einstufenrakete). — Um mdglichst groBe
Werte von

2%
Uamax = V—% 1 T Raps/m

zu erzielen (technisch verwirklicht bis {iber 4 km/s), miissen groBe Temperaturen
und kleine Molekulargewichte m angestrebt werden.

22. Die gasdynamische Gleichung (2.211) auf S.128 kann auch als Euler-
Gleichung eines Variationsprinzips gewonnen werden: — III plu,v,w) dedy dz
= Minimum. Zum Beweis ist es zweckmiBig, Druck und Dichte mit den Ruhe-

25.
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groflen p, und g, dimensionsios zu machen, sowie die Geschwindigkeit mit

2x 2
w1 Polgo = w1 G-

Dann lautet z. B. die Energiegleichung (2.188) auf S. 128
P/po . P

=1—9mit—= =1lundv =grad @.
/00 R »=8

Zeigen Sie, daB z. B. fiir ebene Strémung aus — J.f P, (Px, Dy) dz dy = Mini-
mum als zugehérige Euler-Gleichung

LA AENT A
ox \ 0D« dy \ 09,
sich tatséchlich die Gleichung (2.211) fiir v, bzw. @ ergibt. Wie vereinfacht

sich dieses Variationsprinzip fiir mkompress1ble Strémung, d.h. fir v, =
grad @ —» 07

Pe
=

Losung: Aus

— pr dxdy——J-f [1~ gra,dtli)z]"‘1 dx dy = Minimum

2
fOlgt (1 — @2,5 — @?,) AD = m ((Di czixx + 2¢‘x¢yd’xy + d)f’@yy) .

Im Grepzfall v, = grad @ — 0 wird

”[—1+ — (grad &) — ]-d:cdy:Min.

oder [ [ (grad ®)? dz dy = Min. und A® =0.

Zu Abschnitt 3

23. Wie grof ist der Widerstandsbeiwert einer lings angestromten Platte mit
der Re-Zahl a) 10% und b) 107, wenn der laminarturbulente Umschlag bei
Reyrit = 3-10%, 5-105 oder 108 erfolgt ?

Loésung: Nach (3.229) auf 8. 204 wird in diesen Fillen a) 10%, = 3,62, 2,97
oder 1,37 (exakt eigentlich 1,328) und b) 103¢, = 2,84, 2,78 oder 2,62. Im ersten
Fall ist also die Stromung léngs der Platte, bzw. auch die lings eines schianken
Korpers, sehr empfindlich gegen Stérungen der AuBenstromung, gegen Er-
schiitterungen und dgl.

24. Ahnlich wie in Abschn. 3.3.3 auf S. 152 sei eine unendlich lange Platte in
ziher Flussigkeit angenommen, die in ihrer Ebene nach dem jetzt verall-
gemeinerten Geschwindigkeitsgesetz U = U,(t/T)* fur t > 0 in Bewegung
gesetzt werde. Zeigen Sie, daB sich auch dann noch affine Geschwindigkeits-
profile /U = f(n) ergeben, zu deren Berechnung allerdings parabolische
Zylinderfunktionen benotigt werden (E.J. Watson, Proc. Roy. Soc. A 231
(1955) 104—1186).
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Losung: Mit 5 = y/2 V/»t ergibt sich fir w/U =fln): f" + 29f —4nf = 0.
Die Randbedingungen f =1 fur s = 0 und f— 0 fiir > o werden erfiillt
von der Losung

f)y=21+12 V2. T(n+ 1)-672 . D_g_y (7 2).

D ist eine parabolische Zylinderfunktion. Speziell fir n = 1 wird iibrigens die
Wandschubspannung 2 LU
_“ e

0 —
Tp=—=— o ——— t
0 V= T v

und die zur Beschleunigung der Platte benétigte Schleppleistung 7, U ~ #3/2.

25. Ein Flo# (Gewicht @), das ohne jeden Antrieb auf einem FluB (Gefélle 7)
treibt, bewegt sich schneller fluBabwirts als das es umgebende Wasser und
kann daher gesteuert werden. Wie ist das zu erkldren, obwohl doch die flu3-
abwiirts gerichtete Antriebskraft fur das FloB ebenso grof} ist wie fir das vom
Flof} verdrangte Wasser, namlich G-¢ 1

Losung: Der Widerstand des Floes, der in der diinnen turbulenten Reibungs-
schicht und im Nachlauf entsteht, ist kleiner, als es der der verdringten Wasser-
masse wére. Denn diese wire durch den Impulsaustausch infolge der grobballigen
Turbulenz im Flu8 mit dem umgebenden Wasser viel stérker ,,verzahnt<.

26. Den Widerstand schlanker Koérper bei Re > Reyy; kann man verringern,
wenn man das laminar-turbulente Umschlagen seiner Grenzschicht verzogert,
indem man — etwa durch die pords ausgefithrte Koérperwand — Grenzschicht-
fliissigkeit kontinuierlich absaugt. Durch das Fortschaffen langsamer Teilchen
in Wandnihe wird die Grenzschicht stabilisiert, so daB sie laminar bleibt und
weniger Widerstand verursacht (auch bei Berlcksichtigung der Absauge-
leistung). Praktisch ginstig ist die GroSenordnung der Absaugegeschwindig-
keit —wv, ~ 104 - Anstromgeschwindigkeit. Im einfachsten Fall homogener
Absaugung an einer lidngs angestromten, ebenen Platte (4, = 0, —v, = const)
ergibt sich asymptotisch fir « — © eine besonders einfache, nédmlich von z
unabhéngige Lésung der Grenzschichtgleichung, die sogar die Navier-Stokes-
Gleichung exakt befriedigt. Wie lautet sie ?

Losung: Da die asymptotische Strémung nicht mehr von z abhingt, folgt
aus der Kontinuitit v(z,y) = v, = const. Die Grenzschicht-, aber auch die
Navier-Stokes-Gleichung, gibt dann v, = vuyy, mit der Losung u(y) =
U-(l—exp (vey/v}) fiir die Randbedingungen y =0 u =0 und y > o v > U
fir v, < 0. Ferner wird 8, = v/(—wv,), 6, = 8,/2, 8, = 5 ;/6 und 7y = g U-{—vy).
Der Widerstand eines Plattenstiicks bAx (b Breite quer zur Anstrémung),
durch das die Menge AQ = —v,bAx abgesangt wird, ist hier unabhéngig von
der Ziahigkeit gleich AW = oU AQ entsprechend (2.10) auf 8. 51 fir den
Widerstand einer Senke. — Fiir endliches x sind die Geschwindigkeitsprofile
jedoch noch nicht affin. Praktisch wird nach R. Iglisch die obige Ldsung
erst erreicht, wenn (Uz/v) (v,/U)? = 4.

27. Ein Passagierschiff mit der Linge 200 m, der Breite B = 26 m und dem Tief-
gang T = 9,1 m hat eine Wellenleistung N von 22500 kW bei einer Fahr-
geschwindigkeit von U = 23 Knoten (1kn = 1 Seemeile je h = 0,514 m/s).
Diese groBe Leistung, die zur Uberwindung des Widerstands aufzubringen ist,
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wird schliefllich — hinter dem Schiff — von der Zihigkeit in Wérmeenergie
umgewandelt. Wie stark wird nun das Wasser im Nachlauf erwérmt, wenn
man — zur Abschéitzung der GréBenordnung — annimmt, dafl die gesamte
Widerstandsleistung im Nachlauf konzentriert bleibt, und da der Nachlauf-
querschnitt iiberall etwa B. T ist ?

Losung: In jeder Sekunde wird der Nachlauf um die Wassermasse ¢ BTU =
2,80-10°% kg/s vergroBert und dort die Leistung N = 22500 KW abgegeben.
Da die spezifische Wirme des Wassers ¢p = 4,187 kWs/kg-K ist, erhoht sich
die Wassertemperatur im Nachlauf um 22500/(2,80-10%-4,187) = 0,002 K. —
Wegen der hohen Wirmekapazitédt des Wassers bleibt also selbst diese Leistung,
bzw. auch die kinetische Energie einer Wasserstromung stets klein gegen die
innere Energie der Flussigkeit, im Gegensatz zur Gasdynamik.

28. Ein Sieb (Drahtdurchmesser d, Maschenweite ) in einem durchstromten
Rohr erzeugt einen Druckverlust Ap. Wie hiingt dieser vom Offnungsverhiltnis
B = (1—d/l)® ab, wenn man annimmt, daBl fiir den Nachlauf hinter jedem
einzelnen Drahtstiick nicht die mittlere Geschwindigkeit im Rohr U weit
vor oder hinter dem Sieb mafigebend ist, sondern die im engsten Siebquer-
schnitt U/8?

Lésung: Setzt man Ap =c. % -(U/B)?(1 — B), so kann die ,,Widerstandszahl« ¢

des einzelnen Drahtstiicks noch von der Reynoldszahl (U/B)d/v abhingen;
Messungen ergeben im Mittel ¢ ~ 6-(Ud/8v)—13. — Ahnliche Uberlegungen
zeigen, daBl der Luftwiderstand eines Zugs (Querschnitt F,) im Tunnel (Quer-
schnitt F;) proportional zu F,/(1—F,/F.)? ist.

2. Kleine Formelsammlung

Vektoranalysis
e = ia; + ja, + ka, a-b=lal|-|b]cos X (a, b) =ab
= azb ayb, + a,b
gradd =i 22 100 400 el by o
x i ax b=|a|-|b| sin X (a, b)
. 0 3 0 =i(ayb, — a,by) + j(aby,— ab,)
diva=——0ay+ =—ay -+ —a vie Ty
Tty T E + k(agby— ayby)
i J k
8 98 9
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al
+ P

ot o
P04

=Pt
divrota =0, rotgrad® =0

div grad & — A® —

rotrot @ = grad dive — Aa, mit As=ida, | jAg, + cha‘
(agrad) b = |a| - (e, grad) b — die Anderung von b in Richtung von a, multipliziert

mit dem Betrag von |a|. e, = ——a—l- = Einheitsvektor
a
in Richtung von a

grad (AP) = Agrad @ + D grad A

div(la) = Adiva+grad 1-a

rot (Aa) = Arota +grad AXa

divaxb =brota— arotb

rotaxXb = (bgrad)a— (agrad)b + adivb— bdiva

grada b= (bgrad)a + (agrad)b + axrotb -+ b X rot a

Insbesondere fiir @ = b folgt daraus: (agrad) a = % grada® —aXrota

Integralsatz von GauB: fdivade.fa'dF
14 F

(V = Volumen, das von der geschlossenen und einfach zusammenhéngenden Fliche F
begrenzt wird ; dF = Flachenelement mit der Richtung der &uBeren Normale.)

frotadV=de><a; f(agrad)de:f(adF)b; jmpdvzjgmdmp
1 4 F 14 ra 14 F

Integralsatz von Stokes: J‘rotasz &a - ds aF,

F
(ds = Bogenelement der geschlossenen und einfach zusammenhin- O
genden Randlinie der Fliche F; die #uBere Flichennormale mu8 mit
dem Umlaufsinn des Randintegrals eine Rechtsschraube bilden.)

fgmmpx dF = § dds
F ds

Greensche Sitze:

j(wmp + grad @ grad ¥)dV = ngmd ¢ dF
1 4 F

f(yqus—q:AW)dV:f(yfgraddz—qigmdvf)dr
1 4

jgmde:qudF
1 4 F
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Zylinderkoordinaten
+ z Koordinate 7 @ z
: Einheitsvektor ey ey e;
Geschwindigkeits-
komponente u v w

Volumenelement dV =dr - rdg - dz

x=rCos ¢ y=rsing 2=z
i oP 1 0@ o
| grad P =ey - + e - e -

. 1 9 1 ov w
dve =S50+ o 5 T

1 ow v ou ow 1 0 1 cu
oo =z g) talm o w) el a5 5)

Navier-Stokes-Gleichung fiir p=const, v==_const:

u ou v Su ou v? 1 op w 2 o
A dp TS T T T e or +v(Au~72.— r &p)
ov v v O v uv 1103 v 2 ou
797+“57+75¢7+w§+7*‘37%+”(A”"7?+7%)
ow ow v dw ow 1 op .
w5 Tes TS 5 tw == +vAw, mit

2 3
PO ST

o T T T

Wegen div v =0 kénnen die Beschleunigungskomponenten auch umgeschrieben
werden :

ou Su? 1 Juv Quw ut — vt
Tt Tr e T Ty T
v duv 1 ov? Svw 2uv

=+

it or +T op + oz + r =

w Suw 1 ovw u? uw
w Tt Tt dp Tt T

Kugelkoordinaten

Koordinate R @ 4
Einheitsvektor E, E, E,
Geschwindigkeits-

komponente U 14 W

z=Rsindcosp y=Rsindsing z=Rcosd
Volumenelement dV =dR - B sin #dg - Rd$
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grad 0 = B, % K3 L Rslmﬂ 3 +E3112 %?;
dive Z—R}_’W(RZU)_*— Rslim? %«Z— Rs:nﬂ -{%—(Wsinﬁ)
rot v :Eleinﬁ{aﬁ(Vsmﬁ)—%g_/_]
+ E*Ilz[ ar (BW) — ag}
1 oU 1 0

+ Es (Rsmz9 ”é&"'}?a_R(RV)}

Navier-Stokes-Gleichung fiir p = const, = const:

aU oU Vo 8U | W U  ViyW:
o U eE T Eemseg TE W B
1 op 2U 2 oV 2 oW 2W cot ¥
=-geE T’ (A - mmsw mw B )
ov av vV eV W av VW cot &
= +U 6R+Rsm19 % TR aﬁ+“R'+_—R
1 1 2 oU 2co88 OW vV
=T ¢ Reind B(p T (AV+ R*sind dp R*sin’d o@ R’sin’ﬂ)
oW V oW W W  UW  Vicotd
=tV aR &+ Ty Eendop T BE 9 T R R
. 11 8p+ 2 cos & 8V+ 2 U w
T T o R ( R*sin®d Jdp ' R* o9 R'sin’ﬂ)’

. 1 © ° 1 o2 1 0 5]
mit A= gz o (B 57) + e 3 T Esme 6 (s““"aﬁ)

3. Einige Materialkonstanten

Dichte g, kinematische Zihigkeit v, und Schallgeschwindigkeit ¢ abhéingig von
der Temperatur.

1) Wasser:

Temperatur in °C 0 10 20 40 100
g in g/em? 0,9998 0,9997 0,9982 0,9922 0,9584
v in cm?/s 0,0179 0,0131 0,0100 0,0065, 0,0029,
cin m/s 1403 1447 1483 1529 ——
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2) Drei andere Fliissigkeiten bei 15 °C:

Quecksilber Athylalkohol Glyzerin
¢ in gjem?® 13,56 0,797 1,263
v in cm?/s 0,0011, 0,0164 19,0
¢ in m/s 1451 1168 1923

3) Trockene Luft bei 760 mm Barometerstand:

Temperatur in °C 0 10 20 40 100
10% g in g/em?® 1,293 1,247 1,205 1,127 0,946
v in cm?/s 0,133 0,142 0,151 0,170 0,231
¢ in m/s 332 338 344 355 387

(o ~ Druck; » ~ 1/Druck; ¢ ~ ¥T unabhingig vom Druck.)

4. Hinweise auf einige weiterfiihrende Biicher

1. Strémungslehre, aligemein:
Prandtl/Oswatitsch/Wieghardt, Fahrer durch die Stromungslehre, 7. Aufl.,
Braunschweig 1969.
L. M. Milne-Thomson, Theoretical Hydrodynamics, London 1949.
V. L. Streeter, Editor, Handbook of Fluid Dynamics, New York 1961.
S. Fliigge, Editor, Handbuch der Physik, Bd. VIII/1, 1959, Bd. VIII/2 1963,
Bd. IX, 1960, Berlin-Gottingen-Heidelberg.
L. D. Landau u. E. M. Lifschitz, Hydrodynamik, Berlin 1966.

2. Einige Teilgebiete:
A. Betz, Konforme Abbildung, 2. Aufl., Berlin-Géttingen-Heidelberg 1964.
H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig 1931.
K. Oswatitsch, Gasdynamik, Wien 1952.
H. W. Liepmann und A. Roshko, Elements of Gasdynamics, New York 1957.
E. Becker, Gasdynamik, Stuttgart 1966. = Leitfiden der angewandten Mathe-
matik und Mechanik, Bd. 6.
H. Schlichting, Grenzschichttheorie, 5. Aufl., Karlsruhe 1965.
B. Thwaites (Editor), Incompressible Aerodynamics, Oxford 1960.
J. 0. Hinze, Turbulence, New York 1959.
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