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1 Einleitung

Die Halbwinkelsubstitution ist aus den Anfidngervorlesungen in Mathe-
matik als wesentlicher Rechentrick bekannt bei der Integration rationaler
Funktionen der Winkelfunktionen cos(a)) und sin(«). So schreibt etwa
SPIVAK in seinem Lehrbuch zur Analysis ([Spi80], pp. 360-361)

“The world’s sneakiest® substitution is undoubtedly

T
t:tang,

r = 2arctant, dr = Hit? dt.”

Das Buch benétigt Vorkenntnisse aus der Analysis, linearen Algebra
und den Differentialgleichungen; ein wenig Funktionentheorie ist niitzlich.
Eine Vorlesung tiber mathematische Methoden der Physik vertieft da-
bei die Zusammenhénge im Hinblick auf die Anwendungen, gerade was
Vektor— und Tensorrechnung anbelangt. Das letzte Kapitel behandelt vor-
wiegend Beispiele aus der Kernspintomografie. Es bringt daher fiir Leser
mit entsprechenden Vorkenntnissen am meisten Gewinn. Nach etwa dem
dritten oder vierten Semester in Physik, Mathematik oder Ingenieurswis-
senschaften sollte das Buch aber versténdlich sein.

Die Substitution besitzt eine geometrische Veranschaulichung, da sie
eine stereografische Projektion der Zahlengerade darstellt. Im Raum ent-
spricht sie dem Betrag der stereografischen Projektion. Daher ist sie sinn-
voll, sobald eine Kreis— oder Kugelsymmetrie vorliegt. Die Halbwinkel-
substitution algebraisiert Winkelfunktionen, und ist daher iiber ihre ur-
spriingliche Bedeutung hinaus niitzlich in allen Problemen, in denen sol-
che Funktionen vorkommen. Beispiele sind die Inversion von Polarkordi-
naten oder die Gewinnung rationaler Darstellungen von Drehmatrizen.
Die Transformation fihrt direkt auf Anwendungen in Mathematik, Ki-
nematik des starren Korpers uva. bis hin zur Zahlentheorie. Es existiert

"Ubersetzt etwa: ,raffiniert® mit Nebenbedeutung ,hinterhaltig®, Ich verdanke den
Hinweis auf dieses Zitat der englischsprachigen Wikipedia.



1 Einleitung

eine Beziehung zu einer speziellen nichtlinearen Differentialgleichung, der
RiccaTi-Gleichung.

Ferner algebraisiert die im Komplexen verwandte Transformation

h = tanh

|8

hyperbolische und Exponentialfunktionen. Da solche Funktionen als Lo-
sungen von in Physik und Technik wichtigen linearen Differentialgleichun-
gen auftauchen, sind die Substitutionen in vielen praxisrelevanten Féllen
niitzlich.

Die Halbwinkelsubstitution und ihr hyperbolisches Analogon machen
viele wichtige derartige Probleme der Computeralgebra zugénglich. Sie
schaffen so eine Zone von exakten Losungen, die bislang wegen des immen-
sen Rechenaufwandes verborgen oder unbearbeitet blieben. Daher zieht
sich Computeralgebra wie ein roter Faden durch diese Arbeit.

Beginnend mit elementaren Uberlegungen wendet sich das Buch zu-
nichst der reinen Mathematik zu (sofern mir das als Physiker tiberhaupt
zusteht). Danach wird spezieller auf Drehungen und Kinematik in Ebene
und Raum eingegangen. Am Schluss folgen diejeningen Anwendungen in
der Physik, insbesondere der Kernspintomografie, die iiberhaupt erst zur
Beschéftigung mit der Materie fithrten. Die Begriffswelt der Kernspinto-
mografie ist sehr speziell und umfangreich. Ich habe mich bemiiht, die
korrekten Termini zu benutzen und verweise den interessierten Leser auf
das im Internet zugéngliche MR-Glossar der Firma Siemens.

Man beendet kein Buch, sondern verlasst es nur. Es gidbe den zusam-
mengetragenen Beispielen sicher noch einige hinzuzufiigen. Von einem
Anspruch auf Vollstdndigkeit muss dieses Buch daher weit entfernt blei-
ben. Die Methode der Halbwinkelsubstitution ist eben doch zu allgemein,
um erschopfend in Beispielen dargestellt zu werden. Mir bleibt die Hoff-
nung, dass es wenigstens einen Leser gebe, den diese Zusammenstellung
erhellt.

Ich bedanke mich insbesondere bei meinem Studienfreund GUNTHER
HELMS, welcher mich auf dieses interessante Thema brachte und der diese
Arbeit an zahlreichen Stellen zu verbessern half.



1.1 Elementare Herleitung

1.1 Elementare Herleitung

Durch elementargeometrische Uberlegungen lassen sich die Additionstheo-
reme fiir die Winkelfunktionen herleiten. Sie lauten

sin(a £ 8) = sinacos £ cosasin (1.1)

cos(a¢ £ 3) = cosacosf Fsinasinf . (1.2)
Aus diesen Formeln gewinnt man die Formeln fiir die doppelten Winkel
sin2¢p = 2sin @ cos (1.3)

und
cos2p = cos? @ —sin® p =1 — 2sin?p =2cos? p — 1 . (1.4)

Aus diesen nun folgen zwei Formeln fiir den Tangens des urspriinglichen
Winkels, ndmlich

sin 2¢p _ 2sinpcosyp  2sinpcosp  singpcosg
1+cos2p 14+ (1—2sin?¢p) 2—2sin?¢  cos?yp
= Y = tan ¢ (1.5)
COS

und (man lese beide Formelketten zum Beweis auch von rechts nach links)

1 —.COSQQO _1- (‘1 — sin? @) _ ?SiHZQO _ sing “tang . (1.6)
sin 2¢ 2sin ¢ cos 2sinpcosp  cos

Analog lassen sich die Winkelfunktionen des doppelten Winkels durch den
Tangens des urspriinglichen Winkels ausdriicken, also

2tanc§ _ QSi.n;p/cosgp _ 2sin<pco'sg20 ~ sin2y (1.7)
1+tan®p 1+sin®¢/cos?¢  cos? g+ sin® ¢
und (wieder auch von rechts nach links zu lesen)
1 —tanzgo 1 —s%nigo/cos%o _ cos%o—s%nch Cos2p . (18)
1+tan®e 1+sin*p/cos?¢  cos? @+ sin® ¢
Setzt man nun ¢ =: § und t := tan g, so lauten die eben erhaltenen
Gleichungen
_ sin o _ 1—‘cosoz (1.9)
1+ cosa sin
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sin(2atan(t))=2t/(1+t"2)
cos(2atan(t))=(1-t"2)/(1+t"2)
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Abbildung 1.1: Die Funktionen sina = ﬁ und cosa = ﬁ—g als Funk-
tion des Tangens des halben Winkels. Der Definitionsbe-
reich a € (—m,7) wird abgebildet auf ¢t € (—o0,00). Ge-

nauer bekommt man fiir jeden Vollwinkelbereich a # nm,

wobei n eine ganze Zahl ist, wieder den gesamten Bereich
fiir t. Der Wertebereich bleibt natiirlich ungeédndert.

sowie
2t 1—¢2
sino = m und COSx = m . (110)

Die Graphen dieser Funktionen sind in Fig. [ dargestellt.

Die Quadrate der Winkelfunktionen lassen sich ineinander umrechnen.
Mit den Abkiirzungen s := sin (

%) und c := cos (§) hat man zusétzlich
2 2/ 9 2
sin (O‘> s s/e ¢ (1.11)
2 2+ $2/24+1 1442
und
2 2 42
€08 (2) y 1412 14+1¢2 14 ¢2 (1.12)

Bemerkenswerterweise haben diese Ausdriicke denselben Nenner wie die
aus ([CIM).

10



1.2 FEin Dreieck als Merkregel

1.2 Ein Dreieck als Merkregel

In Abb. I2 ist ein rechtwinkliges Dreieck abgebildet, denn: wie man un-
schwer nachrechnet gilt der Satz des PYTHAGORAS

(1—t2 4+ 202 =122+t + 4t =14 262 +t* = (1 + 1?)?

Die Winkelfunktionen an diesem Dreieck ergeben sich damit aus den

1+ ¢2

Abbildung 1.2: Die Merkregel zur Halbwinkelsubstitution.

Definitionen

Gegenkathete 2t

Si = = 1.13

sma Hypothenuse 1+ ¢2 (1.13)
Ankathet 1—¢?

cosa = HRatiere (1.14)
Hypothenuse 1 + t2
G kathet 2t

tana = —oeClIAICE (1.15)

Ankathete 1 — ¢2

Das sind genau die Formeln (IT0), und mit (IZ9) erhdlt man die Bedeu-
tung von t zurtick.

11
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1.3 Geometrische Veranschaulichung

Die Konstruktion der Abb. I3 beginnt mit dem Einheitskreis um den
Ursprung O. Er enthalte die Punkte A = (—1,0), D = (1,0) und den
beliebigen Punkt C.

4, b h a
12
C
F v
‘ 0.8
7{”””””””” 7777777;‘7 77777777777777777777777777 ‘G’ go ””””
0.6
B
a/2
4
0.2
e /2 0 8 E. 90" \|D
7AA 08 06 -04 -020/0 02 04 o 08 1
4 -0.21

Abbildung 1.3: Die Visualisierung der Halbwinkelsubstitution. Weitere
Einzelheiten im Text des Abschnittes 3.

Ergiinzt man A(AOC) mit den Seiten AO = 1 = OC um den Punkt
F zur Raute (gestrichelte Linien), so ist die Strecke AC ihre Winkelhal-
bierende. Daher ist Z(OAC) = Z(EOC)/2.
N(OEC): Wegen OC = 1 ist EC = sina und OF = cos a.
A(AOB): Wegen AO =1 ist t := OB = tan /2.
A(AEC):
EC EC sin «
tana/2 = =— = ————— =
AE A0+ OF 1+cosa
A(CED): Da Z(ACD) und Z(CEA) beides rechte Winkel sind, ist auch
Z(ECD) = Z(FAC) = tan /2 und es gilt

ﬁ_@—ﬁ_ 1 —cosa

tana/2 = — i
EC EC sin av

Damit sind die Formeln (I9) veranschaulicht.

12



1.4 Ein Ausflug ins Komplexe

A(AOB): Da Z(BOA) ein rechter Winkel ist gilt AB = /1 + 2. Qua-

drieren der Definitionsgleichungen liefert dann

t2 1
SinQ <Z> = m und COS2 (g) = m . (116)

Damit sind auch die Formeln (ITT) und(IZT2) anschaulich.

1.4 Ein Ausflug ins Komplexe

Natiirlich hétte man statt der elementaren Uberlegungen am Anfang die
Additionstheoreme auch mit der EULERschen Formel

€'Y =cosp+ising

herleiten kénnen. Durch Vergleich von Real- und Imaginéarteil erhélt man

1y, , 1, . )
1 = P _ TP — 10 —ip
sin g = o (e e ) und cos 5 (e +e ) . (1.17)
Vergleicht man das mit den Definitionen fiir die hyperbolischen Funktio-
nen
. 1 _ 1 _
sinh p = 5(65"—6 #) und coshp = i(eg"—i-e L (1.18)

so erhélt man sofort

sinhip = 3 <e“" — e*“”> = Zﬂ (e“" — e*w) =isingp (1.19)
und )
coship = B (ew + e_w) =cosp . (1.20)

Folglich gilt auch tanhip = i tan . Daher gelten analog zu den Formeln
(™) unter Einfiihrung der Drehung x := ip und

h = tanh(2) = tanh(.2) = itan(%2) = it (1.21)
2 2 2
die Gleichungen
2t 2h
sinhxzsinhigpzisincp:i1+t2 =172 (1.22)

13



1 Einleitung

und ) )
1—t 1+h
coshx = coshiy = cosp = i 1i_h2 . (1.23)
Diese neue Substitution des halben Arguments (,,Winkel“ wére hier unan-
gebracht) algebraisiert also rationale Funktionen der hyperbolischen Funk-
tionen. Der Wertebereich des hyperbolischen Tangens h, also der Defini-
tionsbereich des hyperbolischen Arkustangens, liegt im Bereich (—1,1).
In Computeralgebra, hier Mathematica, kann diese Substitution etwa
realisiert werden durch

Simplify[TrigExpand[Sinh[x] /. x -> 2ArcTanh[h]]]
Simplify[TrigExpand[Cosh[x] /. x -> 2ArcTanh[h]]]

wobei fiir sinhz oder coshx die zu vereinfachende rationale Funktion
einzusetzen ist.
Setzt man F := €”, so gilt wegen

b= tanh & sinh ei—e‘i:ex—le—l (1.24)
2 coshg e2+4+e2 e+1 E+1
Diese Funktion h(E) ist invertierbar zu E(h), und man erhélt
1+h
E=—— . 1.25
T 7 (1.25)

Schneller sieht man das ein mit

l—hz—i_l—h2

(1+h)?*  1+4h
(1-h)(1+h) 1-h

2
exp(z) = cosh(z)+ sinh(z) = <1+h 2h )

Die Substitution rationalisiert also gleichzeitig auch Exponentialterme des
urspriinglichen Arguments. Das tut F selbst zwar auch schon, aber diese
beiden Substitutionen werden bei Problemen an der Grenze der Behan-
delbarkeit ein unterschiedliches Verhalten zeigen. Die Funktion (ICZH) ist
eine spezielle MOBIUS-Transformation der komplexen Ebene.

In Computeralgebra, hier wieder Mathematica, wird die Substitution
durch die Befehlskette

Simplify[TrigExpand [ExpToTrig[Exp[2 ArcTanh[h]]]]]

14



1.4 Ein Ausflug ins Komplexe
sinh(2atanh(h))=2h/(1-h"2)

cosh(2atanh(h))=(1+h"2)/(1-h"2)

exp(2arctanh(h)=(1+h)/(1-h)

\ 10k .
“ :
| H
\ ;
\ ;
’
\\ 5L ‘/
\\ [ ""
‘\ [ . “!l
~~-----_'..'.1'---—--.':'_':--——"
fmmemmmma= ammmmmmmmmmm===" 1 -
e g 0.5 1.0

Abbildung 1.4: Die Funktionen sinhx = % und coshz =
expr = Lth

ifzz sowie
1— als Funktion des Tangenshyperbolikus des
halben Arguments.

vollzogen.

Die Graphen dieser neuen Funktionen sind in Fig. I dargestellt.

Die Formel (I"23) korrespondiert mit der logarithmischen Darstellung
des hyperbolischen Arkustangens, denn es ist

z 1 1. 1+4+h
arctanh h = 5 = ilnE = anm . (126)

Eine weitere Besonderheit ergibt sich bei Anwesenheit zweier oder meh-
rerer Exponentialfunktionen. Etwa aus

zty z—y _z—y zty .
et —e¥=e2 (62 —e 2 )262 2sinh

r—y (1.27)

liest man ab, dass auch die halben Summen und Differenzen der Expo-
nenten geeignete Kandidaten fiir die obige Substitution sind.

15



1 Einleitung

1.5 Etwas Computeralgebra

Computeralgebra-Systeme (CAS) sind Programme zur automatisierten
symbolischen Manipulation algebraischer Ausdriicke. Sie sind besonders
vorteilhaft bei langen Ausdriicken, die per Hand zu mithsam zu bearbeiten
sind.

In diesem Abschnitt sollen die elementaren Substitutionen fiir verschie-
dene Computeralgebra-Systeme vorgestellt werden. Generell werden die
Ausdriicke erst expandiert und dann wieder vereinfacht.

Bis auf das kommerzielle Mathematica sind die vorgestellten CAS alle
frei erhaltlich.

1.5.1 Mathematica

Mit der Funktion

HWS[arg_, von_, nach_] :=
Simplify[TrigExpand[arg /. von -> 2 ArcTan[nach]]]

bekommt man die Funktionen sin, cos, tan und ihre Quadrate algebrai-
siert. Etwas schwerer ist das bei den hyperbolischen Funktionen. Hier hilft
die Funktion

HES[arg_, von_, nach_] :=
Simplify[TrigExpand [ExpToTriglarg
/. von -> 2 ArcTanh[nach]]]]

welche auch die Exponentialfunktionen bearbeiten kann. Im Verlaufe der
verschiedenen Versionen hat sich die brauchbare Befehlsfolge mehrfach
gedndert.

1.5.2 Maxima

Die Funktion

HWS(arg, von, nach):=
ratsimp (trigexpand(subst(2*atan(nach),von, arg)));

algebraisiert alle Winkelfunktionen. Die Befehle kénnen natiirlich auch
interaktiv von innen nach auflen ausgefithrt werden. Ebenso funktioniert

HES(arg, von, nach):=
ratsimp (trigexpand(subst(2*atanh(nach),von, arg)));

16



1.5 Etwas Computeralgebra

fiir die hyperbolischen Funktionen, nicht aber die Exponentialfunktion.
Der Ausdruck e?2t@nhh 1555t sich aber nur handisch vereinfachen.2 Am
einfachsten definiert man

EXP(x) :=cosh(x)+sinh(x);

und arbeitet von Anfang an mit dieser ,neuen* Funktion.

1.5.3 Reduce

Reduce hat die Simplifizierung der Ausdriicke eingebaut, das Verhalten
wird durch voreingestellte Schalter (switches) gesteuert. Die Ausdriicke
haben die Form

sub(a=2*xAtan(t),Sin(a));

und analog fir die hyperbolischen Funktionen. Wieder funktioniert die
Vereinfachung nicht fiir den Exponentialterm. Fordert man

for all x let Exp(x)=Cosh(x)+Sinh(x);
so werden die entstehenden rationalen Ausdriicke auch mit
on factor;

passend gekiirzt.

1.5.4 Axiom
Mit dem Befehl
normalize (exp(2*atanh(h)))
und analog fiir die anderen Substitutionen fiihrt man die Vereinfachung

durch. Damit ist die Handhabung einfacher als in den anderen CAS. Lei-
der ist Axiom nur unter Linux lauffihig.

2Zumindest habe ich es nicht hinbekommen. Fiir Hinweise bin ich dankbar.

17



1 Einleitung

1.6 Kleine Argumente

Es kann mathematisch oder physikalisch sinnvoll sein, kleine Winkel oder
Argumente der Exponentialfunktionen in der Grenze schon an den Sym-
bolen identifizieren zu koénnen.

Die in der Grenze der Identitdt entsprechenden Substitutionen
o= 2arctan(£) =t+0 (tg) und z =2 arctanh(ﬁ) =h+0 (h3)
2 2

sind gegeniiber den urspriinglichen um den Faktor zwei modifiziert. Mit
den Funktionen

HWS2[arg_, von_, nach_] :=

Simplify[TrigExpand[arg /. von -> 2 ArcTan[nach/2]]]
HES2[arg_, von_, nach_] :=

FullSimplify[PowerExpand [TrigToExp[arg /. von ->

2 ArcTanh[nach/2]], von <= 2]]

ergeben sich die folgenden Ersetzungen im Falle der Winkelfunktionen

sin(a) = 4ft2 —t— tj +0 () (1.28)
cos(a) = :iz =1- t; +0 (t4) (1.29)
tan(a) = 1 ittZ =t+ tj +0 (t5) (1.30)
sin?(a/2) = 4ft2 = i +0 (') (1.31)
cos?(a/2) = 4ft2 =1- i +o(t) (1.32)

18



1.6 Kleine Argumente

und im Falle der hyperbolischen Funktionen

24+ h h2

exp(e) = S = 1+h+?+0<h3) (1.33)
exp(—z) = ;;Z —1—h+ h; +0 (1) (1.34)
sinh(z) = 4ﬁ%:h+f+00ﬂ (1.35)
cosh(z) = ji_ ZZ =1+ h; +0 (h4) (1.36)
tanh(z) = ﬁth —h— }f +0(n%) . (1.37)

Diese Formeln haben den Vorteil, dass man bei den Umkehrsubstitutionen
nicht mehr auf die Vorfaktoren aufpassen muss. Auch diese haben nun
zwei Faktoren. Nebenbei haben wir mit Formel (IZ33) gezeigt, dass

2
x = 2 arctanh(h/2) = In (i;)

An den generellen Aussagen dieser Arbeit &ndert sich mit solchen Skalie-
rungen nichts.
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2 Anwendungen in der reinen
Mathematik

2.1 Integration rationaler Funktionen

Zur Integration einer rationalen Funktion F'(«) = R(sin «, cos @) mit den
Winkelfunktionen als Argumenten muss noch das Volumelement da mit-
transformiert werden. Differentiation von o = 2 arctant ergibt

1
doo=2—-—=dt 2.1
=2t (2.1

also erhélt man insgesamt mit (IT0) und (270)

1—t* 2 2
/R(cosa,sina) daz/R( d ! ) dt (2.2)

1+t27 142 ) 1+¢2

wobei die Integration nun auf die einer rationalen Funktion zuriickgefiihrt
ist.

Der Nenner des Differentials wieder derselbe wie in den iibrigen Sub-
stitutionen. Wegen (1) und (ITI2) kénnen auch rationale Funktionen
in den zusiitzlichen Argumenten sin?(a/2) und cos?(a/2) rationalisiert
werden.

Diese Substitution wird auf K. WEIERSTRASS zuriickgefiihrt, und des-
halb wird die Halbwinkelsubstitution im angelsachsischen Raum auch
oft Weierstrass-Substitution genannt. Eine deutlich frithere Quelle fin-
det sich aber bereits bei EULER in ,Institutiionum calculi integralis vo-
lumen primum, 1768, K342, Caput V, paragraph 261“, zu finden bei
http://eulerarchive.maa.org/. Die erste Seite ist in Abb. P71 gezeigt.

Die Methode ist nicht unproblematisch, wie ein Paper von JEFFREY
und RicH [TRY4] zeigt: Schon beispielsweise das Integral

/ 3da 6t ctan(3 tan o)
= = zarcta an —
5—dcosw ) 1oz o IEERT
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2 Anwendungen in der reinen Mathematik

Abbildung 2.1: Das erste Auftreten der Halbwinkelsubstitution bei EU-
LER.

zeigt Unstetigkeiten bei ungeraden Vielfachen von 7, welche durch stufen-
formige Wahl mehrerer Integrationskonstanten beseitigt werden kénnen.

2.2 Pythagoreische Zahlentripel

Man betrachte noch einmal die Abb. I=3. Die Lénge t auf der y-Achse sei
rational, d.h.

t="L
q

mit p, g teilerfremd und p < ¢. Dann folgt umgehend, dass der zugehorige
Punkt C auf dem Einheitskreis rationale Koordinaten (x,y) hat, denn es
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2.3 Kosinussatz und Halbwinkelsatz

gilt
2t 28 2
x:singpzl+t2: 1 __ = Qti (2.3)
P q p
1+ (3)
und
2
-2 1-(8) p2_p
y:COSSO:l_’_tQ: » 2:q2+p2 (24)
t+(5)
Ferner gilt fiir die Z&hler der eben gewonnenen Ausdriicke
2
(-12) + @0 = ¢' =20 +q" + 47 = g" +2¢°p* + ¢’
2
= (#+97)
und daher ist das Tripel
a = 2pq (2.5)
h = q2 _ p2
c = ¢+p

immer eine ganzzahlige Lésung der Gleichung a? + b = 2. Umgekehrt
gehort zu jedem solchen Pythagoreischen Zahlentripel nach Normieren auf
die Hypothenuse c ein rationaler Punkt (z,y) mit £ = a/c und y = b/c
auf dem Einheitskreis.

Da es abzdhlbar unendlich viele Quotienten ¢ = p/q gibt, gibt es auch
abzdhlbar unendlich viele rationale Punkte auf dem Einheitskreis sowie
Pythagoreische Zahlentripel.

2.3 Kosinussatz und Halbwinkelsatz

Gegeben sei ein Dreieck in Einheitsdarstellung, vgl. Abb. P22

Ziel ist es, den Kosinussatz ¢? = a?4b?—2ab cos v durch den Halbwinkel
auszudriicken. Dazu 16st man die Beziehung aus Gleichung (I10) fiir den
Kosinus nach dem Halbtangens auf. Mit den Abkiirzungen g := cos-y und
t := tan(~y/2) formt man
1
S 14 ¢2

g
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2 Anwendungen in der reinen Mathematik

Abbildung 2.2: Das Einheitsdreieck mit den Standardbeschriftungen.

mittels g(1 +t?) =1 — > um zu t*(g + 1) = 1 — g und 16st dann nach ¢
auf

p-1-
1+g + g
Setzt man nun darin nun den nach g = cos~y aufgeldsten Kosinussatz
B a?+b% —c?
9= 2ab

ein, so erhélt man mit

2,12 2
1_a+b—c 2ab — 2 b2_ 2
tanQ(fy/Q) = 22a2b 2 — ? (a2+ B CQ)
1+ 8= 2ab + (a® + b — ¢?)
2 (2
_ ¢ fleZb) (2.8)
(a+0)2—c?

den gewiinschten Kosinussatz in Halbwinkelformulierung. Dies ist der sog.
Halbwinkelsatz: Mit S := (a + b+ ¢)/2 lautet er in der Lehrbuchnotation

_ (8-a)(5-0)
tan?(y/2) = T SG-0 (2.9)
(25 —-2a)(25—-2b) (b+c—a)(a+c—D)
25(25 — ¢) ~(a+b+e)at+b—rc)
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2.4 Hohere Vielfache

In beiden Notationen ist der Ausdruck auf der rechten Seite gleich.

2.4 Hohere Vielfache

Die Vielfachen der Winkelfunktionen sin und cos lassen sich wegen der
Formel von MOIVRE (vgl. Abschnitt 2271) durch eine Summe von Poten-
zen in genau diesen Winkelfunktionen darstellen. Daher wirkt die Halb-
winkelsubstitution auch auf ganzzahlige Vielfache in den Argumenten der
Winkelfunktionen. Unter Benutzung von Mathematica mit der Substitu-
tion

Simplify[TrigExpand[Sin[n x] /. x -> 2ArcTan[t]]]

und analog fiir den Kosinus ergibt sich

n sin(na) cos(na)
1 2t 1-¢2
1+¢2 1+¢2
(1+62)? (1+62)?
3 6t—20t3+6t5 1-15t2415¢4—¢6 (2.10)
(1+62)° (1+62)°
4 —8t(—1+7t2—7t4+t6) 1728t2+70t4728t6+t8
(1+e2)" (1+e2)"
5 2t(5—60t2+126t4—60t6+5t8) 1745t2+210t47210t6+45t87t10
(1+t2)° (1+t2)°
Ferner zeigen die Formeln durch den Ubergang na =: ¢, dass mit den

Substitutionen #4 := tan(¥), t¢ := tan(%) usw. analoge Rationalisierun-
gen der Winkelfunktionen in ¢ méglich sind.

Mit den komplexen Methoden des folgenden Abschnittes kann man
geschlossene Ausdriicke fiir die Koeffizienten angeben:

sin(na) = 1”_1< 2n >(—1)jt2j+1 (2.11)

A+ g \25+1
cos(na) m jzo (Z?) (—1)7¢% . (2.12)
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2 Anwendungen in der reinen Mathematik

2.4.1 Die Koeffizienten der hoheren Vielfachen
Im Komplexen gilt fiir die hoheren Vielfache die Formel von MOIVRE

cos(na) + isin(na) = exp(ina) = exp(ia)” = (cos(a) + isin(a))"”

(2.13)
welche vermége der Halbwinkelsubstitution (ICI0) tibergeht in
12 2t \"
cos(na) + isin(na) = (1 P + il n t2> (2.14)
1 9 o \T
1 N9
= ———— (1+a)™" . 2.16
T i (2.16)
Mit dem Binomischen Satz erhélt man weiter
(na) +isin(no) L (Mar e
n isin = — i .
cos(na sin(na ey 2k

1 & (20,
- 7(1%2)”,;) L G@)"* ,  (2.18)

die Summe bricht also ab. Nun spaltet man die Summanden in gerade
und ungerade Indizes auf und erhélt

cos(na) + isin(na

s (2”><'t>2f+n§< o )(it)?ﬂ‘“
= T o . 1 .
(1+2)m = \2 S\t
T O R 19
— i2) t2] + Z'2]+1 t2]+1
(1+2)n ;(2;’)1 Z\2j+1

- aoE _i (2”> <—1>J‘t2ﬂ'+nf( o )z‘(—l)jt?ﬂ‘“]
N O e A S \2+1

Vergleich von Real- und Imaginérteil liefert nun die Formeln (2Z11) und
Ohne den Durchgang durchs Komplexe beweist man ebenso, dass

cosh(nz) + sinh(nz) = exp(nz) = exp(z)" = (coshz 4 sinhz)" |
(2.19)
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2.5 Die Einheitswurzeln

was vermoge der neuen Substitutionen (I"22) und (I=23) iibergeht in

- 1+h*  2n \"
cosh(nx) + sinh(nz) = (1 2 + T h2> (2.20)
_ 1 2n
= A= (1+h) . (2.21)

Wieder mit dem Binomischen Satz erhilt man die endliche Summe
1 2 (o

Nun teilt man die linken und rechten Seiten in gerade und ungerade
Funktionen von h auf und erhélt schliellich

_ 1 “(2n) o
cosh(n2arctanh(h)) = 1= ) ,;:0 <2k> h (2.23)
1 = 2
. _ 2k+1
sinh(n 2arctanh(h)) = A= + 2 <2kz N 1) h . (2.24)

Mit den vierteln, achteln usw. Argumenten rationalisiert man auch hier
wieder die Funktionen.

2.5 Die Einheitswurzeln

In diesem Abschnitt soll eine Antwort versucht werden auf die Frage,
warum bestimmte Werte von Winkelfunktionen besonders ,einfach* sind.
Beispielsweise ist

(17 = 1243

12 22
Zur Erinnerung sei erwahnt, dass man mit dem Hohensatz die Wurzel
einer beliebigen Zahl x ziehen kann. In den Standardbezeichnungen, vgl.
wieder Abb. 32, gilt h? = pg, man wihlt also p = = und ¢ = 1. Indem
man analog eine der beteiligten Strecken an den Strahlensdtzen geschickt
zu 1 wahlt, gelingt die Multiplikation oder Division beliebiger Zahlen
mit geometrischen Methoden. Damit ist eine Zahl mit Zirkel und Line-
al konstruierbar, wenn sie aus ganzen Zahlen und deren Wurzeln sowie
Produkten und Quotienten davon besteht.
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2 Anwendungen in der reinen Mathematik

Die n-ten Einheitswurzeln sind die komplexen Lésungen von 2" = 1,
also mit ¢, := exp <2m> die Zahlen (,,(2,¢3,...¢" = 1. Geometrisch

n
bilden diese ein regelméfiges n-Eck mit dem Einheitskreis als Umkreis
und einer Ecke auf der reellen 1.
Gegeben sei ein regelméfliiges n-Eck auf dem Einheitskreis mit dem

Punkt (1,0) als einer Ecke, vgl. Abb. 223.

Abbildung 2.3: Die fiinften Einheitswurzeln. Sei o« = % der Innenwinkel
des regelméfigen n-Ecks. Hat die Strecke s = sin § eine
mit Zirkel und Lineal konstruierbare Lange, so ist genau
dann das regelméfige n-Eck mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar. Denn: Schlage einen Kreis k£ mit Radius s um
B und konstruiere die Tangente von A an k. Die Strecke
s steht senkrecht auf dieser Tangente. Verdoppele s und

wiederhole die gesamte Konstruktion um den Punkt B’.

Dann sind alle Ecken gegeben durch die Winkel o = 27" und die
Koordinaten (cos 27", sin277%) mit m < n ganze Zahlen. Insbesondere
folgt

sin <n%> =sinmm =0 (2.25)

Gesucht sind damit die Nullstellen einer Tabelle analog zum Kapitel 2.
Wir erhalten die ersten Glieder zu
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2.5 Die Einheitswurzeln

Aﬁ\itvm\,w\ﬁ\&\wm\/\Qém\w%\/+gw+§ g\ —LIpe—VENMNFLIA+GT T -8 w

SIUqo8I WP I
[[[LT/Td z]utg]puedxquotioung]LzrTdutg

UOI[Z)BSNZ YU ISTH "SUSSLIQN WLIO U9SIQO Iop Ul RIgoS[eIojnduwio)) oIp )8esIoA LT = U [[B] UIYORUDS
juouriord SSNVE) UOA WOp g ",08] = © OS[e Sue) = 00 = ) NZ PULILIPUOdSOLIOY NZUN USYOIPUSL()
W S[OIS[[NN QUID [OOU USFUNSQOTT USUSPUNJOS vIQeS[eIoINdWO)) Iop UOA USP NZ JWWON U USSI[URZPRIOS Tog

[4 ¢ |n _ ¢ _ |n [4 |nRAK|F [4 [4 _ @AHA—VN&V _
ﬁoo ITARNSTARNEE A S TAA S 745 A A | W (€= g#9G+ 2861 — #1861+ g#GG— o17€ ) 17 ¢l
A8hm\,m+m\/ "M\/NL&\T“@\,NLLV m\/ﬁ@\,fév m\f
¢ _ ¢ _ ¢ _ q ¢ _ S /N _« m:LTva
A m\/ e m\/ @\/m mv H\/ @\/m mv H\/ ow (1+2#(z—¢#)9) (2901 42)22 01
4 4 _ ¢ _ 3 _ _ ¢ 4 [ AHITN&V _
ﬁoo GPHT AT T N T2 T0 W Qmﬁmﬁﬁv@%w 8
¢ ¢ BIAR AN T+z2
ﬁoo VAN VAR S 1 @WS%% 9
¢ ¢ _ ¢ _ _ N\m:+mwv
AM\/N.Tm\/ M\,N.Tm\/ jyALe m\/ g/ e m\/ 0 ?tm%oﬁ\tvw g
(0 Cq b 1+21) i
{oo'T'0' T} ‘Aﬂmv@v 14
¢ e z/¢ I+z? .
AM\/ e/ & (e—g1)? £
7 UI UO[EIS[[MN (Su) us u




2 Anwendungen in der reinen Mathematik

Daher sind die Winkelfunktionen der Einheitswurzeln Nullstellen von
Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten. Solche Zahlen nennt man al-
gebraisch. Die bekannten mit Zirkel und Lineal konstruierbaren n-FEcke
kleiner als 20 sind: 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, und 20. Genauer diirfen
in der Primzahlzerlegung von n nur die Zahlen 2, 3, 5, 17, 257 und 65537
vorkommen, aufler der 2 alles FERMATsche Primzahlen.

2.6 Eine stereografische Projektion

Die Abbildung =3 stellt eine zweidimensionale stereografische Projektion
dar, welche den reellen Zahlenstrahl auf den Einheitskreis abbildet. Dazu
dreht man sie um 90° und erhélt die Abb. 2.

P = (sina, —cos )

Abbildung 2.4: Die Halbwinkelsubstitution als stereografische Projektion.

Ein Punkt P des Einheitskreises um den Ursprung wird vom Nordpol
N des Kreises entlang der Gerade NP auf den Punkt P’ der x-Achse
abgebildet. Die Linge der Strecke OP’ ist dann gleich tan 5. Der Nord-
pol selbst entspricht dann dem unendlich fernen Punkt. Daher ist die
Kenntnis der Koordinaten des Einheitskreises, also die von sin a und cos «a,
gleichwertig mit der Kenntnis von ¢ = tan 5.
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2.7 Inversion von Polarkoordinaten

2.6.1 In drei Dimensionen

Die eigentliche stereografische Projektion bildet die komplexe Zahlenebe-
ne auf die Einheitskugel ab. Die Projektionsebene steht dabei senkrecht
auf der Nord-Siid-Achse der Kugel. Gegeben sei die Kugel k = (x,y,2)"
um den Ursprung mit der Gleichung 2 + y? 4 22 = R%. Der Nordpol der
Kugel n = (0,0, R)T sowie die aufeinander abzubildenden Punkte k der
Kugel und p = (£,71,a)” der Ebene liegen dabei auf einer Geraden. Die
Abbildungsgleichungen erhélt man als Losung von p = n— A(n — k) nach
(&,m, ). Sie lauten nach Einsetzen von A

(R—a)a (R—a)y
— d = 2.26
(="p— wd n="p— (2.26)
Die inversen Gleichungen lauten unter Benutzung der Kugelgleichung
2(6R(R — a)
= 2.27
T R-atp e (2.27)
2nR(R — a)
= 2.28
S ) PRy (2.28)
(P _ )2 2, ¢2

(R=aP 7 +€

Verlauft die Projektionsebene durch den Kugelmittelpunkt, so ist a = 0.
Ist der Siidpol Element der Ebene, so ist a = —R.

2.7 Inversion von Polarkoordinaten

Gegeben seien nun ebene Polarkoordinaten, also z(r,a) = rcosa und
y(r,a) = rsina. Gesucht sind nun die Umkehrtransformationen r(z,y)
und «a(z,y).

In nahezu sdmtlichen Formelsammlungen findet man dazu die Formeln

r=y/z2+y?> und o= arctan% : (2.30)

Diese Formel liefert aber nur im Bereich a € (—m/2,7/2) Werte, so dass
mit r > 0 nur die rechte Halbebene erfasst wird.
Dieses Problem verschwindet, wenn man den halben Winkel verwendet.
Die Formeln (IT9) liefern sofort mit » = /a2 + y? erweitert
sin o 7 sin o

t = tan(=) = -

= — Y (2.31)
2 1+ cosao r -+ 7rcosuo ,/g;2+y2+37
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2 Anwendungen in der reinen Mathematik

oder

tztan(g)zl—'cosazr—r'cosaz\/:U2+y2—x . (2.32)
2 sin « rsin o Y

Die letzte Formel ist undefiniert fiir y = 0, also auf der x-Achse. Daher
wird die erste verwendet, welche nur auf der negativen x-Achse Schwierig-
keiten macht, entsprechend o = . Diese Formel (2231) ist in diversen
Programmiersprachen als ATAN2 als Funktion zweier Argumente imple-
mentiert. In Abb. 273 ist eine solche Implementation in Mathematica ge-
zeigt.

Abbildung 2.5: Der Arcustangens von einem arctan(y/x) (2230) und zwei
Argumenten arctan(z,y) (2231) in Mathematica. In man-
chen Programmiersprachen ist die Reihenfolge der Argu-
mente vertauscht.

2.8 Inversion von Kugelkoordinaten

Gegeben seien Kugelkoordinaten, also

x = 1 cos(a) sin(f)
y = rsin(«) sin(f)
= r cos(f)

Die Substitution a = tan(§) und ¢t = tan(g).
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2.9 FEine Verallgemeinerung auf zwei Argumente

xr = Simplify[TrigExpand[x /. {\[Alpha] -> 2ArcTanla],
\[Theta] -> 2ArcTan[t]}]]

yr = Simplify[TrigExpand[y /. {\[Alpha] -> 2ArcTan[a],
\[Theta] -> 2ArcTan[t]}]]

zr = Simplify[TrigExpand[z /. {\[Alphal] -> 2ArcTan[a],

\ [Theta] -> 2ArcTan[t]}]]

fihrt auf die rationalen Funktionen

 =2(=14d?) rt
T Ut a?) (1)
_ dart
T e Q)
_ r—rit
SO D

Das Gleichungssystem

Simplify[Solve[{xr == X, yr == Y, zr == Z,
r/2 == X"2 + Y72 + 272}, {a, t}]]

hat schlielich die beiden Lésungen

~(XVXTEY?) £ (r+2) V2R - X2 Y7 = 2r Z
Y VXZHY?
i\/2702—)(2—1/2—%2
VX24Y?

(2.33)

(2.34)

2.9 Eine Verallgemeinerung auf zwei Argumente

Das Additionstheorem des Tangens zweier Argumente kann aus denen fiir
den Sinus (IT) und den Kosinus (IZ2) hergeleitet werden. Es lautet

tan o & tan 3
t +pf)=—-—""-—"—"--— 2.
anfa £ ) 1 Ftanatan g (2.35)

also mit den Abkiirzungen t := tan a/2 und w := tan /2 fiir den halben

Winkel p
a* t+u
t = . 2.36
an ( 2 ) 1Ftu ( )
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2 Anwendungen in der reinen Mathematik

Damit soll nun gezeigt werden, dass gilt

(aiﬁ) sin « + sin cosa — cos f3
tan = = —

= =—_——- " 2.37
2 cos o + cos (3 sin o — sin 8 ( )

Die beiden rechten Seiten verifiziert man durch Einsetzen der Halbwin-
kelsubstitution. Fiir den ersten Term gilt

sina +sinf 1_%;2 + 13;2 B 2t(1 + u?) + 2u(1 + 2)
cosa+cosf L—rg + };Zi (1 —=2)(1+u?) + (1 —u2)(1 +12)

Nach Ausmultiplizieren heben sich einige Terme weg, und es bleibt {ibrig

(7_2(t+u+tu2+ut2) Cu(l4ut) (1 4ut)  utt
T 21 —w??) T (I—w)(l+wt) 1—wut

letzteres nach Kiirzen von (1 + ut). Fiir den zweiten Term gilt

42 02
cosa —cosff %—ﬁ =)+ u?) - (1 —u?)(1+¢?)
sina —sin 8 Ty — Ty B 2t(1 + u?) — 2u(1 + t2)

Wieder heben sich nach Ausmultiplizieren einige Terme weg, und man
erhalt
2(u? — t?) L (u=t(utt)  utt

%:_2(t+tu2—u—ut2) - (t—u)(1—ut) 1—wut ’

diesmal nach Kiirzen von (u — t).
Damit sind die Formeln (237) bewiesen. Man erhélt aus ihnen als
Spezialfille fiir « = 0 oder = 0 die Formeln (I9) zurtck.

2.10 Die erste Eisenstein-Funktion

Nun soll eine weitere Methode gezeigt werden, mit der die Trigonometri-
schen Funktionen aus dem Halbtangens hergeleitet werden koénnen. Ich
folge hier teilweise [Rem92], Kap 11 §4*.

Betrachtet man den Kehrwert des Sinus, so hat auch dieser mit (M)
eine rationale Gestalt, und zwar

1 1(1+¢2 1/1 1 z z
= — | == - t)] =— t— 4+t — . 2.
Sin 2 2( ; ) 2<t+> 2<co2+ an2> (2.38)
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2.10 Die erste Eisenstein-Funktion

Durch Hinzunahme des Kehrwertes kann man die quadratischen Terme
vermeiden. Ferner kann man die Argumente translatieren, und erhélt

1 1 z z+m
== Z_ . 2.
s = 3 (cot 5 cot 5 ) (2.39)

Damit ist der Cosecans, also der Kehrwert des Sinus, auf eine Summe
mit Summanden aus einer einzigen periodische Funktion mit geeignet
verschobenen Argumenten zuriickgefithrt. Die erste EISENSTEIN-Funktion
ist nun genau

€1(z) :=mcot(mz) (2.40)

sinz:rz) B % {61 <;> A (z —; 1)] (2.41)

als Definition des Sinus auffassen. Wegen cos(mz) = sin(n(z + 1/2)) hat
man dann ebenso

cos7(T7rz) :% {61 (222— 1) - <2ZI3>} : (2.42)

Natiirlich kann man wieder die Exponentialfunktion im Komplexen durch
den Halbtangens ausdriicken. Fiir n = 1 erhélt man aus (218) die Glei-
chung

und man kann

L . A+ (A+a)? 14t
exp(ia) = cos(a)+isin(a) = 2 Aramd—i) 1t
1—1
= . 2.43
i+t (2.43)

Mit der Substitution o = 27wz erhdlt man wegen t(a) = m/€1(z) in den
Termen der ersten EISENSTEIN-Funktion

144t . 61(Z)+7Ti
1—it  e(2) —mi

exp(2miz) = exp(ia) = (2.44)

Der tiefere Grund fiir das Funktionieren der Halbwinkelsubstitution liegt
also tatséchlich in der Funktionentheorie begriindet.
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2 Anwendungen in der reinen Mathematik

2.11 Eine Differentialgleichung vom Riccati-Typ

Die Ableitung von t = tan(a/2) nach dem Argument « ist, mit den
Abkiirzungen s, := sin(a/2) und ¢y := cos(a/2)

s\’ sheo — sock 12452 1
t/:(2>:22222:222:(1+t2)

Diese Gleichung kann als Differentialgleichung

t’:%(1+t2)

verstanden werden. Durch Trennung der Verdnderlichen erhélt man

/1+t2 /da ’

also 2arctant = o — ap und damit ¢ = tan (¢5*2). Wahlt man ay =
a1 + 7, so ist auch t = —cot (95*) Lésung der DGL. Im Komplexen
kommen noch die trivialen Losungen ¢ = =4¢ hinzu, welche aber wegen
arctan(+i) = +ioco im Reellen keine Bedeutung besitzen.

Die betrachtete DGL ist gleichzeitig ein Sonderfall der (im Allgemeinen
nicht geschlossen 16sbaren) RiccaTischen DGL

t' 4+ g(a)t + h(a)t? = k(a)

so dass das Auftauchen solcher Typen von DGLn bei Problemen vermutet
werden darf, welche mit der Halbwinkelsubstitution vereinfacht beschrie-
ben werden konnen.

Die Transformation

u = exp/h(a)t(a)da

iiberfithrt diese Gleichung in eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung, denn es gilt (vgl. [Wal9(])

h/
u”—i—u’(g—h) — ukh = uh(ht®* +t + gt — k) =0

Diese kann ihrerseits wieder durch Einfiihrung von v = v als System zwei-
er linearer Differentialgleichungen erster Ordnung in « und v geschrieben
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2.11 Eine Differentialgleichung vom Riccati-Typ

werden. In unserem Beispiel gilt h = —1/2,k = 1/2 und g = 0, womit
u = cos(a/2) der DGL u” + u/4 = 0 geniigt.
Wir beschreiben eine Drehung mit der linearen Differentialgleichung
x'(t) p(t) x(t)
vy | =1 a@t) | x| v@) (2.45)
/(1) r(t) z(t)

welche in Komponenten lautet

¥ = Yy —qz (2.46)
Yy = —rz +pz (2.47)
7 = qr—py . (2.48)

Zur Losung dieses Systems von DGLn schaut man natiirlich in den Kam-
KE [Kam77] und wird unter der Nummer 8.50 findig. Aus der Antisym-
metrie des Kreuzproduktes folgt

xr' +yy +27 =0
also ist

2+ y2 + 2% = const
Wegen der Linearitdt der Differentialgleichung gehen die Losungen zu
verschiedenen Konstanten aus der von

2y + 22 =1 (2.49)

durch Skalierung hervor. Wir beschrdnken uns daher im Folgenden auf
diesen Fall.

Nun benutzen wir die komplexen Substitutionen von DARBOUX [[Dar14|
(S. 27-31)

r+iy 1+z

= = 2.50
¢ 1—2z T — 1y ( )
1 —1 1
N et (2.51)
7 1—-2 T +y
mit den Umkehrungen
1-¢&n
r = 2.52
- (2.52)
1+&n
- (2.53)
§+n
z = ) 2.54
s (2.54)
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2 Anwendungen in der reinen Mathematik

Die Verwandtschaft mit der raumlichen stereografischen Projektion (2=28)
ist unverkennbar. Diese Umkehrungen und ihre Ableitungen setzen wir
nun in die Gleichungen (228) bis (248) ein. Anschliefend bringen wir
diese Ausdriicke auf die Form (x) = 0. Die so erhaltenen Gleichungen
sollen mit (x), (y) und (z) bezeichnet werden. Die Linearkombination
(2) — &((z) + i(y)) fithrt nach Kiirzen von £ — n auf die RiccATische
Differentialgleichung

- _2”” —ire+ ‘”szé , (2.55)

gl

und die Linearkombination (z) — n((x) + i(y)) fihrt wieder nach Kiirzen
von ¢ — n auf dieselbe Diffentialgleichung in 7.
In Mathematica gelingt beides problemlos mit

FullSimplify[Reduce[DGK, {\[Xil’[t], \[Etal’[t]}]] ,

wobei DGK das substituierte System der Differentialgleichungen ist. Diese
Reduktion kann auch auf die inhomogene Verallgemeinerung

x u(t)
y) | =1 q@) | x| yit) | + v((t)) (2.56)
z w(t

der urspriinglichen DGL (243) erfolgreich angewandt werden. Man erhélt
fiir ¢ die DGL
1

€ = 3a—ip— (utiv) ~ Elir +w) + 3 (g +ip+ (u— iv))

und fiir o’

W = 5~ ip+ (-t iv)) — nGir —w) + goP(a+ip — (u— iv))
Nach der obigen Rechnung ist das abermalige Auftreten einer RICCATI-
DGL mit Zusatztermen wenig {iberraschend.

In der Kinematik ist das beispielsweise der Fall bei den Hiillfldchen
bei H. R. MULLER [Miila9], dort findet sich auch eine geometrische In-
terpretation der Abbildungsgleichungen. Die erste Erwahnung eines ver-
gleichbaren Zusammenhanges im Rahmen der NMR stammt von SILVER
[SIHR4] man vergleiche auch SIMINOVITCH [SHY7] und die darin genann-
ten Quellen.
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3 Drehungen und Kinematik

3.1 Ebene Drehungen

Die Matrix R einer ebenen Drehung um den Winkel « ist in kartesischen
Koordinaten gegeben durch

R_(cos& —sina) . (3.1)

sina  cosa

Durch die Gleichungen (II0) gewinnt sie die Darstellung

1 1—t2 -2t
R_1+t2< 2t 1—t2> ' (3:2)
Damit ist eine Drehmatrix durch rationale Funktionen des Tangens des
halben Winkels dargestellt.

3.1.1 Riickgewinnung des Parameters

Gegeben sei nun eine beliebige Drehmatrix R, etwa aus einer Messung
von Bahnen abgeleitet. Gesucht ist der zugehorige Parameter ¢(R).

Der antisymmetrische Anteil von R ist R := %(R — R"). Er besteht
aus der einzigen Komponente

1 2t
5 (a1 = Fag) = o~ =5 (3.3)
Ferner ist die Spur eine Invariante. Es gilt
1 1t
—SpR=——>-=C . 3.4
2 P T T (3.4)

Das Problem der Bestimmung von ¢ aus S und C' ist dquivalent zur In-
version von Polarkoordinaten aus Abschnitt 224 mit » = 1. Es gilt also

. S _ S :%(R21—R12):Rz1—312
V21 C2+C 1+C 1+ 1SpR 2+ SpR

(3.5)
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3 Drehungen und Kinematik

3.1.2 Zusammensetzung von ebenen Drehungen

Beginnend mit zwei Matrizen R; und Ry vom Typ (82) berechnet man
das Produkt R := RoR; und gewinnt daraus mit (B3) den Parameter
to1 der kombinierten Bewegung zuriick. Es ergibt sich

_ tit
1= tits

la1
in Ubereinstimmung mit dem Additionstheorem (2-3H) des Tangens.

3.1.3 Eine Parametrisierung mit Nebenbedingungen

Durch Einsetzen von ¢t = s/c mit s := sin (§) und ¢ := cos (§) gewinnt
man unter Beriicksichtigung von s 4+ ¢ = 1 die Darstellung

2 2 -9
R — (c s ; sc2> (3.6)

2sc c’—s
2c2 -1 —2sc
- ( 2s¢ 22 —1 ) (3.7)
1—-2s2 —2sc
N ( 2s¢c 1 —2s? ) ’ (3.8)
welche nicht mehr den Grenziibergang ¢t — 4oo fiir ¢ = 0 benétigt. Diese
Formeln bekommt man auch direkt unter Benutzung von (I=3) und (I4).

Im Gegensatz zum Halbtangens ist die Riickgewinnung der Parameter
nicht mehr eindeutig. Durch Vergleich mit der Matrix

c -5
=< 2) .
(oder wieder durch Benutzung von Spur und antisymmetrischem Anteil)
erhilt man etwa fiir die (872) die beiden Losungen

s::lzli_c und c:iL . (3.10)

V2 V2 -2C

Diese Definition ist analog zu den Eulerparametern in drei Dimensionen.
Die zwei Parameter (c, s) haben die Nebenbedingung ¢?+s? = 1 und sind
daher Elemente des Einheitskreises bzw. der O1-Gruppe.
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3.1 Ebene Drehungen

3.1.4 Eine Matrizenschar

Wir betrachten nun die Gleichung (89) als Definition einer Matrizenschar.
Mit den Matrizen

10 0 —1
I:<0 1) und Jz(1 0) , (3.11)

wobei J% = —1I, schreibt sich die Drehmatrix kurz als R(«) = cos(a)T +
sin(a)J. Wir verallgemeinern dies zu

A:=al +bJ (3.12)

mit rellen @ und b. Man liest sofort ab, dass det A = a®+b? und tr4 = 2a.
Ferner gilt

_ 1
1 - e (al —bJ) (3.13)
denn es ist
1 1 a? + b?
A A (aI —bJ) (al +bJ) = I . (3.14)

RN a2 + b2

Die Inverse einer Matrix aus der Schar lasst sich damit direkt hinschrei-
ben.
Wir betrachten nun den Spezialfall @ = 1 und die Matrix
1

(I—=bJ)  (I+bJ) = o5 (I +0bJ)(I+bJ) (3.15)

1—b? 2b
I

1+ b2 + 1+ b2

J . (3.16)

Fiir b = tan(a/2) ist das genau die Darstellung (B2) einer Drehmatrix.
Diese Konstruktion entspricht den CAYLEY-Parametern einer Drehung
im Raum.

3.1.5 Die direkte Ableitung einer Drehmatrix

Die Matrizenschar des letzten Abschnittes erlaubt die Darstellung
R(t) = cos(a(t))I + sin(a(t))J . (3.17)

Diese ist bestens dazu geeignet, Ableitungen nach der Zeit ¢ zu berechnen.
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3 Drehungen und Kinematik

Mit der Kettenregel folgt
R'(t) = (—sin(a(t))I + cos(a(t))J) a(t) = JR(t)a(t) (3.18)

letzteres wegen J? = —1I. Im Folgenden soll die Abhingigkeit von der
Zeit nicht mehr extra notiert werden. Aus (B17) folgt direkt JR = RJ,
die Matrizen J und R vertauschen also. Damit bekommt man aus

R=JRa (3.19)
die Beziehung . ‘
JR=RJ=—-Ra&a . (3.20)

Auch die Ableitung von R vertauscht mit J.
Durch Differentiation erhalt man weiter

R=(JRda)=JRa+ JRa = —R&* + JRa . (3.21)
Wiéhlt man insbesondere den Winkel « als Parametrisierung, dann folgt
mit " := d * /da zunéchst o/ = 1 und o’ = 0, also R” = —R und die
Ableitungen wiederholen sich. Es gilt dann einfach

dTL mn n

ﬁR(a) = dci? cos(a)I + T sin(a)J . (3.22)

3.1.6 Die Darstellung im Vierteltangens

Mit den Eintrdgen aus der zweiten Zeile der Gleichungstabelle (2710) er-
gibt sich sofort die Darstellung

1 th—6t2+1 4t(t?—1)
R=—>37 2 4 2

A +2)2 \ —4t (2 —1) t*—612+1
Fragt man nun nach der Riickgewinnung des Parameters, so erhélt man
mit
Reduce[{-4 t (t72 - 1)/(1 + t72)"2 == s,

(1 -6t2+t74)/1 +t72)°2 == c}, t]

die Antwort (s=0Ac=1At=0) oder firc# 1A +s2=1

stVER—2c+s2+1 sEV/2-2c
c—1 - c—1

t =

welche besagt, dass nun nur noch Drehungen um (2n + 1)27 von der
Inversion ausgenommen sind. Leider ist die iibrige Riicktransformation
nun nicht mehr eindeutig.
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3.2 Das Viergelenk

3.2 Das Viergelenk

Das Viergelenk oder auch Gelenkviereck ist ein ebenes Viereck, dessen
Ecken man sich durch Scharniere mit Achsen senkrecht zur Zeichenebene
gelenkig verbunden denkt s. Abb. BTl. Es ist technisch wie theoretisch
eines der wichtigsten Beispiele der ebenen Kinematik. Als Literatur dazu
seien [HD64] oder [LMY0] angegeben.

Abbildung 3.1: Ein Viergelenk, hier eine Kurbelschwinge. Die Strecke AD
wird als befestigt angenommen (,,Gestell“), die Strecke
AB dient typischerweise als Antrieb (,Pleuel“) und die
Strecke DC' als Abtrieb. Das bewegte System ist mit der
Strecke BC' (,,Koppel*) verbunden. Die Winkel werden
relativ zur Geraden dy gemessen

Die Bedingungen dafiir, dass der Streckenzug abcd geschlossen ist, lau-
ten in z-Richtung

acosp+bcosa—ccoso—d=0 (3.23)
und in y-Richtung
asingp +bsina —csinoc =0 . (3.24)

Durch Elimination von « mittels cos? a + sin? @ = 1 erhilt man die sog.

a? +c +d? + 2cdcoso = b? + 2a(dcos + ccos(p — o), (3.25)

welche bei gegebenen Abmessungen eine implizite Gleichung zwischen ¢
und o, also zwischen Antriebs- und Abtriebswinkel darstellt. Diese Funk-
tion o(y) nennt man auch Ubertragungsfunktion des Viergelenks.
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3 Drehungen und Kinematik

Die Gleichung (B23) ist nur schwer analytisch zu handhaben, weshalb
zunéchst die Gleichungen (B23) und (B=24) mittels Halbwinkelsubstituti-
on algebraisiert werden, um dann den mittleren Halbwinkel zu eliminieren.
Seien f, ¢t und s die zu ¢, o und o gehoérenden Halbwinkel. Dann lauten
die Gleichungen fiir die Geschlossenheit des Streckenzuges

1—f2  1—-t2 1-4

— —d= 2
a1+f2+ e cleS2 0 (3.26)
fiir die z-Richtung und in y-Richtung
f t s
— = . 2
al—f2+b1—t2 T2 0 (3.27)

Mittels Computeralgebra erhilt man daraus durch Elimination von ¢ die
algebraische Form der Freudenstein-Gleichung

1+ fAD((c+d)?+ (c— d)?s* + a®>(1 4+ s2) — b?(1 + 5%))
= 2a(—(c+d)(=1+ f) +4cfs+ (c—d)(—=1+ f2)s%) ,(3.28)

eine algebraische Gleichung vierten Grades, wobei die héchsten einzeln
auftretenden Exponenten in f oder s vom Grad zwei sind. Da diese Glei-
chung also quadratisch in s ist, kann sie mit der Losungsformel aufgelost
werden. Mit den Abkiirzungen

e = b +(atc—d?+(a—b—ct+d(a+b—c+d)f* (3.29)
g = —(b—c?+(a—d)?+(a+b—c+d)(a—Db+c+d)f43.30)
h = —(b+c)’+(a—d?+(a—b—c+d)(a+b+c+d)f3.31)

ergeben sich die beiden Moden des Getriebes zu

s(f) = el 2V

Identifiziert man nun die Gerade dy aus Abb. B mit der z-Achse und
den Punkt A mit dem Ursprung, so lauten die Koordinaten der Punkte

B und C )
~ [ cosp \ 1 1—f
B (=)o () e

- d cos o d 1 1—s?
AC_<O>+<sina>—<0>+l+sz( 2s ) (3.34)

(3.32)

und
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3.3 Réumliche Drehungen

Daher ist mit den Gleichungen (8229) bis (8232) eine analytische Beschrei-
bung der Eckpunkte eines Viergelenkes in Abhéngigkeit vom Parameter
f gefunden, ganz ohne Verwendung trigonometrischer Funktionen.

3.3 Raumliche Drehungen

Als Literatur seien hier [Sfu64] und [Shn93] angegeben.
Die raumlich geschriebene Erweiterung von (872) auf eine Drehung um
die z-Achse lautet

11—t -2t 0
2t 1-t2 0 . (3.35)
0 0 1+

!
142

Sei n mit |n| = 1 die Richtung des Drehvektors, hier der Einheitsvektor in
z-Richtung, also n = e,. Mit den vektorwertigen RODRIGUES-Parametern
(=Halbtangens mal Drehrichtung)

ti=tn |, (3.36)

wobei t2 = tTt = n"nt? = 2, lisst sich diese Matrix wie folgt schreiben:

) 1—-t2 0 0 0 =2t 0
R = 5 0 1-# 0 +(2t 0 0
+ 0 0 1- 0 0 0

00 0

+[oo0 o

0 0 2t2

1 2 X T
- m(u—tﬂmt +2ttT) (3.37)

Hierin ist die Abbildung x definiert durch

X

z 0 -z y
Yy = z 0 —x : (3.38)
z -y x 0

Sie ist die in drei Dimensionen mogliche Zuordnung von einem Vektor
zu einer antisymmetrischen Matrix. Insbesondere gilt fiir jeden Vektor y
die Gleichung *y = X y, es handelt sich also um die Darstellung des
Kreuzproduktes als Matrixmultiplikation.
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3 Drehungen und Kinematik

Die Formel (8237) ist kovariant, d. h. in jeden Bezugssystem richtig.
Sie transformiert sich korrekt und ist in einem speziellen Bezugssystem
richtig (B234). Daher kann eine beliebige Drehung im Raum durch eine
rationale Funktion eines Vektors dargestellt werden.

Durch einfaches Nachrechnen iiberzeugt man sich, dass t Eigenvektor
zum Eigenwert eins ist.

3.3.1 Riickgewinnung der Rodrigues-Parameter

Um aus einer gegebenen Drehmatrix R wieder an ¢ heranzukommen, muss
man den gemeinsamen Nenner 1+t? = 142 zunichst isolieren. Aus (833)
erhdlt man durch Spurbildung

3—t?
SpR = 3.39
PR= 170 (3.39)
woraus folgt, dass
3—t7 1+t 43—12 4
1+SpR=1 = = 3.40
P e 1412 1+ 12 (3.40)
Der antisymmetrische Anteil von (BZ37) ist
1
R*=_(R-R")= 2™ 3.41
2 ( ) 14t ’ (3.41)
also gilt fiir den dualen Vektor mit (820)
2RM 2.2t/(1+ 12
_ 22/ +t) (3.42)

1+SpR  4/(1+1?)

Diese Formel ist kovariant und daher der gesuchte Zusammenhang von
Drehmatrix R und den RODRIGUES-Parametern ¢.

3.3.2 Hintereinanderschaltung von 3D-Drehungen

Wir beginnen mit zwei Drehungen, gegeben durch die Rodrigues-Parame-
ter w und v. Die zu u gehorige Drehmatrix lautet also mit (8237)

1 ul —ul —ul+1 2(ugy — uz) 2(uy + uzuz)
Toa 2(ugty + uz) —uZ +up —ul+1 —2(ug — uyuz) (3.43)
tu 2(uguy — uy) 2(ug + uyuz) —u2 —up +u+1

46



3.3 Réumliche Drehungen

Nun bilden wir das Produkt R(t) = R(v)R(wu) und lesen wir mit (822)
dessen RODRIGUES-Parameter ¢(u, v) riickwérts aus. Es ergibt sich mit
Computeralgebra in Komponenten

o Ug +Vz Uz Vy — Uy Uz
Ug Vg Uy Vy+Uz V2 —1
. Uy —Uz Vg +Vy+UL V2
t(u’ U) - Ug Vg HUy Uy +uzv,—1 (3'44)
Uz +Uy Vg —Ug Uy V2
Ug Vg +Uy Vy+Uz vz —1

oder vektoriell und damit kovariant das Ergebnis

t(u,v) = (u+v—uxv) . (3.45)

1—uTv

3.3.3 Die Cayleyschen Formeln

Jeder Drehmatrix R ist uber
A=(R-I(R+I)! (3.46)

eine antisymmetrische Matrix A zugeordnet, vgl. etwa [Gan58]. Die An-
tisymmetrie zeigt man iiber

AT = (R+D'TR-DT=R"+1)"YRT - 1)
= (RT+D)'R'R(R"-I)=(I+R)"'I-R)=-A

Die Formel (BZ3) lésst sich nach R auflosen, und es ergibt sich die Dar-

stellung
R=(I-AYI+A) (3.47)

fiir eine Drehmatrix als Funktion der sog. CAYLEY-Parameter.
Durch rickwérts Auslesen mittels Computeralgebra und Formel (B22)
asst sich zeigen, dass diese genau den Rodrigues-Parametern entsprechen,

also dass
A=t . (3.48)

Das lasst sich auch analytisch mit Hilfe der Darstellung (B237) beweisen.
Zunéchst ist leicht einzusehen, dass Rt = t* R. Zu beweisen ist nur die
umgestellte Formel (B271)

I-t"YR=R-t"R=I+t* . (3.49)

Unter Benutzung von
2 =tth — 1’1 (3.50)
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3 Drehungen und Kinematik

was der Formel fiir doppelte Kreuzprodukte entspricht, rechnet man nach,
dass

Rt*=t"R =

o2 L 2vgx T
1+t2( 2L + (1 - 2)¢* + 2tt7) . (3.51)
Die Differenz zur Drehmatrix gewinnt nach Kiirzen von 1 —t2 — (—2t?) =
1+ t? die Form

R-—Rt*=R—-t*R=T1+t* . (3.52)
Durch Umstellen bekommt man schlief}lich
R=(T-t*)"I+t*)=T+t)(T-t*)" | (3.53)

womit die Gleichheit der CAYLEY- und der RODRIGUES-Parameter v und
v. bewiesen ist, also dass A = t*.

Die Formeln (828) und (82Z7) sind aber nicht auf drei Dimensionen
beschrinkt, weshalb man die CAYLEY-Parameter als Verallgemeinerung
der RODRIGUES-Parameter auf beliebig viele Dimensionen auffassen kann.

3.3.4 Eulerparameter

Wir benutzen wieder die Abkiirzungen ¢t = s/c mit s := sin(§) und

c:=cos (§) sowie t = tn. Wie in den Gleichung (M) bis (8) lisst sich
die Darstellung (8=37) mit c¢? erweitern. Dabei beseitigt man gleichzeitig
die Singularitit bei « = £ welche dem Grenziibergang ¢t = +00 entpricht.
Man erhélt

1
1 2 2 X 2 T
= 2y ((c —s°)I + 2csn™ + 2s°nn )

= (2¢ — DI +2csn™ +28°nn” . (3.54)

Wegen ¢? — s? =1 — 2s? = 2¢? — 1 ist das also eine quadratische Darstel-

lung in den vier Parametern (c, sn). Diese ist wegen der Normierungsbe-
dingung ein Element der O4-Drehgruppe. Setzt man also die Parameter in
der Form (¢, sn) = (a, b, c¢,d) mit der Nebenbedingung a?+b?+c2+d? = 1
an (dabei bekommt ¢ eine neue Bedeutung), so erhélt man aus (854) die
Darstellung

202 +2b% — 1 2bc — 2ad 2ac + 2bd
R= 2bc +2ad  2a®+2c> -1 2cd — 2ab (3.55)
2bd — 2ac 2ab + 2cd  2a% +2d? —1
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3.3 Réumliche Drehungen

fiir eine Drehmatrix. Diese vier Parameter heiflen EULERparameter. IThre
Riickgewinnung aus der Matrix beginnt wieder bei der Spur

SpR =6a% +2b> +2c? +2d> -3 =4a> -1

wobei man sich bei a auf ein Vorzeichen (Winkelbereich) festzulegen
hat. Den Vektorteil bekommt man fiir a # 0, wie bei den RODRIGUES-
Parametern, iiber den antisymmetrischen Anteil

2ab
R* =1 2ac
2ad

Fiir a = 0 benutzt man die Spurelemente und den symmetrischen Anteil.

3.3.4.1 Eulerparameter hintereinandergeschalteter Drehungen

Durch Riickgewinnung der EULERparameter weist man nach (am besten
mit Hilfe von Computeralgebra), dass das Produkt zweier Drehmatrizen
Ry = RyR; auf die Parameter

ag1 = =(araz — bibs — cico — dids) (3.56)
bo1r = a9gby +aiby + cady — c1da (3.57)
co1 = ascy +ajce — bady + bida (3.58)
da1 = bacy —bica + agdy + ards (3.59)

fithrt. Das lasst sich fiir den Fall ”"+” als Produkt von Matrizen des Typs

a b c d
b a —-d c

Q= e d a4 1= al +bQy + Q.+ dQy (3.60)
—d —c b a

schreiben, wobei die Eintrdge in den Basismatrizen nur aus {0,1,—1}
bestehen. Damit ist eine multiplikative Darstellung der Drehgruppe in
EULERparmetern gefunden.

Die Basismatrizen bilden eine Gruppe mit folgender Multiplikations-

tafel (I =1,Q,=1,Q.=7,Q,=k)

‘1 1 J k
111 4 5 k
ili -1 k —j
jljg -k -1 i
Elk § —i —1
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3 Drehungen und Kinematik

Dies ist die Multiplikationstabelle fiir Quaternionen. EULERparameter
sind also Quaternionen.

3.3.5 Die Ableitung einer Drehmatrix

Die Matrix R moge von der Zeit ¢ abhéngen, also R(t). Aus
. . . . T
0=01=0,(RR") = RR" + RR' = RR" + (RR")

folgt die Antisymmetrie von RR” := Q. Ebenso folgt aus 0 = d; (RTR)

die Antisymmetrie von RT R.
Interpretiert man nun die Gleichung

R=QR (3.61)

als Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, so erhilt man als
formale Losung
R(t) = exp(2-t) (3.62)

mit der Exponentialfunktion fiir Matrizen. Hierin versteht man die innere
Ableitung 2 als der Drehung R nachgeschaltet.

Setzt man © = w*, so gilt fiir einen Vektor r die Gleichung Qr =
w X r. Der axiale Vektor w ist also der DARBOUXsche Drehvektor einer
infinitesimalen Drehung mit Winkel |w|.

Analog hat jede Differentialgleichung des Typs

P=wXTr (3.63)

mit rdumlichen Drehungen zu tun. Eine solche Drehung wird aber nach
den Uberlegungen aus Abschnitt 823 durch die Parametrisierung durch
die RODRIGUES-CAYLEY-Parameter

) (3.64)

besonders einfach, und auch die Zeitentwicklung ist gutartig, denn sie
transformiert sich nach Abschnitt 27 rational. Folglich ist die Halbwinkel-
substitution beim Auffinden und Interpretieren der Losung einer solchen
Differentialgleichung niitzlich, ganz besonders im Hinblick auf Compu-
teralgebra.
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3.4 Drehungen als komplexe Zahlen und Matrizen

Wir betrachten noch einmal die Matrizenschar A = al + bJ aus Kapitel
BT4. Das Produkt zweier Matrizen ist dann gegeben als

Aoy = (CLQI + bQJ)(alI + le) = (agal - bgbl)I + (bgal + Cbgbl)J

Dies entspricht der Multiplikationregel fiir komplexe Zahlen. Also gilt die
Isomorphie
al +bJ ZXa+bi (3.65)

leicht zu merken mit J? = —I. Eine Drehung R = cos(a)I + sin(a)J
entspricht dann mit der MoO1vREschen Formel der komplexen Zahl

z = cos(a) + isin(a) = exp(ia)

mit |z| = 1.
Kommen wir nun zuriick auf die Matrizendarstellung (B60) der Qua-
ternionen. Teilt man die 4x4-Matrix in vier 2x2-Blocke auf, so gilt

a bl c d
| =b a|-d ¢ | [ al-bJ |cI—dJ
Q=" dla |~ —cI—dJ |al+bJ |
—d —c| b a

und das ist wegen (B64) isomorph zur komplexen 2x2-Matrix

N a—1tb c—id
Q= (—c—id a+ib) (3.66)

et el ) ) ()

Die Matrix (8%0) ist die CAYLEY-KLEIN-Darstellung einer Drehmatrix.
Multipliziert man die letzten drei Matrizen der unteren Zeile mit ¢, so
entstehen die PAuLI-Matrizen

(5 ) (2 a)ma (V)

Gegentiber der Lehrbuchnotation ist die Reihenfolge und damit ein Vor-
zeichen vertauscht.
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3 Drehungen und Kinematik

3.5 Instantane Kinematik

Die Kinematik ist die Lehre der Bewegungen ohne Beriicksichtigung der
Krifte, also ein Teilgebiet der Mechanik. Gegeben sei eine zwanglaufige
Bewegung mit R(t) Drehmatrix und d(t) Verschiebevektor.

Die Bahn x(t) (auch Spur, Trajektorie, Koppelkurve oder Orbit ge-
nannt) im Laborsystem (auch Rastsystem genannt) eines Punktes &€ des
starren Korpers mit Koordinaten im korperfesten System (auch Gangsys-
tem genannt) ist

x(t) =R(t)E+d(t) . (3.67)

Dies ist lineare Funktion in &, welche als zeitabhidngige Transformation
zwischen Rastsystem und Gangsystem verstanden werden kann.
Die Ableitung dieser Transformation nach der Zeit ergibt

&(t) = R(t)€ + d(t) (3.68)
und nach Einsetzen von (B67) folgt
z=R(R'(z-d)+d=Qxz-d)+d . (3.69)
Umsortieren der Terme liefert
&t-Qr=d-Qd=v (3.70)

Dieser Ausdruck hiangt nicht von der Wahl des Bezugspunktes &€ ab und
ist damit eine sog. kinematische Invariante). Er besitzt eine vage Inter-
pretation als abstrakte Geschwindigkeit des starren Korpers. Ich mdchte
im Folgenden den Namen ,,Systemgeschwindigkeit* verwenden.

Sei nun w* = Q die zugehérige Winkelgeschwindigkeit. Fiir jede Bahn
eines Punktes des starren Korpers gilt also die Beziehung

T=wxx+tv , (3.71)

bekannt als EULER-Gleichung. Das Paar (w,v) nennt man Kinemate.
Man kann die Gleichung (BZ71) als inhomogene Variante der Gleichung
(B13) auffassen. Beide Gleichungen lassen sich auf zwei entkoppelte Ric-
cATI-Differentialgleichungen reduzieren, vgl. Abschnitt 2.

Diese Formel besitzt eine geometrische Interpretation. Zunachst spaltet
man die Systemgeschwindigkeit v in Anteile senkrecht und parallel zu w
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3.5 Instantane Kinematik

auf, also v = vl + vL. Mit

w o= |w (3.72)
r w/w (3.73)
w X v
a = — (3.74)
w- v
= 3.75
r = Y (3.75)
gilt
vP=wx(—a) und vl =wrr (3.76)
und die EULER-Gleichung erhélt die Form
t=wxz+v=wrxz+ov-+ul=wrx(@—a)+7r) . (3.77)

Es findet also eine Drehung um eine Gerade mit Aufpunkt @ und Rich-
tung r bei gleichzeitiger paralleler Verschiebung entlang dieser Geraden
statt. Eine solche Bewegung nennt man Schraubung. Die Grofien (BZ72)
bis (873), von denen wegen 7 = 1 und 7 a = 0 nur sechs unabhiingig
sind, nennt man Schraubparameter. In diesen neuen Gréflen lauten die
RODRIGUES-CAYLEY Parameter

w
t=nrt —
r an(2)

Die Gleichung (B=71) lasst sich auch homogen als einzelne Matrixglei-

chung schreiben:
0 ( x Q v T

Insgesamt zeigen die Uberlegungen, dass die Halbwinkelsubstitution
auch in der Kinematik des starren Koérpers niitzlich sein konnte.
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4 Anwendungen in der Physik

In diesem Kapitel sollen diejenigen Anwendungen in der Physik bespro-
chen werden, die zu den Uberlegungen dieses Buches fiihrten. Nach den
Kapiteln iiber Anwendungen in Mathematik und Kinematik beschliefit
dieser Abschnitt das Biichlein.

Neben allgemeinen Zusammenhédngen fiir die Verteilungsfunktionen
entstammen die Beispiele iiberwiegend der Kernspinresonanz. Die grund-
legende Gleichung ist die BLOCH-Gleichung, welche eine Verwandtschaft
zur EULER-Gleichung der Kinematik aufweist. Die Halbwinkelsubstituti-
on findet eben bei allen Phdnomenen Anwendung, die mit Drehungen zu
tun haben, ob im Ortsraum oder dem Raum der Magnetisierung. Ferner
wird sich die hyperbolische Substitution als niitzlich erweisen.

Es wéren sicher noch Beispiele fiir die optischen BLOCH-Gleichungen
zu erwarten. Auf diesem Gebiete bin ich aber leider zu wenig bewandert,
um einen Beitrag leisten zu kénnen. Die blole Erwdhnung muss hier ge-
niigen.

4.1 Verteilungsfunktionen

Die den makroskopischen Gréfien zu Grunde liegende Funktion ist die Ver-
teilungsfunktion. Im Unterschied zur klassischen MAXWELL-BOLTZMANN
Verteilung hat man in der Quantentenstatistik fiir halbzahligen Spin die
FERMI-DIRAC (FD) und fiir ganzzahligen Spin die BOSE-EINSTEIN (BE)
Statistik. Mit der Zuordnung FD="+" und BE="—" erhélt man die Ver-
teilungsfunktionen

1 1
E) = =
f( ) . fB_qu 1 e 1 9

wobei E die Energie, 1 das chemische Potential, kp die Boltzmann-Kon-
stante, 1" die Temperatur und z = % ist. Sei nun h = tanh §. Dann
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4 Anwendungen in der Physik

gilt mit (I=23)

1 1—-h
f(h) = i -
%il 1+hi(1_h)
1h (1—tanh%) (FD)
= 1277h:%<%_1>:%(c0th%—1) (BE)

Tatséchlich lassen sich also die grundlegenden Verteilungsfunktionen in
einfacher Weise durch den Halbtangenshyperbolikus ausdriicken.

4.2 Die Besetzungszahldifferenz

Betrachtet wird ein System aus zwei nicht wechselwirkenden Quantenzu-
standen (z.B. Spins) mit den Teilchenzahlen N und N_ und der Gesamt-
zahl N = N+ N_. Im thermischen Gleichgewicht gilt fiir geniigend hohe
Temperaturen die BOLTZMANN-Verteilung

AFE
Ny =N_ -
+ exp ( LT >
Die Besetzungszahldifferenz ist nun einfach
AN N_-N, N-(l-ew(-4F))
N No+Ny  N_(1+exp (—%))
AE AE
B exp(+m)—exp(—m>_t hAE i1
A apy ~tenhgpr o ()
exp ("’ sz) +exp (_ 2kT>

Man bekommt hier den tanh durch die Herleitung geschenkt. In Hochtem-
peraturndherung ist das Argument klein und es gilt daher
AN AFE
‘N 2kT
Aus den Zeeman-Energieniveaus von Elektronenspins im Magnetfeld £ =
:l:% gupBo (g BOHRsches Magneton, g LANDE-Faktor) resultiert der
Energieabstand AE = gupBy. Analog gilt mit dem Kerndipolmoment
px fir die Kernspinresonanz
AN kB
N 2T
also AN ~ By/T. Die Magnetisierung des Kernspins im duferen Magnet-
feld ist ein Beispiel einer solchen Hochtemperaturndherung.
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4.3 Die Bloch-Gleichung

4.3 Die Bloch-Gleichung

Die BLocH-Gleichung [Blo46] fiir die Magnetisierung M und die magne-
tische Feldstédrke B ist vom Typ (v = ux /h gyromagnetisches Verhéltnis)
lautet

M=-~yBxM—-DM+p . (4.2)

Hierin ist B = By + B mit |B;| < |By|, wobei konventionsgeméf

0 Bi,(t)
B() = 0 und 31 = Bly(t) (43)
By 0

mit der in den Raten 7 := 1/77 und ry := 1/T5 geschriebenen Diagonal-
matrix (Ddmpfung, Relaxation)

ro 0 0
D=0 r 0 (4.4)
0 0 ™
und der Inhomogenitéit p
0
p= 0 : (4.5)
r1Mo

worin My die Gleichgewichtsmagnetisierung ist. Diese Gleichung stellt
eine Verallgemeinerung der in Abschnitt 2211 besprochenen DGL dar, da
sie zusétzlich einen linearen Dampfungsterm besitzt.

Die homogene BLOCH-Gleichung ist vom Typ

M=-vBxM . (4.6)

Hierin iibernimmt der Term —yB =: h die Rolle des Drehvektors in
Formel (BB3). Dieser Gleichungstyp findet als optische Bloch-Gleichung
in der Quantenoptik Anwendung, vgl. etwa FEYNMAN et al. [EV.JIH57)].

4.3.1 Freie Prazession

Sei B = (0,0, By)” ein Magnetfeld in z-Richtung und die Magnetisierung
gegeben in den Komponenten M = (M, M, M,)T. Dann ist die Lésung

o7



4 Anwendungen in der Physik

von (£@) einfach

M, cg sin(Boyyt) 4 ¢1 cos(Boyt)
M, | =| cacos(Boyt) — c1sin(Boyt)
Mz C3

und beschreibt die freie Prizession der Magnetisierung in der xzy-Ebene.
Die drei Integrationskonstanten c¢; sind aus den Anfangsbedingungen zu
bestimmen. Sie haben die Einheit einer Magnetisierung und werden typi-
scherweise als Vielfache von My ausgedriickt. Der Ausdruck wy := vBg
ist die LARMOR-Frequenz.

4.3.2 Mit Dampfung (Relaxation)

Man beschreibt den Prozess der Relaxation durch Hinzunahme eines
Déampfungstermes, mathematisch gesehen einer Inhomogenitit. Zustén-
dig ist dann die inhomogene Bloch-Gleichung (B72). Das Abklingverhalten
bei einem statischen B-Feld wird beschrieben durch

M, coe "2 sin(Byyt) + cre” "2 cos(Bovt)
M, | =1 cee ™' cos(Byyt) — cre” "2 sin(Byvt) , (4.7)
M, Cge_rlt + My

also eine exponentiell geddmpfte Prazession, bekannt unter dem Namen
Free Induction Decay (FID).

4.3.3 Erzwungene Schwingungen

Die Idee ist es, die geddmpfte Prézession durch ein rotierendes Wechselfeld
der Frequenz w experimentell anzuregen. Das zu realisierende magnetische
Feld ist demnach (bis auf einen konstanten Phasen-Offset)

By cos(wt)
B = | —Bjsin(wt)
By

mit By < Bp. Zur Losung macht man den mathematischen Ansatz ei-
ner mit der Anregungsfrequenz rotierenden Magnetisierung (Variation der
Konstanten der Losung (£27))

M, mg(t) cos(wt) + my(t) sin(wt)
M, | = | my(t)cos(wt) — my(t)sin(wt)
M, m(t)
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4.3 Die Bloch-Gleichung

Mit diesem Ansatz, der einem rotierenden Koordinatensystem entspricht,
und der Abkiirzung wq := yBq vereinfacht sich die DGL in m zu

i (1) my (£) (wo — w) — rama (1)
y(t) | = | Biyma(t) +me(t)(w —wo) — ramy(t)
. (t) r1(Mo — mx(t)) — Biymy(t)
—re  —Aw 0 My 0
= Aw —ry 7B my |+ 0 (4.8)
0 —’yBl —T1 my 7’1M()

wobei Aw := w — wy.

4.3.4 Stationare Losungen

Falls die Resonanzkurve experimentell geniigend langsam abgetastet wird,
verschwinden die Ableitungen von (E8) und man erhélt die stationédren
Losungen

Bi1yMori (w—wo)

ma (1) B 31272%?;3}53?;(“—“0)2)
my(t) = 312727'2—&—7“1(7“22—&-(&)—:00)2)
m.(t) Mori (o2 +(w—wo)?)

B12y2ra+71 (ro2+(w—wo)?)

Die rotierende Magnetisierung im Laborsystem ergibt sich nun durch
Riicktransformation der Gleichungen.

4.3.5 Die Riccati-Gleichung und Pulse

Diese Uberlegungen fanden zuerst Eingang in die Kernspinresonanz durch
SILVER et al. [STH84]. Man vergleiche auch das Kapitel 2.

Fiir einen Puls mit einer Dauer deutlich unterhalb der Relaxationszei-
ten kann man die Dédmpfungsterme r; und r5 in der “Rotating Wave Ap-
proximation” (E=R) streichen. Zusétzlich hat man ein B-Feld in y-Richtung
einzufithren und erhélt die DGL

My (t) 0 —Aw _’YBly (t) my
my(t) | = Aw 0 vB1x(t) My
1 (t) VBiy(t) —vBia(t) 0 my
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4 Anwendungen in der Physik

Mit den komplexen Magnetisierung m := m, + ¢ m, und der komplexen
Kreisfrequenz Q := v(B1, + i Byy) erhélt man die komplexen DGLn

0 = m+iAwm+iQm, (4.9)
0 = 1.+ %(Qm —Qm) (4.10)

wobei * das konjugiert-Komplexe von * ist. Mittels der stereografischen
Projektion fithren wir nun ein

m

mo + m,

wobei mg = \/m2 + mZ 4+ m2. Durch Differentiation von f nach der Zeit
erhalten wir unter Benutzung der komplexen DGLn (29) und (210) die
Brocu-RiccaTI-DGL
N . ’L ~ r2 Q

0=f+zAwf—§Qf +Z§ . (4.11)
Die Abbildung P (auf den Kopf gestellt, der Pol der stereografischen
Projektion liegt im Siidpol) enthiillt nun eine grundlegende Bedeutung
der neuen Funktion f: Ist der momentane Flipwinkel® gegeben durch
sin a := |m|/myg so ist der Betrag

sin «

fl = =tan(3)

1+ cosa

genau unsere Halbwinkelsubstitution.

4.4 Die Flash-Sequenz

Die FLASH?-Sequenz wurde eingefiihrt von HAASE et al. [HEMTR5]. Sie
ist eine Messvorschrift mit einer komplexen Folge spezieller Pulse, bei der
vorwiegend die ldngs zur Hauptfeldrichtung gelegene Magnetisierung ge-
nutzt wird. Ich folge hier den Arbeiten [HDDOR], [DHTO] und [HDWDTT],
welche die Signalgleichung diskutieren. Diese beschreibt die Abhéngigkeit

'Der Flipwinkel, auch Kippwinkel genannt, beschreibt die Auslenkung der Magnetisie-
rung von der Richtung des Hauptfeldes nach Ende eines Hochfrequenzpulses, kurz
HF-Puls genannt. Er ist damit ein experimentell einstellbarer Parameter.

2 Abkiirzung fiir Fast Low Angle SHot. Andere Bezeichnungen sind SPGR (Spoiled
Gradient Echo) oder FFE (Fast Field Echo).
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4.4 Die Flash-Sequenz

der gemssenen Amplitude als Funktion der Messgrofien (Langsrelaxations-
zeit T1 und Querrelaxationszeit T5) und der experimentell einstellbaren
Parameter. Beziiglich der verwendeten Terminologie sei hiermit abermals
auf das im Internet verfiigbare umfangreiche MR-Glossar der Firma Sie-
mens verwiesen.

In der Medizin ist die Messdauer entscheidend: Je kiirzer, desto besser.
Wichtige Sequenzen der bildgebenden Verfahren der Kernspintomografie
(wie die Flash-Sequenz) sind somit auf schnelle Bildgebung angelegt. Das
bedeutet in der Praxis, dass

e die Repetitionszeit Tr zwischen den Hochfrequenzpulsen kleiner als
die Relaxationszeiten 77 und 75 ist,

e die Sequenzen mit kleinen Flipwinkeln arbeiten.
Die Gleichung fiir die Signalstérke S einer Flash-Sequenz ist
_Tr
A sin(a) <1 —e T )
S = = ) (4.12)

1 — cos(a) e T

wobei Tr die Repetitionszeit der HF-Pulse, o der Flipwinkel und A ~
My exp(—Tg/Ty) die Amplitude in arbitriren Einheiten ist.®

Die Argumente der Exponentialfunktion sind damit negativ und klein.
Wegen exp(—z) ~ 1 — x sind die Werte daher kleiner als Eins. Es ist
daher ratsam, die Substitutionen fiir kleine Argumente aus Abschnitt @
anzuwenden.

Die manuelle Durchfiihrung der Rechnung ist sehr instruktiv, weshalb
noch einmal auf [DHT0] hingewiesen werden soll. Die Substitution mit
Mathematica

St=Simplify[TrigExpand[S/.\[Alpha]->2ArcTan[\[Taul/2]1]]

fiihrt zundchst auf die Gleichung
4AT (ee?l2 — 1)

T,
(12 +4) et +72 4

Sy(,T1) = , (4.13)

3Die beiden neuen GréBen sind hier die Zeit zwischen dem anregenden Puls und dem
gemessenen Signal (Echozeit Tgr) und die effektive Querrelaxationszeit 75 < T5. In
der Literatur zur Kernspintomografie werden meist die Subscripte weggelassen, und
man schreibt T'1, T2, TR und TE. Diese Schreibweise ist auch fiir Computeralgebra
glinstig und wird hier nach und nach tibernommen.
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4 Anwendungen in der Physik

welche gegeniiber der manuellen Version positive Exponenten besitzt, da-
her etwas Vorsicht. Mit

Str=FullSimplify[TrigExpand[St
/.Subscript [T, R]->2 T1 ArcTanh[\[Rho]/2]]]
erhilt man dann die rationale Form
2ApT
2p + 72

Str(7_> :0) = (414)
Diese ist fiir weitere Computeralgebra glinstig,.
Eine elementare Kurvendiskussion vereinfacht die Formel weiter. Die
Ableitung dieses Signals nach dem Halbtangens 7 lautet
S, 2Ap (20— 72

or (2p + 72)? (4.15)

und hat eine Nullstelle beim Signalmaximum 72 = 2p. An dieser Stelle
hat das Signal den Funktionswert

Sp=Ap/2 . (4.16)

Mit der Normierung s := S/Sg und der Skalierung ¢ := 7/75 gewinnt
die rationale Form der ERNST-Gleichung (B714) schliefllich die besonders

einfache Form
2q

8:1+q2

vgl. Abb. B0. Insbesondere ist S(q) = S(1/q) eine Eigenschaft dieser
Gleichung.

=sin(2 atan(q)) (4.17)

Die Gleichung (A11) offenbart eine fundamentale Symmetrie der ERNST-
Gleichung. Man erhélt die Beziehung

f—l—sq:2
q

was, wieder ausgedriickt mit den unskalierten Gréflen, bedeutet

5/SE

- T/TE

S/t St

2 +
Se/Te  SETE

+S/Sg -7/ =
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4.5 Die balancierte SSFP-Sequenz

S/SE

sl
o6l

04l

S T S S U R
1 2 3 4 5

Abbildung 4.1: Die skalierte und normierte ERNST-Gleichung.

Mit den experimentell zugénglichen Grofien y := S/7 und z := ST ist das
eine Geradengleichung

y=_= QTE St/tp=A o (4.18)

auch direkt mit (B14) zu verifizieren. Die Koeffizienten A und p des unter-
suchten Gewebevoxels sind also fiir mehr als zwei Flipwinkel (und damit
7) mittels einer linearen Regression bestimmbar.

Statt der GroBen S und 7 kann man alternativ  und y verwenden,
denn die Abbildung (S,7) + (x,y) ist fiir den physikalisch relevanten
Quadranten S > 0 und 7 > 0 eine Bijektion: Es gilt S = |/ry und 7 =
V/x/y. Daher ist die gefundene Gerade y(x) eine inhiirente Eigenschaft
der ERNST-Gleichung, und keine Folge der vorgenommenen nichtlinearen
Transformation.

4.5 Die balancierte SSFP-Sequenz

Die balancierte alternierende SSFP-Sequenz? ist eine Messtechnik mit
einer komplexen Abfolge spezieller Einzelpulse. Thre Signalstdrke héngt

“Die Abkiirzung bSSFP steht fiir Balanced Steady-State Free Precession. Andere Be-
zeichnungen sind TrueFISP (Fast Imaging with Steady-state Precession), FIESTA
(Fast Imaging Employing STeady-state Acquisition) oder b-FFE (Balanced Fast
Field Echo).

63



4 Anwendungen in der Physik

zusitzlich von der Querrelaxation r2 ab. Sie ist gegeben zu
Asin(a) (1 —e 1t TR)
" cos(@) (— (e TITR — ¢ x2TR)) — 11 TR-12TR ;] '
wobei 71 = 1/T1 und r2 = 1/T2 die Raten der Relaxationsprozesse und

A die Amplitude A ~ Myexp(—r2TR/2) sind, vgl. [SGIT04]. Mit den
Ersetzungen

Ers = {\[Alphal -> 2 ArcTan[\[Taul/2],
r2 -> 2 ArcTanh[\[Rho]2/2]/TR,
rl -> 2 ArcTanh[\[Rho]1/2]/TR}

(4.19)

erhdlt man mit
Srat = FullSimplify[TrigExpand[PowerExpand[S/.Ers]]]
sofort die rationale Form
_ Apl(p2+2)T
= ol

Wieder diskutiert man diese Funktion. Das Maximum liegt bei

1
Tomax = 24 /%2 (4.21)

und das zugehorige maximale Signal ist

1 pl
max = T A(P2+2)[— - 4.22
Sma 4 (p ) 02 ( )

Normierung auf diese Amplitude und Skalierung auf 7,.x ergibt mit

s = FullSimplify[(Srat /. \[Taul -> q \[Taulmax)/
Smax, {\[Rhol1l > 0, \[Rhol2 > 0, \[Taul > 0}]

(4.20)

wieder die besonders einfache Form (2-I7)

2q
=1 4.23
s q2 + 1 ) ( )
diesmal mit der linearen Beziehung
2
AS)T + p—lsr —A(2+p2) . (4.24)
P

Die True-Fisp-Sequenz erlaubt also nur die Bestimmung des Quotienten
p2/pl (zusammen mit der mit p2 vermengten Amplitude). Dies ist die
tiefere Bedeutung der Behauptung, die Sequenz sei ,,7'1/T2-gewichtet .
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4.6 Die unbalancierte SSFP-Sequenz

Diese Sequenz von HF-Pulsen ist eine sehr allgemeine Messtechnik der
magnetischen Kernresonanz. Ich folge hier den Herleitungen von GYN-
GELL [Gyn8Y| sowie HANICKE und VOGEL [HVO3].

In der Literatur zur Kernspintomografie werden statt T'1 und T2 gerne
die Abklirzungen

El = exp(—Tgr/T1) =exp(—r1Tgr) und (4.25)
E2 = exp(—Tgr/T2) =exp(—12TR) (4.26)

verwandt. Aus den Gleichungen (I233) erhélt man direkt die Ersetzungen

Ers = {\[Alpha] -> 2 ArcTan[\[Taul/2],
E1l -> (2 - \[Rho]1)/(2 + \[Rho]1),
E2 -> (2 - \[Rho]2)/(2 + \[Rho]l2)}

fiir Mathematica. Die physikalisch sinnvollen Beschrdankungen der Para-
meter lauten wegen 0 < Ejo < 1. Wieder in Mathematica iibersetzt
lauten diese mathematischen Annahmen

Ass = {\[Tau] > 0, \[Rho]1l > 0, \[Rho]l < 2,
\[Rho]2 > 0, \[Rho]2 < 2}

Es gilt nun, die unbekannten Koeffizienten p, v und v in den beiden
Signalen

Srip = A(l;El) sin(a)(u — E2v) (4.27)

Skcho = Msin(a)(EQQU—EZU) (4.28)
p

zu bestimmen. Hier werden mit einer Sequenz tatséchlich zwei Signale
bestimmt.
Aus den beiden Definitionen

p = —Elcos(a)+ E2%(—(E1 — cos(a))) +1 (4.29)
g = (1-E1E2(cos(a)+1) (4.30)
berechnet man mit den obigen Ersetzungen und Annahmen die Gréfie

p=J _ PL(p2° —4) . (4.31)

20 2p1 (p22 +4) + 4p272

Weiter berechnet man mit Computeralgebra die symbolischen Summen
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u=1+ Sum[r"(2 m) Binomial[2 m, m], {m, 1, \[Infinity]}]

Sum[r~(2 m - 1) Binomial[2 m, m], {m, 1, \[Infinity]}]/2

A%

und vereinfacht diese zu

2 2
u - pl (p2 +24) + 2p27 (4.32)
w

(p1 (2% +4) +2p27%) (—pl (p2* +4) — 2p27° + 2w)

_ 4.
Y 201 (p22 — 4) w (4.33)

mit der Abkiirzung w fiir die in beiden Summen vorkommende Wurzel

w = 1/p2 (p1p2 + 72) (4pl + p27?) (4.34)
Damit ergeben sich die beiden Signalgleichungen

SFID = FullSimplify[
TrigExpand[A Sin[\[Alphal]l (1 - E1)/p (U - E2 V)
/. Ers], Assumptions -> Ass]
SEcho = FullSimplifyl[
TrigExpand[A Sin[\[Alphal] (1 - E1)/p (E272 U - E2 V)
/. Ers], Assumptions -> Ass]

nach Substitution von w und weiteren Vereinfachungen zu

1 w (2p1 — 72)
Spip = §AT (1 + (7152 + 72) (dpl + p277) (4.35)
1 w (2p1 + 72)

Streng genommen sind die Amplituden beider Signale leicht unterschied-
lich, da sie nacheinander aufgenommenen werden. Insgesamt ist inter-
essant, dass durch die unendliche Summation der Effekte der Einzelimpul-
se (alle beschrieben durch rationale Funktionen) ein Wurzelterm entsteht,
welcher keiner rationale Funktion mehr ist.

Beide Signale enthalten dieselbe Wurzel zusammen mit einem identi-
schen Nenner. Nach diesem Term 16st man beide Signale auf und setzt
diese gleich. So erhéilt man die Beziehung

Skcho + SFID _ A (SEcho — SFID) T
T 2p1

(4.37)
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4.7 Sequenzen aus Einzelpulsen

Wieder kann man durch eine geschickte lineare Auftragung die Para-
meter pl und A bestimmen. Den noch fehlenden Parameter p2 bestimmt
man etwa aus der Differenz d(7) := Spip — SEcho Uber die Beziehung

s 5 o T ==t . (4.38)
Man erhélt eine quadratische Gleichung, deren Lésungen

1
2 = sm (4A2p1272 — (4p12 + 74)

:I:\/(4A2p1272 —d? (4p1% + 7'4))2 — 16d4p1274> (4.39)

beide positiv sind, denn nach Einsetzen der Signalgleichungen gilt
4A%p13 (p22 +4) 74
(plp2 + 72) (4p1 + p272)

Aber nur die Losung mit ,,—* liefert die gewiinschten kleine Werte fiir p2.

AA2p1272 — 2 (4p12 + 74) = >0 . (4.40)

4.7 Sequenzen aus Einzelpulsen

Kann man die Effekte eines einzelnen Pulses mathematisch beschreiben,
so ist auch eine Sequenz von Pulsen beschreibbar. Genau das ist der
Ansatz von WOESSNER [Woe61], weshalb die die Pulse beschreibenden
Matrizen Woessner-Propagatoren genannt werden.

Die komplexe Magnetisierung m(t) = my(t) + imy(t) und die z-Kom-
ponente m, sind Funktionen der Zeit. Sie kénnen daher in eine komplexe
der ich folge, wird dies formalisiert. Diese Arbeit fufit auf der genannten
Arbeit von WOESSNER.

Mit den Koeffizienten

o (o@)
My + 1My = Z Fpe™™ und m, = Z Zpett

k=—00 k=—00

kann die Wirkung eines Einzelpulses auf die k-ten Fourierkoeffizienten
(Fy, F_, Zi) beschrieben werden durch die Matrix

cos? g sin? 5 —sina
T(k,«a)= sin?g  cos’§  sina
—% sin o %sina CcoSs &
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4 Anwendungen in der Physik

Diese ist algebraisierbar, denn es gilt unter Benutzung von (ICIl) und
(T2)

1 t2 _ 2t
11—2152 1-|it2 12;|-t2
T(ka) = T2 TH2 T2 (4.41)
1 2t 1 2t 1-¢#2
21+t2 2 1+42 1+¢2
1 1 2 =2t
= —— | ¥ 1 2t : (4.42)
2
L R

Die Relaxationseffekte zwischen Pulsen und Echo werden einfach durch
die Diagonalmatrix D(Tg/2) und ihre Exponentialabbildung beschrieben.
Mit

T exp(—%) 0 0
exp(D(=7)) = 0 exp(— £ ) 0 (4.43)
0 0 exp(—zz%)

VE: 0 (4.44)

erhélt man mit der hyperbolischen Ersetzung im Vierteltangens

E1 /. T1 -> TE/(4 ArcTanh[rho1/4])
E2 /. T2 -> TE/(4 ArcTanh[rho2/4])

die Algebraisierung

i=p2 0

TE 44-p2 P
exp(D(T)) = 0 4+22 . 0 .
0 0 2—pL

4+p1

Da diese Matrizen aber meist quadratisch auftauchen, reicht oft eine Sub-
stitution im halben Argument. Damit machen die Halbwinkelsubstitution
und ihr (hoheres) hyperbolisches Analogon auch Sinn in der Beschreibung
von Einzelpulsen.

Wieder HENNIG beschreibt in [Hen91] unter Berufung auf WOESSNER
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4.7 Sequenzen aus Einzelpulsen

[Woe61)] die Wirkung einer HF-Pulssseqenz mit Hilfe der Gesamtmatrix

To
Ty

T, = Th ’
Ty

wobei die Einzelpulse durch die Matrizen

1
To = cosa —sina
sina cosa

und
cos? % sin? % sin o 0
2« 2 o .
sin“ & cos” & 0 sin o
T = 1. 2 1.2 (4.45)
3sina  —gsina cosa 0
—% sin o %sina 0 COS &

beschrieben werden, welche beide algebraisierbar sind. Es ergibt sich nam-
lich wie gehabt

L 1
_ 1—t 2t _ 2
TO - 1+t2 1+t2 — 1 + t2 1 - t —Qt
2t 1—¢2 2t 1—¢2
1+¢2 1+¢2

und, wieder unter Benutzung von (ICI) und (IT2), man erhalt

1 2 2t 0
1-+¢2 142 1412
t2 ; 1 ; 0 2t2
- 1+¢ 1+t 1+t
o= 1 2t 1 2t 1-¢2 0 (4.46)
2 1+¢2 214+t2  1+t2
1 2t 1 2t 0 1—t2
21412 21442 I+¢2
1 2 2t 0
1 21 0 2t
- — . 4.47
1+¢2| t —t 1—-t>2 0 (4.47)

—t t 0 1—¢2

Damit ist die Gesamtmatrix T}, algebraisierbar; bei gleichen Flipwinkeln

. . . . 1 2/
der Einzelpulse sogar mit einem gemeinsamen Vorfaktor 15 = cos (5)
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4 Anwendungen in der Physik

(zur entsprechenden Potenz erhoben). Dann sind recht einfache Formen
fiir die damit berechenbaren Signalgleichungen zu erwarten.

In der Grenze, also fiir unendlichdimensionale 7T),, ergeben sich aber
wieder ggf. nicht-algebraische Funktionen.
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Das vorliegende Biichlein wendet sich alle, die sich fiir Rechentricks interessieren. Der hier behandelte
Trick ist die sog. Halbwinkelsubstitution, welche erheblich mehr Anwendungen hat, als die Anfangervor-
lesung vermuten ldsst. Ab etwa dem dritten oder vierten Semester sollten die prasentierten Beispiele fir
Physiker, Mathematiker oder Ingenieure verstandlich sein.

Nach einer elementaren Herleitung der Substitution und der Vorstellung der nétigen mathematischen
Werkzeuge folgen Kapitel tiber beispielhafte Anwendungen in Mathematik, Kinematik und Physik. Letztere
entstammen vorwiegend der Kernspintomografie; der Leser mége sich nicht durch den dort verwandten
Jargon abschrecken lassen. Eine Signalgleichung etwa ist auch nur eine Gleichung im mathematischen
Sinne. Der mit der Kernspintomografie vertraute Leser kann aus den letzten Kapiteln einen vermehrten
Nutzen ziehen.

Der tiefere Zusammenhang zwischen den Kapiteln offenbart sich in der Ahnlichkeit der Euler-Gleichungen
des starren Korpers mit der Bloch-Gleichung der Kernspinresonanz. Bei beiden ist zur Vereinfachung eine
stereografische Projektion hilfreich, welche mit der Halbwinkelsubstitution eng verwandt ist.
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