
Universitätsdrucke GöttingenUniversitätsdrucke Göttingen

M
ax

 F
eu

er
ha

ke
   

Ga
lo

is
gr

up
pe

n 
vo

n 
Po

ly
no

m
en

 v
ie

rt
en

 G
ra

de
s

Die Galoistheorie genießt als Abschluss vieler Algebravorlesungen den Ruf, nur Experten zugänglich zu 
sein. Dieses Buch wendet sich an alle, die schon lange das Wesen der Galoistheorie begreifen wollten, 
aber vor der Komplexität in anderen Büchern zurückgeschreckt sind. Im Zentrum steht ein konkreter 
Satz über die Galoisgruppen von Polynomen vierten Grades und ein Korollar für biquadratische Poly-
nome. Bei der Arbeit mit diesen Aussagen, deren Beweise ausführlich dargestellt und die mit Beispielen 
illustriert werden, lernt der/die Lesende viele Grundbegriffe und Methoden der Galois theorie kennen. 
Auf sehr konkretem Niveau werden die nötigen Grundlagen zur Gruppentheorie sowie die benötigten 
Begriffe dieser eingeführt. Bewusst wird auf die volle Allgemeinheit zugunsten der Anschaulichkeit 
verzichtet. Abschließend werden die gefundenen Algorithmen realisiert, indem sie in Programmen 
implementiert und damit elementare Untersuchungen durchgeführt werden.
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Einleitung

Im Zentrum der Arbeit stehen ein Satz über die Galoisgruppen von
Polynomen vierten Grades und dessen Korollar für biquadratische
Polynome. Mit deren Hilfe lassen sich die Galoisgruppen von Polyno-
men vierten Grades algorithmisch anhand der Koe�zienten bestim-
men. Den Sätzen liegt das Paper �An Elementary Test for the Galois
Group of a Quartic Polynomial� von B. Warren und L.-C. Kappe [8,
S. 133-137] zugrunde. Die vorliegende Arbeit ist ein Beispiel dafür,
wie in einer konkreten Anwendung lineare Algebra, Gruppentheorie
und Algebra zusammenspielen. In vielen Grundlagenwerken der Al-
gebra wie jenen von Bosch [4], Karp�nger und Meyberg [9] oder dem
von E. Artin [2] bzw. [3] werden die Galoisgruppen von Polynomen
vierten Grades nicht systematisch klassi�ziert. In den Monogra�en
von M. Artin [1, S. 645] und G. Fischer [5, S. 401] werden hingegen
die Galoisgruppen dieser Polynome fast vollständig klassi�ziert. �Fast
vollständig� meint dabei, dass sich die Fälle der zyklischen Gruppe
C4 und der Diedergruppe D4 dort nicht unterscheiden lassen.1 Der in
der vorliegenden Arbeit vorgestellte Satz aus dem Paper von Kappe
und Warren [8, S. 133-137] vervollständigt die Klassi�kation mittels
eines Hilfspolynoms.
Um den Beweis des Satzes von Kappe und Warren [8, S. 134] vorzu-
bereiten, werden einige Grundlagen benötigt, die in Kapitel 1 dar-
gestellt werden. Die Galoisgruppen sind isomorph zu gewissen Un-
tergruppen der symmetrischen Gruppe Sn, in unserem Falle der S4.
Daher werden in Kapitel 1 alle Untergruppen der S4 vorgestellt und
die Untergruppenbeziehungen in Abbildungen (siehe Abbildung 1.1
und Abbildung 1.2) illustriert. Die Sätze, die aus der Galoistheorie

1Beide Fälle fallen unter die dort angegebene Bedingung, dass die Diskriminante
kein Quadrat und zugleich die kubische Resolvente reduzibel ist, und können
damit nicht unterschieden werden.
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im Beweis von Kappe und Warren [8, S. 135-136] verwendet werden,
nämlich die Gradformel 7, das Fundamental-Lemma 1 und der Haupt-
satz der Galoistheorie 10, werden in Kapitel 2 behandelt.
In Kapitel 2 folgt die Klassi�zierung über Galoisgruppen von Poly-
nomen vierten Grades mit ausführlichem Beweis (siehe Satz 13) [8,
S.134-135]. In der Monographie von M. Artin [1, S. 645] wird ein an-
deres Kriterium für den Fall der Isomorphie der Galoisgruppe zur
Kleinschen Vierergruppe V4 angegeben. Wir weisen nach, dass dieses
Kriterium mit dem analogen aus dem Paper von Kappe und War-
ren äquivalent ist. In Kapitel 3 erfolgt die Illustration des Satzes in
einem Flussdiagramm. Bevor wir in Kapitel 5 zur Untersuchung der
fünf Fälle des Satzes über die Galoisgruppen von Polynomen vier-
ten Grades anhand von jeweils drei Beispielen übergehen, geben wir
relevante Irreduzibilitätskriterien für Polynome in Kapitel 4 an.
In Kapitel 3 stehen anschlieÿend Galoisgruppen von biquadratischen
Polynomen im Fokus. Zunächst geben wir ein Irreduzibilitätskrite-
rium speziell für biquadratische Polynome an, welches den Test auf
Irreduzibilität für solche Polynome stark vereinfacht. Daraufhin folgt
das Korollar, also die vereinfachte Klassi�zierung der Galoisgruppen
biquadratischer Polynome, mitsamt Beweis. Wiederum wird das Ko-
rollar mittels eines Flussdiagramms in Kapitel 2 illustriert.
In Kapitel 4 werden zwei selbstgeschriebene Programme zur Klassi�-
zierung von Polynomen vierten Grades (s. Kapitel 1) und biquadra-
tischen Polynomen (s. Kapitel 3) nach ihren Galoisgruppen in Sage

präsentiert. Im Zuge der Implementierung und der Untersuchung der
Beispiele kam die Frage nach der Häu�gkeit der unterschiedlichen Ga-
loisgruppen auf. Die Darstellung von je drei Beispielen zu jeder der
fünf vorkommenden Galoisgruppen von Polynomen vierten Grades
suggeriert womöglich eine gleichmäÿig auftretende Häu�gkeit aller
fünf Fälle. Tatsächlich aber fand bereits Van der Waerden 1934 [14]
beziehungsweise 1936 [15] heraus, dass der Fall der Isomorphie zur
symmetrischen Gruppe Sn der häu�gste Fall ist. Um dies zu verdeut-
lichen, werden abschlieÿend die absoluten und relativen Häu�gkeiten
der Galoisgruppen von allgemeinen beziehungsweise biquadratischen
Polynomen vierten Grades mit Koe�zienten aus einem vorgegebenen
ganzzahligen Zahlenbereich (s. Kapitel 2 und 4) ermittelt.



1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden gezielt die für den Klassi�kationssatz von
Polynomen vierten Grades notwendigen Grundlagen dargestellt. Ga-
loisgruppen irreduzibler und separabler Polynome sind transitiv auf
der Menge der Nullstelle operierende Untergruppen der symmetri-
schen Gruppe Sn vom Grad n. Deshalb wird in diesem Kapitel die
symmetrische Gruppe S4 mit allen und insbesondere auch mit die-
sen �transitiven� Untergruppen vorgestellt. Im Anschluss werden drei
Sätze der Galoistheorie, nämlich die Gradformel, das Fundamental-
lemma der Galoistheorie sowie der Hauptsatz der Galoistheorie, auf-
geführt. Auf Beweise der zitierten Sätze wurde in diesem Kapitel
bewusst verzichtet. Sie können der zitierten Literatur entnommen
werden.

1 Die Struktur der symmetrischen Gruppe S4

Im Folgenden werden die De�nitionen der symmetrischen Gruppe
samt ihrer Untergruppen angegeben.

De�nition 1 (symmetrische Gruppe). [5, S. 19][1, S. 46]
Eine Permutation von n Elementen einer endlichen Menge
M = {α1, . . . , αn} mit n ∈ N ist eine bijektive Abbildung von M auf
M . Die Menge

SM := {f : M −→M | f ist bijektiv},

bildet eine Gruppe, die symmetrische Gruppe SM von M . Die Ver-
knüpfung in SM ist die Komposition ◦ : SM −→ SM , (f, g) 7→ f ◦ g
mit (f ◦g)(x) := f(g(x)) von Abbildungen. Für die Gruppenstruktur
dieser Gruppe ist nur wichtig, dass α1, . . . , αn paarweise verschieden
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sind. Meist rechnen wir daher o.B.d.A. mitM = {1, . . . , n} und spre-
chen von der symmetrischen Gruppe Sn.

Die Elemente der symmetrischen Gruppe stellen wir mit der Zy-
keldarstellung dar. Zur Erinnerung an die Zykeldarstellung geben wir
ein Beispiel an.

Beispiel 1.

Sei τ ∈ S6, das heiÿt τ : {1, 2, 3, 4, 5, 6} −→ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, k 7→ τ(k).
Die Permutation sei durch folgende Zuordnungstabelle gegeben:

k 1 2 3 4 5 6

τ(k) 5 4 3 6 1 2
.

Betrachten wir, wohin die Elemente von {1, 2, 3, 4, 5, 6} durch τ ver-
schoben werden: 1→ 5→ 1 und 2 → 4 → 6 → 2 sowie 3 → 3. Dies
führt zur kompakteren Zykeldarstellung der Permutation:
τ = (1, 5)(2, 4, 6) ∈ S6. Ein Element eines Zyklus wird auf das nächste
Element abgebildet und das letzte Element eines Zyklus wird auf das
erste Element abgebildet.

Alle 24 Elemente der S4 sind in Tabelle 1.1 zu �nden [5, S. 111].

Elemente von S4 Anzahl Ordnung Signum

id 1 1 +

(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4) 6 2 −
(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 3, 4),
(1, 3, 2), (1, 4, 2), (1, 4, 3), (2, 4, 3)

8 3 +

(1, 2, 3, 4), (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3),
(1, 2, 4, 3), (1, 3, 4, 2), (1, 4, 3, 2)

6 4 −

(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3) 3 2 +

Summe 24

Tabelle 1.1: Elemente der S4

Wir wiederholen die Bezeichnungen der Untergruppen der S4, die De-
�nition einer Gruppenoperation und die De�nition einer transitiven
Gruppenoperation. Sämtliche Untergruppen der S4 sind in Tabelle 1.2
auf Seite 15 zu �nden.
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De�nition 2 (Signum einer Permutation). [9, S. 126]
Zu σ ∈ Sn betrachten wir

sign(σ) =
∏

16i<j6n−1

σ(i)− σ(j)

i− j

als das Signum von σ.

Bemerkung 1 (Rechenregel Signum einer Permutation). [9, S. 126]
Eine Methode, um das Signum einer Permutation ϕ ∈ Sn zu bestim-
men, ist die Darstellung von ϕ als Produkt von k Transpositionen.
Damit ist dann sign(ϕ) = (−1)k.

Beispiel 2.

Betrachte (1, 2, 3)(4, 5) ∈ S5. Diese Permutation können wir durch
eine Verkettung von 3 Transpositionen darstellen:

(1, 2, 3)(4, 5) = (1, 3) ◦ (1, 2) ◦ (4, 5),

Daher ist
sign ((1, 2, 3)(4, 5)) = (−1)3 = −1.

Satz 1. [9, S. 126]
Die Abbildung sign : Sn −→ {−1,+1}, ϕ 7→ sign(ϕ) ist ein Homo-

morphismus von Gruppen. Dabei wird {−1,+1} ⊂ Q als multiplika-

tive Gruppe aufgefasst.

De�nition 3 (Normalteiler). [1, S. 56]
Eine Untergruppe N einer Gruppe G heiÿt Normalteiler, wenn sie
folgende Eigenschaft hat: Für jedes a aus N und jedes b aus G gilt
bab−1 ∈ N . Wir schreiben dann N C G.

Dies ist die formale De�nition eines Normalteilers. Die wesentliche
Eigenschaft ist, dass Normalteiler Kerne von Gruppenhomomorphis-
men sind. Denn es gilt:

Satz 2. [9, S. 55]
Ist ϕ : G −→ H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kern(ϕ) ein

Normalteiler in G.
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De�nition 4 (alternierende Gruppe). [5, S. 33]
Die alternierende Gruppe An ist de�niert als

Kern(sign) = {σ ∈ S4 | sign(σ) = +1} =: An C Sn.

Bemerkung 2.

Mit Bemerkung 1 erhalten wir, dass die Permutationen ϕ ∈ A4 gerade
diejenigen sind, die sich durch eine Komposition einer geraden Anzahl
von Transpositionen darstellen lassen.

Satz 3. [9, S. 127]
Für n > 3 wird An von den 3-Zyklen erzeugt.

Ein Dieder (übersetzt �Zwei�ächner�) ist ein regelmäÿiges n-Eck. Die
Drehungen und Spiegelungen der Ebene, die ein Dieder in sich über-
führen, bilden die Diedergruppe. Deren Elemente denken wir uns als
Permutationen der Eckpunkte {1, . . . , n}. [5, S. 66]

De�nition 5 (Diedergruppe). [5, S. 66]

Sei σ := (1, 2, . . . , n) und τ =

(
1 2 3 . . . n
1 n n− 1 . . . 2

)
. Dabei ent-

spricht σ einer Drehung und τ einer Spiegelung. Diese beiden Abbil-
dungen sind die Erzeuger der Diedergruppe.

Dn = 〈σ, τ〉 ⊂ Sn.

Bis auf Isomorphie ist die Diedergruppe Dn durch Erzeugende σ̂ und
τ̂ und die Relationen σ̂n = id, τ̂2 = id und τ̂ σ̂τ̂ = σ̂ bestimmt.
Dass die in De�nition 5 angegebenen Permutationen σ und τ diese
Relationen erfüllen, rechnet man sofort nach.

De�nition 6 (zyklische Gruppe). [5, S. 69]
Eine Gruppe C heiÿt zyklisch, wenn es ein a ∈ C, sodass

C = {ak | k ∈ Z}.

Ist die Gruppe C endlich, mit n ∈ N Elementen so folgt

C =
{
ak | k ∈ {0, . . . , n− 1}

}
.
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Untergruppe der Ordnung 1

id id {id}
Untergruppe der Ordnung 2

C2

C21 {id, (1, 2)(3, 4)}
C22 {id, (1, 3)(2, 4)}
C23 {id, (1, 4)(2, 3)}
C24 {id, (1, 2)}
C25 {id, (1, 3)}
C26 {id, (1, 4)}
C27 {id, (2, 3)}
C28 {id, (2, 4)}
C29 {id, (3, 4)}

Untergruppe der Ordnung 3

C3

C31 {id, (1, 2, 3)(3, 2, 1)}
C32 {id, (1, 2, 4)(1, 4, 2)}
C33 {id, (1, 3, 4)(1, 4, 3)}
C34 {id, (2, 3, 4)(4, 3, 2)}

Untergruppe der Ordnung 4

C4

C41 {id, (1, 2, 3, 4), (1, 4, 3, 2), (1, 3)(2, 4)}
C42 {id, (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3), (1, 2)(3, 4)}
C43 {id, (1, 2, 4, 3), (1, 3, 4, 2), (1, 4)(2, 3)}

V4

V4 {id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}
V41 {id, (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4)}
V42 {id, (1, 3), (2, 4), (1, 3)(2, 4)}
V43 {id, (1, 4), (2, 3), (1, 4)(2, 3)}

Untergruppe der Ordnung 6

D3

D31 {id, (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 2, 3), (1, 3, 2)}
D32 {id, (1, 2), (1, 4), (2, 4), (1, 2, 4), (1, 4, 2)}
D33 {id, (1, 3), (1, 4), (3, 4), (1, 3, 4), (1, 4, 3)}
D34 {id, (2, 3), (2, 4), (3, 4), (2, 3, 4), (2, 4, 3)}

Untergruppe der Ordnung 8

D4

D41 {id, (1, 3), (2, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 2, 3, 4), (1, 4, 3, 2)}
D42 {id, (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3)}
D43 {id, (1, 4), (2, 3), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 2, 4, 3), (1, 3, 4, 2)}

Untergruppe der Ordnung 12

A4 A4
{id, (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 3, 4), (3, 2, 1), (4, 2, 1), (4, 3, 1),
(4, 3, 2), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (2, 3)(1, 4)}

Untergruppe der Ordnung 24

S4 S4

{id, (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4), (1, 2, 3), (1, 2, 4),
(1, 3, 4), (2, 3, 4), (3, 2, 1), (4, 2, 1), (4, 3, 1), (4, 3, 2),
(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (2, 3)(1, 4)(1, 2, 3, 4), (1, 3, 2, 4),
(1, 4, 2, 3), (1, 2, 4, 3), (1, 3, 4, 2), (1, 4, 3, 2)}

Tabelle 1.2: Untergruppen der S4
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Eine zyklische Untergruppe der Sn wird von einem Zykel der Gestalt
α = (a1, . . . , a`) mit 1 6 ` 6 n erzeugt, wobei {a1, . . . , a`} eine `-
elementige Teilmenge von {1, . . . , n} ist und isomorph zu der Gruppe
C` ist, die vom Zykel σ = {1, . . . , `} ∈ Sn erzeugt wird.1

De�nition 7 (Kleinsche Vierergruppe). [5, S. 19]
Die Kleinsche Vierergruppe ist de�niert als:

V4 := {id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (2, 3)(1, 4)}.

In der Kleinschen Vierergruppe V4 hat jedes Element die Ordnung
2. Bis auf Isomorphie ist V4 dadurch charakterisiert, dass sie drei
Elemente der Ordnung 2 enthält und das Produkt zweier dieser Ele-
mente das jeweils dritte ergibt. Somit ist die Kleinsche Vierergruppe
V4 isomorph zu Z/2Z×Z/2Z.

Notation 1.

Die Gruppen in Tabelle 1.2 bezeichnen wir so, dass der erste Index
zum Namen (der Isomorphieklasse) der Gruppe gehört und der zweite
Index die konkrete Gruppe nummeriert.

Wir wollen nun nachweisen, dass in Tabelle 1.2 alle Untergruppen
der S4 aufgelistet sind.

Satz 4 (Satz von Cauchy). [9, S. 108]
Ist p ein Primteiler der Ordnung einer endlichen Gruppe, so besitzt

diese ein Element der Ordnung p.

Für den nächsten Satz benötigen wir die De�nition einer p-Sylow-
gruppe.

De�nition 8. [9, S. 108]
Es sei p Primteiler der Ordnung einer endlichen Gruppe G und
|G| = prm mit p - m und r ∈ N. Dann nennt man jede Untergruppe
der Ordnung pr von G eine p-Sylowgruppe von G.

Nachfolgender Satz folgt aus dem 2. Satz von Sylow [9, S. 110].

1Zeige, dass die Abbildung σ auf α ein Isomorphismus von Gruppen induziert.
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Satz 5 (2. Satz von Sylow). [9, S. 110, Teil b]
Sei p Primteiler der Ordnung einer endlichen Gruppe G. Es gelte

|G| = prm mit p - m und r ∈ N. Die Anzahl aller p-Sylowgruppen in

G teilt m.

Satz 6 (Bestimmung aller Untergruppe der S4).
Die Liste der Untergruppen von S4 in Tabelle 1.2 auf Seite 15 ist

vollständig.

Beweis. Zu überprüfen, dass die aufgeführten Mengen Gruppen sind,
überlassen wir dem Leser. Nach dem Satz von Lagrange teilt die
Ordnung einer beliebigen Untergruppe die Gruppenordnung, hier also
24.
Wir klassi�zieren nun die Untergruppen nach ihrer Ordnung und be-
ginnen mit der höchsten Ordnung.

�Ordnung 24�:
O�ensichtlich haben wir nur eine Untergruppe der Ordnung 24, näm-
lich die S4 selbst.

�Ordnung 12�:
Zu zeigen ist, dass es keine weitere Untergruppe der Ordnung 12 bis
auf die A4 gibt.
Sei also G eine Untergruppe der Ordnung 12. Dann ist [S4 : G] = 2
und daher ist G ein Normalteiler in S4 mit Restklassengruppe
S4/G ∼= Z∗ = {+1,−1}.
Für a, b /∈ G entsprechen die zugehörigen Restklassen ā und b̄ der −1
und a · b entspricht dann (−1) · (−1) = +1. Es folgt also a · b ∈ G.
Insbesondere ist sowohl für g ∈ G als auch für g /∈ G stets g2 ∈ G.
Für alle s ∈ S4 erhalten wir s2 ∈ G. Sei s ∈ S4 mit ord(s) = 3, dann
ist s2 = s−1 also s−1 ∈ G. Da G eine Untergruppe von S4 ist, muss
auch s ∈ G liegen. Also enthält G alle Dreierzykel. Diese erzeugen
schon die A4 nach Satz 3. Also ist A4 ⊆ G. Wegen |A4| = 12 folgt
G = A4.
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�Ordnung 8�:
Sei |G| = 8, so ist G eine 2-Sylow-Gruppe von S4, denn 24 = 23 · 3
(siehe De�nition 8). Nach dem 2. Satz von Sylow (siehe Satz 5) teilt
die Anzahl der 8-Sylow-Gruppen 3 und ist deshalb maximal 3. Das
heiÿt, die Au�istung in der Tabelle 1.2 in der Zeile D4 ist vollständig.

�Ordnung 6�:
Sei |G| = 6, so gibt es nach dem Satz von Cauchy (siehe Satz 4)
Elemente g, h ∈ G mit |g| = 3 und |h| = 2. Dann haben g, h ∈ S4

Zykeldarstellungen etwa g = (i, j, k) und h = (`,m).
Falls {`,m} ⊂ {i, j, k}, folgt G = S{i,j,k}, denn ein Zykel der Länge n
und eine Transposition in der Zykeldarstellung nebeneinanderstehen-
der Elemente erzeugen nach [9, S. 129] und [10, S. 51] schon die Sn. In
dem Zykel (i, j, k) stehen alle Elemente nebeneinander. So erhalten
wir die in Tabelle 1.2 in Zeile D3 aufgezählten Gruppen.
Falls {`,m} 6⊂ {i, j, k} ist eine der Zahlen ` oder m nicht in {i, j, k}.
Sei o.B.d.A. m /∈ {i, j, k}. Da {i, j, k,m} = {1, 2, 3, 4} und ` 6= m ist,
folgt ` ∈ {i, j, k}. Wir können o.B.d.A. ` = i wählen, da
(i, j, k) = (k, i, j) = (j, k, i).
Wir rechnen (i,m) ◦ (i, j, k) = (i, j, k,m) ∈ G. Dies steht im Wider-
spruch dazu, dass G kein Element der Ordnung 4 enthalten kann, da
4 - |G|.
Die Au�istung in Tabelle 1.2 in Zeile D3 ist also vollständig.

�Ordnung 4�:
Sei |G| = 4. Wenn G ein Element ϕ der Ordnung 4 enthält, wird
G von ϕ erzeugt und G ist isomorph zur zyklischen Gruppe C4. Ein
g ∈ S4 der Ordnung 4 hat stets die Gestalt (1, i, j, k) mit
{i, j, k} = {2, 3, 4}. Es gibt also 3! = 6 solche g. Die Gruppe 〈(1, i, j, k)〉
enthält stets (1, i, j, k)−1 = (1, k, j, i).

Das heiÿt (1, 4, 3, 2) ∈
C41︷ ︸︸ ︷

〈(1, 2, 3, 4)〉, (1, 4, 2, 3) ∈
C42︷ ︸︸ ︷

〈(1, 3, 2, 4)〉 und

(1, 3, 4, 2) ∈
C43︷ ︸︸ ︷

〈(1, 2, 4, 3)〉. Das heiÿt die unter C4• aufgeführten Grup-
pen in Tabelle 1.2 enthalten bereits alle Elemente der Ordnung 4. Die
Aufzählung der zyklischen Gruppen der Ordnung 4 in Tabelle 1.2 ist
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also vollständig.
Betrachten wir nun nicht-zyklische Gruppen der Ordnung 4. Jedes
Element einer solchen Gruppe G muss (wegen 3 - |G|) Ordnung 2 ha-
ben. In Tabelle 1.1 sind alle 9 Elemente der Ordnung 2 zu sehen. Die
�Doppeltranspositionen� (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3) sind in der
letzten Zeile aufgeführt. Sie bilden zusammen mit id die Kleinsche
Vierergruppe V4.
Alle anderen nicht-zyklischen Gruppen G der Ordnung 4 müssen al-
so mindestens eine Transposition (i, j) mit i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, i 6= j
enthalten. Wäre nun (i, k) ∈ G mit k /∈ {i, j}, so wäre
(i, k) ◦ (i, j) = (i, j, k) ∈ G ein Element der Ordnung 3, Widerspruch
E, da 3 - |G|. Analog führt (i, j) ◦ (j, k) = (i, j, k) zum Widerspruch.
Weitere Elemente von G können nur noch (i, j)(k, `) oder (k, `) mit
{k, `} = {1, 2, 3, 4} \ {i, j} sein. Zusammen mit der Identität muss
G also somit genau die Elemente G = {id, (i, j), (k, `), (i, j)(k, `)}
enthalten und ist durch (i, j) eindeutig festgelegt.
Die unter V4 aufgelisteten Gruppen V41,V42 und V43 in Tabelle 1.2
sind daher neben der V4 alle weiteren nicht-zyklischen Untergruppen
der Ordnung 4.

�Ordnung 3�:
Untergruppen G der Ordnung 3 von S4 sind zyklisch, da 3 eine Prim-
zahl ist.
G wird durch ein Element der Ordnung 3 erzeugt, das heiÿt,
G = 〈(i, j, k)〉, wobei o.B.d.A. i = min{i, j, k} mit paarweise verschie-
denen i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4} sei. Es ergibt sich
G = {id, (i, j, k), (i, j, k)2 = (i, k, j)}. Es gibt 8 Elemente der Ord-
nung 3 in S4 (siehe Tabelle 1.1). Da jede Gruppe G der Ordnung 3
neben id zwei Elemente der Ordnung 3 enthält, die beide G erzeugen,
gibt es genau die vier Untergruppen C41,C42,C43 und C44 der S4 der
Ordnung 3.

�Ordnung 2�:
Die Untergruppen der Ordnung 2 von S4 bestehen aus der Identität
und einem Element der Ordnung 2. Es gibt

(
4
2

)
= 6 Möglichkeiten

für Transpositionen (i, j) mit {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4} und i 6= j. Wir kön-
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nen jede Transposition (i, j) ergänzen zum Element (i, j)(k, `) ∈ S4

mit (k, `) = {1, 2, 3, 4} \ {i, j}. Wegen (i, j)(k, `) = (k, `)(i, j) führen
je zwei der 6 Ergänzungen zur selben Permutation. Wir haben also
drei Elemente der Ordnung 2, die auch in A4 liegen. Insgesamt gibt
es daher 9 Elemente der Ordnung 2 und damit 9 Untergruppen der
Ordnung 2 (siehe Tabelle 1.1).

�Ordnung 1�:
Jede Gruppe muss die Identität id enthalten, womit es nur eine Un-
tergruppe der Ordnung 1, nämlich {id}, geben kann.

Es gibt also insgesamt 28 nicht-triviale Untergruppen der S4.

De�nition 9 (Operation). [1, S. 197]
Eine Gruppe (G, ◦) operiert auf einer Menge M 6= ∅, wenn jedem
Paar (g,m) ∈ G×M ein Element g ·m ∈M zugeordnet wird. Diese
Operation von G auf M muss dabei folgende Axiome erfüllen:

1 ·m = m ∀ m ∈M, wobei 1 ∈ G das neutrale Element ist;

∀g, g′ ∈ G,m ∈M gilt (g ◦ g′) ·m = g · (g′ ·m) Assoziativgesetz.

In der multiplikativen Schreibweise werden oft ◦ und · weggelassen,
wenn keine Verwechselungsgefahr besteht.

De�nition 10 (transitive Operation). [5, S. 103]
Man sagt eine Gruppe G operiert transitiv auf einer MengeM , wenn
G auf M operiert und wenn es zu je zwei Elementen x, y ∈ M ein
g ∈ G gibt mit

g(x) = y.

Beispielsweise operiert für eine endliche Menge M die Gruppe SM
auf der Menge M .

De�nition 11 (transitive Untergruppe von Sn). [1, S. 640]
Sei M eine endliche Menge und G ⊂ SM eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe, dann nennen wir G eine transitive Untergruppe
von SM , wenn G transitiv auf M operiert.
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In Abbildung 1.1 auf Seite 22 sind die Untergruppen der S4 bis auf
Isomorphie zu sehen. Auf denselben Höhen sind jeweils (Isomorphie-
klassen von) Untergruppen identischer Ordnung zu �nden. Ein Pfeil
bedeutet: die Gruppe, von der der Pfeil ausgeht, ist isomorph zu ei-
ner Untergruppe der Gruppe, auf die der Pfeil zeigt. Ein Pfeil ist rot
eingezeichnet, falls die kleinere Gruppe isomorph zu einem Normal-
teiler der gröÿeren Gruppe ist. Die transitiven Gruppen sind in Lila
dargestellt. Für die nicht-transitiven Gruppen sind folgende Farben
gewählt. Die zyklischen Gruppen sind in Grün, die Diedergruppen
in Orange, die nicht-transitiven zur Kleinschen Vierergruppe V4 iso-
morphen Gruppen in Blau und die einelementige Gruppe {id} ist in
Gelb dargestellt.
In Abbildung 1.2 auf Seite 23 sind alle 30 Untergruppen der S4 inklu-
sive der trivialen Untergruppen {id} und S4 aufgeführt. Auf densel-
ben Höhen sind wiederum Untergruppen identischer Ordnung darge-
stellt. In diesem Diagramm bedeutet ein Pfeil �ist Untergruppe von�.
Wiederum sind die transitiven Gruppen in Lila dargestellt. Für die
nicht-transitiven Gruppen sind folgende Farben gewählt. Die zykli-
schen Gruppen sind in Grün, die Diedergruppen in Orange, die nicht-
transitiven zur Kleinschen Vierergruppe V4 isomorphen Gruppen in
Blau und die einelementige Gruppe {id} in Gelb dargestellt. Die Pfei-
le sind mit Rot gezeichnet, falls die Untergruppe ein Normalteiler der
oberen Gruppe ist. Dabei ist zu beachten, dass die Normalteilerrela-
tion im Allgemeinen nicht transitiv ist.
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S4
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D4

D3

C4 V4

C3

C2

{id}

Abbildung 1.1: Untergruppen der S4 bis auf Isomorphie
Quelle: Eigene Gra�k erstellt mit TikZ
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Abbildung 1.2: Alle Untergruppen der S4

Quelle: Eigene Gra�k erstellt mit TikZ
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2 Galoistheorie

Für den Beweis des Klassi�kationssatzes für Galoisgruppen von Po-
lynomen vierten Grades werden wir den Gradsatz, das Fundamental-
lemma der Galoistheorie und den Hauptsatz der Galoistheorie benö-
tigen. Daher geben wir in diesem Kapitel nun die Sätze an.

De�nition 12 (Charakteristik eines Ringes). [1, S. 409]
Sei R ein Ring mit Einselement 1R, dann gibt es einen Homomorphi-
mus von Ringen ϕ : Z → R, der durch 1 7→ 1R induziert wird. Die
Charakteristik eines Ringes R ist die nichtnegative Zahl n, die den
Kern von ϕ erzeugt.

De�nition 13 (Körpererweiterung). [9, S. 271]
Sei K ⊆ E und K,E Körper, wobei +, · in K die gleichen Ver-
knüpfungen wie in E sind. Dann heiÿt K Unterkörper von E und E
Erweiterungskörper von K. Wir nennen die Inklusion K ⊆ E eine
Körpererweiterung, die wir als E/K notieren.

De�nition 14 (endlich erzeugte Körpererweiterung). [9, S. 271]
Sei K ⊆ E eine Körpererweiterung und seien α1, ..., αn ∈ E. Wir
de�nieren K(α1, ..., αn) als den kleinsten Unterkörper von E, wel-
cher K und α1, ..., αn enthält. Wir nennen K(α1, ..., αn) die aus K
durch Adjungieren von α1, ..., αn ∈ E erzeugte Körpererweiterung.
Der �kleinste� Unterkörper bedeutet hier die Schnittmenge aller Un-
terkörper E′ ⊆ E, die K und α1, ..., αn enthalten.

K(α1, ..., αn) =
⋂

{K∪{α1,...,αn}}⊆E′⊆E

E′

De�nition 15 (algebraisches Element). [6, S. 127]
Sei E ⊃ K eine Körpererweiterung. Ein Element α ∈ E heiÿt
algebraisch über K, wenn es Nullstelle eines Polynoms aus K[x]\{0}
ist.

De�nition 16 (algebraische Körpererweiterung). [6, S. 130]
Sei E ⊃ K eine Körpererweiterung. Sind alle Elemente von E über K
algebraisch, dann spricht man von einer algebraischen Körpererwei-
terung.
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Sei K ein Körper. Dann können wir eine Körpererweiterung E als
Vektorrauam über K ansehen und de�nieren:

De�nition 17 (Grad einer Körpererweiterung). [1, S. 568]
Sei E eine endliche Körpererweiterung vonK. Die Dimension dimK E
des Vektorraumes E über K heiÿt Grad der Körpererweiterung. Wir
schreiben

Grad(E/K) := [E : K] := dimK E.

Satz 7 (Gradformel). [1, S. 569]
Seien K ⊆ E ⊆ F drei Körper, wobei K ⊆ E und E ⊆ F zwei

endliche Körpererweiterungen sind. Dann gilt:

Grad(F/K) = Grad(E/K) ·Grad(F/E).

De�nition 18 (endliche Körpererweiterung). [6, S. 125]
Sei E ⊃ K eine Körpererweiterung. Wir sagen die Körperweiterung
ist endlich, wenn
Grad(E/K) <∞, dass heiÿt, E ist ein endlich dimensionaler Vektor-
raum über K.

Satz 8. [6, S. 130]
Sei E ⊃ K eine Körpererweiterung. Dann gilt:

(i) Ist die Körpererweiterung E ⊃ K endlich, so ist sie algebraisch

und es gibt α1, . . . , αn ∈ E mit E = K(α1, . . . , αn).

(ii) Gibt es über K algebraische Elemente α1, . . . , αn ∈ E mit

E = K(α1, . . . , αn), so ist die Körpererweiterung endlich und

damit algebraisch.

Bemerkung 3.

Wir werden nur Nullstellen von Polynomen aus K[x] adjungieren.
Dadurch entstehen stets algebraische Körpererweiterungen.
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De�nition 19 (Minimalpolynom). [6, S. 129]

Sei E ⊃ K eine Körpererweiterung und α ∈ K algebraisch über K,
dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom

fα ∈ K[x] \ {0} minimalen Grades mit fα(α) = 0. Dieses wird als
Minimalpolynom bezeichnet.2

De�nition 20 (Zerfällungskörper). [1, S. 618]

Gegeben ist ein Körper K und ein normiertes nicht konstantes Po-
lynom f(x) ∈ K[x] vom Grad n. Ein Erweiterungskörper E von K
heiÿt Zerfällungskörper von f über K, wenn folgende Eigenschaften
gelten:

(i) Das Polynom f zerfällt in E vollständig in Linearfaktoren, das
heiÿt, es gibt

α1, . . . , αn ∈ E mit f(x) =

n∏
i=1

(x− αi).

(ii) Es ist
E = K(α1, ..., αn),

das heiÿt, E ist minimal mit der Eigenschaft (i).

Der Zerfällungskörper ist bis auf Isomorphie eindeutig.

De�nition 21 (separables Polynom). [11, S. 131]

Ein Polynom f(x) ∈ K[x] heiÿt separabel, wenn jeder irreduzible
Faktor von f keine mehrfachen Nullstellen in einem Zerfällungskörper
von f besitzt.

2Unsere De�nition ist eine der zur De�nition des Minimalpolynoms laut Fi-
scher [5, S. 299] äquivalenten De�nition. So vermeiden wir die Verwendung
von Idealen.
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De�nition 22 (normale Körpererweiterung). [9, S. 321]
Sei K ein Körper und E ⊃ K eine Körpererweiterung, dann heiÿt
E normal über K, wenn E Zerfällungskörper eines Polynoms f in K
ist.

Für jeden Körper K bildet die Menge

Aut(K) := {ϕ : K → K | ϕ Automorphismus}

zusammen mit der Hintereinanderschaltung von Abbildungen als Ver-
knüpfung eine Gruppe. Sei K ⊂ F eine Körpererweiterung, so ist

Aut(F ;K) := {ϕ ∈ Aut(F ) | ϕ(x) = x für alle x ∈ K}

eine Untergruppe von Aut(F ). Die Gruppe Aut(K) heiÿt Automor-
phismengruppe von K und die Gruppe Aut(F ;K) heiÿt Gruppe der
relativen Automorphismen von F/K [5, S. 364] .

De�nition 23 (Galoisgruppe). [5, S. 364]
Sei K ein Körper und sei f(x) ∈ K[x] ein normiertes Polynom. Ist
F ⊃ K Zerfällungskörper von f(x) ∈ K[x], so nennt man

Gal(f ;K) := Aut(F ;K)

die Galoisgruppe von f über K.

De�nition 24 (galoissche Körpererweiterung). [11, S. 131]
Sei K ein Körper und E ⊃ K eine endliche Körpererweiterung. Sei
G := Gal(f ;K) die Galoisgruppe von E über K. Dann heiÿt E
Galoiserweiterung von K oder galoissch über K, falls
ord(G) = [E : K] gilt.

Satz 9. [11, S. 131]
Für eine endliche Körpererweiterung E ⊃ K sind äquivalent:

(a) E ist galoissch über K.

(b) E ist Zerfällungskörper eines separablen Polynoms aus K[X].
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Lemma 1 (Fundamental-Lemma). [5, S. 364]
Sei K ein Körper, f ∈ K[x] mit n := Grad(f) > 1. Weiter sei F ⊃ K
Zerfällungskörper von f und G := Gal(f ;K) = Aut(F ;K). Ferner
bezeichne N die Menge der paarweise verschiedenen Nullstellen von

f , das heiÿt, N = {x1, . . . , xr} ⊂ F mit r 6 n. Wir identi�zieren

S{x1,...,xr} wie in De�nition 1 mit Sr. Dann gelten:

(a) Für alle ϕ ∈ G ist ϕ(N) = N und der dadurch induzierte Homo-

morphismus

τ : G→ Sr , ϕ 7→ ϕ|N
ist injektiv. Man kann also G als Untergruppe von Sr ansehen.

Insbesondere folgt

ord(G) teilt r! ,

folglich ist G endlich.

(b) Ist f irreduzibel, so ist die Operation von G auf N transitiv. Ins-

besondere folgt

r teilt ord(G)

und n teilt ord(G), falls f separabel ist.

(c) Ist f das Minimalpolynom des erzeugenden Elements u ∈ F einer

einfachen Erweiterung F = K(u) ⊃ K, so ist

ord(G) = r.

Ist f separabel, so folgt

ord(G) = Grad(f) = n.

(d) Ist K endlich oder char(K) = 0, so gilt für jedes f ∈ K[x] mit
Zerfällungskörper F ⊃ K

ord(G) = [F : K].
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Satz 10 (Hauptsatz der Galoistheorie). [11, S. 133]
Sei F/K eine galoissche Körpererweiterung mit Galoisgruppe G. Dann
gelten:

(a) Es gibt eine bijektive Beziehung zwischen den Untergruppen

H ⊂ G und den Zwischenkörpern K ⊂ L ⊂ F , welche Inklusio-

nen umkehrt. Sei H ⊂ G eine Untergruppe. Dieser Untergruppe

ordnen wir den Körper

FH := {f ∈ F | ϕ(f) = f für alle ϕ ∈ H}

zu. Umgekehrt ordnen wir jedem Zwischenkörper L die Unter-

gruppe H ⊂ G, welche alle Elemente von L invariant lässt, zu.

Das ist AutL(F ).

{id} ⊂ H1 ⊂ H2 ⊂ ... ⊂ Hn = G
aufsteigende Kette

von Untergruppen
l l l l l
F ⊃ L1 ⊃ L2 ⊃ ... ⊃ Ln = K

absteigende Kette

von Zwischenkörpern

mit Li = FHi und Hi = AutLi(F ).

(b) Die einzigen Elemente von F , welche unter allen Automorphis-

men ϕ ∈ G invariant sind, sind die Elemente von K. Mit der

Notation:

FG := {f ∈ F | ϕ(f) = f für alle ϕ ∈ G},

ist also FG = K.

Beweis. Teil (a) ist in [11, S. 133, 16.1] die Hauptaussage.
Ebenfalls dort wird für Z ∈ {L1, . . . , Ln} die Gleichung

[Z : K] =
|G|

|G(F/Z)|

gezeigt.
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Zum Beweis von Teil (b) betrachten wir Z = FG. Dann gilt trivia-
lerweise G(F/Z) = G, da Z gerade als die Menge der Elemente, die
unter G invariant bleiben, de�niert ist. Daraus folgt

[Z : K] = dimK Z = 1 =⇒ FG = Z = K.



2 Galoisgruppen von Polynomen

vierten Grades

Sei p(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx+ d ein Polynom über einem Grund-

körper K mit Zerfällungskörper F und p(x) =
4∏
i=1

(x − αi), wobei

α1, . . . , α4 ∈ F seien. Bezeichne K2 = {k2 | k ∈ K} die Menge
aller Quadrate in K. Falls p(x) irreduzibel und separabel ist, ist
|{α1, . . . , α4}| = 4 und die Galoisgruppe Gal(F/K) wirkt transitiv
auf den vier Nullstellen (siehe Fundamental-Lemma 1 Teil b). Des-
halb muss Gal(F/K) isomorph zu einer der transitiven Untergruppen
der S4 sein:

(i) der Kleinschen Vierergruppe V4 der Ordnung 4,

(ii) der zyklischen Gruppe C4 der Ordnung 4,

(iii) der Diedergruppe D4 der Ordnung 8,

(iv) der alternierenden Gruppe A4 der Ordnung 12,

(v) oder der symmetrischen Gruppe S4 der Ordnung 24.

Nachfolgend wird angenommen, dass die Charakteristik des Grund-
körpers K nicht 2 ist. Dies stellt sicher, dass das Polynom p(x),
falls es irreduzibel ist, separabel ist, da p(x) = x4 + . . . und daher
p′(x) = 4x3 + . . . 6= 0 für char(K) 6= 2 ist (vgl. [8, S. 133-134]).

1 Begri�ichkeiten zur Klassi�zierung

Bemerkung 4 (elementarsymmetrische Funktionen).
Die Koe�zienten a, b, c, d von p(x) lassen sich über die sogenannten
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elementarsymmetrischen Funktionen in α1, . . . , α4 ausdrücken.1

a = −(α1 + α2 + α3 + α4)(2.1)

b = α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4(2.2)

c = −(α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4)(2.3)

d = α1α2α3α4(2.4)

Beweis. Es ist:

4∏
i=1

(x− αi) = (x− α1)(x− α2)(x− α3)(x− α4)

= (x2 − (α1 + α2)x+ α1α2) · (x2 − (α3 + α4)x+ α3α4)

= x4

− (α1 + α2 + α3 + α4)x
3

+ ((α1 + α2)(α3 + α4) + (α3α4 + α1α2))x
2

− ((α1 + α2)α3α4 + α1α2(α3 + α4))x

+ α1α2α3α4

= x4

− (α1 + α2 + α3 + α4)x
3

+ (α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α1α2 + α3α4)x
2

− (α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4)x

+ α1α2α3α4

= x4 + ax3 + bx2 + cx+ d

= p(x).

Koe�zientenvergleich ergibt die Behauptung.

De�nition 25 (kubische Resolvente). [8, S. 134]
Das Polynom

r(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

1Die Bezeichnung kommt daher, dass diese Polynome unter Permutationen der
Indizes, also einer Operation der symmetrischen Gruppe, invariant sind.
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heiÿt die kubische Resolvente von p(x). Wir schreiben r(x) auch als

r(x) = x3 − bx2 +Bx−A
mit A = a2d− 4bd+ c2 und B = ac− 4d.

De�nition 26 (Diskriminante eines Polynoms). [9, S. 417]
Sei K ein Körper. Für ein Polynom f(x) ∈ K[x] mit Zerfällungskör-
per F und der Darstellung

f(x) =
n∏
i=1

(x− αi) mit α1, . . . , αn ∈ F

wird die Diskriminante de�niert durch:

D = Df =
∏

16i<j6n

(αi − αj)2.

Bemerkung 5. [9, S. 417]
Mit den Bezeichnungen aus der De�nition 26 gilt Df ∈ K.

Wir zeigen, dass die kubische Resolvente r(x) dieselbe Diskriminante
wie p(x) hat.

De�nition 27.

Seien t1, t2 und t3 wie folgt de�niert:

t1 = α1α2 + α3α4,

t2 = α1α3 + α2α4 und

t3 = α1α4 + α2α3.

Bemerkung 6 (Nullstellen der kubischen Resolvente).
Die Nullstellen der kubischen Resolvente r(x) sind t1, t2 und t3 aus
De�nition 27.

Beweis. Wir zeigen, dass r(x) die Darstellung

r(x) = (x− t1)(x− t2)(x− t3)



34 1 Begri�ichkeiten zur Klassi�zierung

besitzt.2 Sei

r̃(x) :=(x− t1)(x− t2)(x− t3)
=(x2 − (t1 + t2)x+ t1t2)(x− t3)
=x3 − (t1 + t2)x

2 + t1t2x− t3x2 + (t1 + t2)t3x− t1t2t3
=x3 − (t1 + t2 + t3)x

2 + (t1t2 + t1t3 + t2t3)x− t1t2t3.

Die kubische Resolvente ist:

r(x) = x3 − bx2 +Bx−A
= x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2).

Nach Koe�zientenvergleich gilt r(x) = r̃(x) genau dann, wenn die
Koe�zienten übereinstimmen, das heiÿt, wenn gilt

b = t1 + t2 + t3,(2.5)

B = ac− 4d = t1t2 + t1t3 + t2t3 und(2.6)

A = a2d− 4bd+ c2 = t1t2t3.(2.7)

Es wird nachgerechnet, dass die Bedingungen (2.5),(2.6) und (2.7)
erfüllt sind. Dann ist r(x) = (x− t1)(x− t2)(x− t3) und damit sind
t1, t2 und t3 Nullstellen von r(x). Aus Bemerkung 4 folgt

(2.5) : b = α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4

= α1α2 + α1α4 + α1α3 + α2α4 + α1α4 + α2α3

= t1 + t2 + t3.

Aus Bemerkung 4 und De�nition 25 folgt

(2.6) : B = −(α1 + α2 + α3 + α4)

· (−(α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4))

− 4 · α1α2α3α4

2Es lieÿe sich auch direkt nachrechnen, dass t1, t2 und t3 Nullstellen von r(x)
sind. Für t1 wird dies im Anhang ausgeführt.
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= α2
1α2α3 + α2

1α2α4 + α2
1α3α4 + α1α2α3α4 + α1α

2
2α3

+ α1α
2
2α4 + α1α2α3α4 + α2

2α3α4 + α1α2α
2
3 + α1α2α3α4

+ α1α
2
3α4 + α2α

2
3α4 + α1α2α3α4 + α1α2α

2
4 + α1α3α

2
4

+ α2α3α
2
4 − 4 · α1α2α3α4

= α2
1α2α3 + α2

1α2α4 + α2
1α3α4 + α1α

2
2α3

+ α1α
2
2α4 + α2

2α3α4 + α1α2α
2
3 + α1α

2
3α4

+ α2α
2
3α4 + α1α2α

2
4 + α1α3α

2
4 + α2α3α

2
4

= α2
1α2α3 + α1α

2
2α4 + α1α

2
3α4 + α2α3α

2
4

+ α2
1α2α4 + α1α

2
2α3 + α1α3α

2
4 + α2α

2
3α4

+ α2
1α3α4 + α1α2α

2
3 + α1α2α

2
4 + α2

2α3α4

= (α1α2 + α3α4)(α1α3 + α2α4)

+ (α1α2 + α3α4)(α1α4 + α2α3)

+ (α1α3 + α2α4)(α1α4 + α2α3)

= t1t2 + t1t3 + t2t3.

Aus Bemerkung 4 und De�nition 25 folgt

(2.7) : A =
(
−(α1 + α2 + α3 + α4)

)2
α1α2α3α4

− 4(α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4)

· α1α2α3α4 +
(
−(α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4)

)2
= (α2

1 + 2α1α2 + α2
2 + 2α1α3 + 2α2α3 + α2

3 + 2α1α4

+ 2α2α4 + 2α3α4 + α2
4) · α1α2α3α4

− 4(α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4)α1α2α3α4

+ α2
1α

2
2α

2
3 + α2

1α
2
2α

2
4 + α2

1α
2
3α

2
4 + α2

2α
2
3α

2
4

+ 2α2
1α

2
2α3α4 + 2α2

1α2α
2
3α4 + 2α1α

2
2α

2
3α4

+ 2α2
1α2α3α

2
4 + 2α1α

2
2α3α

2
4 + 2α1α2α

2
3α

2
4

= α3
1α2α3α4 + α1α

3
2α3α4 + α1α2α

3
3α4 + α1α2α3α

3
4

+ α2
1α

2
2α

2
3 + α2

1α
2
2α

2
4 + α2

1α
2
3α

2
4

= (α2
1α2α3 + α1α

2
2α4 + α1α

2
3α4 + α2α3α

2
4) · (α1α4 + α2α3)
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= (α1α2 + α3α4)(α1α3 + α2α4)(α1α4 + α2α3)

= t1t2t3.

Satz 11.

Die kubische Resolvente r(x) und das Polynom p(x) besitzen dieselbe

Diskriminante, das heiÿt,

D =
∏
i<j

(αi − αj)2 =
∏
i<j

(ti − tj)2.

Beweis.

D =
∏
i<j

(ti − tj)2

= (t1 − t2)2 · (t1 − t3)2 · (t2 − t3)2

= (α1α2 + α3α4 − α1α3 − α2α4)
2

· (α1α2 + α3α4 − α1α4 − α2α3)
2

· (α1α3 + α2α4 − α1α4 − α2α3)
2

=
(
α1(α2 − α3)− α4(α2 − α3)

)2
·
(
α1(α2 − α4)− α3(α2 − α4)

)2
·
(
α1(α3 − α4)− α2(α3 − α4)

)2
= (α1 − α4)

2 · (α2 − α3)
2 · (α1 − α3)

2

· (α2 − α4)
2 · (α1 − α2)

2 · (α3 − α4)
2

=
∏
i<j

(αi − αj)2.
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Satz 12.

Die Diskriminante lässt sich durch

D = −4b3A+ b2B2 + 18bBA− 4B3 − 27A2

mit A = a2d+ c2 − 4bd und B = ac− 4d ausdrücken.3

Beweis. Es gilt:

D =
(
(t1 − t2)(t1 − t3)(t2 − t3)

)2
=
(
(t21 − t1t2 − t1t3 + t2t3)(t2 − t3)

)2
= (t21t2 − t1t22 − t1t2t3 + t22t3 − t21t3 + t1t2t3 + t1t

2
3 − t2t23)2

= (t21t2 − t1t22 + t22t3 − t21t3 + t1t
2
3 − t2t23)2

=
(
t21(t2 − t3) + t22(t3 − t1) + t23(t1 − t2)

)2
= t41(t2 − t3)2 + t42(t3 − t1)2 + t43(t1 − t2)2

+ 2t21(t2 − t3)t22(t3 − t1) + 2t21(t2 − t3)t23(t1 − t2)
+ 2t22(t3 − t1)t23(t1 − t2)

= t41t
2
2 − 2t41t2t3 + t41t

2
3 + t42t

2
3 − 2t42t1t3 + t42t

2
1 + t43t

2
1

− 2t43t1t2 + t43t
2
2 − 2t21t

2
2t

2
3 − 2t31t

3
2 + 2t21t

3
2t3 + 2t31t

2
2t3 + 2t31t2t

2
3

− 2t21t
2
2t

2
3 − 2t31t

3
3 + 2t21t2t

3
3 + 2t1t

2
2t

3
3 − 2t32t

3
3 − 2t21t

2
2t

2
3 + 2t1t

3
2t

2
3

= t41t
2
2 + (2− 4)t41t2t3 + t41t

2
3 + t42t

2
3 + (2− 4)t42t1t3 + t42t

2
1

+ t43t
2
1 + (2− 4)t43t1t2 + t43t

2
2 + (15 + 54− 27− 24− 24)t21t

2
2t

2
3

+ (2− 4)t31t
3
2 + (2− 4)t31t

3
3 + (2− 4)t32t

3
3

+ (18 + 8− 12− 12)t21t
3
2t3 + (18 + 8− 12− 12)t31t

2
2t3

+ (18 + 8− 12− 12)t31t2t
2
3 + (18 + 8− 12− 12)t21t2t

3
3

+ (18 + 8− 12− 12)t1t
2
2t

3
3 + (18 + 8− 12− 12)t1t

3
2t

2
3

= −4 t41t2t3 − 12 t31t
2
2t3 − 12 t21t

3
2t3 − 4 t1t

4
2t3 − 12 t31t2t

2
3

−24 t21t
2
2t

2
3 − 12 t1t

3
2t

2
3 − 12 t21t2t

3
3−12 t1t

2
2t

3
3 − 4 t1t2t

4
3

3Im Artikel von Warren und Kappe [8, S. 134] wird fälschlicherweise die For-
mel D = −4b3A+ b2B2 + 18dBA−B3 − 27A2 verwendet, obwohl dort auf
die Monogra�e von Jacobson verwiesen wurde [7, S. 251], in der die Formel
für die Diskriminante korrekt steht. Die Summanden sind nämlich 18bBA
statt 18dBA und −4B3 statt −B3.
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+ t41t
2
2 + 2 t31t

3
2 + t21t

4
2 + 2 t41t2t3 + 8 t31t

2
2t3 + 8 t21t

3
2t3 + 2 t1t

4
2t3

+ t41t
2
3 + 8 t31t2t

2
3 + 15 t21t

2
2t

2
3 + 8 t1t

3
2t

2
3 + t42t

2
3 + 2 t31t

3
3 + 8 t21t2t

3
3

+ 8 t1t
2
2t

3
3 + 2 t32t

3
3 + t21t

4
3 + 2 t1t2t

4
3 + t22t

4
3

+18 t31t
2
2t3 + 18 t21t

3
2t3 + 18 t31t2t

2
3 + 54 t21t

2
2t

2
3

+18 t1t
3
2t

2
3 + 18 t21t2t

3
3 + 18 t1t

2
2t

3
3

−4 t31t
3
2 − 12 t31t

2
2t3 − 12 t21t

3
2t3 − 12 t31t2t

2
3 − 24 t21t

2
2t

2
3

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

−12 t1t
3
2t

2
3 − 4 t31t

3
3 − 12 t21t2t

3
3 − 12 t1t

2
2t

3
3 − 4 t32t

3
3

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
−27 t21t

2
2t

2
3. . . . . . . . . .

(1)
= −4(t31 + 3 t21t2 + 3 t1t

2
2 + t32 + 3 t21t3 + 6 t1t2t3

+3 t22t3 + 3 t1t
2
3 + 3 t2t

2
3 + t33)(t1t2t3)

+ (t21 + 2 t1t2 + t22 + 2 t1t3 + 2 t2t3 + t23)

· (t21t22 + 2 t21t2t3 + 2 t1t
2
2t3 + t21t

2
3 + 2 t1t2t

2
3 + t22t

2
3)

+18(t1 + t2 + t3)(t
2
1t

2
2t3 + t21t2t

2
3 + t1t

2
2t

2
3)

−4(t31t
3
2 + 3 t31t

2
2t3 + 3 t21t

3
2t3 + 3 t31t2t

2
3 + 6 t21t

2
2t

2
3

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

+3 t1t
3
2t

2
3 + t31t

3
3 + 3 t21t2t

3
3 + 3 t1t

2
2t

3
3 + t32t

3
3)

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
−27(t1t2t3)

2

. . . . . . . . . . . .

= −4t1t2t3(t
3
1 + 3 t21t2 + 3 t1t

2
2 + t32 + 3 t21t3

+ 6 t1t2t3 + 3 t22t3 + 3 t1t
2
3 + 3 t2t

2
3 + t33)

+ (t21 + 2 t1t2 + t22 + 2 t1t3 + 2 t2t3 + t23)

· (t21t22 + 2 t21t2t3 + 2 t1t
2
2t3 + t21t

2
3 + 2 t1t2t

2
3 + t22t

2
3)

+ 18(t1 + t2 + t3)(t
2
1t

2
2t3 + t21t2t

2
3 + t1t

2
2t

2
3)

− 4(t31t
3
2 + 3 t31t

2
2t3 + 3 t21t

3
2t3 + 3 t31t2t

2
3 + 6 t21t

2
2t

2
3

+ 3 t1t
3
2t

2
3 + t31t

3
3 + 3 t21t2t

3
3 + 3 t1t

2
2t

3
3 + t32t

3
3)− 27(t1t2t3)

2

= −4(t1 + t2 + t3)
3(t1t2t3) + (t1 + t2 + t3)

2(t1t2 + t1t3 + t2t3)
2

+ 18(t1 + t2 + t3)(t1t2t3)(t1t2 + t1t3 + t2t3)

− 4(t1t2 + t1t3 + t2t3)
3 − 27(t1t2t3)

2

= −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2.
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Zur Vervollständigung des Beweises zeigen wir, dass die nicht unter-
strichenen Terme bei (1) übereinstimmen.

(t21 + t22 + t23
:

+ 2t1t2 + 2t1t3. . . . . + 2t2t3)

· (t21t22 + t21t
2
3 + t22t

2
3 + 2t21t2t3 + 2t1t

2
2t3 + 2t1t2t

2
3)

= t41t
2
2 + t41t

2
3 + t21t

2
2t

2
3 + 2t41t2t3 + 2t31t

2
2t3 + 2t31t2t

2
3

+t21t
4
2 + t21t

2
2t

2
3 + t42t

2
3 + 2t21t

3
2t3 + 2t1t

4
2t3+2t1t

3
2t

2
3

+t21t
2
2t

2
3 + t21t

4
3 + t22t

4
3 + 2t21t2t

3
3 + 2t1t

2
2t

3
3 + 2t1t2t

4
3

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

+2t31t
3
2 + 2t31t2t

2
3 + 2t1t

3
2t

2
3+4t31t

2
2t3 + 4t21t

3
2t3 + 4t21t

2
2t

2
3

+2t31t
2
2t3 + 2t31t

3
3 + 2t1t

2
2t

3
3 + 4t31t2t

2
3 + 4t21t

2
2t

2
3 + 4t21t2t

3
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ 2t21t
3
2t3 + 2t21t2t

3
3 + 2t32t

3
3 + 4t21t

2
2t

2
3 + 4t1t

3
2t

2
3 + 4t1t

2
2t

3
3

= t41t
2
2 + 2t31t

3
2 + t21t

4
2 + 2t41t2t3 + 8t31t

2
2t3 + 8t21t

3
2t3

+ 2t1t
4
2t3 + t41t

2
3 + 8t31t2t

2
3 + 15t21t

2
2t

2
3 + 8t1t

3
2t

2
3 + t42t

2
3

+ 2t31t
3
3 + 8t21t2t

3
3 + 8t1t

2
2t

3
3 + 2t32t

3
3 + t21t

4
3 + 2t1t2t

4
3 + t22t

4
3

Der Vorteil dieser Darstellung der Diskriminante ist, dass die im All-
gemeinen unbekannten Nullstellen der Polynome nicht darin auftre-
ten. Sie hängt nur von den Koe�zienten ab.
Nach den Vorbereitungen kommen wir zum Klassi�kationssatz für
Galoisgruppen von Polynomen vierten Grades. Dieser stammt aus
dem Paper von Warren und Kappe [8, S. 134]. Der Beweis wird in
der vorliegenden Arbeit deutlich ausführlicher behandelt, als er dort
ausgeführt ist.

2 Klassi�kationssatz

Satz 13 (Klassi�kationssatz für Galoisgruppen von Polynomen vier-
ten Grades). [8, S. 134-135]
Sei K ein Körper der Charakteristik ungleich 2.

Sei p(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx+ d ∈ K[x] irreduzibel über K. Be-
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zeichne F den Zerfällungskörper von p(x) mit p(x) =
4∏
i=1

(x− αi) mit

αi ∈ F und i ∈ {1, 2, 3, 4}.
Sei weiter r(x) := x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2) die kubi-
sche Resolvente von p(x) und E ein Zerfällungskörper von r(x). Fer-
ner sei D die Diskriminante von p(x).4 Dann gelten

(i) Gal(F/K) ∼= S4 genau dann, wenn r(x) irreduzibel über K ist

und D /∈ K2,

(ii) Gal(F/K) ∼= A4 genau dann, wenn r(x) irreduzibel über K ist

und D ∈ K2,

(iii) Gal(F/K) ∼= V4 genau dann, wenn r(x) über K in drei Linear-

faktoren zerfällt,

(iv) Gal(F/K) ∼= C4 genau dann, wenn r(x) genau eine Nullstelle

t ∈ K hat und

g(x) := (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t)) in E[x] zerfällt und

(v) Gal(F/K) ∼= D4 genau dann, wenn r(x) genau eine Nullstelle t
in K hat und g(x) nicht in E[x] zerfällt.

Beweis. Sei V4 = {id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}. Der Zerfäl-
lungskörper E der kubischen Resolvente r(x) ist in F enthalten, da
die t1, t2 und t3 sich additiv und multiplikativ aus den Nullstellen
α1, α2, α3 und α4 wie in De�nition 25 zusammensetzen. Da p(x) se-
parabel und irreduzibel ist, ist die gemeinsame Diskriminante nicht
Null und damit hat auch r(x) paarweise verschiedene Nullstellen.
Eine Permutation δ der Nullstellen α1, . . . , α4 von p(x) induziert eine
Permutation σ ∈ S4 der dazugehörigen Indizes: δ(αi) = ασ(i), da die
Nullstellen paarweise verschieden sind. Umgekehrt induziert σ ∈ S4

eine Permutation δσ mit δ(αi) := ασ(i). Im Folgenden rechnen wir
nach, dass eine Permutation δ der Nullstellen α1, α2, α3, α4 genau
dann alle drei Nullstellen von r(x) festhält, wenn die von δ induzierte
Permutation der Subindizes der αi in V4 ist. Dazu zeigen wir nun:

σ ∈ V4 ⇐⇒ δσ(ti) = ti, für i ∈ {1, 2, 3}.(2.8)

4Oder wahlweise die Diskriminante von r(x) nach Satz 11.
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�⇐=�
Wir zeigen dies durch Kontraposition. Angenommen σ /∈ V4. Für
diese 20 Elemente, welche nicht zu V4 gehören, aber Elemente der
S4 sind (siehe Tabelle 1.1), zeigen wir im Folgenden, dass immer für
(mindestens) ein i ∈ {1, 2, 3} gilt, dass die Bedingung δ(ti) = ti nicht
erfüllt ist, wobei δ := δσ sei.
Für alle Elemente σ der Ordnung 2, die nicht als Elemente der Klein-
schen Vierergruppe vorkommen, �nden wir jeweils ein ti mit
i ∈ {1, 2, 3} mit δ(ti) 6= ti:

σ = (1, 2) : δ(t2) = ασ(1)ασ(3) + ασ(2)ασ(4) = α2α3 + α1α4 = t3 6= t2,

σ = (1, 3) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4) = α3α2 + α1α4 = t3 6= t1,

σ = (1, 4) : δ(t2) = ασ(1)ασ(3) + ασ(2)ασ(4) = α4α3 + α2α1 = t1 6= t2,

σ = (2, 3) : δ(t2) = ασ(1)ασ(3) + ασ(2)ασ(4) = α1α2 + α3α4 = t1 6= t2,

σ = (2, 4) : δ(t3) = ασ(1)ασ(4) + ασ(2)ασ(3) = α1α2 + α4α3 = t1 6= t3,

σ = (3, 4) : δ(t3) = ασ(1)ασ(4) + ασ(2)ασ(3) = α1α3 + α2α4 = t2 6= t3.
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Für alle Elemente σ der Ordnung 3 rechnen wir δ(t1) 6= t1 nach:

σ = (1, 2, 3) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α2α3 + α1α4

= t3 6= t1,

σ = (1, 2, 4) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α2α4 + α3α1

= t2 6= t1,

σ = (1, 3, 4) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α3α2 + α4α1

= t3 6= t1,

σ = (2, 3, 4) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α1α3 + α4α2

= t2 6= t1,

σ = (3, 2, 1) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α3α1 + α2α4

= t2 6= t1,

σ = (4, 2, 1) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α4α1 + α3α2

= t3 6= t1,

σ = (4, 3, 1) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α4α2 + α1α3

= t2 6= t1,

σ = (4, 3, 2) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α1α4 + α2α3

= t3 6= t1.
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Auch für alle Elemente der Ordnung 4 �nden wir jeweils ein ti mit
i ∈ {1, 2, 3} mit δ(ti) 6= ti:

σ = (1, 2, 3, 4) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α2α3 + α4α1 = t3 6= t1,

σ = (1, 3, 2, 4) : δ(t2) = ασ(1)ασ(3) + ασ(2)ασ(4)

= α3α2 + α4α1 = t3 6= t2,

σ = (1, 4, 2, 3) : δ(t3) = ασ(1)ασ(4) + ασ(2)ασ(3)

= α4α2 + α3α1 = t2 6= t3,

σ = (1, 2, 4, 3) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α2α4 + α1α3 = t2 6= t1,

σ = (1, 3, 4, 2) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α3α1 + α4α2 = t2 6= t1,

σ = (1, 4, 3, 2) : δ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4)

= α4α1 + α2α3 = t3 6= t1.

�=⇒�
Für id ∈ V4 erhalten wir

δid(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4) = t1,

δid(t2) = ασ(1)ασ(3) + ασ(2)ασ(4) = t2,

δid(t3) = ασ(1)ασ(4) + ασ(2)ασ(3) = t3.

Für σ = (1, 3)(2, 4) ∈ V4 erhalten wir

δσ(t1) = ασ(1)ασ(2) + ασ(3)ασ(4) = α3α4 + α1α2 = t1,

δσ(t2) = ασ(1)ασ(3) + ασ(2)ασ(4) = α1α3 + α2α4 = t2,

δσ(t3) = ασ(1)ασ(4) + ασ(2)ασ(3) = α3α2 + α4α1 = t3.
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Für τ = (1, 2)(3, 4) ∈ V4 gelten

δτ (t1) = ατ(1)ατ(2) + ατ(3)ατ(4) = α2α1 + α4α3 = t1,

δτ (t2) = ατ(1)ατ(3) + ατ(2)ατ(4) = α2α4 + α1α3 = t2,

δτ (t3) = ατ(1)ατ(4) + ατ(2)ατ(3) = α2α3 + α1α4 = t3.

Für ϕ = (1, 4)(2, 3) ∈ V4 sind

δϕ(t1) = αϕ(1)αϕ(2) + αϕ(3)αϕ(4) = α4α3 + α2α1 = t1,

δϕ(t2) = αϕ(1)αϕ(3) + αϕ(2)αϕ(4) = α4α2 + α3α1 = t2,

δϕ(t3) = αϕ(1)αϕ(4) + αϕ(2)αϕ(3) = α4α1 + α3α2 = t3.

Somit lassen id, σ, τ und ϕ alle Nullstellen fest.
Für alle σ ∈ V4 und alle i ∈ {1, 2, 3} gilt somit σ(ti) = ti .
Wir zeigen nun: Es ist Gal(F/E) = Gal(F/K) ∩V4.

�⊆� Sei δσ ∈ Gal(F/E) =⇒ δσ|E = idE . Da σ ∈ V4 gilt δσ(ti) = ti
für i ∈ {1, 2, 3} nach (2.8). Aus K ⊆ E folgt Gal(F/E) ⊆ Gal(F/K)
und damit ist wegen σ ∈ Gal(F/E) auch σ ∈ Gal(F/K).

�⊇� Sei δσ ∈ Gal(F/K) ∩V4, dann ist δσ ∈ Gal(F/K), also
δσ|K = idK. Da σ ∈ V4, ist gilt nach (2.8), dass δσ(ti) = ti mit
i ∈ {1, 2, 3}. Da die ti ∈ E den Körper E erzeugen, folgt δσ|E = idE
und somit σ ∈ Gal(F/E).
Daraus leitet sich ab:

(a) r(x) zerfällt vollständig in Linearfaktoren über K genau dann,
wenn Gal(F/K) ∼= V4,

(b) r(x) ist irreduzibel über K genau dann,

wenn |Gal(F/K)| = |Gal(F/E)| ·

(1),(c)
= 3︷ ︸︸ ︷

|Gal(E/K)| durch 3 teilbar ist.

Da p(x) irreduzibel ist, ergibt das Fundamentallemma der Galois-
theorie 1 Teil (b), dass
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4 | |Gal(F/K)| und |Gal(F/K)| > 4.
Im Fall (a) ergibt sich Gal(F/K) ∼= V4. Die Klassi�zierung (iii) ist
damit gezeigt.

Im Fall (b) ist |Gal(F/K)| durch 12 teilbar, also ist Gal(F/K) ∼= S4

oder Gal(F/K) ∼= A4.
Im Folgenden sehen wir, dass Gal(F/K) ∼= S4, falls die Diskriminante
D =

∏
i<j

(αi − αj)2 kein Quadrat in K ist, und Gal(F/K) ∼= A4, falls

D ein Quadrat in K ist.

�Gal(F/K) ∼= S4�: Sei nun D kein Quadrat in K, dass heiÿt,√
D /∈ K. Für jedes σ ∈ A4 folgt δσ(

√
D) =

√
D, denn der Ausdruck√

D =
∏
i<j

(αi − αj) ändert für jede Vertauschung αi ↔ αj das Vor-

zeichen und wegen σ ∈ A4 lässt sich δσ nach Bemerkung 2 durch eine
gerade Anzahl an Vertauschungen darstellen. Nach Voraussetzung
ist
√
D /∈ K, nach dem Hauptsatz der Galoistheorie 10 Teil (b) ist

K = Fix(Gal(F/K)) und wir erhalten
√
D /∈ Fix(Gal(F/K)). Daher

gibt es ein δσ ∈ Gal(F/K) mit δσ(
√
D) 6=

√
D. Damit ist das dazuge-

hörige σ /∈ A4. Dies impliziert Gal(F/K) � A4, also Gal(F/K) ∼= S4.

�Gal(F/K) ∼= A4�: Sei D ein Quadrat in K, dass heiÿt,
√
D ∈ K.

Dann gilt für σ ∈ S4 mit sign(σ) = −1:

δσ(
√
D) = −

√
D 6=

√
D.

Da p(x) separabel ist, ist D 6= 0 und da K nicht Charakteristik zwei
hat, ist

√
D 6= −

√
D. Damit wäre δσ|K 6= idK und es folgt

δσ /∈ Gal(F/K) =⇒ Gal(F/K) � S4 =⇒ Gal(F/K) ∼= A4.

Damit sind (i) und (ii) gezeigt. Wir zeigen nun (iv) und (v). Habe
nun im folgenden r(x) genau eine Nullstelle t in K. Nach möglicher
Umnummerierung der Nullstellen αi von p(x) können wir
t := t1 = α1α2 +α3α4 annehmen. Wir zeigen nun Nummer (iv) näm-
lich, dass Gal(F/K) zu C4 isomorph ist.
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Betrachten wir nun das Polynom g(x) = (x2−tx+d)(x2+ax+(b−t))
über K.
Die Nullstellen des ersten Faktors sind α1α2 und α3α4:

x2 − tx+ d
∣∣
x=α1α2

= (α1α2)
2 − t(α1α2) + d

= (α1α2)
2 − (α1α2 + α3α4)(α1α2) + α1α2α3α4

= 0,

x2 − tx+ d
∣∣
x=α3α4

= (α3α4)
2 − t(α3α4) + d

= (α3α4)
2 − (α1α2 + α3α4)(α3α4) + α1α2α3α4

= 0.

Die Nullstellen des zweiten Faktors sind zum einen α1 + α2, denn

x2 + ax+ (b− t)
∣∣
x=α1+α2

= (α1 + α2)
2 + a(α1 + α2) + (b− t)

(2.1),(2.2)
= (α1 + α2)

2 + (−α1 − α2 − α3 − α4)

· (α1 + α2) + α1α2 + α1α3 + α1α4

+ α2α3 + α2α4 + α3α4

− (α1α2 + α3α4)

= α2
1 + 2α1α2 + α2

2 − α2
1

− α1α2 − α1α3 − α1α4 − α1α2

− α2
2 − α2α3 − α2α4 + α1α2

+ α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4

+ α3α4 − α1α2 − α3α4

= 0
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und sind zum anderen α3 + α4, denn

x2 + ax+ (b− t)
∣∣
x=α3+α4

= (α3 + α4)
2 + a(α3 + α4) + (b− t)

(2.1),(2.2)
= (α3 + α4)

2 + (−α1 − α2 − α3 − α4)

· (α3 + α4) + α1α2 + α1α3 + α1α4

+ α2α3 + α2α4 + α3α4

− (α1α2 + α3α4)

= α2
3 + 2α3α4 + α2

4 − α1α3 − α2α3 − α2
3

− α3α4 − α1α4 − α2α4 − α3α4 − α2
4

+ α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3

+ α2α4 + α3α4 − α1α2 − α3α4

= 0.

�Gal(F/K) ∼= C4�: Falls Gal(F/K) ∼= C4 gilt, gibt es genau eine
Untergruppe der Ordnung zwei, denn die zyklische Gruppe
C4 = 〈(1, 2, 3, 4)〉 hat genau eine Untergruppe der Ordnung zwei,
nämlich 〈(1, 3)(2, 4)〉. Entsprechend gibt es nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie 10 Teil (a) nur eine quadratische Körpererweiterung
von K. Also ist E die einzige quadratische Körpererweiterung von K,
welche in F enthalten ist. Somit zerfallen beide quadratische Faktoren
von g(x) in E in Linearfaktoren.
Nehmen wir umgekehrt an, dass g(x) über E vollständig in Linearfak-
toren zerfällt, dann hat das Polynom k(x) = x2− (α1 +α2)x+α1α2,
welches die Nullstellen α1 und α2 besitzt, Koe�zienten in E. Sei M
der Zerfällungskörper von k(x) über E. Damit ist E ⊆ M ⊆ F . Es
sind α1, α2 sowie t = t1, t2 und t3 ∈ E in M .
Da α3 + α4 = −a − (α1 + α2) ist, folgt α3 + α4 ∈ M . Auÿerdem
impliziert α1 − α2 6= 0 zusammen mit (α1 − α2)(α3 − α4) = t2 − t3,
dass die Di�erenz α3 − α4 in M enthalten ist. Somit ist α3, α4 ∈M ,
da char(K) 6= 2 ist.5

Dies ergibt F = M , damit ist |Gal(F/M)| = 1 und wegen der Grad-

5Das Gleichungssystem α3+α4 = k1∧α3−α4 = k2 ist für char(K) 6= 2 eindeutig
lösbar in K, da die Determinante der Koe�zientenmatrix ungleich Null ist.
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formel 7

|C4| 6 |Gal(F/K)|
= |Gal(F/M)| · |Gal(M/E)| · |Gal(E/K)|
6 1 · 2 · 2 = 4 < 8 = |D4|

muss Gal(F/K) isomorph zu C4 sein. Damit ist (iv) gezeigt.
�Gal(F/K) ∼= D4�: Die Bedingung für (v) für D4 ist die einzige
verbleibende Möglichkeit und folgt daher durch wechselseitigen Aus-
schluss.

Bemerkung 7.

Unter den Voraussetzungen des Klassi�kationssatzes lässt sich die
Bedingung (iii) auch folgendermaÿen charakterisieren:

(iii)' Gal(F/K) ∼= V4 genau dann, wenn r(x) über K reduzibel ist
und D ∈ K2.

Beweis. Wir zeigen die Äquivalenz dieser Bedingung zu (iii). Da (iii)
und (iii)' die selben Voraussetzungen haben (Gal(F/K) ∼= V4), müs-
sen wir nur noch zeigen, dass genau dann r(x) über K reduzibel und
zugleich D ∈ K2 ist, wenn r(x) in drei Linearfaktoren zerfällt.
(iii) =⇒ (iii)‘: Zerfällt r(x) in drei Linearfaktoren, das heiÿt,
r(x) = (x− t1)(x− t2)(x− t3) mit t1, t2, t3 ∈ K, dann ergibt sich:

D = (t1 − t2)︸ ︷︷ ︸
∈K

2(t1 − t3)︸ ︷︷ ︸
∈K

2(t2 − t3)︸ ︷︷ ︸
∈K

2 ∈ K2.

(iii)‘ =⇒ (iii): Die kubische Resolvente r(x) = (x− t1)(x− t2)(x− t3)
ist nach De�nition 25 in K[x]. Wir müssen zeigen, dass t1, t2, t3 ∈ E
bereits in K liegen. Durch Ausmultiplizieren erhalten wir
r(x) = x3 − (t1 + t2 + t3)x

2 + (t1t2 + t1t3 + t2t3)x − t1t2t3 ∈ K[x].
Wir wissen also bereits die Bedingungen

t1 + t2 + t3 ∈ K,(2.9)

t1t2 + t1t3 + t2t3 ∈ K,(2.10)

t1t2t3 ∈ K.(2.11)
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Nach Voraussetzung ist r(x) reduzibel. Also gilt ti ∈ K für ein i ∈
{1, 2, 3}. Sei etwa t3 ∈ K, dann gilt

t3 ∈ K
(2.9)
=⇒ t1 + t2 ∈ K,(2.12)

t1t2 + (t1 + t2)︸ ︷︷ ︸
∈K nach (2.12)

· t3︸︷︷︸
∈K

∈ K (2.10)
=⇒ t1 · t2 ∈ K.(2.13)

Aus der Voraussetzung D ∈ K2 folgt
√
D ∈ K und wir erhalten

zusammen mit den obigen Bedingungen:
√
D = (t1 − t2)(t1 − t3)(t2 − t3)

= (t1 − t2)(t1t2 − t1t3 − t2t3 + t23)

= (t1 − t2)(t1t2︸︷︷︸
∈K

− (t1 + t2)︸ ︷︷ ︸
∈K

· t3︸︷︷︸
∈K

+ t23︸︷︷︸
∈K

) ∈ K.

Es folgt also t1 − t2 ∈ K. Mit t1 + t2 ∈ K und char(K) 6= 2 folgt
t1, t2 ∈ K.

Bemerkung 8.

Aus Bemerkung 7 ergibt sich: Wenn r(x) reduzibel und zugleich D /∈
K2 ist, so ist
Gal(F/K) ∼= C4 oder Gal(F/K) ∼= D4.

3 Flussdiagramm für Grad(p(x)) = 4

In Abbildung 2.1 ist ein Flussdiagramm zur Illustration des Klassi�-
kationssatzes dargestellt.
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Abbildung 2.1: Klassi�zierung von Polynomen vierten Grades
Quelle: Eigene Gra�k erstellt mit TikZ
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4 Exkurs: Irreduzibilitätskriterien

Bevor wir viele Beispiele mithilfe des Klassi�kationssatzes für Poly-
nome vierten Grades untersuchen, benötigen wir Kriterien, um zu
entscheiden, ob ein Polynom irreduzibel ist. Deshalb werden im Fol-
genden die in den Beispielen verwendeten Irreduzibilitätskriterien bis
auf das spezielle Irreduzibilitätskriterium für biquadratische Polyno-
me, welches später vorgestellt wird, angegeben. Die meisten der Kri-
terien sind aus Fischer [5, S. 250-258] entnommen.

Kriterium 1 (Gauÿkriterium). [5, S. 250]
Ist f(x) ∈ Z[x] mit Grad(f(x)) > 1 in Z[x] irreduzibel, so bleibt es

in Q[x] irreduzibel.

Es gilt sogar:

Kriterium 2 (Irreduzibilitätssatz). [5, S. 253]
Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper K := Quot(R) und
f(x) ∈ R[x] primitiv6.
Dann ist f(x) irreduzibel in R[x] genau dann, wenn f(x) irreduzibel

in K[x] ist.

Kriterium 3 (Nullstellenkriterium). [5, S. 256]

Sei R ein faktorieller Ring und f(x) =
n∑
i=0

aix
i ∈ R[x] primitiv mit

n > 2 und an 6= 0 und Grad(f(x)) = 2 oder Grad(f(x)) = 3, dann
gilt:

f(x) irreduzibel in R[x]⇐⇒ f(x) hat keinen Linearfaktor in R[x].

Zusammen mit dem Irreduzibilitätssatz 2 ergibt sich sogar

f(x) irreduzibel in Quot(R)[x]⇐⇒ f(x) hat keinen
Linearfaktor in R[x].

6d.h. ggT(a0, . . . , an) = 1 [9, S. 254]
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Kriterium 4 (Reduktionskriterium). [5, S. 257]
Sei R ein faktorieller Ring und

f(x) := anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ R[x]

ein primitives Polynom vom Grad n > 1 sowie P ⊂ R ein Primideal

derart, dass an /∈ P. Ist auÿerdem

R := R/P und ρ : R[x] −→ R[x], f(x) 7−→ f̄(x)

der kanonische Homomorphismus, so gilt

f̄(x) irreduzibel in R[x] =⇒ f(x) irreduzibel in R[x] und in

Quot(R)[x] wegen Kriterium 2
.

Wir verwenden dieses Kriterium für R = Q und f̄(x) ∈ Q[x] nor-
miert. Dann ist Z = Z/pZ ein endlicher Körper und in Z[x] gibt
es zu jedem Grad nur endlich viele Polynome, also auch nur endlich
viele Kandidaten für Faktoren von f̄(x).

Kriterium 5 (Eisensteinkriterium). [5, S. 257] Sei R ein faktorieller

Ring und

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n ∈ R[x]

ein primitives Polynom vom Grad n > 1. Wenn es ein Primelement

p ∈ R gibt, sodass

p | a0, . . . , p | an−1, aber p - an und p2 - a0

gilt, so ist f(x) irreduzibel in R[x] und wegen des Irreduzibilitätssatzes

2 gilt dies auch im Polynomring Quot(R)[x] über dem Quotientenkör-

per Quot(R) von R.

Wir verwenden dieses Kriterium für R = Z und für normierte Poly-
nome, welche automatisch primitiv sind.

Kriterium 6 (Substitutionskriterium). [11, S. 90]
Zum Nachweis der Irreduzibilität von f(x) ∈ Z[x] genügt es, zu zei-

gen, dass f(x− a) irreduzibel ist für ein passendes a ∈ Z.
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5 Konkrete Beispiele für Satz 13

Es folgen drei Beispiele zu jedem der fünf Fälle des Klassi�kations-
satzes 13 zur Bestimmung der Galoisgruppe von Polynomen vierten
Grades. In den Fällen (iii)-(v) ist jeweils das zweite Beispiel ein bi-
quadratisches Polynom, welches im darau�olgenden Kapitel 3 zu bi-
quadratischen Polynomen erneut untersucht wird. Abschlieÿend folgt
noch ein allgemeineres Beispiel. Der Grundkörper der nachfolgenden
Polynome sei stets K = Q.7

5.1 Fall (i) Galoisgruppe S4

Beispiel 3.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p1(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 2.

Es ist p1(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + 2x + 2 irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium 5 mit p = 2. Es ist a = b = c = d = 2 und die kubische
Resolvente lautet

r1(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 2x2 + (2 · 2− 4 · 2)x− (22 · 2− 4 · 2 · 2 + 22)

= x3 − 2x2 − 4x+ 4.

Das Polynom r1(x) ist vom Grad 3. Nach dem Nullstellenkriterium 3
müssen wir für die Irreduzibilität von r1(x) über Q nur zeigen, dass
keine ganzzahlige Nullstelle existiert. Wir zeigen, dass modulo 3 keine
Nullstelle existiert (und folglich auch in Z).

r1(x) = x3 − 2x2 − 4x+ 4

≡ x3 + x2 − x+ 1 mod 3

7Die nachfolgenden Beispielpolynome wurden meist so gewählt, dass das Eisen-
steinkriterium 5 anwendbar ist.
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und es ist

r1(0) = 03 + 02 − 0 + 1 = 1 6= 0 mod 3

r1(1) = 13 + 12 − 1 + 1 = 2 6= 0 mod 3

r1(−1) = (−1)3 + (−1)2 − 1 + 1 = 2 6= 0 mod 3.

Das Polynom r1(x) hat keine Nullstelle in Z. Für die Diskriminante
ergibt sich:

A = a2d+ c2 − 4bd = 22 · 2 + 22 − 4 · 2 · 2 = −4

B = ac− 4d = 2 · 2− 4 · 2 = −4

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 23(−4) + 22 · (−4)2 + 18 · 2 · (−4)(−4)− 4(−4)3 − 27 · (−4)2

= 592.

Es ist 242 = 576 < 592 < 625 = 252. Also gilt 592 6= Q2.
Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (i) gilt Gal(F/Q) ∼= S4.

Beispiel 4.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p2(x) = x4 − 2x3 + x2 − x− 1.

Die möglichen ganzzahligen Nullstellen sind Teiler des absoluten Glie-
des. Daher kommen hier nur ±1 in Frage.

p2(1) = 14 − 2 · 13 + 12 − 1− 1 = 1− 2 + 1− 1 = −1 6= 0

p2(−1) = (−1)4 − 2 · (−1)3 + (−1)2 − (−1)− 1 = 4 6= 0.

Somit spaltet p2(x) keinen Linearfaktor ab. Für die Irreduzibilität
von p2(x) bleibt noch zu zeigen, dass p2(x) in Z[X] nicht Produkt
zweier Polynome vom Grad zwei ist. Dazu zeigen wir, dass der Ansatz

p2(x) = x4 − 2x3 + x2 − x− 1

= (x2 + Tx+ U)(x2 + V x+W )

= x4 + (T + V )x3 + (U +W + TV )x2 + (UV + TW )x+ UW
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mit T,U, V,W ∈ Z zum Widerspruch führt. Mit Koe�zientenver-
gleich folgt:

T + V = −2,(2.14)

U +W + TV = +1,(2.15)

UV + TW = −1,(2.16)

UW = −1.(2.17)

Aus (2.17) UW = −1 folgt U = −1 ∧W = 1 (Fall 1)
oder U = 1 ∧W = −1 (Fall 2).
Im ersten Fall folgt aus (2.16) −1 = −V + T und mit (2.14), dass
−3 = 2T E, da 2 - −3.
Im zweiten Fall folgt aus (2.16) V −T = −1 und mit (2.14) 2V = −3
E, denn −3 ist ungerade.
In beiden Fällen zerfällt p2(x) also nicht in zwei quadratische Polyno-
me über Z. Das Polynom p2(x) ist damit irreduzibel in Z und nach
dem Gauÿkriterium 1 in Q.
Für die kubische Resolvente ergibt sich mit a = −2, b = 1,
c = −1, d = −1

r2(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 1x2 + (−2 · (−1)− 4 · (−1))x

− ((−2)2 · (−1)− 4 · 1 · (−1) + (−1)2))

= x3 − x2 + 6x− 1.

Wieder prüfen wir die möglichen Nullstellen ±1.

r2(1) = 13 − 12 + 6 · 1− 1 = 5 6= 0

r2(−1) = (−1)3 − (−1)2 + 6 · (−1)− 1 = −9 6= 0.

Damit hat r2(x) keine Nullstellen und ist nach dem Nullstellenkrite-
rium 3 irreduzibel.
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Es bleibt zu prüfen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist. Es ist

A = a2d+ c2 − 4bd = (−2)2 · (−1) + (−1)2 − 4 · 1 · (−1) = 1

B = ac− 4d = −2 · (−1)− 4 · (−1) = 6

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 13 · 1 + 12 · 62 + 18 · 1 · 1 · 6− 4 · 63 − 27 · 12

= −751.

Die Diskriminante der gemeinsamen kubischen Resolvente ist also
negativ und damit insbesondere keine Quadratzahl in Q.
Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (i) gilt Gal(F/Q) ∼= S4.

Beispiel 5.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p3(x) = x4 + 3x3 + 3x2 + 3.

Es ist p3(x) = x4 + 3x3 + 3x2 + 3 irreduzibel nach dem Eisenstein-
kriterium 5 mit p = 3. Es ist a = 3, b = 3, c = 0 sowie d = 3 und die
kubische Resolvente lautet

r3(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 3x2 + (3 · 0− 4 · 3)x− (32 · 3− 4 · 3 · 3 + 02)

= x3 − 3x2 − 12x+ 9.

Das Polynom r3(x) ist vom Grad 3. Nach dem Nullstellenkriterium 3
müssen wir für die Irreduzibilität von r3(x) über Q lediglich zeigen,
dass keine ganzzahlige Nullstelle existiert. Wir zeigen, dass modulo 2
keine Nullstelle existiert (und folglich auch in Z).

r3(x) = x3 − 3x2 − 12x+ 9

≡ x3 + x2 + 1 mod 2

und es ist

r3(0) = 03 + 02 + 1 = 1 6= 0 mod 2

r3(1) = 13 + 12 + 1 = 1 6= 0 mod 2.
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Das Polynom r3(x) hat daher keine Nullstelle in Z.

Es bleibt zu prüfen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist. Es ist

A = a2d+ c2 − 4bd = 32 · 3 + 02 − 4 · 3 · 3 = −9

B = ac− 4d = 3 · 3− 4 · 3 = −3

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 33 · (−9) + 32 · (−3)2 + 18 · 3 · (−9) · (−3)

− 4 · (−3)3 − 27 · (−9)2

= 432.

Es ist
202 = 400 < D = 432 < 441 = 212.

Somit ist D = 432 /∈ Q2.

Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (i) gilt Gal(F/Q) ∼= S4.

5.2 Fall (ii) Galoisgruppe A4

Beispiel 6.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms

p4(x) = x4 − 2x3 + 2x2 + 2.

Das Polynom p4(x) = x4 − 2x3 + 2x2 + 2 ist irreduzibel nach dem
Eisensteinkriterium 5 mit p = 2.

Für die kubische Resolvente ergibt sich mit a = −2, b = 2, c = 0, d =
2:

r4(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 2x2 + ((−2) · 0− 4 · 2)x− ((−2)2 · 2− 4 · 2 · 2 + 02)

= x3 − 2x2 − 8x+ 8.

Wie in den vorherigen Beispielen zeigen wir die Irreduzibilität von
r4(x), indem wir zeigen, dass modulo einer Primzahl, hier 3, keine
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Nullstellen existieren.

r4(x) = x3 − 2x2 − 8x+ 8

≡ x3 + x2 + x+ 2 mod 3

Wir prüfen alle Restklassen aus Z/3Z

r4(0) = 03 + 02 + 0 + 2 = 2 6= 0 mod 3,

r4(−1) = (−1)3 + (−1)2 + (−1) + 2 = 1 6= 0 mod 3,

r4(1) = 13 + 12 + 1 + 2 = 2 6= 0 mod 3.

Also ist r4(x) nach dem Nullstellenkriterium 3 irreduzibel über Q.
Es bleibt zu überprüfen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist.
Für die gemeinsame Diskriminante D von r4(x) bzw. p4(x) ergibt
sich

A = a2d+ c2 − 4bd = (−2)2 · 2 + 02 − 4 · 2 · 2 = −8,

B = ac− 4d = −2 · 0− 4 · 2 = −8,

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 23(−8) + 22 · (−8)2 + 18 · 2 · (−8) · (−8)− 4 · (−8)3

− 27 · (−8)2

= 3136 = 562 ∈ Q2.

Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (ii) gilt Gal(F/Q) ∼= A4.

Beispiel 7.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p5(x) = x4 + 2x3 + 6x2 + 4x+ 2.

Das Polynom p5(x) = x4 + 2x3 + 6x2 + 4x + 2 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium 5 mit p = 2.
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Für die kubische Resolvente ergibt sich mit a = 2, b = 6, c = 4, d = 2:

r5(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 6x2 + (2 · 4− 4 · 2)x− (22 · 2− 4 · 6 · 2 + 42)

= x3 − 6x2 + 24.

Da r5(x) vom Grad 3 ist, ist die Irreduzibilität nach dem Nullstellen-
kriterium 3 gleichbedeutend damit, dass kein Linearfaktor abgespal-
ten wird, also keine ganzzahlige Nullstelle existiert. Dies veri�zieren
wir, indem wir r5(x) modulo 5 betrachten.
Es ist r5(x) = x3 − 6x2 + 24 ≡ x3 − x2 − 1 mod 5 und

r5(0) = 03 − 02 − 1 = −1 6≡ 0 mod 5

r5(1) = 13 − 12 − 1 = −1 6≡ 0 mod 5

r5(2) = 23 − 22 − 1 = 3 6≡ 0 mod 5

r5(−1) = (−1)3 − (−1)2 − 1 = −3 6≡ 0 mod 5

r5(−2) = (−2)3 − (−2)2 − 1 = 2 6≡ 0 mod 5.

Damit ist r5(x) irreduzibel in Q.
Es bleibt zu überprüfen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist.
Für die Diskriminante D von r5(x) bzw. p5(x) ergibt sich

A = a2d+ c2 − 4bd = 22 · 2 + 42 − 4 · 6 · 2 = −24

B = ac− 4d = 2 · 4− 4 · 2 = 0

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 63(−24) + 62 · 02 + 18 · 6 · (−24) · 0− 4 · 03 − 27 · (−24)2

= 5184 = 722 ∈ Q2.

Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (ii) gilt Gal(F/Q) ∼= A4.

Beispiel 8.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p6(x) = x4 + 2x3 + 2x2 − 4x+ 2.

Das Polynom p6(x) = x4 + 2x3 + 2x2 − 4x + 2 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium 5 mit p = 2.
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Für die kubische Resolvente ergibt sich mit
a = 2, b = 2, c = −4, d = 2

r6(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 2x2 + (2 · (−4)− 4 · 2)x− (22 · 2− 4 · 2 · 2 + (−4)2)

= x3 − 2x2 − 16x− 8.

Das Polynom r6(x) ist vom Grad 3. Nach dem Nullstellenkriterium 3
müssen wir für die Irreduzibilität von r6(x) über Q lediglich zeigen,
dass keine ganzzahlige Nullstelle existiert. Wir zeigen, dass modulo 3
keine Nullstelle existiert (und folglich auch in Z).

r6(x) = x3 − 2x2 − 16x− 8

≡ x3 + x2 − x+ 1 mod 3

und es ist

r6(0) = 03 + 02 − 0 + 1 = 1 6≡ 0 mod 3,

r6(−1) = (−1)3 + (−1)2 − (−1) + 1 = 2 6≡ 0 mod 3,

r6(1) = 13 + 12 − 1 + 1 = 2 6≡ 0 mod 3.

Also ist r6(x) irreduzibel in Q.
Es bleibt zu überprüfen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist.
Für die gemeinsame Diskriminante D von r6(x) bzw. p6(x) ergibt
sich

A = a2d+ c2 − 4bd = 22 · 2 + (−4)2 − 4 · 2 · 2 = 8

B = ac− 4d = 2 · (−4)− 4 · 2 = −16

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 23 · 8 + 22 · (−16)2 + 18 · 2 · 8 · (−16)− 4 · (−16)3 − 27 · 82

= 10816 = 1042 ∈ Q2.

Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (ii) gilt Gal(F/Q) ∼= A4.
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5.3 Fall (iii) Galoisgruppe V4

Beispiel 9.

Untersuchung der Galoisgruppe von p7(x) = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x+ 2.

Das Polynom p7(x) = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 2 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium 5 mit p = 2.
Für die kubische Resolvente ergibt sich mit a = 4, b = 6, c = 4, d = 2

r7(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 6x2 + (4 · 4− 4 · 2)x− (42 · 2− 4 · 6 · 2 + 42)

= x3 − 6x2 + 8x

= x(x− 2)(x− 4).

Also zerfällt r7(x) schon über Q in Linearfaktoren und es liegt Fall
(iii) des Klassi�kationssatzes 13 vor. Damit ist Gal(F/Q) ∼= V4.
Falls nur die Reduzibilität der kubischen Resolvente bekannt ist, kön-
nen wir alternativ untersuchen, ob D ∈ Q2 ist, anstatt zu prüfen, ob
die anderen beiden Nullstellen auch in K liegen. Für die Diskrimi-
nante D von r7(x) bzw. p7(x) ergibt sich

A = a2d+ c2 − 4bd = 42 · 2 + 42 − 4 · 6 · 2 = 0

B = ac− 4d = 4 · 4− 4 · 2 = 8

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 63 · 0 + 62 · 82 + 18 · 6 · 0 · 8− 4 · 83 − 27 · 02

= 162 ∈ Q2.

Aus der Bemerkung 7, Fall (iii)' folgt dann, dass Gal(F/K) ∼= V4.

Beispiel 10.

Untersuchung der Galoisgruppe von p8(x) = x4 + 6x2 + 4.

Über Substitution und die p-q�Formel können wir die Nullstellen in
den komplexen Zahlen angeben. Substitution u := x2 ergibt u2+6u+
4 = 0 und damit

u = −3±
√

9− 4 = −3±
√

5 /∈ Q.
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Somit spaltet p8(x) keinen Linearfaktor ab. Für die Irreduzibilität
von p8(x) bleibt noch zu zeigen, dass p8(x) in Z[X] nicht Produkt
zweier Polynome vom Grad zwei ist. Dazu zeigen wir, dass der Ansatz

p8(x) = x4 + 6x2 + 4

= (x2 + Tx+ U)(x2 + V x+W )

= x4 + (T + V )x3 + (U +W + TV )x2 + (UV + TW )x+ UW

mit T,U, V,W ∈ Z zum Widerspruch führt. Mit Koe�zientenver-
gleich folgt

T + V = 0,(2.18)

U +W + TV = 6,(2.19)

UV + TW = 0,(2.20)

UW = 4.(2.21)

Sei V = 0, dann folgt aus (2.18), dass T = 0 ist. Gleichung (2.19),
also U + W = 6, eingesetzt in (2.21), ergibt U(6 − U) = 4, also
−U2 + 6U − 4 = 0. Daraus folgt U = 3 ±

√
5 E, im Widerspruch zu

U ∈ Z.
Sei nun V 6= 0, dann folgt aus Gleichung (2.18) also T = −V ein-
gesetzt in (2.20), dass UV = VW , also U = W ist. Aus (2.21) folgt
dann U = W = 2 (Fall 1) oder U = W = −2 (Fall 2).
Im ersten Fall folgt aus (2.18), eingesetzt in (2.19), dass V = ±

√
−2,

was im Widerspruch zu V ∈ Z steht.
Im zweiten Fall folgt aus (2.18), eingesetzt in (2.19), dass V = ±

√
−10,

was im Widerspruch zu V ∈ Z steht.
Damit zerfällt p8(x) nicht in zwei quadratische Polynome über Z.
Das Polynom p8(x) ist damit irreduzibel in Z und nach dem Gauÿ-
kriterium 1 auch in Q.
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Mit a = 0, b = 6, c = 0, d = 4 ergibt sich für die kubische Resolvente

r8(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 6x2 + (0 · 0− 4 · 4)x− (02 · 4− 4 · 6 · 4 + 02)

= x3 − 6x2 − 16x+ 96

= (x+ 4)(x− 4)(x− 6).

Die kubische Resolvente r8(x) zerfällt somit vollständig in Linearfak-
toren in Q.
Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (iii) gilt Gal(F/Q) ∼= V4. Falls
nur die Reduzibilität der kubsichen Resolvente bekannt ist, können
wir alternativ untersuchen, ob D ∈ Q2 ist, anstatt zu prüfen, ob die
anderen beiden Nullstellen auch in K liegen. Für die Diskriminante
D von r8(x) bzw. p8(x) ergibt sich

A = a2d+ c2 − 4bd = 02 · 4 + 02 − 4 · 6 · 4 = −96

B = ac− 4d = 0 · 0− 4 · 4 = −16

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 63 · (−96) + 62 · (−16)2 + 18 · 6 · (−96) · (−16)− 4 · (−16)3

− 27 · (−96)2

= 1602 ∈ Q2.

Aus der Bemerkung 7, Fall (iii)' folgt dann, dass Gal(F/K) ∼= V4.
Später dient das Polynom p8(x) auch als Beispiel für ein vereinfachtes
Verfahren für biquadratische Polynome.
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Beispiel 11.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p9(x) = x4 − 4x3 + 2x2 + 4x− 2.

Das Polynom p9(x) = x4 − 4x3 + 2x2 + 4x − 2 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium 5 mit p = 2.
Mit a = −4, b = 2, c = 4, d = −2 ergibt sich für die kubische Resol-
vente

r9(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 2x2 + (−4 · 4− 4 · (−2))x− ((−4)2 · (−2)

− 4 · 2 · (−2) + 42)

= x3 − 2x2 − 8x

= (x− 4)x(x+ 2).

Die kubische Resolvente r9(x) zerfällt vollständig in Linearfaktoren
in Q.
Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (iii) gilt Gal(F/Q) ∼= V4.
Falls nur die Reduzibilität der kubsichen Resolvente bekannt ist, kön-
nen wir alternativ untersuchen, ob D ∈ Q2 ist, anstatt zu prüfen, ob
die anderen beiden Nullstellen auch in K liegen. Für die Diskrimi-
nante D von r9(x) bzw. p9(x) ergibt sich

A = a2d+ c2 − 4bd = (−4)2 · (−2) + 42 − 4 · 2 · (−2) = 0

B = ac− 4d = (−4) · 4− 4 · (−2) = −8

D = −4b3A+ b2B2 + 18bAB − 4B3 − 27A2

= −4 · 23 · 0 + 22 · (−8)2 + 18 · 2 · 0 · (−8)− 4 · (−8)3 − 27 · 02

= 482 ∈ Q2.

Aus der Bemerkung 7, Fall (iii)' folgt dann, dass Gal(F/K) ∼= V4.
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5.4 Fall (iv) Galoisgruppe C4

Beispiel 12.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p10(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1.8

Wir zeigen auf zwei Weisen die Irreduziblität von p10(x) über Q.

(i) Setzen wir x = x̃+ 1, ergibt sich

p10(x̃+ 1) = (x̃+ 1)4 + (x̃+ 1)3 + (x̃+ 1)2 + (x̃+ 1) + 1

= x̃4 + 4x̃3 + 6x̃2 + 4x̃+ 1 + x̃3 + 3x̃2 + 3x̃+ 1

+ x̃2 + 2x̃+ 1 + x̃+ 1 + 1

= x̃4 + 5x̃3 + 10x̃2 + 10x̃+ 5.

Das Polynom p10(x̃+ 1) irreduzibel nach dem Eisensteinkriteri-
um 5 mit p = 5. Nach dem Substitutionskriterium 6 ist p10(x)
irreduzibel über Q.

(ii) Es ergibt sich

p10(1) = 14 + 13 + 12 + 1 + 1 = 5 6= 0

= (−1)4 + (−1)3 + (−1)2 + (−1) + 1 = 1.

Somit spaltet p10(x) keinen Linearfaktor ab. Für die Irreduzi-
bilität von p10(x) bleibt noch zu zeigen, dass p10(x) nicht in
zwei Polynome zweiten Grades zerfällt. Dazu zeigen wir, dass
der Ansatz

p10(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1

= (x2 + Tx+ U)(x2 + V x+W )

= x4 + (T + V )x3 + (U +W + TV )x2

+ (UV + TW )x+ UW

8Das Polynom p10(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1 ist das Kreisteilungspolynom für
fünfte Einheitswurzeln.
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mit T,U, V,W ∈ Z zum Widerspruch führt. Mit Koe�zienten-
vergleich folgt

T + V = 1(2.22)

U +W + TV = 1(2.23)

UV + TW = 1(2.24)

UW = 1.(2.25)

Aus (2.25) UW = 1 folgt U = 1 ∧W = 1 (Fall 1) oder U =
−1 ∧W = −1 (Fall 2).

Im ersten Fall ist V 6= 0, denn falls V = 0 wäre, folgt aus
(2.22), dass T = 1. Dies steht im Widerspruch zu (2.23), da
1+1+1 ·0 = 2 6= 1 ist. Wir können also V 6= 0 annehmen. Dann
folgt aus (2.23) T = −1

V , eingesetzt in (2.22), dass −1V + V = 1.

Daraus folgt V 2 − V − 1 =
(
V − 1

2 +
√
5
2

)(
V − 1

2 −
√
5
2

)
= 0 E,

da −1
2 ±

√
5
2 6= Z.

Im zweiten Fall ist V 6= 0, denn falls V = 0 wäre, folgt aus
(2.22), dass T = 1. Dies steht im Widerspruch zu (2.23), da
−1+−1+1 ·0 = −2 6= 1 ist. Wir können also V 6= 0 annehmen.
Dann folgt aus (2.23) T = −3

V , eingesetzt in (2.22), dass −3V +
V = 1.

Daraus folgt V 2 − V − 3 =
(
V − 1

2 +
√
13
2

)(
V − 1

2 −
√
13
2

)
= 0 E,

da −1
2 ±

√
13
2 6= Z.

In beiden Fällen zerfällt p10(x) also nicht in zwei quadratische
Polynome über Z. Das Polynom p10(x) ist damit irreduzibel in
Z und nach dem Gauÿkriterium 1 in Q.

Für die kubische Resolvente ergibt sich

r10(x) = x3 − 1 · x+ (1 · 1− 4 · 1) · x− (12 · 1− 4 · 1 · 1 + 12)

= x3 − x2 − 3x+ 2

= (x− 2)(x2 + x− 1)
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mit den Nullstellen t1 = 2, t2,3 = −1
2 ±

√
5
2 und Zerfällungskörper

E = Q
(√

5
)
.

Das Hilfspolynom g10(x) wird zu

g10(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − 2x+ 1)(x2 + x+ (1− 2))

= (x2 − 2x+ 1)(x2 + x− 1)

= (x− 1)2

(
x+

1

2
+

√
5

2

)(
x+

1

2
−
√

5

2

)
∈ Q

(√
5
)
[x].

Damit zerfällt g10(x) vollständig in Linearfaktoren über E.
Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (iv) ist Gal(F/Q) ∼= C4.

Beispiel 13.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms p11(x) = x4 + 4x2 + 2.

Das Polynom p11(x) = x4 + 4x2 + 2 ist irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium 5 mit p = 2.
Mit a = 0, b = 4, c = 0, d = 2 ergibt sich für die kubische Resolvente

r11(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 4x2 + (0 · 0− 4 · 2)x− (02 · 2− 4 · 4 · 2 + 02)

= x3 − 4x2 − 8x+ 32 = (x− 4)(x2 − 8)

= (x− 4)
(
x− 2

√
2
)(
x+ 2

√
2
)
.

Der Zerfällungskörper von r11(x) ist somit E = Q
(√

2
)
und die ku-

bische Resolvente hat genau eine rationale Nullstelle t = 4.
Das Hilfspolynom g11(x) wird zu

g11(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − 4x+ 2)(x2 + 0 · x+ (4− 4))

= (x2 − 4x+ 2)x2

=
(
x− 2 +

√
2
)(
x− 2−

√
2
)
x2 ∈ Q(

√
2)[x].

Es zerfällt vollständig in Linearfaktoren über E.
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Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (iv) ist Gal(F/Q) ∼= C4.
Später dient das Polynom p11(x) auch als Beispiel für ein vereinfach-
tes Verfahren für biquadratische Polynome.

Beispiel 14.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p12(x) = x4 + 10x3 + 10x2 − 5x− 5.

Das Polynom p12(x) = x4 + 10x3 + 10x2− 5x− 5 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium 5 mit p = 5.
Mit a = 10, b = 10, c = −5, d = −5 ergibt sich für die kubische
Resolvente

r12(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 10x2 + (10 · (−5)− 4 · (−5))x

− (102 · (−5)− 4 · 10 · (−5) + (−5)2)

= x3 − 10x2 − 30x+ 275

= (x− 5)(x2 − 5x− 55)

= (x− 5)

(
5

2
− 7
√

5

2

)(
5

2
+

7
√

5

2

)
.

Der Zerfällungskörper von r12(x) ist somit E = Q
(√

5
)
und die ku-

bische Resolvente hat genau eine rationale Nullstelle t = 5.
Das Hilfspolynom g12(x) wird zu

g12(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − 5x− 5)(x2 + 10 · x+ (10− 5))

= (x2 − 5x− 5)(x2 + 10x+ 5)

=

(
x− 5

2
+

3
√

5

2

)
·

(
x− 5

2
− 3
√

5

2

)
·(

x+ 5 + 2
√

5
)
·
(
x+ 5− 2

√
5
)
∈ Q

(√
5
)
[x].

Es zerfällt vollständig in Linearfaktoren über E. Nach dem Klassi�-
kationssatz 13, Fall (iv) ist Gal(F/Q) ∼= C4.
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5.5 Fall (v) Galoisgruppe D4

Beispiel 15.

Untersuchung der Galoisgruppe von p13(x) = x4 +5x3 +5x2 +5x−5.

Das Polynom p13(x) ist irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium 5
mit p = 5.
Mit a = 5, b = 5, c = 5, d = −5 ergibt sich für die kubische Resolvente

r13(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 5x2 + (5 · 5− 4 · (−5))x− (52 · (−5)− 4 · 5 · (−5) + 52)

= x3 − 5x2 + 45x

= x(x2 − 5x+ 45)

= x

((
x− 5

2

)2

+
155

4

)

= x

(
x− 1

2
(5 + i

√
155)

)(
x− 1

2
(5− i

√
155)

)
∈ Q(i

√
155)[x]

mit den Nullstellen t = t1 = 0, t2 = −1
2

(
5 + i

√
155
)
und

t3 = −1
2

(
5− i
√

155
)
. Der Zerfällungskörper ist somit E = Q

(
i
√

155
)
.

Das Hilfspolynom g13(x) lautet

g13(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − 0 · x+ (−5))(x2 + 5x+ (5− 0))

= (x2 − 5)(x2 + 5x+ 5)

= (x−
√

5)(x+
√

5)

·

(
x+

5

2
−
√

5

2

)(
x+

5

2
+

√
5

2

)
∈ Q

(√
5
)
[x].

Die Zerfällungskörper der Polynome g13(x) und r13(x) stimmen damit
o�ensichtlich nicht überein und g13(x) zerfällt nicht über
E = Q

(
i
√

155
)
in Linearfaktoren, da

√
5 /∈ Q

(
i
√

155
)
ist. Wir zeigen√

5 /∈ Q
(
i
√

155
)
durch Widerspruch: Angenommen es gäbe a, b ∈ Q,
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dann folgt aus
√

5 = a + bi
√

155, dass 5 = a2 − 155b2 + 2abi
√

155.
Also muss a = 0 oder b = 0 sein. Im Falle von a = 0 folgt −5155 = b2

im Widerspruch zu b ∈ Q. Im Falle von b = 0 folgt 5 = a2 im
Widerspruch zu a ∈ Q.
Damit ist Gal(F/Q) ∼= D4 nach dem Klassi�kationssatz 13 Fall (v).

Beispiel 16.

Untersuchung der Galoisgruppe von p14(x) = x4 + 2x2 + 2.

Das Polynom p14(x) = x4 + 2x2 + 2 ist irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium 5 mit p = 2. Mit a = 0, b = 2, c = 0, d = 2 ergibt sich
für die kubische Resolvente

r14(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 2x2 + (0 · 0− 4 · 2)x− (02 · 2− 4 · 2 · 2 + 02)

= x3 − 2x2 − 8x+ 16

= (x− 2)(x2 − 8)

= (x− 2)(x− 2
√

2)(x+ 2
√

2)

mit den Nullstellen t = t1 = 2 ∈ Q, t2 = 2
√

2 /∈ Q und t3 = −2
√

2 /∈
Q. Der Zerfällungskörper ist somit E = Q

(√
2
)
.

Das Hilfspolynom g14(x) lautet

g14(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − 2 · x+ 2)(x2 + 0 · x+ (2− 2))

= (x2 − 2x+ 2)x2

= (x− 1− i)(x− 1 + i)x2 ∈ Q(i)[x].

Die Zerfällungskörper der Polynome g14(x) und r14(x) stimmen damit
o�ensichtlich nicht überein und g14(x) zerfällt nicht über E = Q(i)
in Linearfaktoren, da

√
2 /∈ Q(i) ist.

Damit ist Gal(F/Q) ∼= D4 nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (v).
Später dient das Polynom p14(x) auch als Beispiel für ein vereinfach-
tes Verfahren für biquadratische Polynome.

Beispiel 17.

Untersuchung der Galoisgruppe von p15(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 6.
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Das Polynom p15(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 6 ist irreduzibel nach dem
Eisensteinkriterium 5 mit p = 2.
Mit a = −4, b = 4, c = 0, d = 6 ergibt sich für die kubische Resolvente

r15(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 4x2 + ((−4) · 0− 4 · 6)x− ((−4)2 · 6− 4 · 4 · 6 + 02)

= x(x2 − 4x− 24)

mit den Nullstellen t = t1 = 0 ∈ Q, t2 = 2 − 2
√

7 /∈ Q und t3 =
2 + 2

√
7 /∈ Q. Der Zerfällungskörper ist somit E = Q

(√
7
)
.

Das Hilfspolynom g15(x) lautet

g15(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − 0 · x+ 6)(x2 − 4x+ (4− 0))

= (x2 + 6)(x− 2)2

=
(
x−
√

6i
)(
x+
√

6i
)
(x− 2)2

und zerfällt wegen ±
√

6i /∈ Q
(√

7
)
nicht über E = Q

(√
7
)
in Linear-

faktoren. Damit ist Gal(F/Q) ∼= D4 nach dem Klassi�kationssatz 13,
Fall (v).

5.6 Fall (i), (iv) und (v) Galoisgruppen S4, C4 und D4

Beispiel 18. [8, S. 136]
Sei p eine Primzahl. Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
f(x) = x4 + px+ p.

Das Polynom f(x) = x4 +px+p ist irreduzibel nach dem Eisenstein-
kriterium 5.
Mit a = 0, b = 0, c = p, d = p ergibt sich für die kubsiche Resolvente

r(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − 0 · x2 + (0 · p− 4 · p)x− (02 · p− 4 · 0 · p+ p2)

= x3 − 4px− p2.

Da r(x) ein normiertes Polynom ist, ist r(x) genau dann irreduzibel,
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wenn es keine ganzzahligen Nullstellen besitzt. Als mögliche Nullstel-
len kommen alle Teiler von −p2 in Frage. Es ist

r(1) = 13 − 4p · 1− p2 = 1− 4p− p2

r(−1) = (−1)3 − 4p(−1)− p2 = −1 + 4p− p2

r(p) = p3 − 4p · p− p2 = p3 − 5p2 = p2(p− 5)

r(−p) = (−p)3 − 4p · (−p)− p2 = −p3 + 4p2 − p2 = −p3 + 3p2

= p2(3− p)

r(p2) =
(
p2
)3 − 4p · p2 − p2 = p6 − 4p3 − p2 = p2(p4 − 4p− 1)

r(−p2) =
(
−p2

)3 − 4p
(
−p2

)
− p2 = −p6 + 4p3 − p2

= p2(−p4 + 4p− 1).

Daraus folgt, dass r(x) genau dann irreduzibel ist, wenn p /∈ {3, 5}
ist, denn für p = 3 ist r(−p) = r(−3) = 0 und

für p = 5 ist r(p) = r(5) = 0.

1. Allgemeiner Fall: p /∈ {3, 5}:9
Für die Diskriminante von f(x) bzw. r(x) ergibt sich

A = a2d+ c2 − 4bd = 02 · p+ p2 − 4 · 0 · p = p2

B = ac− 4d = 0 · p− 4 · p = −4p

D = −4b3A+ b2B2 + 18bBA− 4B3 − 27A2

= −4 · 03 · p2 + 02 · (−4p)2 + 18 · 0(−4p)p2 − 4(−4p)3 − 27
(
p2
)2

= 256p3 − 27p4

= p2(p(256− 27p)).

9Im Artikel von Kappe und Warren [8, S. 136] steht als Folge des in Fuÿnote 3
erwähnten Fehlers der falsche Ausdruck D = −p3(99p− 64) für die Diskrimi-
nante.
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Es ist also D ∈ Q2 genau dann, wenn p(256− 27p) ∈ Q2. Es ist 10

400 = 202 6 2·(256− 27 · 2) = 404 6 212 = 441

441 = 212 6 7·(256− 27 · 7) = 469 6 222 = 484

11·(256− 27 · 11) = −451 < 0 /∈ Q2.

Für p /∈ {2, 3, 5, 7} ist 256 − 27p < 0, also p(256 − 27p) < 0, und
damit ist D /∈ Q2. Für p /∈ {3, 5} ist also r(x) irreduzibel und D
kein Quadrat in Q. Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (i) ist also
Gal(F/Q) ∼= S4.
2. Fall: p = 5
Es ergibt sich für die kubische Resolvente

r(x) = x3 − 4 · 5 · x− 52

= x3 − 20x− 25

= (x− 5)(x2 + 5x+ 5)

mit den Nullstellen t1 = 5 ∈ Q und t2,3 = 1
2

(
−5 ±

√
5
)
/∈ Q. Der

Zerfällungskörper von r(x) ist also E = Q
(√

5
)
und das Hilfspolynom

g(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − 5x+ 5)(x2 + 0x+ (0− 5))

= (x2 − 5x+ 5)(x2 − 5)

=
(
x−
√

5
)(
x+
√

5
)

· (x− 1

2

(
5 +
√

5
)
)(x− 1

2

(
5−
√

5
)
) ∈ Q

(√
5
)
[x]

zerfällt über E vollständig in Linearfaktoren. Nach dem Klassi�kati-
onssatz 13, Fall (iv) ist Gal(F/Q) ∼= C4.

10Selbst für p ∈ {3, 5} ist p(256−27p) /∈ K2, jedoch ist p ∈ {3, 5} im betrachteten
Fall ohnehin ausgeschlossen.
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3. Fall: p = 3
Die kubische Resolvente lautet

r(x) = x3 − 4 · 3 · x− 32

= x3 − 12x− 9

= (x+ 3)(x2 − 3x− 3)

mit den Nullstellen t1 = −3 und t2,3 = 1
2(3±

√
21).

Der Zerfällungskörper von r(x) ist also E = Q(
√

21) und das Hilfs-
polynom g(x) lautet

g(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − (−3)x+ 3)(x2 + 0x+ (0− (−3)))

= (x2 + 3x+ 3)(x2 + 3)

=

((
x+

3

2

)2

+
3

4

)(
x2 + 3

)
> 0 ∀x ∈ Q.

Damit hat g(x) noch nicht einmal wegen E = Q(
√

21) ⊂ R eine reelle
Nullstelle. Die kubische Resolvente r(x) hat genau eine Nullstelle
in Q und g(x) zerfällt nicht über E in Linearfaktoren. Nach dem
Klassi�kationssatz 13, Fall (v) ist Gal(F/Q) ∼= D4.



3 Galoisgruppen von

biquadratischen Polynomen

Betrachten wir nun biquadratische Polynome, das heiÿt Polynome
p(x) = x4+ax3+bx2+cx+d mit a = 0, c = 0. Die Nullstellen im Zer-
fällungskörper nennen wir weiterhin α1, α2, α3, α4. Da p(x) = p(−x)
ist mit ai auch −ai eine Nullstelle. Nach geeigneter Umbenennung
α, β ∈ F in α1 = α,α2 = −α,α3 = β,α4 = −β gilt

p(x) = x4 + bx2 + d

= (x− α)(x+ α)(x− β)(x+ β)

= (x2 − α2)(x2 − β2)
= x4 − (α2 + β2)x2 + α2β2

und wir erhalten −b = α2 +β2 und d = α2β2 durch Koe�zientenver-
gleich. Wir hätten beide Gleichungen auch aus den elementarsymme-
trischen Funktionen von p(x) erhalten (siehe Bemerkung 4).

1 Irreduzibilitätskriterium biquadratischer

Polynome

Satz 14 (Irreduzibilitätskriterium für biquadratische Polynome). [8,
S. 135]
Sei p(x) = x4 + bx2 + d ein Polynom über K mit char(K) 6= 2 und

seien ±α,±β die Nullstellen von p(x). Dann sind die folgenden drei

Aussagen äquivalent:

(i) p(x) ist irreduzibel über K,

(ii) α2 /∈ K ∧ α+ β /∈ K ∧ α− β /∈ K,
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(iii) b2 − 4d /∈ K2 ∧ −b+ 2
√
d /∈ K2 ∧ −b− 2

√
d /∈ K2.

Beweis. Das Polynom p(x) hat keinen irreduziblen kubischen Fak-
tor.1 Es kann höchstens in zwei quadratische Faktoren zerfallen. Auf
diese Faktoren müssen sich die Linearfaktoren x±α, x±β ∈ F [x] von
p(x) verteilen. Daher ist p(x) reduzibel über K genau dann, wenn für
mindestens eine der drei Faktorisierungen

p(x) = (x− α)(x+ α)(x− β)(x+ β)

= (x2 − α2)(x2 − β2)
p(x) = (x− α)(x+ α)(x− β)(x+ β)

= (x2 − (α+ β)x+ αβ)(x2 + (α+ β)x+ αβ)

p(x) = (x− α)(x+ α)(x− β)(x+ β)

= (x2 − (α− β)x− αβ)(x2 + (α− β)x− αβ)

alle Koe�zienten in K liegen. Die drei Faktorisierungen erhalten wir,
indem wir je zwei Faktoren der Darstellung
p(x) = (x− α)(x+ α)(x− β)(x+ β) multiplizieren.
�(i) =⇒ (ii)�: Wir zeigen dies durch Kontraposition. Es gelte also

α2 ∈ K︸ ︷︷ ︸
Bed.1

∨ α+ β ∈ K︸ ︷︷ ︸
Bed.2

∨ α− β ∈ K.︸ ︷︷ ︸
Bed.3

(3.1)

Angenommen, Bedingung 1 ist erfüllt, also α2 ∈ K. Dann folgt mit
α2+β2 = −b ∈ K, dass β2 ∈ K ist. Somit ist p(x) = (x2−α2)(x2−β2)
eine Faktorisierung in K[x], das heiÿt, p(x) ist reduzibel.
Angenommen, Bedingung 2 oder Bedingung 3 ist erfüllt, also
α± β ∈ K. Dann gilt die Folgerung

(α± β)2 = α2 + β2 ± 2αβ = −b± 2αβ ∈ K =⇒ 2αβ ∈ K.

1Falls p(x) einen kubischen irreduziblen Faktor hätte, dann gilt p(x) = x4 +
bx2+d = (x− ξ)(x3+ ...) = x4− ξx3+ ... dann muss ξ = 0 sein. Das Polynom
p(x) besitzt die Nullstelle x = 0. Dann folgt d = 0 und p(x) hat mindestens
eine doppelte Nullstelle bei x = 0, im Widerspruch dazu, dass es nur einen
Linearfaktor gibt.
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Wegen char(K) 6= 2 folgt αβ ∈ K. Im Falle von α + β ∈ K besitzt
p(x) die Faktorisierung

p(x) = (x2 − (α+ β)x+ αβ)(x2 + (α+ β)x+ αβ)

und im Falle von
α− β ∈ K die Faktorisierung

p(x) = (x2 − (α− β)x− αβ)(x2 + (α− β)x− αβ).

Falls eine der Bedingungen
α2 ∈ K ∨ α+ β ∈ K ∨ α− β ∈ K erfüllt ist, ist p(x) reduzibel.
�(ii) =⇒ (i)�: Es ist bei allen drei möglichen Faktorisierungen min-
destens einer der Koe�zienten nicht in K, somit ist p(x) irreduzibel.
�(iii) ⇐⇒ (ii)�: Wir zeigen ¬(iii) ⇐⇒ ¬(ii). Angenommen es gelte
¬(ii), also (3.1). Falls Bedingung 1, das heiÿt α2 ∈ K erfüllt ist,
erhalten wir

α2 ∈ K =⇒ b+ 2α2 ∈ K =⇒
(
b+ 2α2

)2 ∈ K2

=⇒ b2 + 4bα2 + 4α4 = b2 − 4((α2 + β2)α2 − α4)

= b2 − 4α2β2 = b2 − 4d ∈ K2.

Falls Bedingung 2 oder Bedingung 3 erfüllt ist, erhalten wir

α± β ∈ K =⇒ (α± β)2 ∈ K2

=⇒ (α± β)2 = α2 + β2 ± 2
√
d = −b± 2

√
d ∈ K2.

In jedem Fall folgt eine der Bedingungen von ¬(iii)

b2 − 4d ∈ K2 ∨ −b+ 2
√
d ∈ K2 ∨ −b− 2

√
d ∈ K2.
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Angenommen es gilt:

b2 − 4d ∈ K2 ∨ −b+ 2
√
d ∈ K2 ∨ −b− 2

√
d ∈ K2.

Ist b2 − 4d ∈ K2, dann folgt

b2 − 4d = b2 − 4α2β2 = b2 − 4((α2 + β2)α2 − α4)

= b2 + 4bα2 + 4α4 =
(
b+ 2α2

)2 ∈ K2.

Deswegen liegt b+2α2 ∈ K, woraus 2α2 ∈ K und wegen char(K) 6= 2
folglich α2 ∈ K ist.
Ist hingegen −b± 2

√
d ∈ K2, so erhalten wir

−b± 2αβ ∈ K2 =⇒ α2 ± 2αβ + β2 = (α± β)2 ∈ K2 =⇒ α± β ∈ K.

In jedem Fall folgt eine der Bedingungen α2 ∈ K ∨ α + β ∈ K ∨
α− β ∈ K von ¬(ii).

Beispiel 19.

Sei K = Q der Grundkörper für die nachfolgenden Polynome. Wir
untersuchen mit Hilfe des Irreduzibilitätskriteriums für biquadrati-
sche Polynome 14 die folgenden Polynome auf Irreduzibilität.

(i) Sei p16(x) = x4− 13x2 + 36. Es ist b = −13 und d = 36. Es gilt

b2 − 4d = (−13)2 − 4 · 36 = 169− 144 = 25 = 52 ∈ Q2.

Eine der Bedingungen des Satzes 14 von Teil (iii) ist nicht er-
füllt. Es gelten im übrigen auch

−b+ 2
√
d =− (−13) + 2

√
36 = 13 + 2 · 6 = 25 = 52 ∈ Q2

−b− 2
√
d =− (−13)− 2

√
36 = 13− 2 · 6 = 1 = 12 ∈ Q2.

Es sind sogar alle drei Aussagen nicht erfüllt. Das Polynom
p16(x) reduzibel nach Teil (i) des Satzes 14.
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Es ergibt sich für p16(x) die Faktorisierung

p16(x) = x4 − 13x2 + 36 = (x− 3)(x+ 3)(x− 2)(x+ 2).

(ii) Sei p17(x) = x4 + 4x2 − 32. Es ist b = 4 und d = −32. Es ist

b2 − 4d =42 − 4 · (−32) = 144 = 122 ∈ Q2.

Eine der drei Teilbedingungen von Teil (iii) des Satzes 14 ist
nicht erfüllt. Damit ist p17(x) nach Teil (i) des Satzes 14 redu-
zibel über Q. In diesem Fall wären die anderen beiden Bedin-
gungen allerdings erfüllt

−b+ 2
√
d =− 4 + 2

√
−32 /∈ Q2

−b− 2
√
d =− 4− 2

√
−32 /∈ Q2.

Es ergibt sich nämlich

p17(x) = x4 + 4x2 − 32 = (x2 + 8)(x− 2)(x+ 2).

(iii) Sei p18(x) = x4 − 3x2 + 3. Es ist b = −3 und d = 3. Es ist

b2 − 4d =(−3)2 − 4 · 3 = −3 /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d =− (−3) + 2

√
3 = 3 + 2

√
3 /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d =− (−3)− 2

√
3 = 3− 2

√
3 /∈ Q2.

Keine der Bedingungen von Teil (iii) des Satzes 14 ist erfüllt.
Damit ist p18(x) nach Teil (i) des Satzes 14 irreduzibel über Q.

Für biquadratische Polynome kann also mit Hilfe dieses Kriteriums 14
recht einfach die Irreduzibilitätsuntersuchung durchgeführt werden.
Daher halten wir folgende Bemerkung fest:

Bemerkung 9.

Zur Untersuchung der Irreduziblität von p(x) kann und sollte das
Irreduzibilitätskriterium für biquadratische Polynome 14 verwendet
werden.
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Korollar 1 (Galoisgruppen von biquadratischen Polynomen). [8,
S. 134]
Sei p(x) = x4 + bx2 + d irreduzibel über K und sei K ein Körper

der Charakteristik ungleich 2. Bezeichne F den Zerfällungskörper und

±α,±β die Nullstellen von p(x). Dann gilt

(i) Gal(F/K) ∼= V4 ⇐⇒ d ∈ K2 ⇐⇒ αβ ∈ K,

(ii) Gal(F/K) ∼= C4 ⇐⇒ d(b2 − 4d) ∈ K2 ⇐⇒ K(αβ) = K(α2),

(iii) Gal(F/K) ∼= D4 ⇐⇒ d /∈ K2 ∧ d(b2 − 4d) /∈ K2 ⇐⇒ αβ /∈
K(α2).

Beweis. Die kubische Resolvente von p(x) ist

r(x) = x3 − bx2 + (ac− 4d)x− (a2d− 4bd+ c2)

= x3 − bx2 + (0 · 0− 4d)x− (02 · d− 4bd+ 02)

= x3 − bx2 − 4dx+ 4bd

= (x− b)(x2 − 4d)

= (x− b)
(
x− 2

√
d
)(

x+ 2
√
d
)
.

Nach dem Klassi�kationssatz 13, Fall (iii)-(v) ist die Galoisgruppe
von h(x) isomorph zu V4,C4 oder D4. Ebenso folgt aus dem Klassi�-
kationssatz 13, dass genau dann Gal(F/K) ∼= V4, wenn die kubische
Resolvente r(x) über K zerfällt.
Wenn r(x) über K zerfällt, ist also

√
d = αβ ∈ K und damit auch

d = α2β2 ∈ K2 und Bedingung i ist gezeigt.
Angenommen, es ist

√
d /∈ K, dann hat r(x) genau eine Nullstelle,

nämlich t1 = b in K, und wir be�nden uns im Fall (iv) oder (v) des
Klassi�kationssatzes 13.
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Das Hilfspolynom g(x), welches zu p(x) gehört, lautet

g(x) = (x2 − tx+ d)(x2 + ax+ (b− t))
= (x2 − bx+ d)(x2 + 0 · x+ (b− b))
= (x2 − bx+ d)x2

=

(
x− 1

2
(b+

√
b2 − 4d)

)(
x− 1

2
(b−

√
b2 − 4d)

)
x2.

Die nichtnegativen Nullstellen von g(x) lauten−α2 = 1
2

(
b+
√
b2 − 4d

)
und
−β2 = 1

2

(
b−
√
b2 − 4d

)
, denn aus dem Beweis des Satzes 13 folgt,

dass α1α2 = −αα = −α2 und β1β2 = −ββ = −β2 auch Nullstel-
len von p(x) sind. Da nun p(x) irreduzibel ist, sind diese Nullstellen
nicht in K. Nach Satz 13 gilt Gal(F/K) ∼= C4 genau dann, falls
g(x) in E = Q(

√
d) zerfällt. Diese Aussage ist äquivalent dazu, dass

K
(√
b2 − 4d

)
= K

(√
d
)
oder K(α2) = K(αβ) ist. Zwei quadratische

Körpererweiterungen sind genau dann gleich, falls das Produkt ihrer
Diskriminanten ein Quadrat im Körper ist. Die Diskriminante von√
b2 − 4d ist 4(b2 − 4d) und die Diskriminante von

√
d ist 4d. Somit

ist die letzte Bedingung äquivalent dazu, dass

4(b2 − 4d) · 4d ∈ K2 ⇐⇒ 42 · d(b2 − 4d) ∈ K2 ⇐⇒ d(b2 − 4d) ∈ K2

gilt. Daraus folgt Bedingung ii, Bedingung iii folgt durch wechselsei-
tigen Ausschluss.

Bemerkung 10.

Die Bedingungen d ∈ K2 und d(b2 − 4d) ∈ K2 schlieÿen sich für
irreduzible Polynome aus. Dies folgt aus Satz 14 Teil (iii).

Wir zeigen, dass die Bedingung d ∈ K2 für die Isomorphie zur Klein-
schen Vierergruppe im Falle der biquadratischen Polynome zur Be-
dingung D ∈ K2 aus Bemerkung 7 äquivalent ist.
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Bemerkung 11.

Für biquadratische Polynome gilt nämlich

d ∈ K2 ⇐⇒ D = −4b3A+ b2B2 + 18bBA− 4B3 − 27A2 ∈ K2

mit A = −4bd,B = −4d.

Beweis. Es gilt

D = −4b3A+ b2B2 + 18bBA− 4B3 − 27A2

= −4b3(−4bd) + b2(−4d)2 + 18b(−4d)(−4bd)− 4(−4d)3 − 27(−4bd)2

= 16b4d+ 16b2d2 + 18 · 16b2d2 + 162d3 − 27 · 16b2d2

= 42 · (b4 − 8b2d+ 16d2) · d
= 42︸︷︷︸
∈K2

· (b2 − 4d)2︸ ︷︷ ︸
∈K2

·d.

2 Flussdiagramm im Fall p(x) = x4 + bx2 + d

In Abbildung 3.1 ist ein Flussdiagramm zur Illustration des Korollars
über die Galoisgruppen von biquadratischen Polynomen dargestellt.
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p(x) irreduzibel ?

p(x) ist reduzibel

N
ei
n

d ∈ K2
?

Gal(F/K) ∼= V4

Ja

d(b2 − 4d) ∈ K2
?

Gal(F/K) ∼= C4

Ja

Gal(F/K) ∼= D4

N
ein

N
ein

Ja

Abbildung 3.1: Klassi�zierung von biquadratischen Polynomen
Quelle: Eigene Gra�k erstellt mit TikZ
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3 Beispiele mit p(x) = x4 + bx2 + d

Es folgen zu jedem der drei Fälle des Korollars 1 drei Beispiele. Beim
zweiten Beispiel des jeweiligen Falles handelt es sich um ein Polynom,
dessen Galoisgruppe bereits bestimmt wurde. Anhand dieser Beispie-
le kann sich der Leser vom Nutzen des Korollars 1 für Galoisgruppen
von biquadratischen Polynomen überzeugen. Im Vergleich zum Ver-
fahren des Klassi�kationssatzes 13 erleichtert es die Rechnungen er-
heblich. Die Galoisgruppen werden also erneut untersucht, dieses Mal
allerdings mit Hilfe des Irreduziblitätskriteriums für biquadratische
Polynome 14 und des Korollars 1 für biquadratische Polynome. Beim
dritten Beispiel des jeweiligen Falles handelt es sich um allgemeine
Beispiele. Bei allen Beispielen sei K = Q der Grundkörper für die
nachfolgenden Polynome.

3.1 Korollar 1, Fall (i) Galoisgruppe V4

Beispiel 20.

Untersuchung der Galoisgruppe von p19(x) = x4 + x2 + 9.

Es ist b = 1 und d = 9. Es ist

b2 − 4d = 12 − 4 · 9 = −35 /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d = −1 + 2

√
9 = 5 /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d = −1− 2

√
9 = −7 /∈ Q2.

Nach Satz 14, Teil (i) ist p19(x) irreduzibel.
Es ist

d = 9 = 32 ∈ Q2

und damit ist Gal(F/Q) ∼= V4 nach Korollar 1, Fall (i).

Beispiel 21.

Betrachten wir nun erneut das Polynom p8(x) = x4 + 6x2 + 4 aus
Beispiel 10 und untersuchen von diesem die Galoisgruppe mit Hilfe
des Irreduziblitätskriterium 14 und des Korollars 1 für biquadratische
Polynome.
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Es ist b = 6 und d = 4 und es gilt

b2 − 4d = 62 − 4 · 4 = 20 /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d = −6 + 2

√
4 = −2 /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d = −6− 2

√
4 = −10 /∈ Q2,

daher ist p8(x) nach Satz 14, Teil (i) irreduzibel.
Es ist

d = 4 = 22 ∈ Q2

und damit ist Gal(F/Q) ∼= V4 nach Korollar 1, Fall (i).

Beispiel 22. [8, S. 136]
Seien k und j unterschiedliche quadratfreie ganze Zahlen und seien
r ∈ Q \ {0} sowie s ∈ Q. Untersuchung der Galoisgruppe von

p20(x) = x4 − 2(r2k + s2j)x2 + (r2k − s2j)2.

Es ist b = −2(r2k+s2j) und d = (r2k−s2j)2 und p20(x) ist irreduzibel
über Q, denn es ist

b2 − 4d = (−2(r2k + s2j))2 − 4(r2k − s2j)2

= 4r4k2 + 8r2ks2j + 4s4j2 − 4r4k2

− 4r4k2 + 8r2ks2j − 4s4j2

= 16r2s2kj /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d = −(−2(r2k + s2j)) + 2

√
(r2k − s2j)2

= 2r2k + 2s2j + 2r2k − 2s2j

= 4r2k /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d = −(−2(r2k + s2j))− 2

√
(r2k − s2j)2

= 2r2k + 2s2j − 2r2k + 2s2j

= 4s2j /∈ Q2.

Nach Korollar 1, Fall (i) folgt, dass Gal(F/Q) ∼= V4, da

d = (r2k − s2j)2 ∈ Q2.
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3.2 Korollar 1, Fall (ii) Galoisgruppe C4

Beispiel 23.

Untersuchung der Galoisgruppe von p21(x) = x4 + 5x2 + 5.

Es ist b = 5 und d = 5 und es folgt

b2 − 4d = 52 − 4 · 5 = 5 /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d = −5 + 2

√
5 /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d = −5− 2

√
5 /∈ Q2.

Also ist p21(x) nach Satz 14, Teil (i) irreduzibel über Q.
Es ist d = 5 /∈ Q2 und es gilt

d(b2 − 4d) = 5(52 − 4 · 5) = 52 ∈ Q2.

Damit ist Gal(F/Q) ∼= C4 nach Korollar 1, Fall (ii).

Beispiel 24.

Betrachten wir nun erneut das Polynom p11(x) = x4 + 4x2 + 2 aus
Beispiel 13 und untersuchen von diesem die Galoisgruppe mit Hilfe
des Irreduziblitätskriterium 14 und des Korollars 1 für biquadratische
Polynome.

Es ist b = 4 und d = 2 und es folgt

b2 − 4d = 42 − 4 · 2 = 8 /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d = −4 + 2

√
2 /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d = −4− 2

√
2 /∈ Q2.

Also ist p11(x) nach Satz 14, Teil (i) irreduzibel über Q.
Es ist d = 2 /∈ Q2 und es gilt

d(b2 − 4d) = 2(42 − 4 · 2) = 42 ∈ Q2.

Damit ist Gal(F/Q) ∼= C4 nach Korollar 1, Fall (ii).

Beispiel 25. [8, S. 136-137]
Seien m ∈ Z und n ∈ Z mit m2 + n2 /∈ Q2. Wir untersuchen die
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Galoisgruppe von

p22(x) = x4 − 2(m2 + n2)x2 + n2(m2 + n2).

Es ist b = −2(m2 + n2) und d = n2(m2 + n2). Das Polynom p22(x)
ist nach Satz 14 Teil (i) irreduzibel über Q, da

b2 − 4d = (−2(m2 + n2))2 − 4(n2(m2 + n2))

= 4m4 + 8m2n2 + 4n4 − 4m2n2 − 4n4

= 4m4 + 4m2n2

= 4m2(m2 + n2) /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d = −(−2(m2 + n2)) + 2

√
n2(m2 + n2)

= 2(m2 + n2) + 2n
√
m2 + n2 /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d = −(−2(m2 + n2))− 2

√
n2(m2 + n2)

= 2(m2 + n2)− 2n
√
m2 + n2 /∈ Q2.

Es ist d = n2(m2 + n2) /∈ Q2, da m2 + n2 /∈ Q2 ist.
Nach Voraussetzung und nach Korollar 1 Fall (ii) ist Gal(F/Q) ∼= C4,
da

d(b2 − 4d) = n2(m2 + n2)((−2(m2 + n2))2 − 4n2(m2 + n2))

= n2(m2 + n2)(4m4 + 8m2n2 + 4n4 − 4n2m2 − 4n4)

=
(
2nm(m2 + n2)

)2 ∈ Q2.

3.3 Korollar 1, Fall (iii) Galoisgruppe D4

Beispiel 26.

Untersuchung der Galoisgruppe von p23(x) = x4 − x2 − 3.

Es ist b = −1 und d = −3 und es folgt

b2 − 4d = (−1)2 − 4 · (−3) = 13 /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d = −(−1) + 2

√
−3 = 1 + 2

√
−3 /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d = −(−1)− 2

√
−3 = 1− 2

√
−3 /∈ Q2.
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Also ist p23(x) nach Satz 14, Teil (i) irreduzibel über Q. Es gilt

d = −3 /∈ Q2 ∧
d(b2 − 4d) = (−3)((−1)2 − 4 · (−3)) = −39 /∈ Q2.

Aus Korollar 1, Teil (iii) folgt, dass Gal(F/Q) ∼= D4.

Beispiel 27.

Betrachten wir nun erneut das Polynom p14(x) = x4 + 2x2 + 2 aus
Beispiel 16 und untersuchen von diesem die Galoisgruppe mit Hilfe
des Irreduziblitätskriterium 14 und des Korollars 1 für biquadratische
Polynome.

Es ist b = 2 und d = 2 und es folgt

b2 − 4d = 22 − 4 · 2 = −4 /∈ Q2 ∧

−b+ 2
√
d = −2 + 2

√
2 /∈ Q2 ∧

−b− 2
√
d = −2− 2

√
2 /∈ Q2.

Also ist p14(x) nach Satz 14, Teil (i) irreduzibel über Q.
Es gilt

d = 2 /∈ Q2 ∧
d(b2 − 4d) = 2(22 − 4 · 2) = −8 /∈ Q2.

Aus Korollar 1, Teil (iii) folgt, dass Gal(F/Q) ∼= D4.

Beispiel 28. [8, S. 137]
Seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen. Wir untersuchen
die Galoisgruppe von

p24(x) = x4 − px2 + q.

Es ist b = −p und d = q. Wir zeigen die Irreduzibilität von p24(x)
über Q. Es ist

b2 − 4d = (−p)2 − 4q = p2 − 4q ∧

−b+ 2
√
d = −(−p) + 2

√
q /∈ Q2 ∧
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−b− 2
√
d = −(−p)− 2

√
q /∈ Q2.

Also ist p24(x) genau dann irreduzibel über Q, wenn p2 − 4q /∈ Q2

ist. Hier werden zwei Beweise dafür angegeben, weshalb p2 − 4q kein
Quadrat in Q ist.2

(i) Wir können annehmen, dass p2 − 4q > 0, da negative Zahlen
keine Quadratzahlen sein können. Angenommen es gäbe ein

t ∈ N mit p2 − 4q = t2, dann ist t ungerade und jeder Faktor
von 4q = (p+ t)(p− t) ist gerade. Da q eine Primzahl ist und
0 < p − t < p + t, muss gelten, dass p − t = 2 und p + t =
2q. Hieraus folgt, p = q + 1. Das steht im Widerspruch zur
Annahme, dass p und q beide ungerade sind.

(ii) Wegen 2 - p, q gibt es k, ` ∈ Z mit p = 2k + 1 und q = 2` + 1.
Es ist dann

p2 − 4q = (2k + 1)2 − 4(2`+ 1)

= 4k2 + 4k + 1− 8`− 4

≡ 4(k2 + k) + 5 mod 8

= 4(

gerade︷ ︸︸ ︷
k(k + 1)) + 5 ≡ 5 mod 8.

Wiederum ist p2 − 4q ungerade. Für beliebige ungerade Zahlen
2k + 1 mit k ∈ Z gilt

(2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 ≡ 1 mod 8.

Somit kann p2 − 4q ≡ 5 mod 8 kein Quadrat in Q sein.

Aus Korollar 1, Teil (iii) folgt, dass Gal(F/Q) ∼= D4, da

d = q /∈ Q2 ∧
d(b2 − 4d) = q(p2 − 4q) /∈ Q2.

2Der Beweis im Fall i ist angelehnt an den Artikel von Kappe und Warren [8,
S. 137], der zweite Beweis im Fall ii wurde selbst verfasst.





4 Implementierungen in Sage

Der Klassi�kationssatz für Galoisgruppen (siehe Satz 13) von Po-
lynomen vierten Grades und dessen Korollar 1 für biquadratische
Polynome beschreiben Verfahren, um die Galoisgruppe anhand der
Koe�zienten zu bestimmen. Es bietet sich an, dies in ein Compu-
teralgebrasystem zu implementieren. Dafür wurde Sage verwendet.
Sage bietet die Vorteile, frei und benutzerfreundlich zu sein [13, S. 5].
Es ist dabei hauptsächlich in Python implementiert und auch die
in Sage verwendete Kommandosprache ist im Wesentlichen Python
und sollte nicht ausschlieÿlich für Informatiker gut lesbar sein. Ein
Hauptvorteil des Computeralgebrasystems Sage ist, dass es viele ma-
thematische Funktionen besitzt, die bei Berechnungen hilfreich sind
[13, S. 91-92].
Es wird ein Programm classify geschrieben, welches für ein Poly-
nom dessen Galoisgruppe klassi�ziert. Mit diesem Programm lassen
sich dann alle Polynome mit einer speziellen Galoisgruppe für Koe�-
zienten aus einem vorgegebenen ganzzahligen Bereich angeben. Dies
kann bei der Erstellung von Übungsaufgaben hilfreich sein und war
bei der Suche nach Beispielen eine enorme Hilfe. Es kam die Fra-
ge auf, wie häu�g die unterschiedlichen Gruppen vorkommen. Um
dies zu untersuchen, wurden die absoluten und relativen Häu�gkei-
ten der Galoisgruppen im vorgegebenen ganzzahligen Koe�zienten-
bereich berechnet.
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1 Polynome vierten Grades

Nachfolgend wird die Klassi�kation von Galoisgruppen von Polyno-
men vierten Grades in Sage implementiert.

1. Grundlegende De�nitionen
Wir rechnen im Polynomring über Z der von der Unbestimmten x
erzeugt wird.

R = ZZ [ ' x ' ]
x = R. gen ( )

2. Anzahl der Faktoren der Faktorisierung von g(x) ∈ Z[x]
Zur Berechnung wird die Faktorisierung (z.B. (x− 3)2 ∗ (x2 +x+ 2))
in ein �Dictionary� umgewandelt (hier dann {x−3 : 2, x2+x+2 : 1})
und die rechten Seiten (die "Values") werden aufsummiert.

def factor_anz ( g ) :
return sum( dict ( g . f a c t o r ( ) ) . va lue s ( ) )
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3. Implementierung des Satzes 13
Für die Irreduzibilitätsuntersuchung greifen wir auf den in Sage bereits
vorhandenen Befehl zu.

def c l a s s i f y ( a , b , c , d ) :
f=x^4 + a∗x^3 + b∗x^2 +c∗x+d
i f (not f . i s_ i r r e du c i b l e ( ) ) :

return ( "Red" )
A=a^2∗d+c^2−4∗b∗d
B=a∗c−4∗d
D=−4∗b^3∗A+b^2∗B^2+18∗b∗A∗B−4∗B^3−27∗A^2
r=x^3−b∗x^2+(a∗c−4∗d)∗x−(a^2∗d−4∗b∗d+c^2)
r f ak=factor_anz ( r )
i f ( r f ak==3):

return ( "V4" )
i f ( r f ak==1):

return ( "A4" i f i s_square (D) else "S4" ) # r irreduzibel.
# Ab hier zerfällt r in einen linearen und einenquadratischen Faktor.
r f a c=r . f a c t o r ( )
( l i n , quad ) = r f a c [ 0 ] [ 0 ] , r f a c [ 1 ] [ 0 ]
t= � l i n . c on s t an t_co e f f i c i e n t ( ) # Rationale Nst. von r.
# Durch den quadratischen Faktor erzeugter Zahlenkörper
Nf.<s>=NumberField ( quad )
# Polynomring über dem Zerfällungskörper
K.<X>=Nf [ ]
g=(X^2−t ∗X+d)∗ (X^2+a∗X+b−t )
i f ( factor_anz ( g)==4):

return ( "C4" )
else :

return ( "D4" )
return ( " e r r " )
# Hier sollten alle Fälle abgehandelt sein!

Zum Beispiel gibt der Aufruf classify(1,1,1,1)mit den Koe�zien-
ten des fünften Kreisteilungspolynoms (siehe Beispiel 12), den String
�C4�, also die Galoisgruppe C4, zurück.



94 2 Statistik für Polynome vierten Grades

4. Ausgabe aller Polynome vierten Grades mit festgelegter Galois-
gruppe im vorgegebenen Koe�zientenbereich
Mit der Funktion classify lassen sich auch alle Polynome mit ei-
ner vorgegebenen Galoisgruppe in einem vorgegebenen ganzzahligen
Zahlenbereich au�isten.

t imer=cputime ( subproce s s e s=True )
In=range (−2 ,3)
for ( a , b , c , d ) in car te s i an_product_i te ra to r ( [ In , In , In ,

In ] ) :
k l=c l a s s i f y ( a , b , c , d )
i f ( k l=="C4" ) :

print ( a , b , c , d ) , cputime ( t imer )

Beispielsweise gibt obige Eingabe alle Polynome mit Galoisgruppe
C4, deren Koe�zienten a, b, c, d ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} liegen, an.

2 Statistik für Polynome vierten Grades

Auch wenn zu jedem der fünf Fälle des Klassi�kationssatzes 13 hier
jeweils drei Beispiele präsentiert wurden, soll dies dem Leser nicht
suggerieren, dass alle fünf Fälle gleichermaÿen häu�g auftreten. Der
Fall Gal(F/K) ∼= S4, also Fall (i) aus dem Klassi�kationssatz 13, ist
der gewöhnliche Fall. Um dies zu illustrieren, werden alle Polynome
mit ganzzahligen Koe�zienten in vorgegebenen Bereichen betrachtet
und das Vorkommen unterschiedlicher Galoisgruppen gezählt. Dazu
wird folgendes Programm geschrieben:
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5. Statistikprogramm zur Bestimmung der absoluten und relativen
Häu�gkeiten der Galoisgruppen von Polynomen vierten Grades

t imer=cputime ( subproce s s e s=True )
In=range (−10 ,11)
Stat=dict ({ " e r r " : 0 , "A4" : 0 , "C4" : 0 , "D4" : 0 , "S4" : 0 , "V4" : 0 ,

"Red" : 0 } )
Anz=0
for ( a , b , c , d ) in car te s i an_product_i te ra to r ( [ In , In , In ,

In ] ) :
Anz+=1
k l=c l a s s i f y ( a , b , c , d )
Stat [ k l ]=Stat [ k l ]+1

Anz , [ [ i , Stat [ i ] , ( Stat [ i ] /Anz ) . n ( ) ]
for i in Stat . keys ( ) ] , cputime ( t imer )

Die obige Eingabe gibt die absoluten und relativen Häu�gkeiten der
Galoisgruppen für alle Polynome, deren Koe�zienten
a, b, c, d ∈ {−10,−9,−8, . . . , 8, 9, 10} liegen, an.
Die entstehende Ausgabe wurde in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Der
Zahlenbereich wurde nicht noch weiter vergröÿert, da dies zu rechen-
intensiv ist.
Mit Vergröÿerung des zulässigen Zahlenbereiches steigt die relative
Häu�gkeit, dass die Galoisgruppe eines beliebig gewählten Polynoms
die Galoisgruppe S4 ist, an. Tatsächlich bewies Van der Waerden in
den Artikeln �Die Seltenheit der Gleichungen mit A�ekt.� [14, S. 13-
16] und �Die Seltenheit der reduziblen Gleichungen und der Gleichun-
gen mit A�ekt.� [15, S. 133-147], dass �der Bruchteil der Gleichungen,
deren Galoissche Gruppe die symmetrische ist, mit wachsendem Koef-
�zientenbereich gegen Eins strebt.� [15, S. S.133] Mit A�ekt bedeutet
hierbei, dass die Galoisgruppe nicht die S4 ist.
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Galoisgruppe S4 A4 V4 C4 D4 reduzibel

Bereich von 0 bis 1

absolute Häu�gkeit 4 0 1 1 0 10
relative Häu�gkeit 25 0 6.25 6.25 0 62.5
Bereich von -1 bis 1

absolute Häu�gkeit 20 0 2 2 10 47
relative Häu�gkeit 24.69 0 2.47 2.47 12.35 58.02
Bereich von -2 bis 2

absolute Häu�gkeit 274 2 6 2 70 271
relative Häu�gkeit 43.84 0.32 0.96 0.32 11.20 43.36
Bereich von -5 bis 5

absolute Häu�gkeit 10382 16 46 28 774 3395
relative Häu�gkeit 70.91 0.11 0.31 0.19 5.29 23.19
Bereich von -10 bis 10

absolute Häu�gkeit 163588 182 218 108 5118 25267
relative Häu�gkeit 84.12 0.09 0.11 0.06 2.63 12.99
Bereich von -12 bis 12

absolute Häu�gkeit 338466 276 326 156 8378 43023
relative Häu�gkeit 86.66 0.07 0.08 0.04 2.14 11.01
Bereich von -20 bis 20

absolute Häu�gkeit 2601346 962 994 406 31296 190757
relative Häu�gkeit 92.06 0.03 0.04 0.01 1.11 6.75

Tabelle 4.1: Statistik für Polynome vierten Grades

3 Biquadratische Polynome

Wir passen das Programm naiv für biquadratische Polynome an.
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6. Naive Anpassung der Funktion classify für biquadratische Poly-
nome

def c l a s s i f y b i (b , d ) :
f=x^4 + b∗x^2 +d
i f (not f . i s_ i r r e du c i b l e ( ) ) :
return ( "Red" )

i f i s_square (d ) :
return ( "V4" )

i f i s_square (d∗(b^2−4∗d ) ) :
return ( "C4" )

else :
return ( "D4" )

return ( " e r r " )

Obige Implementierung verwendet für die Irreduzibilitätsuntersuchung
weiterhin den in
Sage bereits vorhandenen Befehl. Wenn wir statt is_irreducible()
den Irreduzibilitätstest für biquadratische Polynome verwenden, lässt
sich die Rechenzeit erheblich, und zwar um mehr als die Hälfte, ver-
kürzen. Dies setzen wir im Folgenden um.

7. Irreduzibilitätstest für biquadratische Polynome

def bq_is_i r reduz ib l e (b , d ) :
i f i s_square (b^2−4∗d ) :
return ( f a l s e )

i f i s_square (d ) :
return ( t rue )

wD=sq r t (d)
i f i s_square(−b+2∗wD) :
return ( f a l s e )

i f i s_square(−b−2∗wD) :
return ( f a l s e )

return ( t rue )
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8. Programm für biquadratische Polynome

def c l a s s i f y b i (b , d ) :
i f (not bq_is_i r reduz ib l e (b , d ) ) :
return ( "Red" )

i f i s_square (d ) :
return ( "V4" )

i f i s_square (d∗(b^2−4∗d ) ) :
return ( "C4" )

else :
return ( "D4" )

return ( " e r r " )

Beispielsweise gibt der Aufruf für die Eingabe classifybi(1,9) den
String �V4� zurück, der für die Galoisgruppe V4 steht.
Wie bereits im allgemeinen Fall kann es auch für biquadratische
Polynome von Interesse sein, beispielsweise um Übungsaufgaben zu
erstellen, Polynome mit einer vorgegebenen Galoisgruppe in einem
vorgegebenen ganzzahligen Zahlenbereich zu �nden. Durch den Ge-
schwindigkeitsvorteil können wir gröÿere Koe�zientenbereiche nach
interessanten Beispielen absuchen.

9. Ausgabe aller biquadratischen Polynome mit bestimmter Galois-
gruppe im vorgegebenen Koe�zientenbereich

t imer=cputime ( subproce s s e s=True )
In=range (−2 ,3)
for (b , d) in car t e s i an_product_i te ra to r ( [ In , In ] ) :

k l=c l a s s i f y b i (b , d)
i f ( k l=="D4" ) :
print (b , d ) , cputime ( t imer )

Obige Eingabe gibt alle Polynome mit Galoisgruppe D4 mit Koe�-
zienten b, d ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} an.
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4 Statistik für biquadratische Polynome

Wie bereits im allgemeinen Fall werden auch im Fall der biquadra-
tischen Polynomen die absoluten und relativen Häu�gkeiten der Ga-
loisgruppen untersucht. Dies realisieren wir in Sagewie folgt.

10. Statistikprogramm zur Bestimmung der absoluten und relativen
Häu�gkeiten von Galoisgruppen biquadratischer Polynome

timer=cputime ( subproce s s e s=True )
In=range (−50 ,51)
Stat=dict ({ " e r r " : 0 , "C4" : 0 , "D4" : 0 , "V4" : 0 , "Red" : 0 } )
Anz=0
for (b , d) in car t e s i an_product_i te ra to r ( [ In , In ] ) :
Anz+=1
k l=c l a s s i f y b i (b , d)
Stat [ k l ]=Stat [ k l ]+1

Anz , [ [ i , Stat [ i ] , ( Stat [ i ] /Anz ) . n ( ) ]
for i in Stat . keys ( ) ] , cputime ( t imer )

Das Programm für biquadratische Polynome classifybi ist wesent-
lich schneller als das Programm classify für allgemeine Polynome
vierten Grades. Dementsprechend können viel gröÿere Koe�zienten-
bereiche zur Bestimmung der relativen und absoluten Häu�gkeiten
der Galoisgruppen untersucht werden. In Tabelle 4.2 sind absolu-
te und relative Häu�gkeiten der Galoisgruppen von biquadratischen
Polynomen in den vorgegebenen ganzzahligen Zahlenbereichen, die
mit der obigen Eingabe berechnet wurden, dargestellt. In Tabel-
le 4.2 ist zu sehen, dass der Fall der biquadratischen Polynomen
Gal(F/K) ∼= D4 am häu�gsten auftritt. Die zyklische Gruppe C4

scheint wie auch schon im allgemeinen Fall am seltensten vorzukom-
men. Wir können zeigen, dass bei Vergröÿerung der Koe�zientenbe-
reiche die relative Häu�gkeit des Vorkommens der Galoisgruppe C4

gegen Null geht, denn aus Korollar 1 wissen wir,

Gal(F/K) ∼= C4 ⇐⇒ d ∈ K2.

Die Anzahl der Quadratzahlen in {−n,−n+ 1, . . . , n− 1, n} ist
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b
√
nc+1, weil negative Zahlen keine Quadratzahlen sein können. Die

relative Häu�gkeit, nennen wir sie h, der Quadratzahlen innerhalb
der Menge {−n,−n+1, . . . , n−1, n} der Galoisgruppe C4 wird dann
beschrieben durch

h =
b
√
nc+ 1

2n+ 1
.

Somit ergibt sich

lim
n→∞

b
√
nc+ 1

2n+ 1
= 0.

Galoisgruppe V4 C4 D4 reduzibel

Bereich von -50 bis 50

absolute Häu�gkeit 597 40 8968 596
relative Häu�gkeit 5.85 0.39 87.91 5.85
Bereich von -100 bis 100

absolute Häu�gkeit 1790 84 37190 1337
relative Häu�gkeit 4.43 0.21 92.05 3.31
Bereich von -200 bis 200

absolute Häu�gkeit 5181 146 152524 2950
relative Häu�gkeit 3.22 0.09 94.85 1.84
Bereich von -1000 bis 1000

absolute Häu�gkeit 59940 582 3925494 17985
relative Häu�gkeit 1.50 0.01 98.04 0.45
Bereich von -2000 bis 2000

absolute Häu�gkeit 171888 1016 15796302 38795
relative Häu�gkeit 1.07 0.01 98.68 0.24
Bereich von -5000 bis 5000

absolute Häu�gkeit 689738 2150 99221774 106339
relative Häu�gkeit 0.69 0.00 99.20 0.11
Bereich von -10000 bis 10000

absolute Häu�gkeit 1979389 3582 397830176 226854
relative Häu�gkeit 0.49 0.00 99.45 0.06

Tabelle 4.2: Statistik für biquadratische Polynome



5 Anhang

Einsetzen von t1 in die kubische Resolvente (s. Fuÿnote 2):

r(t1) = r(α1α2 + α3α4) = (α1α2 + α3α4)
3 − (α1α2 + α1α3 + α1α4

+ α2α3 + α2α4 + α3α4) · (α1α2 + α3α4)
2 + ((α1 + α2 + α3

+ α4)(α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4)− 4α1α2α3α4)

· (α1α2 + α3α4)− ((α1 + α2 + α3 + α4)
2(α1α2α3α4)

− 4(α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4)(α1α2α3α4)
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