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Einleitung

Im Zentrum der Arbeit stehen ein Satz {iber die Galoisgruppen von
Polynomen vierten Grades und dessen Korollar fiir biquadratische
Polynome. Mit deren Hilfe lassen sich die Galoisgruppen von Polyno-
men vierten Grades algorithmisch anhand der Koeffizienten bestim-
men. Den Sitzen liegt das Paper ,An Elementary Test for the Galois
Group of a Quartic Polynomial“ von B. Warren und L.-C. Kappe [8]
S. 133-137] zugrunde. Die vorliegende Arbeit ist ein Beispiel dafiir,
wie in einer konkreten Anwendung lineare Algebra, Gruppentheorie
und Algebra zusammenspielen. In vielen Grundlagenwerken der Al-
gebra wie jenen von Bosch [4], Karpfinger und Meyberg [9] oder dem
von E. Artin [2] bzw. [3] werden die Galoisgruppen von Polynomen
vierten Grades nicht systematisch klassifiziert. In den Monografien
von M. Artin [I, S.645] und G. Fischer [5, S.401| werden hingegen
die Galoisgruppen dieser Polynome fast vollstdndig klassifiziert. ,Fast
vollstandig“ meint dabei, dass sich die Fille der zyklischen Gruppe
C4 und der Diedergruppe Dy dort nicht unterscheiden lassen.E] Der in
der vorliegenden Arbeit vorgestellte Satz aus dem Paper von Kappe
und Warren [§], S.133-137] vervollsténdigt die Klassifikation mittels
eines Hilfspolynoms.

Um den Beweis des Satzes von Kappe und Warren [8, S. 134] vorzu-
bereiten, werden einige Grundlagen bendétigt, die in Kapitel [1] dar-
gestellt werden. Die Galoisgruppen sind isomorph zu gewissen Un-
tergruppen der symmetrischen Gruppe S, in unserem Falle der Sy.
Daher werden in Kapitel [I] alle Untergruppen der S4 vorgestellt und
die Untergruppenbeziehungen in Abbildungen (siehe Abbildung
und Abbildung illustriert. Die Sdtze, die aus der Galoistheorie

! Beide Fille fallen unter die dort angegebene Bedingung, dass die Diskriminante
kein Quadrat und zugleich die kubische Resolvente reduzibel ist, und kénnen
damit nicht unterschieden werden.



10 Einleitung

im Beweis von Kappe und Warren [8], S. 135-136] verwendet werden,
némlich die Gradformel[7] das Fundamental-Lemma|[Iljund der Haupt-
satz der Galoistheorie [10] werden in Kapitel [2] behandelt.

In Kapitel 2] folgt die Klassifizierung iiber Galoisgruppen von Poly-
nomen vierten Grades mit ausfithrlichem Beweis (siehe Satz I8,
S.134-135]. In der Monographie von M. Artin [I}, S. 645] wird ein an-
deres Kriterium fiir den Fall der Isomorphie der Galoisgruppe zur
Kleinschen Vierergruppe V4 angegeben. Wir weisen nach, dass dieses
Kriterium mit dem analogen aus dem Paper von Kappe und War-
ren dquivalent ist. In Kapitel 3| erfolgt die Illustration des Satzes in
einem Flussdiagramm. Bevor wir in Kapitel p| zur Untersuchung der
finf Fille des Satzes iiber die Galoisgruppen von Polynomen vier-
ten Grades anhand von jeweils drei Beispielen iibergehen, geben wir
relevante Irreduzibilitdtskriterien fiir Polynome in Kapitel [4] an.

In Kapitel [3] stehen anschlieliend Galoisgruppen von biquadratischen
Polynomen im Fokus. Zunéchst geben wir ein Irreduzibilitétskrite-
rium speziell fiir biquadratische Polynome an, welches den Test auf
Irreduzibilitét fiir solche Polynome stark vereinfacht. Daraufhin folgt
das Korollar, also die vereinfachte Klassifizierung der Galoisgruppen
biquadratischer Polynome, mitsamt Beweis. Wiederum wird das Ko-
rollar mittels eines Flussdiagramms in Kapitel |2| illustriert.

In Kapitel 4] werden zwei selbstgeschriebene Programme zur Klassifi-
zierung von Polynomen vierten Grades (s. Kapitel und biquadra-
tischen Polynomen (s. Kapitel [3)) nach ihren Galoisgruppen in Sage
présentiert. Im Zuge der Implementierung und der Untersuchung der
Beispiele kam die Frage nach der Haufigkeit der unterschiedlichen Ga-
loisgruppen auf. Die Darstellung von je drei Beispielen zu jeder der
fiinf vorkommenden Galoisgruppen von Polynomen vierten Grades
suggeriert womdglich eine gleichméfig auftretende Haufigkeit aller
fiinf Falle. Tatsichlich aber fand bereits Van der Waerden 1934 [14]
beziehungsweise 1936 [I5] heraus, dass der Fall der Isomorphie zur
symmetrischen Gruppe S, der hdufigste Fall ist. Um dies zu verdeut-
lichen, werden abschliekend die absoluten und relativen Haufigkeiten
der Galoisgruppen von allgemeinen beziehungsweise biquadratischen
Polynomen vierten Grades mit Koeffizienten aus einem vorgegebenen
ganzzahligen Zahlenbereich (s. Kapitel 2{und {4)) ermittelt.



1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden gezielt die fiir den Klassifikationssatz von
Polynomen vierten Grades notwendigen Grundlagen dargestellt. Ga-
loisgruppen irreduzibler und separabler Polynome sind transitiv auf
der Menge der Nullstelle operierende Untergruppen der symmetri-
schen Gruppe S, vom Grad n. Deshalb wird in diesem Kapitel die
symmetrische Gruppe S4 mit allen und insbesondere auch mit die-
sen ,transitiven“ Untergruppen vorgestellt. Im Anschluss werden drei
Sétze der Galoistheorie, ndmlich die Gradformel, das Fundamental-
lemma, der GGaloistheorie sowie der Hauptsatz der Galoistheorie, auf-
gefithrt. Auf Beweise der zitierten Sédtze wurde in diesem Kapitel
bewusst verzichtet. Sie konnen der zitierten Literatur entnommen
werden.

1 Die Struktur der symmetrischen Gruppe Sy

Im Folgenden werden die Definitionen der symmetrischen Gruppe
samt ihrer Untergruppen angegeben.

Definition 1 (symmetrische Gruppe). |5, S.19][I], S. 46|

FEine Permutation von n Elementen einer endlichen Menge

M ={ai,...,a,} mit n € IN ist eine bijektive Abbildung von M auf
M. Die Menge

Spri={f : M —> M| f ist bijektiv},

bildet eine Gruppe, die symmetrische Gruppe Sy; von M. Die Ver-
kniipfung in Sy ist die Komposition o : Spy — S, (f,9) — fog
mit (fog)(z) := f(g(z)) von Abbildungen. Fiir die Gruppenstruktur
dieser Gruppe ist nur wichtig, dass aq, ..., a, paarweise verschieden
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sind. Meist rechnen wir daher 0.B.d.A. mit M = {1,...,n} und spre-
chen von der symmetrischen Gruppe S,.

Die Elemente der symmetrischen Gruppe stellen wir mit der Zy-
keldarstellung dar. Zur Erinnerung an die Zykeldarstellung geben wir
ein Beispiel an.

Beispiel 1.
Sei T € Sg, das heibt 7: {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6},k — 7(k).
Die Permutation sei durch folgende Zuordnungstabelle gegeben:

kE [1[2]3]4]5]6
k) [54]3]6[1]2]

Betrachten wir, wohin die Elemente von {1,2,3,4,5,6} durch 7 ver-
schoben werden: 1 -5 —1und 2 -4 — 6 — 2 sowie 3 — 3. Dies
fithrt zur kompakteren Zykeldarstellung der Permutation:
T=1(1,5)(2,4,6) € Sg. Ein Element eines Zyklus wird auf das nichste
Element abgebildet und das letzte Element eines Zyklus wird auf das
erste Element abgebildet.

Alle 24 Elemente der Sy sind in Tabelle [1.1{zu finden [5, S.111].

H Elemente von Sy H Anzahl ‘ Ordnung ‘ Signum H

id 1 1 +
(1,2),(1,3),(1,4),(2,3), (2,4), (3,4) 6 2 —
(1,2,3),(1,2,4),(1,3,4),(2,3,4), N 3 I
(1,3,2),(1,4,2),(1,4,3),(2,4,3)
(1,2,3,4),(1,3,2,4),(1,4,2,3), 6 4 B
(1,2,4,3),(1,3,4,2),(1,4,3,2)
(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3) 3 2 +
Summe 24

Tabelle 1.1: Elemente der Sy

Wir wiederholen die Bezeichnungen der Untergruppen der Sy, die De-
finition einer Gruppenoperation und die Definition einer transitiven
Gruppenoperation. Simtliche Untergruppen der Sy sind in Tabelle[I.2]
auf Seite [[5] zu finden.
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Definition 2 (Signum einer Permutation). [9] S. 126]
Zu o € S, betrachten wir

. o(i) —o(y
sign(o) = H <2_()
1<i<j<n—1 J

als das Signum von o.

Bemerkung 1 (Rechenregel Signum einer Permutation). [9, S. 126]
Eine Methode, um das Signum einer Permutation ¢ € S;, zu bestim-
men, ist die Darstellung von ¢ als Produkt von k Transpositionen.
Damit ist dann sign(p) = (—1)*.

Beispiel 2.
Betrachte (1,2,3)(4,5) € Ss. Diese Permutation kénnen wir durch
eine Verkettung von 3 Transpositionen darstellen:

(1,2,3)(4,5) = (1,3) o (1,2) o (4,5),

Daher ist
sign ((1,2,3)(4,5)) = (—1)3 = —1.

Satz 1. [0, S.126]

Die Abbildung sign : S, — {—1,+1},p — sign(y) ist ein Homo-
morphismus von Gruppen. Dabei wird {—1,+1} C Q als multiplika-
tive Gruppe aufgefasst.

Definition 3 (Normalteiler). [I, S. 56|
Eine Untergruppe N einer Gruppe G heilst Normalteiler, wenn sie

folgende Figenschaft hat: Fiir jedes a aus N und jedes b aus G gilt
bab—! € N. Wir schreiben dann N < G.

Dies ist die formale Definition eines Normalteilers. Die wesentliche
Eigenschaft ist, dass Normalteiler Kerne von Gruppenhomomorphis-
men sind. Denn es gilt:

Satz 2. [0, S.55]
Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kern(y) ein
Normalteiler in G.
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Definition 4 (alternierende Gruppe). [5 S.33]
Die alternierende Gruppe A, ist definiert als

Kern(sign) = {0 € S4 | sign(o) = +1} =: A, < Sp,.

Bemerkung 2.

Mit Bemerkung|[I]erhalten wir, dass die Permutationen ¢ € A4 gerade
diejenigen sind, die sich durch eine Komposition einer geraden Anzahl
von Transpositionen darstellen lassen.

Satz 3. [9] S.127]
Fiirn > 3 wird A, von den 3-Zyklen erzeugt.

Ein Dieder (ibersetzt ,Zweiflachner”) ist ein regelméfiges n-Eck. Die
Drehungen und Spiegelungen der Ebene, die ein Dieder in sich {iber-
fithren, bilden die Diedergruppe. Deren Elemente denken wir uns als
Permutationen der Eckpunkte {1,...,n}. [5, S.66]

Definition 5 (Diedergruppe). [, S. 66]
. 1 2 3 n .
Sei o0 := (1,2,...,n) und 7 = (1 non—1 . 9 . Dabei ent-

spricht o einer Drehung und 7 einer Spiegelung. Diese beiden Abbil-
dungen sind die Erzeuger der Diedergruppe.

D, = (o,7) C Sy.

Bis auf Isomorphie ist die Diedergruppe D,, durch Erzeugende & und
7 und die Relationen 6" = id, 72 = id und 767 = & bestimmt.
Dass die in Definition 5| angegebenen Permutationen ¢ und 7 diese
Relationen erfiillen, rechnet man sofort nach.

Definition 6 (zyklische Gruppe). [5, S.69]
Eine Gruppe C' heiftt zyklisch, wenn es ein a € C, sodass

C={d"|kez}.
Ist die Gruppe C' endlich, mit n € IN Elementen so folgt

C={d|kef0,....n—1}}.
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Untergruppe der Ordnung 1
id | id | {id}
Untergruppe der Ordnung 2
Co {id, (1,2)(3,4)}
Ca {id, (1, 3)(2,4)}
Cas {id, (1,4)(2,3)}
Coy {id, (1,2)}
Ca | O {id, (1,3)}
Cas {id, (1,4)}
Cor {id, (2,3)}
Cog {id, (2,4)}
029 {ld (3 4)}
Untergruppe der Ordnung 3
C31 {id, (1,2,3)(3,2,1)}
o, | O3 {id, (1,2,4)(1,4,2)}
* [ (id, (1.3, 4)(1,4,3)]
Cs4 {id, (2,3,4)(4,3,2)}
Untergruppe der Ordnung 4
Cn {id, (1,2,3,4),(1,4,3,2),(1,3)(2,4)}
Cy | Cy {id, (1,3,2,4),(1,4,2,3),(1,2)(3,4)}
Cus {id, (1,2,4,3),(1,3,4,2), (1,4)(2,3)}
Vy {id, (1,2) (3 4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}
Vv V41 {ld (1 2) (374)7(172)(374)}
Vi {id, (1,3), (2,4), (1,3)(2,4)}
Vis {id,(1,4),(2,3), (1,4)(2,3)}
Untergruppe der Ordnung 6
D3 {id, (1,2), (1, 3), (2, 3),(1,2,3),(1,3,2)}
D D3o {id, (1,2), (1,4),(2,4),(1,2,4),(1,4,2)}
s Ds3 {id7(113)7(174)/( 4) (1a374)a(17473)}
D34 {id> (273)7(274) ( 4) (2 3, 4)’(2747 3)}
Untergruppe der Ordnung 8
Dy | {id,(1,3),(2,4),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3),(1,2,3,4),(1,4,3,2)}
Dy | Dyo | {id, (1,2),(3,4),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3),(1,3,2,4),(1,4,2,3)}
Dys | {id, (1,4),(2,3),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3),(1,2,4,3),(1,3,4,2)}
Untergruppe der Ordnung 12
Al A {id, (1,2,3), (1,2,4), (1,3,4),(2,3,4), (3,2, 1), (4,2,1), (4,3, 1),
L (4,3,2),(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (2,3)(1,4)}
Untergruppe der Ordnung 24
{id, (1,2), (1,3), (1, 4) (2,3),(2,4), (3 4),(1,2,3),(1,2,4),
o | sy | (L34),(2.3.4).(3.2.1),(4.2,1), (4.3, 1), (4.3,2),
(1,2)(3,4), (1,3)(2, ) (2,3)(1,4)(1,2,3,4), (1,3,2,4),
(1,4,2,3), (1,2,4, 3) (1,3,4,2), (1,47 ,2)}

Tabelle 1.2: Untergruppen der Sy
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Eine zyklische Untergruppe der S,, wird von einem Zykel der Gestalt
a = (ai,...,ap) mit 1 < £ < n erzeugt, wobei {ay,...,as} eine ¢-
elementige Teilmenge von {1,...,n} ist und isomorph zu der Gruppe
Cy ist, die vom Zykel o = {1,...,¢} € S,, erzeugt Wird.F_:]

Definition 7 (Kleinsche Vierergruppe). [5, S. 19|
Die Kleinsche Vierergruppe ist definiert als:

V4= {id, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (2,3)(1,4)}.

In der Kleinschen Vierergruppe V4 hat jedes Element die Ordnung
2. Bis auf Isomorphie ist V4 dadurch charakterisiert, dass sie drei
Elemente der Ordnung 2 enthilt und das Produkt zweier dieser Ele-
mente das jeweils dritte ergibt. Somit ist die Kleinsche Vierergruppe
V4 isomorph zu Z /27 x Z./27Z.

Notation 1.

Die Gruppen in Tabelle bezeichnen wir so, dass der erste Index
zum Namen (der Isomorphieklasse) der Gruppe gehort und der zweite
Index die konkrete Gruppe nummeriert.

Wir wollen nun nachweisen, dass in Tabelle alle Untergruppen
der S, aufgelistet sind.

Satz 4 (Satz von Cauchy). [9, S.108]
Ist p ein Primteiler der Ordnung einer endlichen Gruppe, so besitzt
diese ein Element der Ordnung p.

Fiir den nédchsten Satz bendtigen wir die Definition einer p-Sylow-
gruppe.

Definition 8. [9] S.108§]

Es sei p Primteiler der Ordnung einer endlichen Gruppe G und

|G| = p"m mit p{m und r € N. Dann nennt man jede Untergruppe
der Ordnung p" von G eine p-Sylowgruppe von G.

Nachfolgender Satz folgt aus dem 2. Satz von Sylow [9], S.110].

1Zeige, dass die Abbildung o auf « ein Isomorphismus von Gruppen induziert.
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Satz 5 (2. Satz von Sylow). [9, S. 110, Teil b]

Sei p Primteiler der Ordnung einer endlichen Gruppe G. Es gelte
|G| = p"m mit ptm und r € N. Die Anzahl aller p-Sylowgruppen in
G teilt m.

Satz 6 (Bestimmung aller Untergruppe der Sy).
Die Liste der Untergruppen von Sy in Tabelle auf Seite ist
vollstindig.

Beweis. Zu iiberpriifen, dass die aufgefithrten Mengen Gruppen sind,
iiberlassen wir dem Leser. Nach dem Satz von Lagrange teilt die
Ordnung einer beliebigen Untergruppe die Gruppenordnung, hier also
24.

Wir klassifizieren nun die Untergruppen nach ihrer Ordnung und be-
ginnen mit der héchsten Ordnung.

,Ordnung 24
Offensichtlich haben wir nur eine Untergruppe der Ordnung 24, ndm-
lich die Sy selbst.

,Ordnung 12

Zu zeigen ist, dass es keine weitere Untergruppe der Ordnung 12 bis
auf die Ay gibt.

Sei also G eine Untergruppe der Ordnung 12. Dann ist [Sy : G] = 2
und daher ist G ein Normalteiler in S4 mit Restklassengruppe
S4/G=7F ={+1,—-1}.

Fiir a,b ¢ G entsprechen die zugehdrigen Restklassen @ und b der —1
und a - b entspricht dann (—1) - (—1) = +1. Es folgt also a - b € G.
Insbesondere ist sowohl fiir g € G als auch fiir g ¢ G stets g € G.
Fiir alle s € Sy erhalten wir s> € G. Sei s € S4 mit ord(s) = 3, dann
ist s> = s~ also s7! € G. Da G eine Untergruppe von Sy ist, muss
auch s € G liegen. Also enthdlt G alle Dreierzykel. Diese erzeugen
schon die A4 nach Satz 3| Also ist Ay C G. Wegen |A4| = 12 folgt
G =Ay.



18 1 Die Struktur der symmetrischen Gruppe Sy

,Ordnung 8“

Sei |G| = 8, so ist G eine 2-Sylow-Gruppe von Sy, denn 24 = 23 - 3
(siche Definition [§). Nach dem 2. Satz von Sylow (siehe Satz [5) teilt
die Anzahl der 8-Sylow-Gruppen 3 und ist deshalb maximal 3. Das
heift, die Auflistung in der Tabelle[I.2)in der Zeile Dy ist vollstandig.

,Ordnung 6“

Sei |G| = 6, so gibt es nach dem Satz von Cauchy (siehe Satz
Elemente g,h € G mit |g| = 3 und |h| = 2. Dann haben g,h € S4
Zykeldarstellungen etwa g = (4,7, k) und h = (¢, m).

Falls {¢,m} C {i,j,k}, folgt G = Sy; j 1y, denn ein Zykel der Liange n
und eine Transposition in der Zykeldarstellung nebeneinanderstehen-
der Elemente erzeugen nach [9, S.129] und [10, S. 51| schon die S,,. In
dem Zykel (i,7,k) stehen alle Elemente nebeneinander. So erhalten
wir die in Tabelle in Zeile D3 aufgezihlten Gruppen.

Falls {¢,m} & {i,7,k} ist eine der Zahlen ¢ oder m nicht in {4, 7, k}.
Sei 0.B.d.A. m ¢ {i,j,k}. Da {i,j,k,m} = {1,2,3,4} und £ # m ist,
folgt ¢ € {i,7,k}. Wir konnen 0.B.d.A. ¢ =i wéhlen, da

(Z7]7 k) = (kvlaj) = (.77 k‘,Z)

Wir rechnen (i,m) o (4,7, k) = (4, j,k,m) € G. Dies steht im Wider-
spruch dazu, dass G kein Element der Ordnung 4 enthalten kann, da
411G|.

Die Auflistung in Tabelle in Zeile D3 ist also vollstdndig.

,Ordnung 4“
Sei |G| = 4. Wenn G ein Element ¢ der Ordnung 4 enthilt, wird
G von ¢ erzeugt und G ist isomorph zur zyklischen Gruppe Cy4. Ein
g € Sy der Ordnung 4 hat stets die Gestalt (1,4, 7, k) mit
{i,7,k} = {2,3,4}. Es gibt also 3! = 6 solche g. Die Gruppe ((1,1, 7, k))
enthilt stets (1,4,7,k)"t = (1,k, j,1).
Cn Ca2
— —f
Das heift (1,4,3,2) € ((1,2,3,4)), (1,4,2,3) € ((1,3,2,4)) und
Cas
(1,3,4,2) € ((1,2,4, 3)). Das heifit die unter C4, aufgefithrten Grup-
pen in Tabelle enthalten bereits alle Elemente der Ordnung 4. Die
Aufzidhlung der zyklischen Gruppen der Ordnung 4 in Tabelle ist
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also vollsténdig.

Betrachten wir nun nicht-zyklische Gruppen der Ordnung 4. Jedes
Element einer solchen Gruppe G muss (wegen 3 1 |G|) Ordnung 2 ha-
ben. In Tabelle sind alle 9 Elemente der Ordnung 2 zu sehen. Die
,<Doppeltranspositionen“ (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2, 3) sind in der
letzten Zeile aufgefiihrt. Sie bilden zusammen mit id die Kleinsche
Vierergruppe Vy.

Alle anderen nicht-zyklischen Gruppen G der Ordnung 4 miissen al-
so mindestens eine Transposition (i,j) mit ¢,57 € {1,2,3,4},i # j
enthalten. Wére nun (i,k) € G mit k ¢ {7,j}, so wére

(i,k)o (i,7) = (i,4,k) € G ein Element der Ordnung 3, Widerspruch
¢, da 31 |G|. Analog fithrt (4,7) o (J, k) = (4, ], k) zum Widerspruch.
Weitere Elemente von G kénnen nur noch (4, j)(k,£) oder (k,¢) mit
{k, 0} = {1,2,3,4} \ {i,7} sein. Zusammen mit der Identitit muss
G also somit genau die Elemente G = {id, (¢,7), (k,?), (i,7)(k,£)}
enthalten und ist durch (i, 7) eindeutig festgelegt.

Die unter V4 aufgelisteten Gruppen V41, V49 und V43 in Tabelle
sind daher neben der V4 alle weiteren nicht-zyklischen Untergruppen
der Ordnung 4.

,Ordnung 3

Untergruppen G der Ordnung 3 von Sy sind zyklisch, da 3 eine Prim-
zahl ist.

G wird durch ein Element der Ordnung 3 erzeugt, das heift,

G = ((i,7,k)), wobei 0.B.d.A. i = min{4, j, k} mit paarweise verschie-
denen i, j, k € {1,2,3,4} sei. Es ergibt sich

G = {id, (i, 4, k), (i,7,k)*> = (i,k,5)}. Es gibt 8 Elemente der Ord-
nung 3 in Sy (siehe Tabelle [1.I)). Da jede Gruppe G der Ordnung 3
neben id zwei Elemente der Ordnung 3 enthélt, die beide GG erzeugen,
gibt es genau die vier Untergruppen Cy4q, Cyq, Cy3 und Cyy der Sy der
Ordnung 3.

,Ordnung 2“

Die Untergruppen der Ordnung 2 von S4 bestehen aus der Identitdt
und einem Element der Ordnung 2. Es gibt (3) = 6 Moglichkeiten
fiir Transpositionen (4, j) mit {4, j} C {1,2,3,4} und i # j. Wir kén-
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nen jede Transposition (7,j) erginzen zum Element (i,7)(k,f) € Sy
mit (k,¢) ={1,2,3,4} \ {4,7}. Wegen (i, 7)(k,¢) = (k,£)(i, ) fithren
je zwei der 6 Ergidnzungen zur selben Permutation. Wir haben also
drei Elemente der Ordnung 2, die auch in Ay liegen. Insgesamt gibt
es daher 9 Elemente der Ordnung 2 und damit 9 Untergruppen der
Ordnung 2 (siehe Tabelle [1.1]).

,Ordnung 1
Jede Gruppe muss die Identitét id enthalten, womit es nur eine Un-
tergruppe der Ordnung 1, ndmlich {id}, geben kann.

Es gibt also insgesamt 28 nicht-triviale Untergruppen der Sy. 0

Definition 9 (Operation). [1l S.197]

Eine Gruppe (G, o) operiert auf einer Menge M # (), wenn jedem
Paar (g,m) € G x M ein Element g-m € M zugeordnet wird. Diese
Operation von G auf M muss dabei folgende Axiome erfiillen:

1-m=mV¥Y me M, wobei 1 € G das neutrale Element ist;
Vg,g € G,m e M gilt (gog’)-m =g (¢ - m) Assoziativgesetz.

In der multiplikativen Schreibweise werden oft o und - weggelassen,
wenn keine Verwechselungsgefahr besteht.

Definition 10 (transitive Operation). 5] S.103]

Man sagt eine Gruppe G operiert transitiv auf einer Menge M, wenn
G auf M operiert und wenn es zu je zwei Elementen z,y € M ein
g € G gibt mit

g9(x) =y.
Beispielsweise operiert fiir eine endliche Menge M die Gruppe Sys

auf der Menge M.

Definition 11 (transitive Untergruppe von Sy). [II S.640]
Sei M eine endliche Menge und G C S)s eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe, dann nennen wir G eine transitive Untergruppe

von Sy, wenn G transitiv auf M operiert.
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In Abbildung auf Seite 22| sind die Untergruppen der Sy bis auf
Isomorphie zu sehen. Auf denselben Hohen sind jeweils (Isomorphie-
klassen von) Untergruppen identischer Ordnung zu finden. Ein Pfeil
bedeutet: die Gruppe, von der der Pfeil ausgeht, ist isomorph zu ei-
ner Untergruppe der Gruppe, auf die der Pfeil zeigt. Ein Pfeil ist rot
eingezeichnet, falls die kleinere Gruppe isomorph zu einem Normal-
teiler der grofseren Gruppe ist. Die transitiven Gruppen sind in Lila
dargestellt. Fiir die nicht-transitiven Gruppen sind folgende Farben
gewdhlt. Die zyklischen Gruppen sind in Griin, die Diedergruppen
in Orange, die nicht-transitiven zur Kleinschen Vierergruppe Vy iso-
morphen Gruppen in Blau und die einelementige Gruppe {id} ist in
Gelb dargestellt.

In Abbildung[I.2]auf Seite 23] sind alle 30 Untergruppen der Sy inklu-
sive der trivialen Untergruppen {id} und Sy aufgefithrt. Auf densel-
ben Héhen sind wiederum Untergruppen identischer Ordnung darge-
stellt. In diesem Diagramm bedeutet ein Pfeil ,ist Untergruppe von“.
Wiederum sind die transitiven Gruppen in Lila dargestellt. Fiir die
nicht-transitiven Gruppen sind folgende Farben gewéhlt. Die zykli-
schen Gruppen sind in Griin, die Diedergruppen in Orange, die nicht-
transitiven zur Kleinschen Vierergruppe V4 isomorphen Gruppen in
Blau und die einelementige Gruppe {id} in Gelb dargestellt. Die Pfei-
le sind mit Rot gezeichnet, falls die Untergruppe ein Normalteiler der
oberen Gruppe ist. Dabel ist zu beachten, dass die Normalteilerrela-
tion im Allgemeinen nicht transitiv ist.
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Co

{id}

Abbildung 1.1: Untergruppen der Sy bis auf Isomorphie
Quelle: Eigene Grafik erstellt mit TikZ
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Abbildung 1.2: Alle Untergruppen der Sy
Quelle: Eigene Grafik erstellt mit TikZ
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2 Galoistheorie

Fiir den Beweis des Klassifikationssatzes fiir Galoisgruppen von Po-
lynomen vierten Grades werden wir den Gradsatz, das Fundamental-
lemma, der Galoistheorie und den Hauptsatz der Galoistheorie bené-
tigen. Daher geben wir in diesem Kapitel nun die Sétze an.

Definition 12 (Charakteristik eines Ringes). [II, S.409]

Sei R ein Ring mit Einselement 1g, dann gibt es einen Homomorphi-
mus von Ringen ¢ : Z — R, der durch 1 — 1p induziert wird. Die
Charakteristik eines Ringes R ist die nichtnegative Zahl n, die den
Kern von ¢ erzeugt.

Definition 13 (Koérpererweiterung). [9 S.271]

Sei K C FE und K, FE Korper, wobei +,- in K die gleichen Ver-
kniipfungen wie in F sind. Dann heift K Unterkérper von E und FE
Erweiterungskoérper von K. Wir nennen die Inklusion K C FE eine
Korpererweiterung, die wir als £//K notieren.

Definition 14 (endlich erzeugte Kérpererweiterung). [9, S.271]

Sei K C FE eine Korpererweiterung und seien ayq,...,a, € E. Wir
definieren K(ay, ..., o) als den kleinsten Unterkdrper von E, wel-
cher K und g, ..., ay, enthélt. Wir nennen K(aq, ..., ay) die aus K
durch Adjungieren von «j,...,ca, € E erzeugte Korpererweiterung.
Der ,kleinste* Unterkorper bedeutet hier die Schnittmenge aller Un-
terkorper B/ C E, die K und a4, ..., o, enthalten.

K(ag,...,ap) = ﬂ E
{KU{a1,...an}}CE'CE

Definition 15 (algebraisches Element). [6], S.127]

Sei F D K eine Korpererweiterung. Kin Element o € E heifit
algebraisch iiber K, wenn es Nullstelle eines Polynoms aus K x|\ {0}
ist.

Definition 16 (algebraische Korpererweiterung). [6l, S. 130]
Sei E D K eine Korpererweiterung. Sind alle Elemente von F iiber K
algebraisch, dann spricht man von einer algebraischen Korpererwei-

terung.
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Sei K ein Kérper. Dann kénnen wir eine Korpererweiterung F als
Vektorrauam iiber K ansehen und definieren:

Definition 17 (Grad einer Kérpererweiterung). [I, S.568|

Sei E eine endliche Kérpererweiterung von K. Die Dimension dimg E
des Vektorraumes E {iber K heifit Grad der Koérpererweiterung. Wir
schreiben

Grad(E/K) = [E : K] :=dimg E.

Satz 7 (Gradformel). [1, S.569]
Seien K C E C F drei Korper, wobet K C E und E C F zwei
endliche Korpererweiterungen sind. Dann gilt:

Grad(F/K) = Grad(E/K) - Grad(F/E).

Definition 18 (endliche Kérpererweiterung). [6, S. 125]

Sei E D K eine Korpererweiterung. Wir sagen die Koérperweiterung
ist endlich, wenn

Grad(E/K) < oo, dass heift, E ist ein endlich dimensionaler Vektor-
raum lber K.

Satz 8. [6, S.130]
Sei £ D K eine Korpererweiterung. Dann gilt:

(i) Ist die Korpererweiterung E D K endlich, so ist sie algebraisch
und es gibt aq,...,an € E mit E = K(aq,...,ap).

(ii) Gibt es uber K algebraische Elemente aq,...,an € E mit
E = K(aq,...,ap), so ist die Korpererweiterung endlich und

damit algebraisch.

Bemerkung 3.
Wir werden nur Nullstellen von Polynomen aus K[z] adjungieren.
Dadurch entstehen stets algebraische Korpererweiterungen.
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Definition 19 (Minimalpolynom). [6 S.129]
Sei £ D K eine Korpererweiterung und o € K algebraisch iiber K,
dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom

fo € K[x] \ {0} minimalen Grades mit f,(a) = 0. Dieses wird als
Minimalpolynom bezeichnet

Definition 20 (Zerfallungskoérper). [1L S.618]

Gegeben ist ein Korper K und ein normiertes nicht konstantes Po-
lynom f(x) € K[z] vom Grad n. Ein Erweiterungskérper E von K
heifst Zerfallungskorper von f iiber K, wenn folgende Eigenschaften
gelten:

(i) Das Polynom f zerféllt in F vollstindig in Linearfaktoren, das
heifst, es gibt

n

at,...,an € Emit f(z) = H(a:—ai).

i=1
(ii) Es ist
E= K(alv cey an)7
das heift, F ist minimal mit der Eigenschaft .

Der Zerfallungskorper ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Definition 21 (separables Polynom). 11} S.131]

Ein Polynom f(z) € KJz| heifst separabel, wenn jeder irreduzible
Faktor von f keine mehrfachen Nullstellen in einem Zerfallungskérper
von f besitzt.

*Unsere Definition ist eine der zur Definition des Minimalpolynoms laut Fi-
scher [B S.299] dquivalenten Definition. So vermeiden wir die Verwendung
von Idealen.
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Definition 22 (normale Koérpererweiterung). [9, S. 321]

Sei K ein Korper und E D K eine Korpererweiterung, dann heifst
FE normal {iber K, wenn E Zerfallungskorper eines Polynoms f in K
ist.

Fiir jeden Korper K bildet die Menge
Auwt(K) :={¢: K = K | ¢ Automorphismus}

zusammen mit der Hintereinanderschaltung von Abbildungen als Ver-
kniipfung eine Gruppe. Sei K C F eine Kérpererweiterung, so ist

Aut(F; K) :={p € Aut(F) | p(z) = z fir alle x € K}

eine Untergruppe von Aut(F'). Die Gruppe Aut(K) heikt Automor-
phismengruppe von K und die Gruppe Aut(F; K) heift Gruppe der
relativen Automorphismen von F/K [3, S.364] .

Definition 23 (Galoisgruppe). [5, S.364]
Sei K ein Korper und sei f(z) € Klz] ein normiertes Polynom. Ist
F D K Zerfallungskorper von f(z) € K[x], so nennt man

Gal(f; K) := Aut(F; K)
die Galoisgruppe von f iiber K.

Definition 24 (galoissche Korpererweiterung). [11], S.131]

Sei K ein Kérper und E D K eine endliche Kérpererweiterung. Sei
G = Gal(f;K) die Galoisgruppe von E iiber K. Dann heift F
Galoiserweiterung von K oder galoissch iiber K, falls

ord(G) = [E : K] gilt.

Satz 9. [I1] S.131]
Fiir eine endliche Korpererweiterung EE D K sind dquivalent:

(a) E ist galoissch iber K.

(b) E ist Zerfallungskérper eines separablen Polynoms aus K|[X].
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Lemma 1 (Fundamental-Lemma). [5, S. 364]

Sei K ein Korper, f € K[z] mitn := Grad(f) > 1. Weiter sei F D K
Zerfallungskorper von f und G := Gal(f; K) = Aut(F; K). Ferner
bezeichne N die Menge der paarweise verschiedenen Nullstellen von
f, das heifit, N ={x1,...,2,} CF mit r < n. Wir identifizieren
S{ar,....xry wie in Definition (1] mit S.. Dann gelten:

(a)

Fiir alle ¢ € G ist o(N) = N und der dadurch induzierte Homo-
morphismus
7T:G—= S, p—@|n

st injektiv. Man kann also G als Untergruppe von S, ansehen.
Insbesondere folgt
ord(G) teilt r!,

folglich ist G endlich.

Ist f irreduzibel, so ist die Operation von G auf N transitiv. Ins-
besondere folgt
r teilt ord(QG)

und n teilt ord(G), falls f separabel ist.

Ist f das Minimalpolynom des erzeugenden Elements u € F einer
einfachen Erweiterung F = K(u) D K, so ist

ord(G) =r.
Ist f separabel, so folgt

ord(G) = Grad(f) = n.

Ist K endlich oder char(K) = 0, so gilt fir jedes f € K[x] mit
Zerfallungskorper F O K

ord(G) = [F : K].
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Satz 10 (Hauptsatz der Galoistheorie). [11, S.133]
Sei F'/ K eine galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G. Dann
gelten:

(a) Es gibt eine bijektive Beziehung zwischen den Untergruppen

H C G und den Zwischenkérpern K C L C F, welche Inklusio-
nen umkehrt. Sei H C G eine Untergruppe. Dieser Untergruppe
ordnen wir den Kérper

FH = {feF|o(f)=f firallepc H}

zu. Umgekehrt ordnen wir jedem Zwischenkérper L die Unter-
gruppe H C G, welche alle Elemente von L invariant ldsst, zu.
Das ist Autp(F).

aufsteigende Kette
von Untergruppen

{id} cHHC HyC..CH,=G
11 !

FoIioLoo.. oL =K absteigende Kette

von Zwischenkdrpern
mit L; = FHi ynd H;, = AutLi(F).

(b) Die einzigen Elemente von F, welche unter allen Automorphis-
men @ € G invariant sind, sind die Elemente von K. Mit der
Notation:

FC = {f e F|o(f)=f fir ale p € G},

ist also F¢ = K.

Beweis. Teil (a)) ist in [11} S. 133, 16.1] die Hauptaussage.
Ebenfalls dort wird fiir Z € {L1, ..., L,} die Gleichung

G

2K = 1atrz)

gezeigt.
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Zum Beweis von Teil @ betrachten wir Z = F¢. Dann gilt trivia-
lerweise G(F/Z) = G, da Z gerade als die Menge der Elemente, die
unter GG invariant bleiben, definiert ist. Daraus folgt

Z:K]=dimg Z=1=— F“=Z =K. O



2 (Galoisgruppen von Polynomen
vierten Grades

Sei p(x) = 2% + ax® + br? + cx + d ein Polynom iiber einem Grund-
4

korper K mit Zerfallungskorper F' und p(z) = [[(x — a;), wobei
i=1

ai,...,a4 € F seien. Bezeichne K? = {k? | k € K} die Menge

aller Quadrate in K. Falls p(x) irreduzibel und separabel ist, ist

{ai,...,as}| = 4 und die Galoisgruppe Gal(F/K) wirkt transitiv

auf den vier Nullstellen (siche Fundamental-Lemma [1] Teil [b)). Des-

halb muss Gal(F'/K) isomorph zu einer der transitiven Untergruppen

der S, sein:
(i) der Kleinschen Vierergruppe V4 der Ordnung 4,
(ii) der zyklischen Gruppe C4 der Ordnung 4,
(iii) der Diedergruppe D4 der Ordnung 8,
(iv) der alternierenden Gruppe Ay der Ordnung 12,
(v) oder der symmetrischen Gruppe S4 der Ordnung 24.

Nachfolgend wird angenommen, dass die Charakteristik des Grund-
korpers K nicht 2 ist. Dies stellt sicher, dass das Polynom p(z),
falls es irreduzibel ist, separabel ist, da p(x) = 2* + ... und daher
p'(x) =423 + ... # 0 fiir char(K) # 2 ist (vgl. [8, S.133-134]).

1 Begrifllichkeiten zur Klassifizierung

Bemerkung 4 (elementarsymmetrische Funktionen).
Die Koeffizienten a, b, c,d von p(x) lassen sich iiber die sogenannten
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elementarsymmetrischen Funktionen in aq,...,ay ausdriicken[]
(2.1) a = —(051—1—0524-0434—064)

(2.2) b= a9 + ayag + ajay + agag + asay + g0y

(2.3) ¢ = —(asas + agjasay + ajasay + asasay)

(2.4) d = ajoazoy

Beweis. Es ist:

4

H(m —a;)=(r—a)(z—az)(r —a3)(x — aq)

=1

2 (a1 4 o)z + aqag) - (22 — (a3 + ag)z + azay)

=

3

(a1 + g + a3 + ag)x
+ (a1 + a2) (a3 + ag) + (azaq + araz))z?
— ((1 + ag)asay + aras(as + ay))x
+ ajaoaizay
e :L‘4
— (g + ag +ag + oz4):1;3
+ (az + ajoy + asaz + asay + ajag + azay)z?
— (1oag + araay + aragay + asasay)x
+ a1ooasay
=zt tar® + b2’ +cx+d

= p(z).
Koeffizientenvergleich ergibt die Behauptung. O

Definition 25 (kubische Resolvente). [8, S.134]
Das Polynom

r(z) = 2% — ba? + (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + *)

'Die Bezeichnung kommt daher, dass diese Polynome unter Permutationen der
Indizes, also einer Operation der symmetrischen Gruppe, invariant sind.
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heifit die kubische Resolvente von p(x). Wir schreiben r(z) auch als

r(z) =a2° — bz’ + Bz — A
mit A = a®d — 4bd + ¢* und B = ac — 4d.
Definition 26 (Diskriminante eines Polynoms). [9, S.417]

Sei K ein Korper. Fiir ein Polynom f(z) € K[z] mit Zerfallungskor-
per F' und der Darstellung

(x — a;) mit aq,...,ap, € F

\
&
I
—-

wird die Diskriminante definiert durch:
D:Df: H (Oéi—Oéj)Q.

1<i<j<n

Bemerkung 5. [0, S.417]
Mit den Bezeichnungen aus der Definition 26| gilt Dy € K.

Wir zeigen, dass die kubische Resolvente r(x) dieselbe Diskriminante
wie p(z) hat.

Definition 27.
Seien t1,ts und t3 wie folgt definiert:

t1 = arag + agay,
to = ajaz + asay und

t3 = apayq + Q3.

Bemerkung 6 (Nullstellen der kubischen Resolvente).
Die Nullstellen der kubischen Resolvente r(x) sind t1,t2 und t3 aus

Definition

Beweis. Wir zeigen, dass r(z) die Darstellung

r(x) = (z —t1)(x — t2)(x — t3)
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besitzt 2 Sei
7(x) :=(x — t1)(x — t2)(x — t3)
=(2? — (t1 + to)x + tity)(z — t3)
=13 — (tl + t2)$2 + t1tox — t3.732 + (tl + tg)tgfr — titaots
=3 — (t1 +t2 + ts)xz + (t1te + tits + tats)x — titats.

Die kubische Resolvente ist:

r(z) = 2% —br* + Br — A
= 23 — b2’ + (ac — 4d)z — (a®d — 4bd + ).

Nach Koeffizientenvergleich gilt r(z) = 7(z) genau dann, wenn die
Koeffizienten tibereinstimmen, das heiftt, wenn gilt

(2.5) b=t +ta +13,
(2.6) B = ac — 4d = t1ty + t1t3 + taots3 und
(2.7) A =a’d — 4bd + 2= t1tats.

Es wird nachgerechnet, dass die Bedingungen (2.5)),(2.6) und (2.7)
erfiillt sind. Dann ist r(x) = (x — t1)(x — t2)(x — t3) und damit sind
t1, t und t3 Nullstellen von r(z). Aus Bemerkung |4] folgt

1’ b= ojas + ajas + ajay + asag + asay + azoy
= Q1o + a1y + a1a3 + asy + oy + aoag
=t1 + 1ty 4+ t3.

Aus Bemerkung [ und Definition [25] folgt

(2.6) : B=—(a1 +as + a3 + ay)
(—(ogas + apasas + agasag + asasay))

—4- 1030

2Es lieRe sich auch direkt nachrechnen, dass ¢1,t2 und ¢3 Nullstellen von 7(x)
sind. Fiir ¢; wird dies im Anhang ausgefiihrt.
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= Oé%OéQOég + a%agoq + Oé%OlgOéz; + a1asaizay + ala%ag
+ a1a§a4 + ayasaizay + a%a3a4 + alagag + ajasazay
+ ar030u + 030y + o1asasay + 01asad + arozal
+ agagai —4 - ajaoagay

= Oé%OéQOtg + O[%O[QOQL + 0[%013044 + ozlozgozg
+ a1a§a4 + a%a3a4 + alagag + a1a§a4
+ a2a§a4 + alagai + alagai + 04204304421

= Oé%OéQOég + oqoz%oq + oqoz%ou; + agagai
+ Oé%agoul + oqoz%ozg + alagai + a2a§a4
+ a%ago@ + alagag + 04104204421 + a%a3a4

= (CVlOéQ + 063044)(061043 + a2a4)
+ (061042 + 043044)(041064 + OéQOég)
+ (011043, + a2a4)(a1a4 + a2a3)

= t1to + t1t3 + tots.

Aus Bemerkung [f] und Definition [25] folgt

tA=(—( +az+as+ a4))2a1a2a3a4
— 412 + @13 + ajag + asas + asas + azay)
coaqasazay + (—(asas + apasas + aagoas + 042043a4))2
= (a% +2a1a9 —1—04% + 20103 + 2 gz —&—a% +2a1ay
+ 2000 + 203004 + ai) - (v i 3004
—4(a1ag + araz + ooy + aza3 + azaq + azoy)aeoazay

2.2 2 2.2 2 2.2 2 2.2 2
+ OélO[2a3 + a1a2a4 + 0410[3064 + a2a3a4

+ 204%04%043044 + 204%0420(%0(4 + 204104%04%044

+ Za%agagai + Zalagagai + 204104204%04421
= a?a2a3a4 + ala%agoq + a1a2a§a4 + alo@agai
+ a%a%ag + a%a%ai + a%agaﬁ

2 2 2 2
= (afaas + arasay + aragay + asagay) - (arag + asas)
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= (102 + azay)(aras + agag)(aray + agas)
= titots.

Satz 11.

Die kubische Resolvente r(x) und das Polynom p(x) besitzen dieselbe
Diskriminante, das heifst,

D=1](ei —a;)* = [T (t: = 15)*

1<j 1<j

Bewezis.

= (t; — t2)? - (t1 — t3)2 - (tg — t3)?

)
= (a2 + azay — ajaz — agay)?
. (041042 + agoy — 1oy — a2a3)2
. (041043 + o0y — oy — a2a3)2
2
(al g — ag) — ag(az — Oé3))
= (o1 —ay)”
(g — o) (o1 — a2)? - (a3 — ay)?

:H(Ozi—aj . O

1<j

2
o1 (ag — au) — ag(ae — ay))
2
o (ag — au) — az(as — o))
2 (ag — a3)” - (a1 — a3)?
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Satz 12.

Die Diskriminante lisst sich durch

D = —4b3A + b*B? + 18bBA — 4B3 — 27A?

mit A = a®d + ¢ — 4bd und B = ac — 4d ausdrdcken.ﬁ]

Beweis. Es gilt:

= ((t1 — t2)(t1 — t3)(t2 — t3))2
(83 = taty — taty + bots)(ta — t3))°
(t3tg — t1t3 — titots + 13tg — t3tg + titats + t1t5 — tat3)?
(t3tg — t1t3 + tats — thtz + t1t3 — tot3)?
(t1(ta — t3) + t3(ts — t1) + t5(t1 — tQ))
= t1(ty — t3)2 + 13tz — t1)? + ta(ty — t2)?
+ 267 (2 — t3)t3(t3 — t1) + 283 (t2 — t3)t3(t1 — ta)
+ 265 (t3 — t1)t3(t1 — t2)
= 1113 — 2titots + 113 + 513 — 25t ts + 312 + 512
— 2ttty + 1313 — 22 — 233 4 2035t + 26553 + 23 tot2
— 2322 2THS + 23totd + 2115t — 255 — 2H5HS 4 2411512
= t1t3 4+ (2 — 4)tltats + t1t3 + 1313 + (2 — 4)tatits + tat?
+ 1582 4+ (2 — )ttty + 515 + (15 + 54 — 27 — 24 — 24) 134343
+ (2 = DS 4 (2 — )33 + (2 — 41343
+ (18 +8 — 12 — 12)3t3t3 + (18 + 8 — 12 — 12)t5t5t3
+ (18 + 8 — 12 — 12)t3t513 4 (18 + 8 — 12 — 12)t3to13
+ (18 + 8 — 12 — 12)t1t3t5 + (18 + 8 — 12 — 12)tt5t3
= —4titats — 125383 — 1213t5t3 — 4t 5tz — 12t3tot3
—24 13242 — 121512 — 1243t0t3— 121 t5t3 — 4 t1tots

3Im Artikel von Warren und Kappe [8] S.134] wird filschlicherweise die For-
mel D = —4b3A 4+ b?B? + 18dBA — B® — 27A? verwendet, obwohl dort auf
die Monografie von Jacobson verwiesen wurde |7} S.251], in der die Formel
fiir die Diskriminante korrekt steht. Die Summanden sind n&mlich 18bBA
statt 18dBA und —4B? statt —B>.
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+ 1115+ 26343 + 135 4+ 2ttaty + 8135t + Stitats + 2t1t5ts
+ 1113 + 8 t3tat] + 15131565 + Sttty + 1513 + 24343 + S titat]
+ 8tyt3tS + 253 + 1243 + 2t1tots + 1315

+18 535 4 18 t3t5ts 4 18 t3tot3 4+ 5413343

—4 135 — 12634383 — 12353 — 12131915 — 24131512

—
N2

= —4(t3 + 313ty + 31113 + 13 + 3t3t3 + Gtytats
+313t3 + 3113 + 3tot3 + 13)(t1tat3)

+ (82 4 21ty + 13 + 2t1t3 + 2tots + t2)

(8313 4 2t3totz + 2ttt + 1312 + 2t tot2 + t5t2)
+18(t1 + to + t3)(t3t5t3 + thtats + t1t5t3)

= —Atitotz(t] + 313ty + 314t + 5 + 3t3t3
+ 6 t1tats + 3t5ts + 3t1t5 + 3tat3 + 13)
+ (12 4 2t1tg + 13 + 213 + 21ty + 13)
(8315 4 2t3totz + 2ttt + 1313 + 2t tot3 + 15t3)

+ 18(ty + to + t3) (13133 + t3tot2 + t1t2t2)

— 48313 + 3333 4+ 335t + 3titats + 6151512

+ 3ttt 133 4 3t3at3 + 3tt3t3 + t3t3) — 27(ttats)?
= —A(ty + ta + t3)3(tatats) + (t1 + to + t3)2(tata + tits + tot3)?

+ 18(t1 + to + t3) (titats)(tita + tits + tots)

— A(tyty + titz + tatz)® — 27(t1tats)?
= —4b*A + > B% 4 18bAB — 4B% — 27A%
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Zur Vervollstindigung des Beweises zeigen wir, dass die nicht unter-
strichenen Terme bei (1) iibereinstimmen.

(832 + 342 4 12313 + 2Ttots + 2411ty 4 2 ytotd)
= 113 + 112 + 322 4 2tttots + 203135 + 2450t
1315 + 13513 + tat3 + 205513 + 2ty tat3+2t 313

FISE 1315 + 1515 + 203 tat3 + 241313 + 2tqtot]

+243E5 + 263 tot3 + 241 tat5+AL 5ty + A5ty + AtTH5t5

+ 2tTt5ts + 24T tats + 24383 + A3 + At 6315 + Attt
= 113 + 26343 + 1245 + 2itots + St3tots + Stt5ts
+ 2t1t5ts + tits + Stitath + 15131513 + Sttt + 313
+ 26343 - 8ttots 4 Styt3ts + 2t + t3h + 2ytats + 5t O

Der Vorteil dieser Darstellung der Diskriminante ist, dass die im All-
gemeinen unbekannten Nullstellen der Polynome nicht darin auftre-
ten. Sie hangt nur von den Koeffizienten ab.

Nach den Vorbereitungen kommen wir zum Klassifikationssatz fiir
Galoisgruppen von Polynomen vierten Grades. Dieser stammt aus
dem Paper von Warren und Kappe [8, S.134]. Der Beweis wird in
der vorliegenden Arbeit deutlich ausfiihrlicher behandelt, als er dort
ausgefiihrt ist.

2 Klassifikationssatz

Satz 13 (Klassifikationssatz fiir Galoisgruppen von Polynomen vier-
ten Grades). |8, S.134-135]

Sei K ein Korper der Charakteristik ungleich 2.

Sei p(x) = 2* + ax® + b2? + cx + d € K[z] irreduzibel diber K. Be-
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4
zeichne F den Zerfillungskorper von p(x) mit p(x) = [] (x — «y) mit
i=1
a; € Fundie{1,2,3,4}.
Sei weiter r(x) == x® — bx?® + (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + c?) die kubi-
sche Resolvente von p(x) und E ein Zerfillungskorper von r(x). Fer-
ner sei D die Diskriminante von p(z)F] Dann gelten

(i) Gal(F/K) = S4 genau dann, wenn r(x) irreduzibel dber K ist
und D ¢ K?,

(ii) Gal(F/K) = A4 genau dann, wenn r(x) irreduzibel dber K ist
und D € K?,

(i) Gal(F/K) = V4 genau dann, wenn r(zx) dber K in drei Linear-
faktoren zerfillt,

(iv) Gal(F/K) = C4 genau dann, wenn r(x) genau eine Nullstelle
t € K hat und

g(x) = (2? —tox +d)(z%® + ax + (b —t)) in Elz] zerfdllt und

(v) Gal(F/K) = Dy genau dann, wenn r(z) genau eine Nullstelle t
in K hat und g(x) nicht in Elx] zerfallt.

Beweis. Sei V4 = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}. Der Zerfil-
lungskérper E der kubischen Resolvente r(x) ist in F enthalten, da
die t1,t5 und t3 sich additiv und multiplikativ aus den Nullstellen
a1, o, a3 und oy wie in Definition |25 zusammensetzen. Da p(z) se-
parabel und irreduzibel ist, ist die gemeinsame Diskriminante nicht
Null und damit hat auch r(x) paarweise verschiedene Nullstellen.
Eine Permutation ¢ der Nullstellen ay, ..., a4 von p(z) induziert eine
Permutation o € Sy der dazugehdrigen Indizes: §(;) = ay(;), da die
Nullstellen paarweise verschieden sind. Umgekehrt induziert o € Sy
eine Permutation d, mit 6(a;) = ay(;). Im Folgenden rechnen wir
nach, dass eine Permutation § der Nullstellen a1, g, as, ay genau
dann alle drei Nullstellen von r(z) festhilt, wenn die von ¢ induzierte
Permutation der Subindizes der «; in V4 ist. Dazu zeigen wir nun:

(28) oceVy 50(t7;> =t;, firi € {1,2,3}

“Oder wahlweise die Diskriminante von r(z) nach Satz
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”<:LL

Wir zeigen dies durch Kontraposition. Angenommen o ¢ V,. Fiir
diese 20 Elemente, welche nicht zu V4 gehoren, aber Elemente der
Sy sind (siehe Tabelle [1.1]), zeigen wir im Folgenden, dass immer fiir
(mindestens) ein ¢ € {1, 2, 3} gilt, dass die Bedingung d(¢;) = ¢; nicht
erfiillt ist, wobei § := J, sei.

Fiir alle Elemente o der Ordnung 2, die nicht als Elemente der Klein-
schen Vierergruppe vorkommen, finden wir jeweils ein ¢; mit

i€ {1,2,3} mit 6(t;) # t;:

o= (1,2) : 6(t2) = Q1) (3) + Ap(2)Qo(a) = Q203 + 1y = t3 F# t2,
o= (1,3):0(t1) = Q1) (2) + Ag(3) V(1) = Q302 + Q104 = t3 F# 11,
o= (1,4) : 6(t2) = Q1) Qe(3) T Ao (2)Qo(4) = QU3 + Q201 = t1 # 1o,
0 =(2,3) : 0(t2) = Q1) (3) + Ap(2)Ao(a) = Q12 + a3y = t1 F# t2,
o =(2,4) : 6(t3) = ag(1)0o(a) T Ao (2)Q0(3) = C1Q2 + Qa3 = t1 # 3,
o =(3,4) : 6(t3) = A1) Uo(a) T Ao (2)Q0(3) = C1Q3 + Qo0ug = to # L.
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Fiir alle Elemente o der Ordnung 3 rechnen wir 6(¢;) # t; nach:

o=1(1,2,3):6(t1)

QAg(1)Qo(2) T Ao (3)Xo(4)
Q03 + vy
t3 # t1,

o=(1,2,4) : §(t1) = ag(1)0o(2) + U (3)(4)

Q04 + Qi3
t2 ?é tla

o=(1,3,4) : §(t1) = ag(1)0o(2) + U (3)Q0(4)

o=1(2,3,4):6(t1)

a3t + a0

t3 # t1,

QA (1)0g(2) T Ao (3)Xo(4)
103 + iyt

ty # t1,

0=(3,2,1): 8(t1) = ag(1)0o(2) + U (3)0 (1)

= o301 + o0y

o=1(4,2,1):6(t1)

o=(4,3,1):6(t1)

o=(4,3,2):0(t1)

to # t1,

QA (1)00(2) T Qo (3)Xo(4)
Q40 + i3

ts # t1,

Ao (1) Ao (2) T Qo(3) Yo(4)
Qyo + apag

to # t1,

QA (1)00(2) T Ao (3)Xo(4)
o104 + 03

ty # t1.
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Auch fiir alle Elemente der Ordnung 4 finden wir jeweils ein ¢; mit

1€ {1,2,3} mit 5(tz) 7'é t;:

o=(1,2,3,4) : 6(t1) = Qp(1)Q(2) T Ao(3)Xo(4)
= a3 + aqay = t3 # ty,
o =(1,3,2,4) : 6(t2) = Q1) (3) T Co(2) Vo (4)
= azay + agoq = t3 # to,
o= (1,4,2,3) : 6(t3) = Q(1)Q(4) T Ae(2) X (3)
= aqo + azay =ty # t3,
o =(1,2,4,3) : 6(t1) = Q1) (2) + Qo(3)Xo(4)
= oy + aqag =ty # 1y,
o= (1,3,4,2) : 6(t1) = Qp(1)X(2) + Ao(3) X (a)
= azal + agop =ty # t,
o= (1,4,3,2) : 6(t1) = Qp(1)Q(2) T Ao(3)Xo(4)
= aqoq + agag = t3 # 1.

”:>((

Fiir id € V4 erhalten wir
Gid(t1) = Qp(1)Qo(2) + Ao (3)o(a) = U,
did(t2) = Qo (1)Qe(3) T Qo (2)Qo(a) = t2,

Gid(t3) = Qo (1)Qo(a) + Qg (2)Qo(3) = 13-

Fir o = (1, 3)(2,4) € V4 erhalten wir
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Fiir 7 = (1,2)(3,4) € V4 gelten

6r(t1) = ar(1)Qr(2) + Qr(3) 071y = Q201 + Qa3 = 1,
07 (t2) = ar(1)Qr(3) + Qr(2)ra) = 20y + arag = ta,
+(t3) = Qr(1)Qr) + Qr2)Qr(3) = Q203 + @104 = 3.

Fiir ¢ = (1,4)(2,3) € V4 sind

0p(t1) = Q) p(2) F Qu(3)Qp(a) = Qa3 + agay = ty,

= Qp(1)Qp(3) T Qp(2) Qp(4) = Qa2 + a3y = 1,
= Qp(1)p(4) T Qp(2)Xp(3) = Qa0 + a3 = 3.
Somit lassen id, o, 7 und ¢ alle Nullstellen fest.

Fiir alle o € V4 und alle i € {1, 2,3} gilt somit o(t;) =t;.
Wir zeigen nun: Es ist Gal(F/E) = Gal(F/K) N V4.

77g“ Sei 50 S Gal(F/E) - 50’|E = idE. Da o € V4 gilt 5g(ti) = ti
fir i € {1,2,3} nach (2.8)). Aus K C F folgt Gal(F/E) C Gal(F/K)
und damit ist wegen o € Gal(F/E) auch o € Gal(F/K).

,2“ Sei §, € Gal(F/K) N Vy, dann ist §, € Gal(F/K), also

6s|k = idg. Da o € Vy, ist gilt nach ([2.8), dass d,(t;) = ¢; mit
i €{1,2,3}. Da die t; € FE den Korper E erzeugen, folgt d,|p = idp
und somit o € Gal(F/E).

Daraus leitet sich ab:

(a) r(z) zerfillt vollstdndig in Linearfaktoren iiber K genau dann,
wenn Gal(F/K) = Vy,

(b) r(x) ist irreduzibel iiber K genau dann,
@.6,

———
wenn |Gal(F/K)| = |Gal(F/E)| - |Gal(E/K)| durch 3 teilbar ist.

Da p(z) irreduzibel ist, ergibt das Fundamentallemma der Galois-
theorie [1] Teil @, dass
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4| |Gal(F/K)| und |Gal(F/K)| > 4.
Im Fall () ergibt sich Gal(F/K) = V,. Die Klassifizierung ist
damit gezeigt.

Im Fall (b)) ist |Gal(F/K)| durch 12 teilbar, also ist Gal(F/K) = Sy

oder Gal(F/K) = Ay.

Im Folgenden sehen wir, dass Gal(F'/K) = Sy, falls die Diskriminante

D = [](a; — @j)? kein Quadrat in K ist, und Gal(F/K) = Ay, falls
1<j

D ein Quadrat in K ist.

,Gal(F/K) = S4“: Sei nun D kein Quadrat in K, dass heift,

VD ¢ K. Fiir jedes o € A4 folgt 6,(v/D) = v/D, denn der Ausdruck
VD = [[(a; — ;) dndert fiir jede Vertauschung o; ¢ «; das Vor-

i<j

zeichen urjld wegen o € Ay lasst sich §, nach Bemerkung[2] durch eine
gerade Anzahl an Vertauschungen darstellen. Nach Voraussetzung
ist V'D ¢ K, nach dem Hauptsatz der Galoistheorie 10| Teil (b)) ist
K = Fix(Gal(F/K)) und wir erhalten v'D ¢ Fix(Gal(F/K)). Daher
gibt es ein 8, € Gal(F/K) mit §,(v/ D) # +/D. Damit ist das dazuge-
horige o ¢ Ay4. Dies impliziert Gal(F/K) 2 Ay, also Gal(F/K) = Sy.

,Gal(F/K) = A4 Sei D ein Quadrat in K, dass heifit, VD € K.
Dann gilt fiir o € Sy mit sign(o) = —1:

5,(VD) = —vVD # V/D.

Da p(x) separabel ist, ist D # 0 und da K nicht Charakteristik zwei
hat, ist v/D # —v/D. Damit wire d,|x # idg und es folgt

5y & Gal(F/K) = Gal(F/K) 2 S4 = Gal(F/K) = A,.

Damit sind und gezeigt. Wir zeigen nun und . Habe
nun im folgenden r(z) genau eine Nullstelle ¢ in K. Nach moglicher
Umnummerierung der Nullstellen a; von p(z) kénnen wir

t :==t1 = ajag + azay annehmen. Wir zeigen nun Nummer (iv) ndm-
lich, dass Gal(F/K) zu Cy isomorph ist.
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Betrachten wir nun das Polynom g(z) = (22 —tx+d) (2% +az+(b—t))
iiber K.
Die Nullstellen des ersten Faktors sind ajas und asay:

22 —tx + d{z:alag = (an)? — t(aqan) +d
= (a1a2)2 — (a1a2 + 043(14)(041&2) + ajanaizoy
22—tz + d{m:agm (azoy)? — t(azoy) +d

(a3a4)2 — <0610(2 + 043(14)(043(14) + ajaoaizoy
0.

Die Nullstellen des zweiten Faktors sind zum einen aq + as, denn

= (o1 + a2)® + alon + az) + (b—t)
(

®+az+ (b—t)|

T=o1+o2
a1+ @) 4 (—ag — a9 — az — ay)
(oq + ) + aran + ajaz + ooy
+ o3 + o0y + azoy
— (a1 + azoy)
=ad 420100 +ad — o
— 10 — 3 — 0y — 1
— oc% — Qia(¥3 — Q04 + 1 Qip
+ ajaz + ajay + agas + oy
+ azayq — ajag — asoy
=0
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und sind zum anderen ag + ay4, denn

= (Oz3 + 044)2 + a(ag + 054) + (b — t)
@

2? +az + (b—t)|

r=a3+oy
az + as)® + (—a1 — az — az — ay)
(a3 +oq) + g + ajas + ajoy
+ o3 + ooy + agoy
— (o102 + azay)
= 04% + 2a304 + ai — a3 — oy — a%
— (304 — X104y — 0y — (x30lg — Ozi
+araz + ara3 + oo + aga
+ 0y + 30y — g — 30y
=0.

,Gal(F/K) = C4“: Falls Gal(F/K) = Cy4 gilt, gibt es genau eine
Untergruppe der Ordnung zwei, denn die zyklische Gruppe

Cs = ((1,2,3,4)) hat genau eine Untergruppe der Ordnung zwei,
namlich ((1,3)(2,4)). Entsprechend gibt es nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie Teil @ nur eine quadratische Koérpererweiterung
von K. Also ist F die einzige quadratische Kérpererweiterung von K,
welche in F' enthalten ist. Somit zerfallen beide quadratische Faktoren
von ¢g(z) in E in Linearfaktoren.

Nehmen wir umgekehrt an, dass g(x) iiber E vollstdndig in Linearfak-
toren zerfillt, dann hat das Polynom k(z) = 22 — (ag + a2)z + agao,
welches die Nullstellen ay und ag besitzt, Koeffizienten in E. Sei M
der Zerfallungskorper von k(z) iiber E. Damit ist £ C M C F. Es
sind aq, ag sowie t = t1,to und t3 € F in M.

Da ag + a4 = —a — (a1 + a2) ist, folgt ag + oy € M. Auberdem
impliziert a; — g # 0 zusammen mit (o — o) (s — ay) = ty — t3,
dass die Differenz a3 — g in M enthalten ist. Somit ist ag, aq € M,
da char(K) # 2 ist.E]

Dies ergibt F' = M, damit ist |Gal(F#/M)| = 1 und wegen der Grad-

’Das Gleichungssystem az 4+ = ki1 Aaz —ay = ko ist fiir char(K) # 2 eindeutig
I6sbar in K, da die Determinante der Koeflizientenmatrix ungleich Null ist.
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formel [7]

Cal < |Gal(F/K)
— |Gal(F/M)| - |Gal(M/E)| - |Gal(E/K)|
<1-2.-2=4<8=|Dy

muss Gal(F/K) isomorph zu Cy4 sein. Damit ist gezeigt.

,Gal(F'/K) = D4“: Die Bedingung fiir fiir Dy ist die einzige
verbleibende Moglichkeit und folgt daher durch wechselseitigen Aus-
schluss. O

Bemerkung 7.
Unter den Voraussetzungen des Klassifikationssatzes ldsst sich die
Bedingung auch folgendermafen charakterisieren:

(iii)” Gal(F/K) = V4 genau dann, wenn r(x) iiber K reduzibel ist
und D € K2

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz dieser Bedingung zu (fii). Da (iii)
und (iii)’ die selben Voraussetzungen haben (Gal(F/K) = Vy), miis-
sen wir nur noch zeigen, dass genau dann r(z) iiber K reduzibel und
zugleich D € K? ist, wenn 7(x) in drei Linearfaktoren zerfillt.

— ({il)*: Zerfillt r(x) in drei Linearfaktoren, das heift,

r(z) = (x —t1)(x — to)(x — t3) mit t1,t9,t3 € K, dann ergibt sich:

D= (tl — tg)z(tl — t3)2(t2 — t3)2 S K2.

S— —\— ——
€K €K €K

(i) = (iil): Die kubische Resolvente r(z) = (z —t1)(z — t2)(z — t3)
ist nach Definition [25[in K [x]. Wir miissen zeigen, dass t1,to,t3 € E
bereits in K liegen. Durch Ausmultiplizieren erhalten wir

r(x) S (tl + ty + t3)$2 + (tltg + t1t3 + t2t3)CE — titatls € K[w]
Wir wissen also bereits die Bedingungen

(2.9) ty+t +t3 € K,
(2.10) tite + t1tg + tots € K,
(211) titots € K.
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Nach Voraussetzung ist r(z) reduzibel. Also gilt t; € K fiir ein i €
{1,2,3}. Sei etwa t3 € K, dann gilt

(2.12) t3EKt1—|—tQEK,
2.10)
(2.13) t1to + (tl + tg) -ty eK t1 -t € K.

—_— =~
€K nach @12) €K

Aus der Voraussetzung D € K? folgt /D € K und wir erhalten
zusammen mit den obigen Bedingungen:

VD = (t1 — t2)(t1 — t3)(t2 — t3)

(tl — tz)(tltg — t1ts — tots + t%)

(i —to)(tits — (L1 +t2) - t3 + 13 )€K,
N~ ———

€K €K eK €K

Es folgt also t; —ty € K. Mit t; + to € K und char(K) # 2 folgt
t1,t9 € K. O

Bemerkung 8.

Aus Bemerkung (7| ergibt sich: Wenn 7(z) reduzibel und zugleich D ¢
K? ist, so ist

Gal(F/K) 2 C4 oder Gal(F/K) = D,.

3 Flussdiagramm fiir Grad(p(x)) = 4

In Abbildung 2.1]ist ein Flussdiagramm zur Illustration des Klassifi-
kationssatzes dargestellt.
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Abbildung 2.1: Klassifizierung von Polynomen vierten Grades
Quelle: Figene Grafik erstellt mit TikZ
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4 Exkurs: Irreduzibilitatskriterien

Bevor wir viele Beispiele mithilfe des Klassifikationssatzes fiir Poly-
nome vierten Grades untersuchen, benétigen wir Kriterien, um zu
entscheiden, ob ein Polynom irreduzibel ist. Deshalb werden im Fol-
genden die in den Beispielen verwendeten Irreduzibilitdtskriterien bis
auf das spezielle Irreduzibilitdtskriterium fiir biquadratische Polyno-
me, welches spéter vorgestellt wird, angegeben. Die meisten der Kri-
terien sind aus Fischer [5, S.250-258] entnommen.

Kriterium 1 (Gaubkriterium). |5 S.250]
Ist f(x) € Z[x] mit Grad(f(z)) > 1 in Zx] irreduzibel, so bleibt es
in Q[x] irreduzibel.

Es gilt sogar:

Kriterium 2 (Irreduzibilitdtssatz). |5, S.253|
Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K := Quot(R) und

f(x) € R[z] primitif]

Dann ist f(x) irreduzibel in R[x] genau dann, wenn f(x) irreduzibel

in Klz] ist.

Kriterium 3 (Nullstellenkriterium). [5, S.256]

Sei R ein faktorieller Ring und f(z) = > a;x' € R[x] primitiv mit
i=0

n = 2 und a, # 0 und Grad(f(x)) = 2 oder Grad(f(z)) = 3, dann

gilt:

f(z) irreduzibel in R[x] <= f(x) hat keinen Linearfaktor in R[x].

Zusammen mit dem Irreduzibilititssatz [2| ergibt sich sogar

f(z) hat keinen

f(=) irreduzibel in Quot(R)[z] < Linearfaktor in R[z].

Sd.h. ggT(ao,...,an) =1 [0, S.254]
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Kriterium 4 (Reduktionskriterium). [5, S.257]
Sei R ein faktorieller Ring und

f(z) :=apz" + ... + a1z + ap € Rx]

ein primitives Polynom vom Grad n > 1 sowie B C R ein Primideal
derart, dass a, ¢ PB. Ist auferdem

R:= R/% und p: R[z] — R[z], f(x) — f(2)
der kanonische Homomorphismus, so gilt

T L = f(x) irreduzibel in R[x] und in

f(z) irreduzibel in Rjx] = Quot(R)[x] wegen Km'tem'um .
Wir verwenden dieses Kriterium fiir R = Q und f(z) € Q[z] nor-
miert. Dann ist Z = Z/pZ ein endlicher Kérper und in Z[z] gibt
es zu jedem Grad nur endlich viele Polynome, also auch nur endlich
viele Kandidaten fiir Faktoren von f(x).

Kriterium 5 (Eisensteinkriterium). [5, S.257| Sei R ein faktorieller
Ring und
f(x) =ap+ a1z + ...+ apz™ € R[]

ein primitives Polynom vom Grad n > 1. Wenn es ein Primelement
p € R gibt, sodass

plag,...,p|an—1, aber pta, undpQJ[ao

gilt, so ist f(x) irreduzibel in R[x] und wegen des Irreduzibilitatssatzes
gilt dies auch im Polynomring Quot(R)[z] idber dem Quotientenkor-
per Quot(R) von R.

Wir verwenden dieses Kriterium fiir R = Z und fiir normierte Poly-
nome, welche automatisch primitiv sind.

Kriterium 6 (Substitutionskriterium). [II] S.90]
Zum Nachweis der Irreduzibilitat von f(x) € Z[z] geniigt es, zu zei-
gen, dass f(x — a) irreduzibel ist fir ein passendes a € Z.
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5 Konkrete Beispiele fiir Satz

Es folgen drei Beispiele zu jedem der fiinf Félle des Klassifikations-
satzes [13| zur Bestimmung der Galoisgruppe von Polynomen vierten
Grades. In den Fillen — ist jeweils das zweite Beispiel ein bi-
quadratisches Polynom, welches im darauffolgenden Kapitel [3| zu bi-
quadratischen Polynomen erneut untersucht wird. Abschliefend folgt
noch ein allgemeineres Beispiel. Der Grundkorper der nachfolgenden
Polynome sei stets K = Q/]

5.1 Fall (i) Galoisgruppe S4

Beispiel 3.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p1(z) = ot + 223 + 222 + 22 + 2.

Es ist p1(x) = 2% + 223 + 222 + 22 + 2 irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium [l mit p = 2. Es ist a = b = ¢ = d = 2 und die kubische
Resolvente lautet

ri(z) = 2° — ba® + (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + ¢?)
=23 —202+(2-2—-4-2)z—(22-2—-4.2.2+ 2%
=23 — 2% — 4z + 4.
Das Polynom r;(x) ist vom Grad 3. Nach dem Nullstellenkriterium
miissen wir fiir die Irreduzibilitdt von ri(z) tiber Q nur zeigen, dass

keine ganzzahlige Nullstelle existiert. Wir zeigen, dass modulo 3 keine
Nullstelle existiert (und folglich auch in Z).

ri(z) =23 — 222 — 4z + 4
=22 +22—2+1 mod3

"Die nachfolgenden Beispielpolynome wurden meist so gewihlt, dass das Eisen-
steinkriterium [5| anwendbar ist.
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und es ist

r(0)=024+0*-0+1=1%#0 mod 3
r(1)=134+12-1+1=2%#0 mod 3
ri(=1)=(=1)*+(-1)2=14+1=2#0 mod 3.
Das Polynom rj(z) hat keine Nullstelle in Z. Fiir die Diskriminante
ergibt sich:
A=d’d+c* —4bd=22-24+22—-4.2.2=—4
B=ac—4d=2-2—4-2=—4
D= —4b>A+b*B? + 18bAB — 4B® — 27A*
= —4-25(—4)+ 2% (—4)2 + 18- 2 (—4)(—4) — 4(—4)3 — 27 (—4)*
= 592.

Es ist 242 = 576 < 592 < 625 = 252. Also gilt 592 # Q2.
Nach dem Klassifikationssatz Fall (i) gilt Gal(F/Q) = Sy.

Beispiel 4.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
po(z) =t — 223 + 2% — 2 — 1.

Die moglichen ganzzahligen Nullstellen sind Teiler des absoluten Glie-
des. Daher kommen hier nur £1 in Frage.

() =11 2. 13412 21 -1=1-241-1=-1%£0
pQ(*l) = (—1)4 —92. (71)3 + (71)2 I (71) _1=4 7,5 0.
Somit spaltet po(x) keinen Linearfaktor ab. Fiir die Irreduzibilitit

von po(z) bleibt noch zu zeigen, dass pa(z) in Z[X] nicht Produkt
zweier Polynome vom Grad zwei ist. Dazu zeigen wir, dass der Ansatz

pp(z) =2t —223 + 2% —x -1

=@+ Tz +U)(2>+ Ve +W)
=2+ (T+ V)2’ + U+ W +TV)2? + (UV + TW)z + UW
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mit T, U, V,W € Z zum Widerspruch fiithrt. Mit Koeffizientenver-
gleich folgt:

(2.14) T+V=-2,
(2.15) U4+W 4TV =41,
(2.16) UV +TW = —1,
(2.17) UW = —1.

Aus (2.17) UW = —1folgt U = -1 AW =1 (Fall 1)
oder U=1AW = —1 (Fall 2).

Im ersten Fall folgt aus (2.16) —1 = —V + T und mit (2.14]), dass
—3=2T#4 da2}-3.

Im zweiten Fall folgt aus (2.16) V —7 = —1 und mit (2.14) 2V = -3
/, denn —3 ist ungerade.

In beiden Fillen zerfallt pa(z) also nicht in zwei quadratische Polyno-
me iiber Z. Das Polynom po(x) ist damit irreduzibel in Z und nach
dem Gaufkriterium [I]in Q.
Fir die kubische Resolvente ergibt sich mit a = —2,b =1,
c=-1,d=-1

ro(z) = 2° — ba® + (ac — 4d)z — (a®d — 4bd + )

=23 12+ (=2-(=1) —4-(-1)z
(=2 (1) =41 (=1) + (-1)?))

=23 — 2?4+ 62— 1.
Wieder priifen wir die méglichen Nullstellen £1.

ra(1)=1°—-1246-1-1=5%#0
ro(—=1) = (=1)> = (=1)2+6- (-1) — 1 = -9 £ 0.

Damit hat r3(z) keine Nullstellen und ist nach dem Nullstellenkrite-
rium [3] irreduzibel.
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Es bleibt zu priifen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist. Es ist

A=d’d+ —abd= (-2 (-1 + (-1)?—=4-1-(-1) =1
B=ac—4d=-2-(-1)—4-(-1)=6
D = —4b3A + b*B? + 18bAB — 4B> — 27A?
=—4-1314+12.6°4+18-1-1-6—-4-6%—27-12
= —751.

Die Diskriminante der gemeinsamen kubischen Resolvente ist also
negativ und damit insbesondere keine Quadratzahl in Q.
Nach dem Klassifikationssatz [13] Fall (i) gilt Gal(F/Q) = S,.

Beispiel 5.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p3(z) = 2t + 323 + 322 + 3.

Es ist p3(z) = 2* + 323 + 322 + 3 irreduzibel nach dem Eisenstein-
kriterium [5| mit p = 3. Es ist a = 3,b = 3,¢ = 0 sowie d = 3 und die
kubische Resolvente lautet
r3(x) = 2* — ba® + (ac — 4d)x — (a*d — 4bd + ¢?)

=23 —322+(3-0—4-3)x—(32-3—-4-3-3+07)

=% — 32 — 122 +9.
Das Polynom r3(z) ist vom Grad 3. Nach dem Nullstellenkriterium
miissen wir fiir die Irreduzibilitdt von r3(x) iber Q lediglich zeigen,

dass keine ganzzahlige Nullstelle existiert. Wir zeigen, dass modulo 2
keine Nullstelle existiert (und folglich auch in Z).

r3(x) = 2® — 32% — 122 +9
=23 +22+1 mod 2

und es ist

r3(0)=0+0*+1=1%#0 mod 2
r3(1)=134+124+1=1+#0 mod 2.
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Das Polynom r3(z) hat daher keine Nullstelle in Z.

Es bleibt zu priifen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist. Es ist

A=a’d+c2—4bd=3>-3+02-4-3-3=-9
B=ac—-4d=3-3—-4-3=-3
D = —4b°A + b>B? + 18bAB — 4B> — 27A?
=—4-3.(=9)+3%-(-3)2+18-3-(-9) - (-3)
—4-(=3)?—27-(-9)?
= 432.

Es ist
207 =400 < D = 432 < 441 = 21°.
Somit ist D = 432 ¢ Q2.
Nach dem Klassifikationssatz , Fall (i) gilt Gal(F/Q) = Sy.

5.2 Fall Galoisgruppe A,

Beispiel 6.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
pa(z) = 2* — 223 + 222 + 2.

Das Polynom py(z) = x* — 223 4 222 + 2 ist irreduzibel nach dem
Eisensteinkriterium [5| mit p = 2.

Fiir die kubische Resolvente ergibt sich mit a = —2,b=2,¢=0,d =
2:
ra(z) = 2° — bx® + (ac — 4d)x — (a*d — 4bd + )
=23~ 222+ ((-2)-0—4-2)x—((-2)*-2—-4-2-2+0%)
=% — 222 — 8x + 8.

Wie in den vorherigen Beispielen zeigen wir die Irreduzibilitit von
r4(x), indem wir zeigen, dass modulo einer Primzahl, hier 3, keine
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Nullstellen existieren.

ra(z) = 23 — 222 — 8z + 8

=23 +2°4+2+2 mod3
Wir priifen alle Restklassen aus Z/37Z

r4(0) =034+ 0*4+0+2=2#0 mod 3,
ra(—=1) = (-1 + (1) + (-1) +2=1#0 mod 3,
rg(1)=1>+124+14+2=2%#0 mod 3.
Also ist r4(x) nach dem Nullstellenkriterium |3| irreduzibel iiber Q.
Es bleibt zu iiberpriifen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist.
Fiir die gemeinsame Diskriminante D von r4(z) bzw. ps(z) ergibt
sich
A=d?d+c* —4bd=(-2)2-24+0°—4-2.2= -8,
B=ac—4d=-2-0—4-2= -8,
D = —4b’A+ b*B* 4+ 18bAB — 4B* — 27A”
= —4-23(—8) 4+ 2% (—8)* +18-2-(—8) - (—8) —4-(-8)?
— 27 (—8)?
= 3136 = 562 € Q%

Nach dem Klassifikationssatz Fall gilt Gal(F/Q) = Ay.

Beispiel 7.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
ps(z) = o + 223 + 622 + 42 + 2.

Das Polynom ps(z) = z* + 223 + 622 + 42 + 2 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium [ mit p = 2.
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Fiir die kubische Resolvente ergibt sich mit a = 2,0 =6,c =4,d = 2:

rs5(z) = 2® — ba? + (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + )
=23 —622+(2-4—4-2)x—(22.2-4-6-2+4?)
=2° — 627 + 24.

Da r5(z) vom Grad 3 ist, ist die Irreduzibilitét nach dem Nullstellen-
kriterium [3| gleichbedeutend damit, dass kein Linearfaktor abgespal-
ten wird, also keine ganzzahlige Nullstelle existiert. Dies verifizieren
wir, indem wir 75(x) modulo 5 betrachten.

Es ist r5(x) = 23 — 622 + 24 = 2% — 22 — 1 mod 5 und

r5(0)=0°—0°—-1=-1#0 mod5
r5(1)=1%3—12—-1=-1%£0 mod5
1"5(2

r5(—1) = (=1)> = (=1)> =1=-3#0 mod 5

)=0

)=1

)=23-22-1=3#0 mod5

)= (

)= (-2 (-2 -1=2#0 mod 5.

Damit ist 75(x) irreduzibel in Q.
Es bleibt zu iiberpriifen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist.
Fiir die Diskriminante D von r5(x) bzw. ps(x) ergibt sich

A=a?d+c—4bd=2%>2+4>—-4.6.2=-24
B=ac—4d=2-4—-4-2=0
D = —4bA + b>B% + 18bAB — 4B3 — 27A?
= —4-63(—24) +62-024+18-6-(—24) -0 —4-0% — 27 - (—24)*
= 5184 = 72?2 € Q%

Nach dem Klassifikationssatz [13] Fall gilt Gal(F/Q) = Ay.
Beispiel 8.

Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms

pe(z) = ot + 223 + 222 — 4z + 2.

Das Polynom pg(z) = ot + 223 + 222 — 42 + 2 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium [5 mit p = 2.
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Fiir die kubische Resolvente ergibt sich mit
a=2,b=2,c=—-4,d=2
re(x) = 2° — ba® + (ac — 4d)x — (a*d — 4bd + c?)
=23 -2+ (2-(—4)—4-2)x—(22-2-4-2-2+(—4)?)
= 2% — 227 — 162 — 8.
Das Polynom r¢(z) ist vom Grad 3. Nach dem Nullstellenkriterium
miissen wir fiir die Irreduzibilitét von r¢(x) iiber @ lediglich zeigen,

dass keine ganzzahlige Nullstelle existiert. Wir zeigen, dass modulo 3
keine Nullstelle existiert (und folglich auch in Z).

re(x) = 2% — 22% — 162 — 8

=2>+2°—2+1 mod3
und es ist

r6(0) =0 +0*—-0+1=1%#0 mod 3,
re(—1) = (=1 +(=1)> = (=1)+1=2#0 mod 3,
re(1)=13+12-1+1=2%#0 mod 3.
Also ist rg(z) irreduzibel in Q.
Es bleibt zu iiberpriifen, ob die Diskriminante eine Quadratzahl ist.
Fiir die gemeinsame Diskriminante D von rg(z) bzw. pg(z) ergibt
sich
A=a*d+c* —4bd=2% -2+ (-4)*>-4-2-2=38
B=ac—4d=2-(—4)—4-2=-16
D = —4bA + b>B% + 18V AB — 4B3 — 27A?
=—4-2%.842%.(—16)2+18-2-8-(—16) — 4 - (—16)3 — 27 - 8
= 10816 = 1042 € Q2.

Nach dem Klassifikationssatz Fall gilt Gal(F/Q) = Ay.
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5.3 Fall Galoisgruppe V4
Beispiel 9.
Untersuchung der Galoisgruppe von pr(x) = ot + 423 + 622 + 42 + 2.

Das Polynom pr(x) = 2* + 423 + 622 + 42 + 2 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium [5 mit p = 2.
Fiir die kubische Resolvente ergibt sich mit a = 4,0 =6,c=4,d = 2

rr(z) = 2° — ba® 4 (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + ¢?)
=23 62+ (4-4—4-2)x— (42-2-4-6-2+4?)
= 2% — 627 4 8z
=z(x —2)(x—4).

Also zerfillt r7(z) schon iiber @ in Linearfaktoren und es liegt Fall
des Klassifikationssatzes 13| vor. Damit ist Gal(F/Q) = V4.
Falls nur die Reduzibilitat der kubischen Resolvente bekannt ist, kon-
nen wir alternativ untersuchen, ob D € Q? ist, anstatt zu priifen, ob
die anderen beiden Nullstellen auch in K liegen. Fiir die Diskrimi-
nante D von r7(x) bzw. p7(x) ergibt sich

A=ad?d+P —4bd=4>-2+42-4.6-2=0
B=ac—4d=4-4—-4-2=28
D = —4bA + b>B% + 18VAB — 4B% — 27A?
= —4-63.0+6%-8418-6-0-8—4-8 —27.0?
=162 € Q°.

Aus der Bemerkung [7] Fall (iii)’ folgt dann, dass Gal(F/K) = V.

Beispiel 10.
Untersuchung der Galoisgruppe von pg(z) = 2% + 622 + 4.

Uber Substitution und die p-g—Formel kénnen wir die Nullstellen in
den komplexen Zahlen angeben. Substitution u := 22 ergibt u?+6u+
4 = 0 und damit

u=-3+v/9—4=-3+£V5¢Q.



62 5 Konkrete Beispiele fiir Satz

Somit spaltet pg(x) keinen Linearfaktor ab. Fiir die Irreduzibilitét
von pg(x) bleibt noch zu zeigen, dass pg(z) in Z[X] nicht Produkt
zweier Polynome vom Grad zwei ist. Dazu zeigen wir, dass der Ansatz

ps(x) = o + 627 + 4
=@+ Tz +U)(a*+Va+ W)
=2+ (T+ V)2’ + U+ W +TV)2? + (UV +TW)z + UW

mit T, U, V., W € Z zum Widerspruch fiihrt. Mit Koeffizientenver-
gleich folgt

(2.18) T+V =0,
(2.19) U+W+TV =6,
(2.20) UV +TW =0,
(2.21) UW = 4.

Sei V = 0, dann folgt aus , dass T' = 0 ist. Gleichung ,
also U + W = 6, eingesetzt in , ergibt U(6 — U) = 4, also
—U? 46U — 4 = 0. Daraus folgt U = 3+ /5 ¢, im Widerspruch zu
UcZ.

Sei nun V # 0, dann folgt aus Gleichung also T' = —V ein-
gesetzt in ([2.20), dass UV = VW, also U = W ist. Aus folgt
dann U =W =2 (Fall 1) oder U = W = -2 (Fall 2).

Im ersten Fall folgt aus , eingesetzt in , dass V = +v/-2,
was im Widerspruch zu V € Z steht.

Im zweiten Fall folgt aus , eingesetzt in , dass V = +v/—10,
was im Widerspruch zu V € Z steht.

Damit zerfallt pg(x) nicht in zwei quadratische Polynome iiber Z.
Das Polynom pg(z) ist damit irreduzibel in Z und nach dem Gauf-
kriterium [I] auch in Q.
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Mit a = 0,b = 6,c = 0,d = 4 ergibt sich fiir die kubische Resolvente

rs(z) = 2® — ba? + (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + )
=23~ 622+ (0-0—4-4)x— (02 4—-4-6-4+07
= 2° — 62 — 167 + 96
=(z+4)(z—4)(z —6).

Die kubische Resolvente rg(z) zerfillt somit vollstdndig in Linearfak-
toren in Q.

Nach dem Klassifikationssatz [13] Fall gilt Gal(F/Q) = V4. Falls
nur die Reduzibilitdt der kubsichen Resolvente bekannt ist, kdnnen
wir alternativ untersuchen, ob D € Q? ist, anstatt zu priifen, ob die
anderen beiden Nullstellen auch in K liegen. Fiir die Diskriminante
D von rg(z) bzw. pg(z) ergibt sich

A=a’d+c—4bd=0*-44+0>—4-6-4=-96
B=ac—4d=0-0—4-4=-16
D = —4bA + b>B% + 18bAB — 4B% — 27A?
= —4-6%-(—96) + 6% (—=16)> + 18 -6 - (—96) - (—16) — 4 - (—16)3
—27-(—96)?
=160% € Q%
Aus der Bemerkung 7} Fall (iii)’ folgt dann, dass Gal(F/K) = V.

Spéter dient das Polynom pg(z) auch als Beispiel fiir ein vereinfachtes
Verfahren fiir biquadratische Polynome.
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Beispiel 11.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
po(x) = 2t — 423 + 222 + 4z — 2.

Das Polynom py(z) = 2* — 42 + 222 + 42 — 2 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium [5] mit p = 2.

Mit a = —4,b = 2,¢ = 4,d = —2 ergibt sich fiir die kubische Resol-
vente

ro(x) = x® — bx? + (ac — 4d)x — (a2d — 4bd + 02)
=23 — 202 4 (—4-4—4-(=2)z — ((—4)?- (-2)
—4-2-(=2)+4%
=23 — 2% — 8z

= (x —4)z(x + 2).

Die kubische Resolvente rg(x) zerfillt vollstédndig in Linearfaktoren
in Q.

Nach dem Klassifikationssatz [13] Fall gilt Gal(F/Q) =2 V.

Falls nur die Reduzibilitét der kubsichen Resolvente bekannt ist, kén-
nen wir alternativ untersuchen, ob D € Q? ist, anstatt zu priifen, ob
die anderen beiden Nullstellen auch in K liegen. Fiir die Diskrimi-
nante D von r9(x) bzw. pg(x) ergibt sich

A=da?d+c* —4bd=(—4)? (-2) +42—4-2-(=2) =0

B=ac—4d=(-4)-4—4-(-2)=-8

D = —4bA + b>B% + 18bAB — 4B% — 27A?
=—4-22.04+22(-8)24+18-2-0-(—8) —4-(—8)> —27-0?
=482 € Q°.

Aus der Bemerkung [7] Fall (iii)’ folgt dann, dass Gal(F/K) = Vy.
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5.4 Fall Galoisgruppe Cy

Beispiel 12.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
po(z) =zt + 2% + 2% + 2 + 1

Wir zeigen auf zwei Weisen die Irreduziblitdt von pio(z) tiber Q.
(i) Setzen wir x = & + 1, ergibt sich

po@+ D) =@+ D)+ @E+ P+ @E+D2+ @) 1
=it 4433 4+ 637 + 47 + 1+ 3%+ 372 + 33 + 1
+# 428+ 14+ +1+1
=71+ 573 + 1072 4 103 + 5.
Das Polynom p19(Z + 1) irreduzibel nach dem Eisensteinkriteri-

um [5| mit p = 5. Nach dem Substitutionskriterium [6] ist p1o()
irreduzibel iiber Q.

(ii) Es ergibt sich

pro() =1+ 134+ 124+ 14+1=5#0
= (-D*+ (=12 4+ (-1 + (1) +1=1.
Somit spaltet pig(x) keinen Linearfaktor ab. Fiir die Irreduzi-
bilitdt von pio(x) bleibt noch zu zeigen, dass pig(z) nicht in

zwei Polynome zweiten Grades zerfillt. Dazu zeigen wir, dass
der Ansatz

po(z) =zt + 23 + 22+ 4+1
=@+ Tz +U)(2* +Vz + W)
=2t T+ V)2 + (U +W +TV)z?
+ UV +TW)x +UW

8Das Polynom pio(z) = z* + x® + 2° + = + 1 ist das Kreisteilungspolynom fiir
fiinfte Einheitswurzeln.



66

5 Konkrete Beispiele fiir Satz

mit T, U, V,W € Z zum Widerspruch fiithrt. Mit Koeffizienten-
vergleich folgt

(2.22) T+V=1
(2.23) U4+W 4TV =1
(2.24) UV +TW =1
(2.25) UW = 1.

Aus (2.25) UW = 1folgt U = 1AW =1 (Fall 1) oder U =
—1AW = —1 (Fall 2).
Im ersten Fall ist V' # 0, denn falls V = 0 wire, folgt aus

(2.22)), dass T = 1. Dies steht im Widerspruch zu (2.23), da
14+1+1-0 =2 # 1ist. Wir kdnnen also V' # 0 annehmen. Dann

folgt aus (2.23) T = _71, eingesetzt in (2.22)), dass _71 +V =1
Daraus folgt V2oV -1= (V—%—F@)(V—%—é) =07,
da —t £ £ 7.

Im zweiten Fall ist V' # 0, denn falls V = 0 wire, folgt aus

(2.22), dass T = 1. Dies steht im Widerspruch zu (2.23)), da
—14+—-141-0= —2# 1ist. Wir kénnen also V' # 0 annehmen.

Dann folgt aus (2.23) T = _73, eingesetzt in (2.22)), dass _73 +
V=1.

Daraus folgt V2 —V —3 = (V_%"‘\/Tﬁ)(v_%_\/Tﬁ) =04,
da 4+ ¥B 27
In beiden Fillen zerfillt pip(x) also nicht in zwei quadratische

Polynome iiber Z. Das Polynom pjo(x) ist damit irreduzibel in
7 und nach dem Gaufkriterium [I]in Q.

Fiir die kubische Resolvente ergibt sich

ro(z) =2 —1-x2+(1-1-4-1)-2— (1> 1-4-1-1+1?
=3 — 2% -3z +2
=(z-2)(z*+z-1)
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mit den Nullstellen t1 = 2,t23 = —% + @ und Zerfallungskorper

E=Q(V5).
Das Hilfspolynom gio(z) wird zu
gio(z) = (2% — tx +d)(2® + ax + (b — 1))
=(@* - 20+ 1)(2*+ 2+ (1-2))
=@ =22+ 1)(2® +x—1)

= (z—1)? <x+;+\f> <x+;—\é§> € Q(V5)lzl.

Damit zerfallt gio(x) vollstédndig in Linearfaktoren iiber E.
Nach dem Klassifikationssatz [13] Fall ist Gal(F/Q) = Cy.

Beispiel 13.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms py1(z) = 2* + 422 + 2.

Das Polynom pi1(x) = 2* + 422 + 2 ist irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium [5| mit p = 2.
Mit a = 0,b =4,c=0,d = 2 ergibt sich fiir die kubische Resolvente

ri(x) = 23 — bx? + (ac — 4d)z — (a*d — 4bd + ¢?)
=23 42 +(0-0—4-2)x—(02-2—-4-4-2+07
=23 —42® — 8 +32=(z —4) (22 - 8)
= (z—4)(z - 2v2) (v + 2V2).

Der Zerféllungskérper von r11(z) ist somit E = Q(v/2) und die ku-
bische Resolvente hat genau eine rationale Nullstelle ¢ = 4.
Das Hilfspolynom g¢11(z) wird zu

gi(z) = (22 —te +d)(2® + ax + (b— 1))
= (2 —4x+2)(2® +0- -z + (4 —4))
= (2% — 4z + 2)2?
= (v — 2+ V2)(z — 2 - V2)2? € Q(vV2)[x].

Es zerfillt vollstindig in Linearfaktoren iiber F.
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Nach dem Klassifikationssatz Fall ist Gal(F/Q) = Cy.
Spéter dient das Polynom p1;(z) auch als Beispiel fiir ein vereinfach-
tes Verfahren fiir biquadratische Polynome.

Beispiel 14.
Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
p12(z) = 2* + 1023 + 1022 — 5z — 5.

Das Polynom pia(x) = 2* 4 1023 + 1022 — 5z — 5 ist irreduzibel nach
dem Eisensteinkriterium [ mit p = 5.
Mit a = 10,0 = 10,¢ = —5,d = —b5 ergibt sich fiir die kubische
Resolvente
ria(z) = 2% — br? + (ac — 4d)x — (a*d — 4bd + c*)
=23 - 1022 + (10- (=5) —4- (=5))z
—(10% - (=5) —4-10- (=5) + (—5)?)
= 2% — 102* — 30z + 275
= (z — 5)(x* — 52 — 55)

= (z —5) (;—7\2/5> (24—7\2/5)

Der Zerfillungskorper von ria(x) ist somit F = Q(\/g) und die ku-
bische Resolvente hat genau eine rationale Nullstelle t = 5.
Das Hilfspolynom g12(x) wird zu

2? —tx +d)(z® +ax + (b—t))

= (
= (2% — 52 — 5)(2* + 10 -z + (10 — 5))
= (2% — 5z — 5)(2* + 10z + 5)

_ 5 3v5 5 3v5
“\PTaet )\t )

(9:+5+2\/5> . <x+5—2\/5> € Q(V5)z].

g12()

Es zerfillt vollstindig in Linearfaktoren iiber E. Nach dem Klassifi-
kationssatz Fall ist Gal(F/Q) = Cy.
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Beispiel 15.
Untersuchung der Galoisgruppe von pi3(x) = z* + 523 + 522 + 52 — 5.

Das Polynom pj3(z) ist irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium
mit p = 5.
Mit a = 5,b = 5,c = 5,d = —b5 ergibt sich fiir die kubische Resolvente
ri3(z) = 23 — br? + (ac — 4d)z — (a*d — 4bd + c*)
=23 =522 +(5-5—4-(=5))x — (5% (=5) —4-5-(=5) + 5?)
= 2% — 52?4 452
= z(x? — 5z + 45)

:x<(x_5>2+155>
2 4
:x(x—;(5+z\/ﬁ)> <x—;(5—i 155)) € Q(iV155)[z]

mit den Nullstellen t = ¢; = 0, = —5 (5 +9v/155) und
ty = —%(5—1’ 155). Der Zerfallungskorper ist somit E = Q(i\/155).
Das Hilfspolynom g13(z) lautet

2 —tr+d) (2> +ax + (b —t))
22 —0-z+ (=5))(x* + 52 + (5 - 0))
2% — 5) (2% + 5z + 5)

(w—kg—\f) (x—i—;—k\f) € Q(V5)[z].

Die Zerfallungskorper der Polynome g13(z) und r13(z) stimmen damit
offensichtlich nicht iiberein und g13(x) zerféllt nicht iiber

E = Q(i\/ﬁ) in Linearfaktoren, da v/5 ¢ Q(i\/ﬁ) ist. Wir zeigen
NGX:: Q(zx/ﬁ) durch Widerspruch: Angenommen es gibe a,b € Q,
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dann folgt aus v/5 = a + biy/155, dass 5 = a? — 1550 + 2abi\/155.

Also muss a = 0 oder b = 0 sein. Im Falle von a = 0 folgt % =2

im Widerspruch zu b € Q. Im Falle von b = 0 folgt 5 = a? im
Widerspruch zu a € Q.
Damit ist Gal(F/Q) = D4 nach dem Klassifikationssatz [13] Fall (v)).

Beispiel 16.
Untersuchung der Galoisgruppe von p14(z) = z* + 222 + 2.

Das Polynom py4(z) = 2* + 222 + 2 ist irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium [B| mit p = 2. Mit a = 0,b = 2,¢ = 0,d = 2 ergibt sich
fiir die kubische Resolvente

ra(z) = 23 — ba? + (ac — 4d)z — (a®d — 4bd + )
=23 —222 +(0-0-4-2)x—(02-2-4-2-2+07)
=23 — 222 — 8z +16
— (@ —2)(a? - 8)
= (z —2)(z — 2V2)(z +2V2)

mit den Nullstellen t =#; =2 € Q,t2 =2v2 ¢ Q und t3 = —2v2 ¢
Q. Der Zerfallungskorper ist somit E = Q(ﬂ)
Das Hilfspolynom g14(x) lautet

gra(z) = (2* — tox +d)(2* + ax + (b — 1))
=@*-2-24+2)(2*+0-2+(2-2))
= (2% — 22 4 2)2?

=

r—1—1d)(z—1+i)2* € Q(i)z].

Die Zerféllungskorper der Polynome ¢14(z) und r14(z) stimmen damit
offensichtlich nicht iiberein und gi4(x) zerfallt nicht iiber E = Q(4)
in Linearfaktoren, da /2 ¢ Q(i) ist.

Damit ist Gal(F/Q) = D4 nach dem Klassifikationssatz [L3] Fall ([v).
Spéter dient das Polynom pi4(z) auch als Beispiel fiir ein vereinfach-
tes Verfahren fiir biquadratische Polynome.

Beispiel 17.
Untersuchung der Galoisgruppe von pi5(z) = z* — 423 + 422 + 6.
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Das Polynom pi5(x) = z* — 42 + 422 + 6 ist irreduzibel nach dem
Eisensteinkriterium [5| mit p = 2.
Mit a = —4,b = 4,¢ = 0,d = 6 ergibt sich fiir die kubische Resolvente

ri5(z) = 23 — ba? + (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + *)
=23 —42® +((—4)-0—4-6)x — ((—4)* 6 —4-4-6+0?)
= x(x? — 4z — 24)

mit den Nullstellen t = t; = 0 € Q,to = 2 —2V7 ¢ Q und t3 =
2+ 2v/7 ¢ Q. Der Zerfillungskorper ist somit E = Q(\ﬁ)
Das Hilfspolynom g¢15(z) lautet

g15(z) = (22 — tx + d)(2* + az + (b — 1))
= (2% —0-2+6)(z — 4z + (4 —0))
= (2 + 6)(x — 2)*
= (z— \/6@) (z+ \/61)(3: —2)?

und zerfillt wegen ++/6i ¢ Q(\ﬁ) nicht iiber E = Q(\ﬁ) in Linear-
faktoren. Damit ist Gal(F/Q) = Dy nach dem Klassifikationssatz

Fall .

5.6 Fall (i), und Galoisgruppen S, C4 und Dy,

Beispiel 18. [8 S.136]
Sei p eine Primzahl. Untersuchung der Galoisgruppe des Polynoms
f(z) =" +pz +p.

Das Polynom f(x) = 2* 4+ px +p ist irreduzibel nach dem Eisenstein-
kriterium [l
Mit a = 0,b =0,c = p,d = p ergibt sich fiir die kubsiche Resolvente

r(z) = 23 — ba® + (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + )
=23 —0-224+(0-p—4-p)z—(0°-p—4-0-p+p?)

=23 — dpz — p?.

Da r(x) ein normiertes Polynom ist, ist (x) genau dann irreduzibel,
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wenn es keine ganzzahligen Nullstellen besitzt. Als mégliche Nullstel-
len kommen alle Teiler von —p? in Frage. Es ist

—dp-p—p*=p* - 5p? =p*(p—5)

)= 1
r(=1) = (=1)* —dp(=1) = p* = —1 +4p — p’

)
r(—p) = (=p)® —dp- (—-p) —p* = —p* + 4p* — p* = —p° + 3p°

Daraus folgt, dass r(z) genau dann irreduzibel ist, wenn p ¢ {3,5}
ist, denn fiir p = 3 ist r(—p) = r(—3) = 0 und

fir p=>5ist r(p) =r(5) = 0.

1. Allgemeiner Fall: p ¢ {3,5}:|ﬂ
Fiir die Diskriminante von f(x) bzw. r(x) ergibt sich

A=d’d+c* —4bd=0*p+p*—4-0-p=p°
B=ac—4d=0-p—4-p=—4p
D = —4bA + b>B% + 18bBA — 4B% — 27A?
= —4-0° 7 +07- (4p)* + 18 0(—dp)p® — 4(~4p)° — 27(p*)
= 256p° — 27p*
= p*(p(256 — 27p)).

°Im Artikel von Kappe und Warren |8, S.136| steht als Folge des in Fuknote
erwihnten Fehlers der falsche Ausdruck D = —p®(99p — 64) fiir die Diskrimi-
nante.
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Es ist also D € Q? genau dann, wenn p(256 — 27p) € Q2. Es ist [1;0]

400 = 20% < 2-(256 — 27 - 2) = 404 < 21% = 441
441 = 212 < 7-(256 — 27 - 7) = 469 < 22% = 484
11-(256 — 27 - 11) = —451 < 0 ¢ Q°.

Fiir p ¢ {2,3,5,7} ist 256 — 27p < 0, also p(256 — 27p) < 0, und
damit ist D ¢ Q% Fiir p ¢ {3,5} ist also r(z) irreduzibel und D
kein Quadrat in Q. Nach dem Klassifikationssatz , Fall (1)) ist also
Gal(F/Q) = Sy4.

2. Fall: p=5

Es ergibt sich fiir die kubische Resolvente

r(z)=a%-4.5 - — 5
=% — 207 — 25
= (z —5)(x* + 52 + 5)

mit den Nullstellen t; = 5 € Q und ta3 = 3(—5 =% v/5) ¢ Q. Der
Zerfallungskorper von r(x) ist also F = Q(\/g) und das Hilfspolynom

g(z) = (2% =tz + d)(2® + az + (b — 1))
= (2* = 5z +5)(2® + 0z + (0 — 5))
= (2? — 5z + 5)(2? — 5)

= (v — V5)(z + V5)

(54 VB)(a — 55— V5)) € (V)]

(z

DN =

zerfillt {iber E vollstindig in Linearfaktoren. Nach dem Klassifikati-
onssatz [13] Fall ist Gal(F/Q) = Ciu.

198elbst fiir p € {3,5} ist p(256—27p) ¢ K2, jedoch ist p € {3,5} im betrachteten
Fall ohnehin ausgeschlossen.
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3. Fall: p=3
Die kubische Resolvente lautet

r(z) =% —4-3.2 -3
=2% 122 -9
= (x4 3)(z* =3z —3)

mit den Nullstellen ¢; = —3 und to3 = 3(3 £ v/21).
Der Zerfallungskorper von r(x) ist also E = Q(v/21) und das Hilfs-
polynom g(z) lautet

g(z) = (2 =tz +d) (2> + ax + (b — 1))
= (2% = (=3)z +3)(z® + 0z + (0 — (=3)))
= (2% + 3z + 3)(2* + 3)

3\? 3\, ,
— <x+2> +7 (z743) >0 Vz e Q.

Damit hat g(z) noch nicht einmal wegen E = Q(v/21) C R eine reelle
Nullstelle. Die kubische Resolvente r(z) hat genau eine Nullstelle
in Q und g(z) zerfillt nicht iber E in Linearfaktoren. Nach dem
Klassifikationssatz [13] Fall (v)) ist Gal(F/Q) = D.



3 Galoisgruppen von
biquadratischen Polynomen

Betrachten wir nun biquadratische Polynome, das heifft Polynome
p(z) = 2*+az®4+bx? 4 cx+d mit a = 0, c = 0. Die Nullstellen im Zex-
fallungskorper nennen wir weiterhin oy, ag, as, ay. Da p(z) = p(—=x)
ist mit a; auch —a; eine Nullstelle. Nach geeigneter Umbenennung
a,f € Fina; = a,as = —a,as3 = B,a4 = —0 gilt

p(x) =z + b2 4+ d
=(z—a)(z+a)(z—pB)(z+5)
= (z* - a?)(2® - 8)
=zt — (a® + f?)2? + o?5?
und wir erhalten —b = a2 + 82 und d = o2 durch Koeffizientenver-

gleich. Wir hitten beide Gleichungen auch aus den elementarsymme-
trischen Funktionen von p(z) erhalten (siche Bemerkung H)).

1 Irreduzibilitatskriterium biquadratischer
Polynome

Satz 14 (Irreduzibilitdtskriterium fiir biquadratische Polynome). [8]
S.135]

Sei p(x) = x* 4+ bax? + d ein Polynom iiber K mit char(K) # 2 und
seien +a, =0 die Nullstellen von p(x). Dann sind die folgenden drei
Aussagen dquivalent:

(i) p(zx) ist irreduzibel iber K,

i) a?¢ K ANa+B¢K Na—[¢K,
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(iil) b2 —4d ¢ K> A —b+2Vd ¢ K> A —b—2Vd ¢ K?.

Beweis. Das Polynom p(x) hat keinen irreduziblen kubischen Fak-
tor.E] Es kann hochstens in zwei quadratische Faktoren zerfallen. Auf
diese Faktoren miissen sich die Linearfaktoren z+a, 2+ € F[z] von
p(x) verteilen. Daher ist p(x) reduzibel iiber K genau dann, wenn fiir
mindestens eine der drei Faktorisierungen

p(z) = (x = a)(z + a)(z = B)(x + B)
2? — o?)(2* - §?)
z—a)(z+a)(z = f)(x+5)

(
=@ —a’)
p(z) = (
= (22— (a+ Bz + af)(z® + (a + Bz + af)
(z—a)
= (

" —
z—a)(r+a)(r—p)(z+P)
2’ — (a = Bz — af)(z® + (a - Bz — af)

p(r) =

alle Koeffizienten in K liegen. Die drei Faktorisierungen erhalten wir,
indem wir je zwei Faktoren der Darstellung

p(z) = (z — a)(x + a)(z — B)(xz + B) multiplizieren.
(1) = (4i)"“: Wir zeigen dies durch Kontraposition. Es gelte also

(3.1) ’cKVa+tfeKVa-BeK.
HH Vv Ve
Bed.1 Bed.2 Bed.3

Angenommen, Bedingung 1 ist erfiillt, also o® € K. Dann folgt mit
a?+ 6% = —b € K, dass 32 € K ist. Somit ist p(z) = (2?—a?)(2?—3?)
eine Faktorisierung in K[z], das heift, p(x) ist reduzibel.
Angenommen, Bedingung 2 oder Bedingung 3 ist erfiillt, also

a+ g € K. Dann gilt die Folgerung

(a+B)?=a?+2+208=-b+208 e K — 208 € K.

'Falls p(z) einen kubischen irreduziblen Faktor hitte, dann gilt p(z) = =* +
br?+d = (x—§&)(z*+...) = 2* —€2® + ... dann muss € = 0 sein. Das Polynom
p(z) besitzt die Nullstelle z = 0. Dann folgt d = 0 und p(x) hat mindestens
eine doppelte Nullstelle bei x = 0, im Widerspruch dazu, dass es nur einen
Linearfaktor gibt.
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Wegen char(K) # 2 folgt af € K. Im Falle von a + 5 € K besitzt
p(z) die Faktorisierung

p(x) = (2° = (a + Bl + aB)(@® + (a + Pz + aff)

und im Falle von
a — B € K die Faktorisierung

p(a) = (2° — (a = Bz — ap)(@® + (a - f)z — ap).

Falls eine der Bedingungen

a?c KVa+peKVa—pcK erfiillt ist, ist p(x) reduzibel.

»(il) = (i)*: Es ist bei allen drei moglichen Faktorisierungen min-
destens einer der Koeffizienten nicht in K, somit ist p(x) irreduzibel.
»(ill) < (ii)*: Wir zeigen —(iii) <= —(ii). Angenommen es gelte
=(ii), also (3.1). Falls Bedingung 1, das heift o? € K erfiillt ist,
erhalten wir

e K=b+20’c K = (b+2a2)2€K2
— b + 4ba? + 40t = b — 4((a* + fHa® — o)
= b2 — 40?82 =1% —4d € K2

Falls Bedingung 2 oder Bedingung 3 erfiillt ist, erhalten wir

atpfe K= (a+p)?ecK?
— (a+B8)?=a’+82+2Vd=-b+2Vd e K%

In jedem Fall folgt eine der Bedingungen von —(7i7)

V¥ —4de K>V —b+2Vde K* v —b—2Vd € K>
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Angenommen es gilt:
b —4d € K*V —b+2Vde K*V —b—2Vd € K2

Ist b — 4d € K?, dann folgt

b —4d = b* — 4028 = b2 — 4((a® + B*)a® — a?)
=07+ 4ba? + 4ot = (b +20%)% € K2,
Deswegen liegt b+2a? € K, woraus 2a? € K und wegen char(K) # 2

folglich a? € K ist.
Ist hingegen —b + 2v/d € K2, so erhalten wir

—b+20f e K2 = a?+2a+p*=(axp) e K= a+fcK.

In jedem Fall folgt eine der Bedingungen o> € K V a+ € K V
a—p € K von —(ii). O

Beispiel 19.

Sei K = Q der Grundkérper fiir die nachfolgenden Polynome. Wir
untersuchen mit Hilfe des Irreduzibilitdtskriteriums fiir biquadrati-
sche Polynome [14] die folgenden Polynome auf Irreduzibilitét.

(i) Sei pig(z) = 2* — 1322 +36. Es ist b = —13 und d = 36. Es gilt
b —4d = (—13)% —4-36 = 169 — 144 = 25 = 5% € Q°.

Eine der Bedingungen des Satzes [14] von Teil ist nicht er-
fillt. Es gelten im iibrigen auch

—b+2Vd=—(-13)+2V36=13+2-6 =25 =5% € Q°
—b—2Vd=—(-13) —2V36=13-2-6=1=12 ¢ Q°.

Es sind sogar alle drei Aussagen nicht erfiillt. Das Polynom
pi6(x) reduzibel nach Teil (i) des Satzes
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Es ergibt sich fiir pijg(x) die Faktorisierung

pio(z) = 2t — 1322 + 36 = (z — 3)(z + 3)(z — 2)(z + 2).

(ii) Sei p17(z) = 2* + 42> — 32. Esist b = 4 und d = —32. Es ist
b —4d =47 — 4 (—32) = 144 = 122 € Q*.

Eine der drei Teilbedingungen von Teil (jii) des Satzes ist
nicht erfiillt. Damit ist p17(z) nach Teil (i) des Satzes |14 redu-
zibel iiber Q. In diesem Fall wéren die anderen beiden Bedin-
gungen allerdings erfiillt

—b+2Vd=—4+2/-32¢ Q?
—b—2Vd=—-4-2/-32¢ Q>

Es ergibt sich ndmlich
p17(z) = 2 + 422 — 32 = (22 + 8)(z — 2)(z + 2).

(iii) Sei pig(x) = 2* — 322 + 3. Es ist b= —3 und d = 3. Es ist

b —4d =(-3)*-4-3=-3¢ Q
—b+2Vd=—(-3)+2V3=3+2V3 ¢ Q? A
—b—2Vd=—(-3)-2V3=3-2V3¢ Q%

Keine der Bedingungen von Teil des Satzes [14] ist erfiillt.
Damit ist pig(x) nach Teil (i) des Satzes |[14]irreduzibel iiber Q.

Fiir biquadratische Polynome kann also mit Hilfe dieses Kriteriums
recht einfach die Irreduzibilitdtsuntersuchung durchgefiihrt werden.
Daher halten wir folgende Bemerkung fest:

Bemerkung 9.

Zur Untersuchung der Irreduziblitdt von p(x) kann und sollte das
Irreduzibilitdtskriterium fiir biquadratische Polynome verwendet
werden.
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Korollar 1 (Galoisgruppen von biquadratischen Polynomen). |8,
S.134]

Sei p(x) = z* + bx? + d irreduzibel iber K und sei K ein Kérper
der Charakteristik ungleich 2. Bezeichne F den Zerfillungskérper und
+a, £ die Nullstellen von p(x). Dann gilt

(i) Gal(F/K) 2V <= dec K?+= aB €K,

(i) Gal(F/K) = Cy <= d(b* — 4d) € K? <= K(af) = K(a?),
(iii) Gal(F/K) 2 Dy <= d ¢ K2 ANd(* — 4d) ¢ K? < af ¢
K(a?).

Beweis. Die kubische Resolvente von p(x) ist

r(z) = 23 — ba? + (ac — 4d)x — (a®d — 4bd + )
=23 —bz? + (00 — 4d)x — (0% - d — 4bd + 0?)
= 23 — ba? — 4dx + 4bd
= (z — b)(2? — 4d)

= (@ = b) (z—2va) (v +2vd).

Nach dem Klassifikationssatz , Fall — ist die Galoisgruppe
von h(z) isomorph zu V4, C4 oder Dy. Ebenso folgt aus dem Klassifi-
kationssatz [L3] dass genau dann Gal(F/K) = V4, wenn die kubische
Resolvente r(z) tiber K zerfllt.

Wenn r(z) iiber K zerfillt, ist also vd = a8 € K und damit auch
d = o?% € K? und Bedingung [i| ist gezeigt.

Angenommen, es ist v/d ¢ K, dann hat () genau eine Nullstelle,
nédmlich ¢; = b in K, und wir befinden uns im Fall oder des
Klassifikationssatzes [[3]
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Das Hilfspolynom g(x), welches zu p(z) gehort, lautet

g(x) = (2? — tx + d)(2* + azx + (b — 1))
= (2® —br+d) (2> +0-z+ (b—b))
= (2% — bz + d)2?

- (x - %(H M)) (1: - %(b V2 - 4d)> 22,

Die nichtnegativen Nullstellen von g(z) lauten —a? = 1 (b+v/b% — 4d)
und

—p% = %(b — Vb2 — 4d), denn aus dem Beweis des Satzes folgt,
dass ajan = —aa = —a? und B8y = —BB = —B? auch Nullstel-
len von p(x) sind. Da nun p(z) irreduzibel ist, sind diese Nullstellen
nicht in K. Nach Satz [13] gilt Gal(F/K) = C4 genau dann, falls
g(z) in E = Q(\/d) zerfillt. Diese Aussage ist dquivalent dazu, dass
K(Vb? — 4d) = K(Vd) oder K(a?) = K(af) ist. Zwei quadratische
Korpererweiterungen sind genau dann gleich, falls das Produkt ihrer
Diskriminanten ein Quadrat im Korper ist. Die Diskriminante von
Vb2 — 4d ist 4(b* — 4d) und die Diskriminante von v/d ist 4d. Somit
ist die letzte Bedingung dquivalent dazu, dass

4(b% —4d) - 4d € K? <= 42 . d(b* — 4d) € K? <= d(b* — 4d) € K*

gilt. Daraus folgt Bedingung [ii} Bedingung [iii] folgt durch wechselsei-
tigen Ausschluss. O

Bemerkung 10.
Die Bedingungen d € K? und d(b?> — 4d) € K? schlieken sich fiir
irreduzible Polynome aus. Dies folgt aus Satz [14] Teil ().

Wir zeigen, dass die Bedingung d € K? fiir die Isomorphie zur Klein-
schen Vierergruppe im Falle der biquadratischen Polynome zur Be-
dingung D € K? aus Bemerkung [7] dquivalent ist.
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Bemerkung 11.
Fiir biquadratische Polynome gilt namlich

de K> < D = —43A+1*B?> + 18bBA — 4B% — 274% € K?
mit A = —4bd, B = —4d.

Beweis. Es gilt

D= —4b3A + b*’B? + 18bBA — 4B% — 27A?
= —4b3(—4bd) + b*(—4d)? + 18b(—4d)(—4bd) — 4(—4d)* — 27(—4bd)?
= 16b*d + 16b%d? + 18 - 16b%d? + 162d® — 27 - 16b%d?
=42 (b* — 8b?d + 16d?) - d
= 4% (b —4d)? d. O
N ——
cK? cK?2

2 Flussdiagramm im Fall p(z) = z* + bx? + d

In Abbildung[3.1]ist ein Flussdiagramm zur Ilustration des Korollars
iiber die Galoisgruppen von biquadratischen Polynomen dargestellt.
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[p(a:) irreduzibel ?]

el

g
&
=

@) ist zeduzidel]  [d € K* 7

N

et

Abbildung 3.1: Klassifizierung von biquadratischen Polynomen
Quelle: Figene Grafik erstellt mit TikZ
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3 Beispiele mit p(x) = =* + bx® + d

Es folgen zu jedem der drei Fille des Korollars [1| drei Beispiele. Beim
zweiten Beispiel des jeweiligen Falles handelt es sich um ein Polynom,
dessen Galoisgruppe bereits bestimmt wurde. Anhand dieser Beispie-
le kann sich der Leser vom Nutzen des Korollars [T fiir Galoisgruppen
von biquadratischen Polynomen iiberzeugen. Im Vergleich zum Ver-
fahren des Klassifikationssatzes [13| erleichtert es die Rechnungen er-
heblich. Die Galoisgruppen werden also erneut untersucht, dieses Mal
allerdings mit Hilfe des Irreduziblitdtskriteriums fiir biquadratische
Polynome [14/ und des Korollars [1] fiir biquadratische Polynome. Beim
dritten Beispiel des jeweiligen Falles handelt es sich um allgemeine
Beispiele. Bei allen Beispielen sei K = @Q der Grundkorper fiir die
nachfolgenden Polynome.

3.1 Korollar [1], Fall () Galoisgruppe V4

Beispiel 20.
Untersuchung der Galoisgruppe von pig(x) = 2% + 22 + 9.

Esist b=1und d = 9. Es ist
b —4d=12-4-9=-35¢ Q*

—b+2Vd=-1+2V/9=5¢ Q?
—b—2Vd=—-1-2V9=—-7¢ Q>

>

Nach Satz Teil (i) ist p1g(x) irreduzibel.
Es ist
d=9=3%¢cQ?

und damit ist Gal(F/Q) = V4 nach Korollar [1], Fall (f).

Beispiel 21.

Betrachten wir nun erneut das Polynom pg(z) = a* + 622 + 4 aus
Beispiel und untersuchen von diesem die Galoisgruppe mit Hilfe
des Irreduziblitdtskriterium [I4und des Korollars[I]fiir biquadratische
Polynome.
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Esist b =6 und d = 4 und es gilt

b —4d=6%—4-4=20 ¢ Q*
—b+2Vd=—6+2V4=—-2¢ Q
—b—2Vd=—6—-2V4=—-10 ¢ Q°,

daher ist ps(z) nach Satz[14] Teil (i) irreduzibel.

Es ist
d=14=2%¢cQ?

und damit ist Gal(F/Q) = V4 nach Korollar [1] Fall (i).
Beispiel 22. [8 S.136]

Seien k und j unterschiedliche quadratfreie ganze Zahlen und seien
r € Q\ {0} sowie s € Q. Untersuchung der Galoisgruppe von

p2o(z) = xt — 2(7‘2k + 82]')332 + (r2k — 82j)2.

Esist b = —2(r?k+s%j) und d = (r?k—s525)? und pgo () ist irreduzibel
iiber Q, denn es ist
b2 —4d = (—2(r%k + 5%§))? — 4(r*k — 5%j)?
= 4rtk? 4 8r2ks?j + 45152 — 4rtk?
— 4rtk? + 8r2ks?) — 45152
= 16r°s%kj ¢ Q> A
—b+2Vd = —(=2(r’k + %)) + 20/(r%k — 52§)2
= 2%k + 25%5 + 2r%k — 25%)
= 4’k ¢ Q A
—b—2Vd = —(=2(r’k + 5%)) — 2/(r2k — 5%j)2
= 2%k + 25%5 — 2r%k + 25%)
=4sj ¢ Q.
Nach Korollar 1}, Fall () folgt, dass Gal(F/Q) = V4, da

d = (r’k — s%j)? € Q2
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3.2 Korollar [1], Fall Galoisgruppe C4

Beispiel 23.
Untersuchung der Galoisgruppe von po1(z) = 2* + 522 + 5.

Es ist b =5 und d = 5 und es folgt

b —4d=5>—4-5=5¢ Q? A
—b+2Vd=—-5+2V5 ¢ Q? A
—b—2Vd=—5-2V5 ¢ Q°.

Also ist po1(z) nach Satz |14} Teil ({if) irreduzibel {iber Q.
Esist d =5 ¢ Q? und es gilt

d(b* — 4d) = 5(5° —4-5) = 5% € Q2.

Damit ist Gal(F/Q) = C4 nach Korollar [I] Fall ().

Beispiel 24.

Betrachten wir nun erneut das Polynom pi1(z) = 2* + 422 + 2 aus
Beispiel und untersuchen von diesem die Galoisgruppe mit Hilfe
des Irreduziblitétskriterium [I4 und des Korollars [I]fiir biquadratische
Polynome.

Esist b =4 und d = 2 und es folgt
V¥ —4d=4*-4.2=8¢Q?
—b+2Vd=—4+2V2 ¢ Q? A
—b—2V/d=—-4-2vV2¢ Q>

>

Also ist p11(z) nach Satz |14} Teil (i) irreduzibel {iber Q.
Esist d = 2 ¢ Q* und es gilt

d(b? —4d) =2(4%> —4.2) = 4% € Q2.

Damit ist Gal(F/Q) = C4 nach Korollar [I] Fall ().

Beispiel 25. [8, S.136-137]
Seien m € Z und n € Z mit m? + n? ¢ Q2. Wir untersuchen die
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Galoisgruppe von
po2(w) = x* — 2(m? + n?)x? + n?(m? + n?).

Es ist b = —2(m? + n?) und d = n?(m? + n?). Das Polynom pas(x)
ist nach Satz |14 Teil ({ij) irreduzibel Gber Q, da
b —4d = (=2(m* +n ))2 — 4(n*(m? 4+ n?))
= 4m* + 8m?n? + 4n* — 4m?n® — 4n*
= 4m* 4 4m*n?

:4m2(m2—i—n2) ¢ Q* A
—b+2Vd = —(=2(m? 4+ n?)) + 21/n2(m? + n2)
:2(m +n?) +2nvVm? 4+ n? ¢ Q? A

—b—2Vd = —(=2(m? + n?)) — 24/n2(m? + n?)
=2(m? +n?) — 2nvVm?2 +n? ¢ Q.
Es ist d = n?(m? +n?) ¢ Q?, da m? + n? ¢ Q2 ist.
Nach Voraussetzung und nach Korollar [I Fall (i) ist Gal(F/Q) = Cy,
da
d(b* — 4d) = n*(m* + n?)((=2(m* + n?))? — 4n*(m? + n?))
= n2(m? 4+ n?)(4m* + 8m?*n? + 4n* — 4n’m? — 4n?)
= (2nm(m2 + n2))2 c Q%

3.3 Korollar [1], Fall Galoisgruppe Dy

Beispiel 26.

Untersuchung der Galoisgruppe von pos(z) = z*

— 22— 3.
Esist b= —1 und d = —3 und es folgt
bV —4d = (1) —4-(-3) =13 ¢ Q*
—b+2Vd=—(—1)+2V/-3=1+4+2/-3 ¢ Q?
—b—2Vd=—(-1)-2V/=3=1-2/-3¢ Q%
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Also ist pag(z) nach Satz Teil (i) irreduzibel iiber Q. Es gilt

d=-3¢Q? A
d? — 4d) = (~3)((—1)° — 4+ (~3)) = —39 ¢ Q.
Aus Korollar [1], Teil folgt, dass Gal(F/Q) = Da.

Beispiel 27.

Betrachten wir nun erneut das Polynom py4(z) = 2* + 222 + 2 aus
Beispiel und untersuchen von diesem die Galoisgruppe mit Hilfe
des Irreduziblitdtskriterium [I4und des Korollars[I]fiir biquadratische
Polynome.

Esist b =2 und d = 2 und es folgt
bV —4d=2*—4.-2=-4¢Q* A
—b+2Vd=—-2+2V2 ¢ Q?
—b—2Vd=—-2-2V2¢ Q>
Also ist p14(z) nach Satz Teil () irreduzibel iiber Q.
Es gilt
d=2¢ Q> A
db* —4d) =2(22 —4-2) = -8 ¢ Q2.
Aus Korollar [I] Teil folgt, dass Gal(F/Q) = Da.

Beispiel 28. [8, S.137]
Seien p und ¢ verschiedene ungerade Primzahlen. Wir untersuchen
die Galoisgruppe von

poa(z) = 2t — pa® +¢.

Es ist b = —p und d = q. Wir zeigen die Irreduzibilitdt von pay(z)
iiber Q. Es ist

b* —4d = (—p)® —4q = p*> — 4q
—b+2vVd=—(-p) +2yq ¢ Q

>
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-2V = —(-p) ~ 2,/ ¢ Q.

Also ist p24(z) genau dann irreduzibel iiber Q, wenn p? — 4q ¢ Q2
ist. Hier werden zwei Beweise dafiir angegeben, weshalb p? — 4q kein
Quadrat in Q istE]

(i) Wir konnen annehmen, dass p?> — 4¢ > 0, da negative Zahlen
keine Quadratzahlen sein kénnen. Angenommen es gébe ein

t € IN mit p? — 4¢ = t?, dann ist ¢ ungerade und jeder Faktor
von 4qg = (p+t)(p — t) ist gerade. Da ¢ eine Primzahl ist und

0<p—t<p+t, muss gelten, dass p —¢t = 2 und p+t =
2q. Hieraus folgt, p = ¢ + 1. Das steht im Widerspruch zur
Annahme, dass p und ¢ beide ungerade sind.

(ii)) Wegen 21 p,q gibt es k, ¢ € Z mit p=2k+ 1 und ¢ = 20+ 1.
Es ist dann
P’ —dqg=(2k+1)* —4(20 + 1)
=4k* +4k+1—80—4
=4(k* +k)+5 mod8
gerade

—
—4(k(k+1))+5=5 mod 8.

Wiederum ist p? — 4¢ ungerade. Fiir beliebige ungerade Zahlen
2k + 1 mit k € Z gilt

(2k +1)2=4k* +4k+1=1 mod 8.

Somit kann p? —4¢ =5 mod 8 kein Quadrat in Q sein.
Aus Korollar [1], Teil folgt, dass Gal(F/Q) = Dy, da

d=q¢Q A
d(b* — 4d) = q(p* — 4q) ¢ Q*.

*Der Beweis im Fall fi| ist angelehnt an den Artikel von Kappe und Warren [8]
S.137], der zweite Beweis im Fall [iif wurde selbst verfasst.






4 Implementierungen in SAGE

Der Klassifikationssatz fiir Galoisgruppen (siehe Satz von Po-
lynomen vierten Grades und dessen Korollar [I] fiir biquadratische
Polynome beschreiben Verfahren, um die Galoisgruppe anhand der
Koeffizienten zu bestimmen. Es bietet sich an, dies in ein Compu-
teralgebrasystem zu implementieren. Dafiir wurde SAGE verwendet.
SAGE bietet die Vorteile, frei und benutzerfreundlich zu sein [13] S. 5].
Es ist dabei hauptsichlich in Python implementiert und auch die
in SAGE verwendete Kommandosprache ist im Wesentlichen Python
und sollte nicht ausschliefslich fiir Informatiker gut lesbar sein. Ein
Hauptvorteil des Computeralgebrasystems SAGE ist, dass es viele ma-
thematische Funktionen besitzt, die bei Berechnungen hilfreich sind
[13, S.91-92].

Es wird ein Programm classify geschrieben, welches fiir ein Poly-
nom dessen Galoisgruppe klassifiziert. Mit diesem Programm lassen
sich dann alle Polynome mit einer speziellen Galoisgruppe fiir Koeffi-
zienten aus einem vorgegebenen ganzzahligen Bereich angeben. Dies
kann bei der Erstellung von Ubungsaufgaben hilfreich sein und war
bei der Suche nach Beispielen eine enorme Hilfe. Es kam die Fra-
ge auf, wie hiufig die unterschiedlichen Gruppen vorkommen. Um
dies zu untersuchen, wurden die absoluten und relativen Haufigkei-
ten der Galoisgruppen im vorgegebenen ganzzahligen Koeffizienten-
bereich berechnet.
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1 Polynome vierten Grades

Nachfolgend wird die Klassifikation von Galoisgruppen von Polyno-
men vierten Grades in SAGE implementiert.

1. Grundlegende Definitionen
Wir rechnen im Polynomring iiber Z der von der Unbestimmten x
erzeugt wird.

R = 77| x|
x = R.gen()

2. Anzahl der Faktoren der Faktorisierung von g(z) € Z[x]
Zur Berechnung wird die Faktorisierung (z.B. (z — 3)? * (22 + z + 2))
in ein ,Dictionary” umgewandelt (hier dann {z —3: 2,224+ x+2:1})
und die rechten Seiten (die "Values") werden aufsummiert.

def factor anz(g):
return sum(dict (g.factor ()).values())
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3. Implementierung des Satzes
Fiir die Irreduzibilitdtsuntersuchung greifen wir auf den in SAGE bereits
vorhandenen Befehl zu.

def classify (a,b,c,d):
f=x"4 + a*x"3 4+ b*x"2 +cxx+d
if (nmot f.is irreducible()):
return ("Red")
A=a"2xd+c"2—4xbxd
B—axc—4xd
D=—4%b " 3%A+b "~ 2xB"~2+18xb*AxB—4xB~3—-27+A"2
r=x"3—bx*x"2+(axc—4xd)*xx—(a"2xd—4xbxd+c ~2)
rfak=factor anz(r)

if (rfak==3):
return ("V4")
if (rfak==1):

return("A4" if is_square(D) else "S4") # rirreduzibel
# Ab hier zerfillt r in einen linearen und einenquadratischen Faktor.
rfac=r.factor ()
(lin ,quad) = rfac[0][0],rfac[1][0]
t=-lin.constant _coefficient () # Rationale Nst. von r.
# Durch den quadratischen Faktor erzeugter Zahlenkorper
Nf.<s>=NumberField (quad)
# Polynomring {iber dem Zerfallungskorper
K. <X>=Nf[]
g=(X"2—t *X+d ) * (X 2+a*X+b—t)
if (factor anz(g)==4):
return("C4")
else:
return ("D4")
return("err")
# Hier sollten alle Félle abgehandelt sein!

Zum Beispiel gibt der Aufruf classify(1,1,1,1) mit den Koeffizien-
ten des fiinften Kreisteilungspolynoms (siehe Beispiel , den String
,C4“, also die Galoisgruppe Cy, zuriick.
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4. Ausgabe aller Polynome vierten Grades mit festgelegter Galois-
gruppe im vorgegebenen Koeffizientenbereich

Mit der Funktion classify lassen sich auch alle Polynome mit ei-
ner vorgegebenen Galoisgruppe in einem vorgegebenen ganzzahligen
Zahlenbereich auflisten.

timer=cputime (subprocesses=True)
In=range(—2,3)
for (a,b,c,d) in cartesian product iterator ([In,In,In,
In]):
kl=classify (a,b,c,d)
if (kl=="C4"):
print (a,b,c,d),cputime (timer)

Beispielsweise gibt obige Eingabe alle Polynome mit Galoisgruppe
Cy, deren Koeffizienten a, b, c,d € {—2,—1,0,1,2} liegen, an.

2 Statistik fiir Polynome vierten Grades

Auch wenn zu jedem der fiinf Félle des Klassifikationssatzes [13| hier
jeweils drei Beispiele prasentiert wurden, soll dies dem Leser nicht
suggerieren, dass alle fiinf Félle gleichermafken haufig auftreten. Der
Fall Gal(F/K) = 84, also Fall (i) aus dem Klassifikationssatz ist
der gewdhnliche Fall. Um dies zu illustrieren, werden alle Polynome
mit ganzzahligen Koeffizienten in vorgegebenen Bereichen betrachtet
und das Vorkommen unterschiedlicher Galoisgruppen gezéhlt. Dazu
wird folgendes Programm geschrieben:
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5. Statistikprogramm zur Bestimmung der absoluten und relativen
Hiaufigkeiten der Galoisgruppen von Polynomen vierten Grades

timer=cputime (subprocesses=True)
In=range(—10,11)
Stat=dict ({"err":0,"A4":0,"C4":0,"D4":0,"S4":0,"V4":0,

"Red":0})
Anz=0
for (a,b,c,d) in cartesian product iterator ([In,In,In,
In]):
Anz+=1

kl=classify (a,b,c,d)
Stat [kl]=Stat[kl]+1
Anz,[[i,Stat[i],(Stat[i]/Anz).n()]
for i in Stat.keys()],cputime(timer)

Die obige Eingabe gibt die absoluten und relativen Haufigkeiten der
Galoisgruppen fiir alle Polynome, deren Koeffizienten

a,b,c,d € {—10,—-9,-8,...,8,9,10} liegen, an.

Die entstehende Ausgabe wurde in Tabelle zusammengefasst. Der
Zahlenbereich wurde nicht noch weiter vergroftert, da dies zu rechen-
intensiv ist.

Mit Vergréfserung des zuldssigen Zahlenbereiches steigt die relative
Hiaufigkeit, dass die Galoisgruppe eines beliebig gewéhlten Polynoms
die Galoisgruppe Sy ist, an. Tatséchlich bewies Van der Waerden in
den Artikeln ,Die Seltenheit der Gleichungen mit Affekt.“ [14, S. 13-
16] und ,Die Seltenheit der reduziblen Gleichungen und der Gleichun-
gen mit Affekt. [I5, S. 133-147], dass ,der Bruchteil der Gleichungen,
deren Galoissche Gruppe die symmetrische ist, mit wachsendem Koef-
fizientenbereich gegen Eins strebt.“ [I5], S.S.133] Mit Affekt bedeutet
hierbei, dass die Galoisgruppe nicht die Sy ist.
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H Galoisgruppe Sy Ay Vg4 ‘ Cy ‘ Dy ‘ reduzibel H
Bereich von 0 bis 1
absolute Hiaufigkeit 4 0 1 1 0 10
relative Hiufigkeit 25 0 6.25 6.25 0 62.5
Bereich von -1 bis 1
absolute Haufigkeit 20 0 2 2 10 47
relative Hiufigkeit 24.69 0 2.47 2.47 12.35 58.02
Bereich von -2 bis 2
absolute Hiufigkeit 274 2 6 2 70 271
relative Hiufigkeit 43.84 0.32 0.96 0.32 11.20 43.36
Bereich von -5 bis 5
absolute Hiufigkeit 10382 16 46 28 774 3395
relative Hiufigkeit 70.91 0.11 0.31 0.19 5.29 23.19
Bereich von -10 bis 10
absolute Hiufigkeit | 163588 182 218 108 5118 25267
relative Hiufigkeit 84.12 0.09 0.11 0.06 2.63 12.99
Bereich von -12 bis 12
absolute Haufigkeit || 338466 276 326 156 8378 43023
relative Hiufigkeit 86.66 0.07 0.08 0.04 2.14 11.01
Bereich von -20 bis 20
absolute Haufigkeit || 2601346 962 994 406 31296 190757
relative Hiufigkeit 92.06 0.03 0.04 0.01 1.11 6.75

Tabelle 4.1: Statistik fiir Polynome vierten Grades

3 Biquadratische Polynome

Wir passen das Programm naiv fiir biquadratische Polynome an.
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6. Naive Anpassung der Funktion classify fiir biquadratische Poly-
nome

def classifybi(b,d):

t=x"4 + bxx"2 +d

if (not f.is irreducible ()):
return("Red")

if is_square(d):
return ("V4")

if is square(dx(b"2—4xd)):
return ("C4")

else:
return ("D4")

return("err")

Obige Implementierung verwendet fiir die Irreduzibilitdtsuntersuchung
weiterhin den in

SAGE bereits vorhandenen Befehl. Wenn wir statt is_irreducible()
den Irreduzibilitétstest fiir biquadratische Polynome verwenden, 14sst
sich die Rechenzeit erheblich, und zwar um mehr als die Héilfte, ver-
kiirzen. Dies setzen wir im Folgenden um.

7. Irreduzibilitdtstest fiir biquadratische Polynome

def bq is irreduzible(b,d):

if is square(b"2—4xd):
return(false)

if is _square(d):
return(true)

wD=sqrt (d)

if is_square(—b+2swD):
return(false)

if is square(—b—2swD):
return(false)

return(true)
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8. Programm fiir biquadratische Polynome

def classifybi(b,d):

if (not bq is_ irreduzible(b,d)):
return("Red")

if is_square(d):
return("V4")

if is_square(d*(b"2—4xd)):
return ("C4")

else:
return ("D4")

return("err")

Beispielsweise gibt der Aufruf fiir die Eingabe classifybi(1,9) den
String ,V4“ zuriick, der fiir die Galoisgruppe V4 steht.

Wie bereits im allgemeinen Fall kann es auch fiir biquadratische
Polynome von Interesse sein, beispielsweise um Ubungsaufgaben zu
erstellen, Polynome mit einer vorgegebenen Galoisgruppe in einem
vorgegebenen ganzzahligen Zahlenbereich zu finden. Durch den Ge-
schwindigkeitsvorteil konnen wir grofere Koeffizientenbereiche nach
interessanten Beispielen absuchen.

9. Ausgabe aller biquadratischen Polynome mit bestimmter Galois-
gruppe im vorgegebenen Koeffizientenbereich

timer=cputime (subprocesses=True)
In=range(—2,3)
for (b,d) in cartesian_ product iterator ([In,In]):
kl=classifybi(b,d)
if(kl=="D4"):
print (b,d),cputime (timer )

Obige Eingabe gibt alle Polynome mit Galoisgruppe D4 mit Koeffi-
zienten b,d € {—2,—1,0,1,2} an.
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Wie bereits im allgemeinen Fall werden auch im Fall der biquadra-
tischen Polynomen die absoluten und relativen Hiufigkeiten der Ga-
loisgruppen untersucht. Dies realisieren wir in SAGE wie folgt.

10. Statistikprogramm zur Bestimmung der absoluten und relativen
Héufigkeiten von Galoisgruppen biquadratischer Polynome

timer=cputime (subprocesses=True)
In=range(—50,51)
Stat=dict ({"err":0,"C4":0,"D4":0,"V4":0 ,"Red":0})
Anz=0
for (b,d) in cartesian_ product iterator ([In,In]):
Anz+=1
kl=classifybi(b,d)
Stat | kl|=Stat | kl|+1
Anz , [[i,Stat[i],(Stat[i]/Anz).n()]
for i in Stat.keys()],cputime(timer)

Das Programm fiir biquadratische Polynome classifybi ist wesent-
lich schneller als das Programm classify fiir allgemeine Polynome
vierten Grades. Dementsprechend konnen viel grofere Koeffizienten-
bereiche zur Bestimmung der relativen und absoluten H&aufigkeiten
der Galoisgruppen untersucht werden. In Tabelle sind absolu-
te und relative Haufigkeiten der Galoisgruppen von biquadratischen
Polynomen in den vorgegebenen ganzzahligen Zahlenbereichen, die
mit der obigen Eingabe berechnet wurden, dargestellt. In Tabel-
le ist zu sehen, dass der Fall der biquadratischen Polynomen
Gal(F/K) = Dy am h#ufigsten auftritt. Die zyklische Gruppe Cy
scheint wie auch schon im allgemeinen Fall am seltensten vorzukom-
men. Wir kénnen zeigen, dass bei Vergroferung der Koeffizientenbe-
reiche die relative Haufigkeit des Vorkommens der Galoisgruppe Cy
gegen Null geht, denn aus Korollar [I| wissen wir,

Gal(F/K) =2 Cy «<—d € K*.

Die Anzahl der Quadratzahlen in {—n,—n+1,...,n —1,n} ist




100 4 Statistik fiir biquadratische Polynome

|v/n| +1, weil negative Zahlen keine Quadratzahlen sein kénnen. Die
relative Haufigkeit, nennen wir sie h, der Quadratzahlen innerhalb
der Menge {—n,—n+1,...,n—1,n} der Galoisgruppe C4 wird dann
beschrieben durch

_ n]+1
o 2n+1
Somit ergibt sich
WA+l
n—oo 2n +1 o
H Galoisgruppe H A\ Cy ‘ Dy ‘ reduzibel H
Bereich von -50 bis 50
absolute Hiufigkeit 597 40 8968 596
relative Haufigkeit 5.85 0.39 87.91 5.85
Bereich von -100 bis 100
absolute Hiufigkeit 1790 84 37190 1337
relative Hiufigkeit 4.43 0.21 92.05 3.31
Bereich von -200 bis 200
absolute Hiufigkeit 5181 146 152524 2950
relative Haufigkeit 3.22 0.09 94.85 1.84
Bereich von -1000 bis 1000
absolute Hiufigkeit 59940 582 3925494 17985
relative Haufigkeit 1.50 0.01 98.04 0.45
Bereich von -2000 bis 2000
absolute Hiufigkeit 171888 1016 15796302 38795
relative Haufigkeit 1.07 0.01 98.68 0.24
Bereich von -5000 bis 5000
absolute Hiufigkeit 689738 2150 99221774 106339
relative Haufigkeit 0.69 0.00 99.20 0.11
Bereich von -10000 bis 10000
absolute Haufigkeit | 1979389 3582 397830176 226854
relative Haufigkeit 0.49 0.00 99.45 0.06

Tabelle 4.2: Statistik fiir biquadratische Polynome



5 Anhang

Einsetzen von t; in die kubische Resolvente (s. Fufknote :

r(t1) = r(aras + agan) = (a1as + agau)® — (ras + aras + ajas
+ g3 + anay + azay) - (a1as + azay)? + (a1 + az + a3
+ oy) (a0 + aranoy + ajozay + aoazay) — 4oasasoy)
(oo + azoy) — (g + g + a3 + a4)2(a1a2a3a4)
—4(a1e + a1as + a1oq + asas + asag + azay)(arasasay)
+ (apasag + arazaq + ajasay + asazog)?)

2
= ajas + 3a2adazay + 3a1aza3al + ajad — adal — aladas

- a%ag’ag - aij’a%azl — a%ag(m — 304104%(13044 — 2a1a2a§a4

— 2a1a§a§a4 2a1a2a3a4 2a1a2a3a4 30(10@(1%0&

— alagai — —agagai — alagai — agagai — agai + ada3as
+ a%agag + a%a%a% + azfa%oq + a%agou + 04:13042043044

+ ala%a3a4 + 204%042@%@4 + 2a1a%a§a4 + a1a2a§a4

+ a%a%ai + 204%0@@3042 + 2@1043043%21 + a%a3o¢4 + a%a%ai
+ alag’ai + agagai + alagagai + alagai + a2a3ai

— ai’agago@ — ala%a3a4 — a1a2a§a4 — alagagai

— 2(1%@%(13@4 — 204%@204%044 2a1a2a3a4 2a1a%a3a4

— 2a1a§a3ai — 2a1a2a§o¢z + 4a1a2a3a4 + 4a1a2a3oz4

2.2 2 2 2.2 22
+dojosa30q + 4dafanaszay + dajayasag + dajasazoag

— a%a%a% — 204%04%043044 — 204%04204%044 — 2a1a%a§a4
a%a%o% 2a1a2a3a4 2a1a§o¢3ai a%agai

— 2a1a2a3a4 a%a%oﬁ =0.
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