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Julius C. Rotta wurde am 1. Januar 1912 in Elbetfeld/ Wuppertal geboren. Seine Schulzeit
verbrachte er in Hannover. Rottas wissenschaftliche Laufbahn war auBlergewoShnlich und ge-
kennzeichnet durch einen ausgesprochen autodidaktischen Bildungsweg. Nach dem frithen
Tod seines Vaters musste seine Mutter unter schwierigsten Bedingungen fir Lebensunterhalt
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Flugmechanik und Flugzeugvorentwurf aus.
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Prof. Albert Betz, und so kam Julius Rotta 1945 zur Aerodynamischen Versuchsanstalt G6t-
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vollstindiges Berechnungsverfahren turbulenter Strémungen basieren kénnte. Damals waren
allerdings die Moglichkeiten der elektronischen Rechenanlagen fiir eine praktische Nutzung
seiner Ideen noch zu sehr beschrinkt. Ende der sechziger Jahre wurde diese Arbeit wieder
entdeckt und stellt die Basis vieler gebriuchlicher Turbulenzmodelle dar.



Die von Rotta vorgeschlagenen Ansitze zur Modellierung der einzelnen Terme der Trans-
portgleichungen der Reynoldsspannungen haben Eingang in die meisten heute gebriuchli-
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Grundlage der Formulierung von Skalen-Adaptiven Simulation(s) (SAS) Modellen, die einen
Briicke bilden zwischen klassischen Reynolds-gemittelten Methoden und der Methode der
Large Eddy Simulation (LES). Rottas Ideen haben somit im Laufe der Jahrzehnte nichts an
Aktualitit eingebtiit und tragen weiterhin zum Verstindnis und zur Modellierung technischer
Strémungen bei.

Julius Rottas wissenschaftliche Leistungen sind in einer Vielzahl von Veréffentlichun-
gen und Berichten dokumentiert. Sein in der Reihe Progress in Aerospace Sciences erschie-
nener Ubersichtsartikel , Turbulent boundary layers in incompressible flow* and das Buch ,, Turbulente
Strimungen - Eine Einfiibrung in die Theorie und ihre Anwendung* sind weltweit akzeptierte Stan-
dardwerke geworden.

Auch nach seiner Pensionierung im Jahr 1977 hat Julius Rotta sich nicht zur Ruhe ge-
setzt, sondern weiterhin wissenschaftlich gearbeitet und noch viele Arbeiten verdffentlicht. In
dieser Zeit hat er sich auch intensiv mit der Geschichte der Luftfahrtforschung in Deutsch-
land und speziell in Géttingen beschiftigt. Sein 1990 erschienenes Werk ,,Die Aerodynamische
Versuchsanstalt in Gittingen, ein Werk Ludwig Prandtls - Thre Geschichte von den Anfingen bis 1925
kann allen daran Interessierten nur empfohlen werden. Seine letzte Veroffentlichung ist ein
Kapitel in dem zur GAMM-Tagung 2000 in Géttingen erschienenen Buch ,,Ludwig Prandtl,
ecin Fihrer in der Strémungslehre® mit dem Titel ,,Ludwig Prandt! und die Turbunlenz . Auch die-
ser Beitrag von 71 Seiten, verfasst im Alter von 88 Jahren, ist Interessierten sehr zu empfeh-
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Rottas wissenschaftliche Leistungen sind in héherem Alter mehrfach gewiirdigt wor-
den. 1971 bekam er den Ehrendoktortitel der Technischen Universitit Berlin. 1987 fand aus
Anlass seines 75. Geburtstages ein internationales Symposium statt, bei dem die bekanntesten
Turbulenzforscher aus der ganzen Welt ihm zu Ehren nach Géttingen kamen. 1991 hielt er
die Ludwig-Prandtl-Gedichtnisvorlesung, und im hohen Alter von 88 Jahren erhielt er
schlieBllich im Jahr 2000 den Ludwig-Prandtl-Ring der Deutschen Gesellschaft fir Luft- und
Raumfahrt Lilienthal Obert e.V. (DGLR).

Julius Rotta war eine Persoénlichkeit, in der sich héchste wissenschaftliche Qualifikation
mit Bescheidenheit und Menschlichkeit verbanden. Sachfragen waren ihm immer wichtiger
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Vorwort

Die turbulente Fliissigkeitsbewegung stellt schlechthin das ungeloste Problem der
Stromungslehre dar. Dabei handelt es sich hier um eine duBerst verbreitete Erschei-
nung, die die gesamte praktische Stromungsmechanik geradezu beherrscht. In be-
merkenswertem Kontrast hierzu steht die Feststellung, daB viele der Physiker und
Ingenieure, die als hervorragende und keineswegs einseitige Experten der Stromungs-
lehre gelten, relativ wenig mit der Materie der turbulenten Strdmungen vertraut sind.
Ferner ist festzustellen, daB eine uniibersehbare Fiille von Einzelverdffentlichungen
existiert und daB laufend weitere Forschungsarbeiten zur Turbulenz erscheinen, daB
es aber nur wenige Buchveroffentlichungen gibt, die als Lehrbuch geeignet sind. Im
Vergleich zu den auf anderen Teilgebieten der Stromungslehre vorhandenen Biichern
ist der Prozentsatz an Biichern iiber Turbulenz verschwindend gering. Ein deutsch-
sprachiges Buch, das die in den vergangenen drei Jahrzehnten erzielten Fortschritte
der Turbulenz-Forschung angemessen behandelt, ist nicht verfiigbar. Diese Sachlage
mag den Versuch rechtfertigen, die bestehende Liicke zu schlieBen.

Der Band soll eine Einfiihrung in die Theorie vermitteln mit dem Ziel, die wesent-
lichen Tatsachen der turbulenten Stromungen dem Verstindnis des Lesers nahezu-
bringen und ihn mit den Anwendungsméglichkeiten der theoretischen Methoden
vertraut zu machen.

Der vorgegebene Umfang erforderte eine strenge Eingrenzung des Stoffes. Es werden
nur sogenannte ,,ausgebildete turbulente* Stromungen behandelt. Auf die Stabilitét
der laminaren Strémungen und die Entstehung der Turbulenz wird nicht eingegangen.
Viele wichtige Fragen, wie Diffusion und Wirmeiibertragung, Schallerzeugung und
der EinfluB von Dichteinderungen, konnen nur kurz erwihnt werden. Andere Pro-
bleme konnten nicht einmal genannt werden, so z. B. die turbulenten Stromungen
rheologischer Fliissigkeiten und Plasmaturbulenz, um nur zwei zu nennen.

Das Buch wendet sich an Mathematiker, Physiker und theoretisch interessierte Inge-
nieure. Es werden Grundkenntnisse in der Strémungslehre vorausgesetzt. AuBerdem
wird es dem Leser zugute kommen, wenn er mit den wichtigsten Begriffen der Wahr-
scheinlichkeitslehre und der mathematischen Statistik vertraut und in der Denkweise
der Wahrscheinlichkeitstheorie geiibt ist, obgleich diese Disziplinen fast nur als
Quellen der Terminologie und fiir gewisse Grundkonzeptionen benutzt werden.

In der Theorie turbulenter Strémungen werden Hilfsmittel angewendet, die man in
der iibrigen Strémungslehre nicht benétigt und die deshalb vielen Lesern nicht so
gelidufig sein werden. Da man diese Hilfsmittel auch in den einschldgigen Mathematik-
Lehrbiichern nicht in der benétigten Form findet, schien eine verhdltnismiBig aus-



6 Vorwort

fithrliche Darlegung der Grundlagen erforderlich. Wegen des systematischen Aufbaus
und um den Leser von den physikalisch einfacheren zu den komplizierteren Erschei-
nungen zu fiihren, wurde mit der Darlegung der isotropen Turbulenzfelder begonnen
und dann {ber die homogenen nichtisotropen Felder und die Grundprobleme der
Scherstromungen zu den praktisch wichtigen Einzelfillen iibergegangen. Da die
Theorie der isotropen Turbulenz am weitesten durchdrungen ist, erscheint ihre Dar-
legung vom mathematischen Standpunkt aus komplizierter als die der Scherstrémun-
gen; bei den letzteren miissen die theoretischen SchluBfolgerungen in stirkerem Ma8
durch experimentelle Befunde ergénzt werden.

Zunichst mochte ich den Herausgebern dafiir danken, daB sie den Band iber tur-
bulente Stromungen in der Reihe der Leitfaden vorgesehen und mir die Bearbeitung
Uibertragen haben. Dann gilt mein Dank den Herren Prof. Dr. H. Schlichting und
Dr. F. W. Riegels, deren Unterstiitzung die Fertigstellung des Buches ermdglicht
hat. Herrn Prof. Dr. E. Becker, Dr. W. Biirger, Dr. K. Kraemer und Dr. E.
Wedemeyer bin ich fiir die kritische Durchsicht des Manuskripts und fiir wertvolle
Ratschlige zutiefst dankbar. Friulein Else Hieser gebiihrt mein besonderer Dank
fiir die saubere und schnelle Anfertigung der Reinschrift. Bei Friulein Franziska
Mobers und Herrn G. Reisel bedanke ich mich fiir die Fertigstellung der Abbildun-
gen. Dem Verlag ist fiir die ausgezeichnete Herstellung des Buches sowie fiir die
Geduld zu danken, die er mir bei den mehrfachen Uberschreitungen der Ablieferungs-
frist des Manuskripts erwiesen hat.

SchlieBlich verdanke ich Frau Irmgard Wdlke, Herrn Dr. H. U. Meier und Dr.
M. Tanner wertvolle Hilfe beim Lesen der Korrekturen.

Gottingen, Herbst 1971 J. C. Rotta
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1. Allgemeine Grundlagen

1.1. Einleitung

Die Bedeutung des in diesem Buch behandelten Teilgebietes der Stromungslehre
folgt aus der Tatsache, daB die als Turbulenz bezeichnete Bewegung in sehr vielen
Fillen stromender Gase oder Fliissigkeiten auftritt; man darf sogar sagen, daB bei der
Mehrzahl aller wirklichen Strdmungen die Turbulenz im Spiel ist.

Der Ingenieur hat in erster Linie die Strémungen in und um technische Apparaturen
vor Augen. Diese Strdmungen lassen sich in folgende Grundtypen einteilen:
Turbulenz beim Durchstromen von Sieben oder Gittern (Windkanalturbulenz),
Strémungen in Leitungen,

freie Turbulenz (in Strahlen, Nachlaufen und Vermischungsgebieten),
Grenzschichten, Wandstrahlen.

Daneben verlaufen die meisten geophysikalischen Strémungen turbulent. Es sind
dies die atmosphirischen Strémungen, Strémungen in Fliissen, Gezeitenstrémungen
u.a.m. Auch die Stromungen in klimatisierten Rdumen sind gewéhnlich turbulent.

In der Astrophysik kommen turbulente Strdmungen in der Chromosphire sowie in
den Sternatmosphiren vor und spielen bei der Entwicklung der Spiralnebel eine Rolle.

Die Turbulenzbewegung wirkt sich in vielseitiger Weise aus. So ist z. B. der Reibungs-
widerstand bestromter Fliachen bei turbulenter Strémung wesentlich groBer als bei
laminarer, und er folgt anderen Gesetzen. Andererseits wird durch Turbulenz mit-
unter eine friithzeitige Ablosung der Strémung verhindert und somit der Strémungs-
widerstand vermindert. Eine wesentliche Eigenschaft turbulenter Strémungen ist die
heftige Durchmischung der Fliissigkeit, so daB Beimengungen (z.B. Rauch in Luft)
rasch verteilt werden und die Warmeiibertragung bei turbulenter Strémung sehr in-
tensiv ist. Turbulente Stromungen l6sen Vibrationen an festen K&rpern aus (z.B.
Wind an Bauwerken). Die Boenbeanspruchungen von Luftfahrzeugen sind eine Folge
atmosphirischer Turbulenz. Schallwellen, die Turbulenzgebiete durchlaufen, er-
fahren eine Streuung. Die Druckschwankungen in turbulenten Stromungen hoher
Geschwindigkeiten kénnen sehr intensive Schallquellen darstellen, die besonders bei
strahlgetriebenen Flugzeugen ein ernstes Problem bilden.

Kurz und prignant zu definieren, was man unter turbulenter Strémung zu verstehen
hat, ist keineswegs einfach. Wir nennen die folgenden Eigenschaften, durch die tur-
bulente Stromungen ausgezeichnet sind:

1. Turbulente Stréomungen verlaufen unregelmifig, indem komplizierte Variationen

der Geschwindigkeit nach Ort und Zeit auftreten, so daB eine Einzelmessung niemals
zu einem reproduzierbaren Ergebnis fiihrt, sondern ein Zufallsergebnis liefert.



14 1. Allgemeine Grundlagen

2. Turbulente Stromungen sind Wirbelstrémungen.
3. Turbulente Stromungen sind dreidimensionale Strémungen.
4. Turbulente Stromungen sind instationdre Stromungen.

Die unter 3. und 4. genannten Eigenschaften sind eine Folge der unter 1. genannten
UnregelmaBigkeit.

Stromungen, die diese Kennzeichen nicht aufweisen, siecht man nicht als turbulent an.
So ist 2 B. die v. Karmansche WirbelstraBe hinter einem zylindrischen Kérper zwar
eine Wirbelstromung; wegen ihrer RegelmiBigkeit wird man sie aber nicht unter die
turbulenten Strémungen einreihen. Ferner kann man Wirbelstromungen, die durch
Ablosung der Stromfiden an scharfen Kanten entstehen, nicht in jedem Fall als tur-
bulent bezeichnen. Andererseits gibt es in der Nachbarschaft turbulenter Strémungen
Gebiete, in denen die Fliissigkeit durch die von der Turbulenz ausgehenden Druck-
schwankungen zu unregelmiBigen Geschwindigkeitsschwankungen angeregt wird.
Da die Strémung aber wirbelfrei bleibt, wird sie klar als nichtturbulent von der tur-
bulenten Stromung unterschieden.

Eine Fliissigkeit oder ein Gas, als Kontinuum betrachtet, ist ein mechanisches System
mit einer unendlichen Anzahl von Freiheitsgraden. Die Bewegungen der Fliissigkeits-
teilchen zu verschiedenen Zeiten und an verschiedenen Orten sind zwar durch die
Stromungsdifferentialgleichungen miteinander verbunden; infolge Instabilitdt wird
aber unter gewissen Bedingungen durch zufilliges Zusammentreffen scheinbar un-
bedeutender Umstinde eine unendliche Vielfalt von Bewegungen ausgelost. Einen
solchen Vorgang, bei dem die Geschwindigkeiten zufillige Funktionen von Ort und
Zeit sind, nennt man in der Wahrscheinlichkeitstheorie einen stochastischen ProzeB3.
Turbulente Strdmungen sind also als stochastische Prozesse aufzufassen.

DaB die turbulenten Strémungen Wirbelstrdmungen sind, also nicht drehungsfrei
sind (rot w#0), bedeutet, daB die Zihigkeitskrafte der Fliissigkeit eine wesentliche
Rolle spielen. Denn nach den Sitzen von Helmholtz und Thomson kann in baro-
tropen, reibungslosen Stromungen keine Drehung entstehen. Eine weitere Folge ist,
daB turbulente Strémungen nichtkonservative Systeme sind; es wird dauernd me-
chanische Energie in Wiarme umgewandelt, auch wenn die Zihigkeit beliebig klein
ist. Auf der anderen Seite finden turbulente Stromungen nur statt, wenn die Zahigkeit
eine bestimmte GroBe nicht liberschreitet. Das Auftreten von Turbulenz ist typisch
fiir Stromungen groBer Reynolds-Zahlen, Re=uL/v, wobei fiir u der Betrag einer
kennzeichnenden Stromungsgeschwindigkeit und fiir L eine fiir die Strémung charak-
teristische Linge einzufiihren ist; v ist die kinematische Zihigkeit. Unterschreitet Re
einen kritischen Wert, so verhindern die dimpfenden Reibungskrifte die Turbulenz-
bewegung.

Die erste Aufgabe der Turbulenz-Theorie besteht darin, die Eigenschaften turbulenter
Stromungen im voraus zu berechnen, die unter gegebenen Umstinden zu erwarten
sind. Von dem Ziel, diese Aufgabe streng zu 16sen, ist die Theorie noch weit entfernt,
obgleich den Differentialgleichungen der Strémungslehre, die ja ein Teilgebiet der
Mechanik ist, nur wenige, seit langem wohlfundierte physikalische Gesetze zugrunde
liegen. Dies ist in den mathematischen Schwierigkeiten begriindet, die die Losung der
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nichtlinearen Gleichungen fiir dreidimensionale Strémungen bereitet; Vereinfachun-
gen (z.B. Linearisierung) sind hier im allgemeinen nicht zulassig.

Die Theorie turbulenter Strémungen ist ohne die Hilfe von Methoden und Vorstel-
lungen der mathematischen Statistik und Wahrscheinlichkeitslehre nicht denkbar.
Erstmals hat O. Reynolds?') (1895) statistische Uberlegungen auf das Turbulenz-
problem angewendet. Als Begriinder der statistischen Turbulenztheorie gilt
G.I. Taylor?) (1920). Die friihesten theoretischen Betrachtungen sind durch Be-
obachtungen der Strémungen angeregt worden. Auch die heutigen Erkenntnisse iiber
die turbulenten Stromungen sind nicht denkbar ohne die experimentelle Forschung,
deren Erfolge in dem MaBe wuchsen, wie die MeBtechnik verbessert werden konnte.
Die Theorie hilft hierbei, die Grundlagen fiir die Versuche und die zu messenden
Gro6Ben zu erarbeiten, die Versuchsergebnisse auf die Vertriglichkeit mit den Stré-
mungsgleichungen zu priifen, fehlende GroB8en zu errechnen und somit auf die Struk-
tur der Bewegungen zu schlieBen. Den gemeinsamen Anstrengungen der experimen-
tellen und theoretischen Forschung ist es im Laufe der Zeit gelungen, ein in vielen
Einzelheiten zumindest qualitativ richtiges Bild von den meisten turbulenten Stré-
mungen zu gewinnen, wenngleich dieses Bild noch wesentliche Liicken aufweist.

Die von der Praxis gestellten Aufgaben verlangen in der Regel quantitative Ergebnisse,
die ein gewisses MaB an Genauigkeit erfiillen sollen. Bei der Berechnung ist man auf
heuristische Methoden angewiesen, die sich durch Verbindung von Theorie und
Empirie ergeben, wobei Ahnlichkeitsgesetze und Dimensionsbetrachtungen eine
wesentliche Rolle spielen. Die anzuwendenden Methoden unterscheiden sich von
Fall zu Fall; ein universelles Prinzip, das zur Behandlung aller Stromungen geeignet
ist, gibt es nicht. Diese Sachlage fordert vom Praktiker hinreichende Kenntnisse {iber
die turbulenten Strémungen, um die Anwendungs- und Zuverlissigkeitsgrenzen der
ihm zur Verfiigung stehenden Rechenregeln tiberblicken zu konnen.

1.2. Mathematische Hilfsmittel zur Darstellung turbuleater Stromungen

1.2.1. Erwartungswerte, Wahrscheinlichkeitsdichte. Das Geschwindigkeitsfeld stro-
mender Flissigkeiten wird durch die Eulersche Darstellung vollstindig be-
schrieben, symbolisch durch

u=u(x,t) (1.1)
oder in Geschwindigkeitskomponenten und kartesischen Koordinaten als

Uy =uy(X1,X2,X3,8) s Uy =15(x1,X5,X3,), Uz=1s(x1,%2,X3,0). (1.2)
) Reynolds, O.: On the dynamical theory of incompressible viscous fluids and the deter-
mination of the criterion. Scientific Papers Vol. I1, 1895, 535--577.
%} Taylor, G. L: Diffusion by continuous movements. Proc. London Math. Soc. Ser.2, 20

(1921) 196-211.
Taylor, G.1.: Statistical Theory of Turbulence. Proc. Roy. Soc. London, A 151 (1935) 421-478.
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D.h. die Geschwindigkeiten sind als Funktionen von Ort und Zeit gegeben. Diese
Darstellungsart ist sehr bequem und wird daher bei ,determiniert* verlaufenden
Stromungen fast ausschlieBlich angewendet. Ist die Funktion u(x,t) bekannt, lassen
sich die Stromlinien zeichnen, die im allgemeinen ein anschauliches Bild der Stro-
mung vermitteln.

Bei turbulenten Strémungen, die in ihren Einzelheiten anscheinend regellos verlaufen,
ist diese Methode ungeeignet. Wiirde man hiernach Beobachtungsmaterial sammeln,
erhielte man endlose Tabellen, aus denen keine anschaulichen Schliisse zu ziehen wiren.

Der Geschwindigkeitsvektor u(x,t) ist hier eine Zufallsvariable, und zur rationellen
Beschreibung sind statistische Hilfsmittel erforderlich. Um die Anschaulichkeit der
Ausfiihrungen zu beleben, nehmen wir folgenden Versuch an: Ein Kessel endlichen
Volumens V werde mit Luft des Drucks p, und der Temperatur T, gefiillt (Fig. 1).

Fig. 1

Turbulente Strémung beim Ausstrémen
von Luft aus einem Kessel

K Kessel

S Absperrschieber

M MeBsonde

R Rohr

Nach Offnen des Schiebers S tritt aus dem Rohr R ein turbulenter Strahl aus, solange,
bis der Kesseldruck gleich dem Umgebungsdruck ist. Jede Wiederholung des Ver-
suchs wollen wir eine Realisation nennen. Es soll nun ¢ Sekunden nach Offnen
des Schiebers an der Stelle M mit einem sehr empfindlichen Instrument (z. B. mit einem
Hitzdraht) die augenblickliche Geschwindigkeit wu(x,?) gemessen werden. Grund-
sitzlich kann der Versuch fiir jeden Punkt x,z einen Wert u liefern. Bei jeder Wieder-
holung des Versuchs, d. h. fiir jede Realisation ergeben sich jedoch etwas andere Werte.

Zur Beschreibung der Eigenschaften einer ZufallsgréBe stellt die Wahrscheinlichkeits-
theorie den Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte bereit. Wenn man die Wahr-
scheinlichkeitsdichte mit f(uy,u,,u,,X,,x,,X3,) bezeichnet, so gibt

Slug,us,us,x0,%2,%5, ) duy du, duy (1.3)

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB an der Stelle x4, x,,x, zur Zeit t die Koordinaten
des Geschwindigkeitsvektors u im GréBenbereich von u, bis u, +du, ; u, bis u, +du, ;
u, bis u,+du, liegen. Die Funktion f ist positiv (f >0) und stetig und erfiillt die
Normierungsbedingung

IIIf(“u“z,“s,xuxz,xa,t)d“l duyduy=1. (1.4)

- o

Es ergeben sich dann fiir die Geschwindigkeitskomponenten die mathematischen
Erwartungswerte
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-ﬂl(xl’xz’x:bt)

= Ijjul(xlsxbx:&,t) Sy, uy,u3,x,%5,x3,t)duyduyduy (1.9
die durch Uberstreichen gekennzeichnet werden.

Entsprechende Beziehungen gelten fiir %, und %,. Fiir diese Erwartungswerte, die als
arithmetische Mittelwerte aus der Gesamtheit aller Realisationen definiert sind, kann
man die Eulersche Darstellung benutzen, und es 148t sich auch ein Stromlinienbild
zeichnen, das den im Mittel erwarteten Verlauf der Stromlinien wiedergibt!).

In symbolischer Vektorschreibweise lautet die Gl. (1.4)
1] fxt)de=1, (1.6)

wobei der Einfachheit wegen du fiir du;du,du; geschrieben wird.

Wenn man die Geschwindigkeitskomponenten allgemein mit u; bezeichnet, so erhilt
man als Erwartungswert

wx,0)=| ?jui(x,t) Sf(u,x,t)du. (1.7

Bei der Behandlung turbulenter Stréomungen ist es seit den Untersuchungen von O.
Reynolds gebrduchlich, daB man sich die Strémung aus einer regularen Grund-
stromung, die dem Mittelwert entspricht, bestehend denkt, der sich eine ungeordnete
Schwankungsbewegung mit den Geschwindigkeitskomponenten u},u,,uy iber-
lagert. Es gelte also

w=u+u;. ' (1.8)

Die Komponenten u; haben die Verteilungsdichte g(w’,x,t), die mit f(u,x,t) von
Gl. (1.3) in folgender Beziehung steht

g, x,0)=f(G+u,x,1). 1.9
DefinitionsgemaB verschwinden die Erwartungswerte von u’,

up=[f [ujg',x,)dw' =0, (1.10)
und es gilt auch wieder die Normierungsbedingung
[§fgw,x,)du'=1. (1.11)

Die Wahrscheinlichkeitsdichten vermitteln eine betrachtliche Menge an Informa-

tionen iiber das Verhalten von #@(x,t) bzw. w'(x,t). Eine beliebige Funktion F(u) der

) Diese Stromlinien diirfen natiirlich nicht mit den Bahnlinien der Teilchen verwechselt
werden, da turbulente Stromungen instationdr sind.
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Geschwindigkeit #» ist auch wieder eine Zufallsvariable, fiir die sich der Erwartungs-
wert bei bekannter Wahrscheinlichkeitsdichte zu

F(x,t):j}ojF(u)f(u,x,t)du (1.12)
ergibt. ?

Beispiele. Das erste Beispiel ist mit F(u)=u;(x,f) der Erwartungswert fiir #;(x,t) nach
G1.(1.7). Als weiteres Beispiel fithren wir das Produkt aus zwei Geschwindigkeitsschwankungs-
komponenten an, F(u)=u;uj, fir das man

«©
wl(x, )= [ [ fujut; f(w,x,0)du (1.13)
= w
erhilt. Diese GroBe ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe,
uyuy uwyuh,  uiu
uu;=| uyt)  uyuy ujuy s (1.14)
usuy uuy  uuy
dem in der Turbulenztheorie besondere Bedeutung zukommt.

AuBer der Geschwindigkeit sind auch andere FeldgroBen in turbulenter Stromung als
Zufallsvariablen anzusehen, wie z.B. Temperatur T, Druck p, Dichte ¢ des stromen-
den Mediums usw. Das Verhalten solcher skalarer GroBen wird durch entsprechende
Verteilungsdichten beschrieben. Beispielsweise ist f,(T,x,t)dT die Wahrscheinlich-
keit, daB die Temperatur bei x und ¢ den Wert zwischen T und T+ d T annimmt,.
Wenn das Produkt aus zwei oder mehreren ZufallsgréB8en einen endlichen Erwartungs-
wert hat, spricht man von Korrelation oder Kovarianz. Der Tensor nach (1:14)
wird deshalb auch als Korrelationstensor bezeichnet.

1.2.2. Mittelwerte. Bei der Durchfithrung von Versuchen kann man aus einer Anzahl
von momentanen Einzelmessungen, die man im Sinne der mathematischen Statistik
als ,Stichprobe“ aus der Gesamtheit aller Realisationen aufzufassen hat, Mittel-
werte berechnen. Im allgemeinsten Fall einer zeitlich verinderlichen Stromung (wie
im Beispiel von Fig. 1) hitte man sich eine soiche Stichprobe durch N-maliges Wie-
derholen des Versuchs unter gleichen Bedingungen (N Realisationen) zu beschaffen
und wiirde dann z.B. als arithmetische Mittelwerte fiir die Geschwindigkeiten

1 N
u(x,t =N ; (1.15)
bekommen. Allgemein ist also der arithmetische Mittelwert einer Funktion F(u) als

Fix) = 3. Rlutx) (1.16)
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definiert!). Diese Mittelwerte sind Schitzwerte fiir die durch (1.12) definierten Erwar-
tungswerte. Bei hinreichend groBlem Stichprobenumfang (lim N— o) konvergieren
die Schitzwerte mit Wahrscheinlichkeit gegen die Erwartungswerte (Gesetz der
groBen Zahlen).

Man kann in dem angefithrten Beispiel auch den Gesamtbereich der Geschwindig-
keitskomponente u; in Intervalle der Breite Au; unterteilen und die beobachteten

Hiufigkeiten N, in jedem Intervall u,, <u;<u;,+Au; getrennt fiir sich auszihlen.

WiN

Fig. 2 U
Hiufigkeitsverteilung, schematisch 4
Ay

Tridgt man die relativen Haufigkeiten N,/N (N =Gesamtzahl der Realisationen) als
Rechtecke der Hohe N,/N und der Breite Ay; liber u; auf, so bekommt man eine
Haufigkeitsverteilung nach Fig. 2, ein sogenanntes Histogramm. Wihlt man die Inter-
vallbreite Au; hinreichend klein und 148t die Zahl der Realisationen hinreichend grof3
werden, so geht diese Héufigkeitsverteilung in die Wahrscheinlichkeitsdichte f(u;,x,1)
tber.

Stationire Prozesse. Die so beschricbene Mittelwertbildung aus der Gesamtheit der
Realisationen sehen wir als grundlegend an. Dennoch ist sie bei Versuchen kaum
praktisch durchfithrbar. Bei Laboratoriumsversuchen hat man es fast ausschlieBlich
mit im Mittel stationdren Strdmungen zu tun. Dabei ist die Verteilungsfunktion f von
t unabhidngig. Bei dem in Fig. 1 dargestellten Versuch wiirde man z B. stationire
Stromung dadurch erhalten, daB man den Kessel mit einer elektrisch getriebenen
Pumpe verbindet, die laufend soviel Luft férdert, daB p, und T, wiahrend des Versuchs
konstant bleiben. Man kann jetzt zeitliche Mittelungen vornehmen, d.h. man hat
bei stationdr laufendem Betrieb der Versuchsapparatur in beliebiger Zeitfolge mo-
mentane Beobachtungswerte zu sammeln und die Mittelwerte sinngemaB nach (1.15)
bzw. (1.16) zu bilden. Gewdhnlich wird bei stationiren Prozessen fiir den Mittelwert
die Beziehung

Fo=tlim+ | Fagr)dr 1.17)

'Y Von der in der mathematischen Statistik iiblichen unterschiedlichen Bezeichnung von
Mittelwerten und Erwartungswerten wird hier abgeschen.
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angegeben. Diese Mittelung ist nur sinnvoll, wenn erstens die Funktion F(u) nicht
unendlich ist, zweitens der Grenzwert des Integrals existiert und drittens der Mittel-
wert F(x) von der Zeit t unabhiingig ist. Die unter erstens und zweitens genannten
Voraussetzungen sind bei turbulenten Stromungen fast immer erfiillt. Die dritte
Voraussetzung ist schlechthin die Bedingung fiir Stationdritdt. Effektiv entspricht
Gl. (1.17) dem Fall, daB die MeBgroBe kontinuierlich registriert wird, z.B. von einem
MeBschreiber, so daB das Integral (z.B. graphisch) ausgewertet werden kann. In der
Praxis 148t man die Mittelung hidufig von einem trigen MeBinstrument mit einer ent-
sprechenden Zeitkonstanten vornehmen, wobei man sich natiirlich auf endliche
Mittlungszeiten 7 beschrinken muB. Ferner mufl man auch darauf achten, da dieses
Instrument die geforderte arithmetische Mittelung in korrekter Weise vornimmt, d.h.,
das MeBinstrument muB in dem fraglichen Streubereich linear auf die MeBgroBe an-
sprechen. Neuerdings geht man mehr und mehr dazu iiber, die MeBwerte digital zu
registrieren und auf automatischen Rechenanlagen zu verarbeiten.

Homogene Prozesse. Die zur Stationiritit analoge raumliche Eigenschaft wird Ho-
mogenitdt genannt. Bei einem homogenen Turbulenzfeld in einem unbegrenzten
Raum sind die statistischen Verteilungsfunktionen von den Ortskoordinaten unab-
héngig. Man kann dann die Mittelwerte durch Mittelung iiber das Volumen V'={ { {d¢
bestimmen mit d§{=d¢,d&,d¢,:

F(t):}i_{g)—éj‘j‘j‘F(u(x-H‘.’,t))dt.

Auch hier muB F endlich sein und der Grenzwert des Integrals existieren. Analog zur
zeitlichen Mittelung muB der Mittelwert F(z) von x unabhingig sein; er darf aber zeit-
lich verianderlich sein. Vollkommene Homogenitit in den drei Achsen ist ein Idealfall,
der bei wirklichen Stromungen kaum jemals anzutreffen ist. Dagegen ist die Bedin-
gung teilweiser Homogenitit hdufiger in einem beschrinkten Bereich mit experimen-
teller Genauigkeit erfiillt. Das Turbulenzfeld in einem gleichmiBigen Luftstrom
durch ein Maschengitter (Windkanalturbulenz) ist z.B. in Ebenen senkrecht zur mitt-
leren Stromungsgeschwindigkeit homogen. In einer ,zweidimensionalen® Grenz-
schicht ist die Turbulenz homogen beziiglich der Achse, die senkrecht zur Anstrém-
richtung und parallel zur Korperoberfliche verlduft!). Fiir diese Fille lassen sich
sinngemif zu (1.18) rdumliche Mittelwerte definieren. Im Fall der Grenzschicht z.B.

(1.18)

x3+8302

= ) 1
F(xlystt)=§h_{n f— j‘ F("(xnxz,xa‘*'xla,t))dx'aa (119)
37 © 63

X3~ CJ/Z
wenn die Anstrémrichtung mit der x,-Achse zusammenféllt und die Koérperoberfliche
in der x, x;-Ebene liegt.

') Zweidimensional bedeutet hier also, daB die statistischen Werte nur von zwei Orts-
koordinaten abhiingen; die Turbulenzbewegung ist selbstverstindlich dreidimensional.
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Ergodentheorem. Ein wichtiges Ergebnis der Ergodentheorie!), das eine Verallgemei-
nerung des Gesetzes der groBen Zahlen auf kontinuierliche Prozesse darstellt,
besagt, daB zeitliche (bzw. raumliche) Mittelung bei einem stationdren bzw. homo-
genen stochastischen ProzeB fiir jede Realisation zu dem gleichen Resultat fiihrt.
Dieses Resultat ist mit den mathematischen Erwartungswerten identisch, voraus-
gesetzt, daB die ZufallsgroBe F stetig ist. Vom theoretischen Standpunkt aus ist es
also gleichgiiltig, welche Art von Mittelung angewendet wird. Dies berechtigt uns,
hier fortan nur noch kurz von Mittelung und Mittelwerten zu sprechen, ohne jeweils
erwihnen zu miissen, wie diese Mittelwerte im einzelnen zu verstehen sind.

Rechenregeln. AbschlieBend folgen einige Regeln fiir das Rechnen mit Mittelwerten.
Wenn a und b zwei Zufallsvariablen sind, und s eine Ortskoordinate oder die Zeit
bedeutet, so ergibt sich unmittelbar aus (1.16):

a+b=d+b,
ab=ab,
G_o
ds ds’

[ (1.20)

08
fads=[ads.
a a J
1.2.3. Weitere Einzelheiten iiber die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen. Wir wollen
noch etwas iiber die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen sprechen. Aus der ge-
meinsamen Verteilungsdichte nach (1.3) 148t sich die einfache Verteilungsdichte leicht
ermitteln, z.B. fiir die Geschwindigkeitskomponente u, :

fl(ul,x,t)=ij(u,x,t)du2du3. (1.21)

Die Mittelwerte von Potenzen der Werte u; sind die Momente

u(x,0)= [ u(x,t) fi(w;,x,0)du; (122
insbesondere werden die Momente der SchwankungsgréBen u;=u;—%; zentrale
Momente genannt, das sind Momente um den Mittelwert:

ur(x,t) = 39 u(x,t) fi(u;, x,0)du;. (1.23)

-®

') Vgl. Jacobs, K.: Neuere Methoden und Ergebnisse der Ergodentheorie. Berlin-Géttingen-
Heidelberg 1960. = Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, H. 29.

) Das Einsteinsche Summationsiibereinkommen ist hier und in den folgenden Gleichungen
dieses Abschnitts nicht anzuwenden.
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Die Momente spielen in der Theorie der Turbulenz eine wichtige Rolle, und sie sind
der Messung in der Regel leichter zugénglich als die Wahrscheinlichkeitsdichtever-
teilungen. Die zentralen Momente zweiter Ordnung (n=2) werden in der mathema-
tischen Statistik als Streuung oder Varianz bezeichnet. Aus den Momenten kann
man wesentliche Riickschliisse auf die Verteilungsdichten f,(u;,x,t) herleiten. Die
Momente mit geradem n beschreiben die Breite der Verteilung, wiahrend die Momente
mit ungeradem n Auskunft {iber die Symmetrie-Eigenschaften der Verteilungsdichte
geben. Wenn die Momente fiir alle n bekannt sind, kann man f(u;,x,t) berechnen.
Unm dies zu zeigen, fiihrt man die charakteristische Funktion

Wlex)= ] o™ f,u,x,0du, (124

ein, die eine Fourier-Transformierte von f;(u;,x,t) ist; i=]/ —1 bedeutet die ima-
gindre Einheit. Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion ergibt dann:

@

f W fi(u;, x, t)du, = f (i:,)" ul(x,1). 1.25)
n=0Q *

—a

-] ik)ll
n!

Ist aber die charakteristische Funktion y(k,x,t) mit Hilfe der Momente berechnet
worden, so ist f;(u;,x,t) als Fourier-Transformierte von  zu bestimmen:

ac

Sfilu,x,0) = 51—12 f e” My (k,x,t)dk. (1.26)

-w

DaB diese Beziehungen sich sinngemiD auf gemeinsame Verteilungsdichten erweitern
lassen, ist ohne weiteres einleuchtend und braucht hier nicht gezeigt zu werden. Daraus
folgt, daB sich auch gemeinsame Dichteverteilungsfunktionen aus den Momenten
berechnen lassen.

Kumulanten. Neben den Momenten héherer Ordnung wird auch von dem Begriff der
Kumulanten, auch Semiinvarianten genannt, Gebrauch gemacht. Man erhilt die
Kumulanten K,, indem man den Logarithmus der charakteristischen Funktion in
eine Potenzreihe entwickelt,

Iny(k,x,t) = i K, (x, (k). 1.27)

Fiihrt man auf der linken Seite  nach Gl. (1.25) ein und nimmt eine Reihenentwickiung
des Logarithmus vor, so lassen sich die Kumulanten durch gliedweisen Vergleich als
Funktion der zentralen Momente berechnen. Die Kumulanten erster Ordnung sind
gleich den Momenten erster Ordnung, d.h. gleich den Erwartungswerten. Die Kumu-
lanten zweiter und dritter Ordnung stimmen mit den zentralen Momenten derselben
Ordnung {iberein. Allgemein kénnen die Kumulanten durch die zentralen Momente
der gleichen Ordnung und durch Produkte und Potenzen zentraler Momente niederer
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Ordnung ausgedriickt werden. Die Kumulanten der ZufallsgroBe w; lauten fiir die
ersten fiinf Ordnungen

K|=E|-,
Kz=;;_i|
Ks=u, (1.28)

K=t =32,

Ko=u>—10u;* u?.

Eine wichtige Eigenschaft ist, daB alle Kumulanten von hoherer als der zweiten Ord-
nung gleich Null sind, wenn die Wahrscheinlichkei‘sverteilung der GauBschen
(normalen) Wahrscheinlichkeitsdichte,

exp[—(“"_—a‘}z], (1.29)

;u;.x,t =
flts) = e
entspricht, wobei r;,-=l/z? die Streuung ist. Man kann dann mit (1.28) die Momente
héherer Ordnung aus den Momenten niederer Ordnung berechnen. Diese Zusammen-
hiinge sind niitzlich, um auf Grund gemessener Werte der Momente zu priifen, inwie-
weit die Ergebnisse mit der GauBschen Normalverteilung vertriiglich sind. Bei

theoretischen Untersuchungen kann man feststellen, welche Konsequenzen mit der

A fluy/

Fig. 3
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung von A ”5”5/5*\’1)
uy und du)/dx, in turbulenter Stré-
mung hinter einem Maschengitter nach \
Messungen von A.A. Townsend
a) @ Messungen
- Normalverteilung

b) ® Messungen

~—~ Normalverteilung gleicher Streu-

auy \F | '
ung, [(:ﬂ) ] ,wie die Messun- m dus /L dﬁ

dx, — s o
gen bl
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hypothetisch eingefithrten GauBschen Verteilung verbunden sind. Zum Zwecke des
Vergleichs bildet man auch Verhiltniszahlen und bezeichnet

e
§= (1.30)

w22

als die Schiefe der Verteilung und
s

E=—-_3 (1.31)

()
als den ExzeB. Den Wert u;*/(;*)? kann man auch Flachheitsgrad der Verteilung
nennen').

Experimentelle Ergebnisse. Zwei Beispiele experimentell ermittelter Wahrscheinlichkeitsdichte-
verteilungen sind in Fig. 3 dargestellt. Die Turbulenz wurde von einem Maschengitter erzeugt,
das von einem gleichmaBigen Luftstrom durchstrémt wurde. Die in Fig. 3a?) gezeigten
Messungen fiir die Geschwindigkeitskomponente u; in Richtung der Hauptstrémung passen
sich sehr gut der GauBschen Normalverteilung an, die fiir eine reine ZufallsgréBe auf Grund
des zentralen Grenzwertsatzes der Wahrscheinlichkeitstheorie zu erwarten ist. Die Verteilung
der Differentialquotienten der Schwankungsgeschwindigkeit, du;/dx,, zeigt dagegen wesent-
liche Abweichungen von der Normalverteilung und namentlich eine Unsymmetrie (Fig. 3b).
Diese Ergebnisse sollen spéter noch besprochen werden.

1.2.4. Statistische Beschreibung von Geschwindigkeitsfeldern kontinuierlicher Medien.
Die Turbulenz stellt die Bewegung eines Kontinuums dar, d.h. die Bewegung an
benachbarten Punkten des Strémungsfeldes ist statistisch nicht unabhingig vonein-
ander. Die Darlegungen der vorigen Abschnitte befassen sich mit dem Verhalten der
Stromung an einem Punkt x des Raumes und der Zeit ¢ ohne Beziehung zu dem Ge-
schehen an benachbarten Punkten. In den Strémungsgleichungen treten aber rium-
liche und zeitliche Ableitungen auf. Deshalb reichen die angegebenen Verteilungs-
funktionen zur vollstindigen Beschreibung stetiger Zufalisfelder, wie sie die turbu-
lenten Stromungen bilden, nicht aus. Die Verallgemeinerung fithrt auf gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsdichten (Verbund-Wahrscheinlichkeitsdichten) oder zen-
trale Momente héherer Ordnung, durch die die Beziehungen zwischen Geschwindig-
keiten oder anderen Feldgr6Ben an verschiedenen Punkten des Raumes und zu ver-
schiedenen Zeiten beschrieben werden.

Korrelationsfunktionen. Die am hiufigsten benutzten und wichtigsten zentralen
Momente zweiter Ordnung sind als die Korrelationen zwischen den Fluktua-
tionen zweier Geschwindigkeitskomponenten an zwei Punkten zu verschiedenen
Zeiten definiert,

Rij(x,t,r, 1) =uj(x,)uj(x), 1), 1.32)

!} Englisch: flatness factor.
%) Die Figur 3 wurde entnommen aus Batchelor, G.K.: [6].
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mit r=x—x und t=t"—¢, Fig. 4. R;; ist ein Tensor zweiter Stufe, der sich auf

den Tensor nach Gl. (1.14) reduziert, wenn die Orte und Zeiten zusammenfallen

(xV=x, tM=t, d.h. r=0 und t=0). Eine derartige Korrelationsfunktion 148t sich

mit ertraglichem Aufwand experimentell bestimmen und gibt eine anschauliche Aus-
j

Fig. 4

Der Geschwindigkeitskorrelations-

tensor )

Ry(x,t,r, 1) =1(x, u(x), (D) x.t

x”{[(”#*t

Uy

sage iiber die Turbulenz-Bewegung. Wenn die Geschwindigkeitskomponenten gleich-
gerichtet sind (i=j), spricht man von Autokorrelation. In einem stationdren oder
homogenen Feld ist R;; von ¢ bzw. x unabhéngig. Beziiglich der Vertauschung der
Indizes gilt

Rix,t,r, ) =R(xV, 1)), —r, —1), (1.33)
und aus der Schwarzschen Ungleichung folgt

[Ry(x,t,r, 1) < (@2 (x, ) P (x D, eV (1.34)
Fiir {rj>o0 oder jtl-»o0 sind u; und uj statistisch unabhidngig voneinander, daher
wird

]llim R;fx,t,r,1)=0; lllim R;i(x,t,r,7)=0. (1.35)

Die Korrelationsfunktionen unterliegen den Stromungsgleichungen und in Spezial-
fillen gewissen Symmetriebedingungen, die in spiteren Kapiteln zu behandeln sind.

Die Korrelationsfunktionen benutzt man hiufig in der normierten Form
e, ) (<0, )
[u (x, w2 (x'V), AL

R;ix,t,r,7) = (1.36)

Mit den Korrelationsfunktionen kann man Integral-(Makro-)-LingenmaBe
L;; , und -ZeitmaBe T;; definieren,

Lijulx,t) = f R;f(x,t,r,,0)dr,, (1.37)
i 2u(x, Du(x,1) i(x, t)uj(x s - ,
T, {x,t)= J‘ R,j(x,t,0,7)dz. (1.38)
2ui x, t)u x, 1)

- a0
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Die Integral-LiangenmaBe lassen sich — stark vereinfachend - als Abmessungen mo-
mentan einheitlich bewegter Fliissigkeitsmassen deuten und geben damit eine quan-
titativ nachpriifbare Formulierung fiir den in der Turbulenztheorie hiufig vage ge-
brauchten Begriff der ,Turbulenzballen“. Die Integral-ZeitmaBe moégen die Zeit
kennzeichnen, die ein solcher Turbulenzballen zum Passieren eines ortsfesten Punktes
in etwa benétigt. Der Wirklichkeit etwas naher kommt man, wenn man statt von
Ballen von Wirbeln spricht.

Hinsichtlich der Differentiation gelten folgende Beziehungen:

ouy(xD, 1) _ OR, (x,t,r,7)

ui(x,t oD ar, ) (1.39)
Ouj(x,t) , W an _ OR(x 1 1) OR,{x,t,r,7)

0x,, wEDE) = ox,, or,, ’ (1.40)
dui(x,t) duy(xV,1Y)  9*R,i(x,t,r,7) B O*R,(x,t,r, 1). (1.41)

ox,, b T ox,.0n or,,on

Aus der letzteren Beziehung folgt, dafl mit den Korrelationsfunktionen der Ge-
schwindigkeiten auch Korrelationen zwischen Ableitungen der Geschwindigkeit
bekannt sind. Ganz entsprechend Gl. (1.39) bis (1.41) lassen sich auch Ableitungen
nach der Zeit bilden. Man erhilt also z.B.

Ou(x,t) ouy(x, () PR, i(x,t,r7) PR i(x,tr,7)
ot T ftar a1?

(1.42)

Jeweils das erste Glied auf der rechten Seite von Gl. (1.40) bis (1.42) entféllt bei ho-
mogener bzw. stationdrer Strémung und ist auch sonst dem Betrage nach meistens
klein gegen das zweite Glied.

Wenn die beiden Punkte zusammenfallen (x=x, ' =), ergibt sich

du, 0w, 'R, (x1,0,0) R, (xt0,0)
0x,, 0% (0= dx,or,  or,on 143
ou; ou),  O*R;(x,1,0,0) 0?R;(x,1,0,0)

und & ot &0 et pr (1.44)

Ausdriicke der Form (1.43) treten bei der Dissipationsfunktion auf, vgl. 1.3.5. Es ist
iiblich, in diesem Zusammenhang weitere LingenmaBe der Turbulenz zu definieren:

(-a—‘i)z = 32— . (1.45)

axj

>
.
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Dieses von G. I. Taylor eingefiihrte ,Mikro-LingenmaB*“') der Turbulenz, 4;;,
ist stets kleiner als das entsprechende Integral-LéngenmaDB:
Aij<Lijs (1.46)

das Verhiltnis der beiden Gr6Ben ist unter sonst gleichbleibenden Bedingungen von
der Reynolds-Zahl abhingig. Wenn die Turbulenz in Richtung der Verbindungs-
linie der beiden Punkte homogen ist, ergibt sich eine einfache geometrische Deutung
fiir die LangenmaBe, Fig. 5.

“R”/U—;?

Fig. 5
Raumliche Autokorrelationsfunktion

Integral-LingenmaB
1
L= = R 11 dr 1
u?
0

Mikro-Langenmal
A=(w2/(—8* Ry, /orh)}

Iy

Wabhrscheinlichkeitsdichte. Fiir die vektorielle Zufallsfunktion u(x,#) kann man sich zu
jedem Wertesystem x,t,x"),#'1) der unabhéngigen Verédnderlichen auch die Dichte der
Wabhrscheinlichkeitsverteilung

Sexty o[u,u,]

der beiden ZufallsgroBen u=u(x,?), 8, =u(x",£V) zugeordnet denken, die wieder
der Normierungsbedingung

§5§ ferew o [w,0, Jdudu, =1 (1.47)
geniigen muB. Fiir die einfachere Verteilungsdichte nach (1.6) gilt
f(uax’t) = j‘j‘ j‘fx,t,x(l),t(l)[u’ul]dul . (148)

Der Tensor der Korrelationsfunktion von (1.32) ergibt sich aus der gemeinsamen Ver-
teilungsdichte zu

Rix,t,r,0)= [ fuis)fr, 0 w[uu,]dudu, . (1.49)

!y Diese Bezeichnung ist gebriuchlich, aber nicht ganz treffend, vgl. 2.4.
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Bei sehr weit auseinander liegenden Werten x und x'" oder ¢ und ¥’ sind die beiden
ZufallsgroBen u,u, statistisch voneinander unabhingig, d.h., wenn |rj—>oc oder
{t]—> o0 ist, kann man annehmen, daB

Se e 0[wu]=f(0,x,1) f (0, xD,60) (1.50)
Setzt man dies in (1.49) ein, so erhélt man wieder das Ergebnis (1.35) wegen

ITIu:f(u,x,r)du=o,

¥ (1.51)
§I5w; faax®, ) du=0.

Verallgemeinerung. Der Mittelwert des Produktes von m Geschwindigkeitskomponenten an
n verschiedenen Punkten des Raumes (und der Zeit) wird als zentrales Moment (oder auch
Korrelationsfunktion) m-ter Ordnung vom n-Punkttyp bezeichnet. Zum Beispiel ist

o), = WD) ) =

+ o
= fulutud fo ) - 0[M, 8y, 0, | du,duy,.. du,_, (152)

Dabei ist, in Erweiterung der obigen Bezeichnungsweise, f, .1, -uv[u,uy,...,4, (] die
gemeinsame Verteilungsdichte, die zum Wertesystem x, x,..., "~ gehort. Die Summe der
bei dem Produkt beteiligten Exponenten gibt die Ordnung des Momentesan, m={+k+ - +g;
die Anzahl der verschiedenen Beobachtungspunkte bestimmt den Typ des Momentes.
DefinitionsgemiB kann der Typ nicht hoher als die Ordnung sein (mzn). Da jede Kom-
ponente, die in dem Moment m-ter Ordnung auftritt, eine der drei orthogonalen Geschwin-
digkeitskomponenten sein kann, hat der allgemeine Mittelwert 3™ skalare Koordinaten und
bildet einen Tensor der Stufe m.

Eine aus n Punkten bestehende Konfiguration kann durch einen Ortsvektor x mit n—1 Ab-
standsvektoren r®=x@ - x beschrieben werden. Somit 148t sich ein zentrales Moment von
n-Punkttyp als

wxpux ) -u (x V) = @ (x, kWL k) (1.53)
schreiben. Die in Gl. (1.39) und (1.40) fiir die Momente vom Zwei-Punkttyp gegebenen Diffe-
rentiationsformeln erweitern sich entsprechend. So gilt beispielsweise
ou(x™)

axH

- d -
(O = s G (a, r ),
arg

ui(x)

(1.54)
6u,(x) % o n-1) g 0 0 n-
*q wy(x) e upxT ) = 5;;_ W+ . +a 1) [P S S

Analoge Regeln gelten fiir die Ableitungen nach der Zeit, wenn die Geschwindigkeiten zu
verschiedenen Zeiten ¢, tV=t+1V, P =1+ 1@ usw. betrachtet werden.

Vollstindige Beschreibung der Felder. Fiir die gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
dichten und die Mehrfach-Punkt-Momente gelten die gleichen Beziehungen sinnge-
miB wie fiir die Verteilungen und Momente in 1.2.3, also sind insbesondere auch die
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Regeln fiir die charakteristischen Funktionen und die Kumulanten anwendbar. Die
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte fiir n Punkte ist daher durch den vollstindigen
Satz der zugehdrigen Momente eindeutig bestimmt, wie es sinngemifl in Gl (1.25)
und (1.26) fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Punktes gezeigt wurde. Andererseits
ist ein Zufallsfeld statistisch beschrieben, wenn der vollstindige Satz von gemeinsamen
Wabhrscheinlichkeitsdichten fiir beliebige n Punkte des Raumes und der Zeit bekannt
ist. Man kann also ein Turbulenzfeld in gleicher Weise durch gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen oder durch zentrale Momente beschreiben. In jedem Fall
erweist sich die vollstindige statistische Beschreibung eines solchen Zufallfeldes als
eine sehr komplizierte Aufgabe!). Bei der Behandlung turbulenter Strémungen be-
gniigt man sich deshalb fast ausschlieBlich damit, das Turbulenzfeld durch zentrale
Momente zu beschreiben; dabei beschrinkt man sich in der Regel auf wenige Mo-
mente der untersten Ordnungen.

1.2.5. Fourier-Analyse der Turbulenzfelder. Bei der Besprechung der Korrelationen
von zwei Geschwindigkeitskomponenten konnten Integral-LingenmaBe definiert
werden, die sich als die mittlere GréBe der Turbulenzelemente?) oder Turbulenzballen
deuten lieBen. Tatsdchlich wird die turbulente Fliissigkeitsbewegung jedoch nicht
durch eine einzige Linge beschrieben. So wurde auch ein Mikro-Lingenmal A einge-
filhrt. Die visuelle Beobachtung turbulenter Strémungen (z.B. in Fliissen) offenbart,
dafl Bewegungsformen sehr unterschiedlicher Abmessungen im Spiel sind. Bei der
phanomenologischen Beschreibung denkt man sich die Turbulenz aus Elementen
sehr vieler verschiedener Lingenabmessungen zusammengesetzt, die in Wechsel-
wirkung miteinander stehen und in unterschiedlichem MaBe zum Gesamtbetrag der
kinetischen Energie beitragen. Um diese vage Vorstellung von den Turbulenzelemen-
ten verschiedener GréBen in eine mathematisch exakte Form zu bringen, ist die
Fourier-Analyse ein geeignetes Hilfsmittel, wobei die Wellenlinge die Bewegung
verschiedener Lineardimensionen spezifiziert. Auch gibt dieses Mittel eine unmittel-
bare Anschauung davon, was unter der Vielzahl von Freiheitsgraden, die die Stromung
besitzt, zu verstehen ist.

In diesem Abschnitt sollen die Beziehungen zwischen den Fourier-Komponenten und
den Korrelationsfunktionen behandelt werden. Eine Fourier-Zerlegung kann nach
der Zeit und nach den Raumkoordinaten durchgefiihrt werden. Das Wesentliche soll
zunéchst am Beispiel der zeitlichen Fourier-Zerlegung des Geschwindigkeitsfeldes
gezeigt werden.

Zeitliche Fourier-Analyse. Wir betrachten die Schwankungskomponente u;(t), die
eine stetige, reelle Zufallsfunktion der Zeit ¢ sei. Der Mittelwert sei u;=0, und der

') Vgl. Obuchow, A. M.: Statistische Beschreibung stetiger Felder. Dt. Ubers. in: Goering,
H.: [17].

3 Im englischen Schrifttum ist der Ausdruck ,eddies* gebriduchlich. In der vorliegenden
Darstellung wird einheitlich die Bezeichnung Turbulenzelemente verwandt.
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quadratische Mittelwert u—}i(t) sei eine Funktion der Zeit und fir alle Werte von ¢t
endlich.

o0
Unter der Voraussetzung j ju(t)idt < oo (absolute Integrierbarkeit) gilt nach der
— o0
Theorie der Fourier-Integrale fiir eine stiickweise glatte Funktion u(t) das folgende
Paar von Transformationen:

W)= | z(@e*dw, (1.55)
—— 1 r ’ —iwtd 156
zi(w)—'z’f_t ui(t)e t, (1.56)

— 0

wobel izl/_:f die imagindre Einheit und z,(w) die von der Kreisfrequenz w ab-
héngige komplexwertige Amplitude ist. Nun kann man nicht ohne weiteres annehmen,
daB juj(s)| fir +— o0 nach Null abklingt; man braucht dabei nur an einen statio-
ndren Vorgang zu denken. Im allgemeinen muB man also davon ausgehen, daB das

T
° . .. 1 . .
Integral | |ui(f)ld¢ nicht existiert und nur Thm 7 j‘ lui(r)|dt einen endlichen Wert
@ o 27
hat. Um die entstehenden Schwierigkeiten zu umgehen, fiihrt man voriibergehend
die Vorstellung ein, daB u;(¢) nur im Bereich —T<¢<T von Nulil verschieden und
u()=0 fir |t|> T ist. Dann folgt anstelle von (1.56)

T

2w, T) =§1; j w()e i dt. (1.57)

-T

Man kann nun den Ubergang zur Grenze T—oo vollziehen, wenn man statt der
Amplitude z; bei @ deren Integral im Intervall zwischen w-Aw/2 und w+Aw/2
nimmt. So erhilt man

o+Aanf2 +T
1 ) e—iAmt/Z _eiAmt/Z
AZ(o0,T)= z(, T)dw = — J‘ u()e "t —u- ——dt.
2 —it
o—Awn/2 -T

(1.58)
Das letzte Integral konvergiert fiir T— oo, und man kann also

1 e i e—iAwr/Z_elAwtlz
AZw) = 5= f B()e e —————dt (1.59)

= a0
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schreiben. Die Umkehrung zu (1.59) lautet:

u(t) = +5w e€*dZ (), (1.60)

-

wobsei dZw)= lim AZ{w) (1.61)

gesetzt wurde. Das Integral (1.60) ist als stochastisches Fourier-Stieltjessches
Integral anzusehen. Dabei ist es nicht notwendig, daB die Ableitung

dZ(w) . AZ(w)
d(JJ _Atll—l}:ilw A(l)

(1.62)

endlich ist. Die Differenz AZ{w) bzw. das Differential dZ(w) ist eine Zufalls-
variable, deren Gréfe von der jeweiligen Realisation ui(f) abhiangt. Da ul(z) reell ist,
gilt fur die Konjugierte von AZ,

1 e . ei.Awt/Z__e—iAthZ
.* = —— ,. ‘wl——————-——
AZ¥w) = 5= j u(t)e = dt, (1.63)
+ a0 )
U@ = | e dZ¥(w). (1.64)

Die Bezichungen sollen jetzt auf den Korrelationstensor fiir zwei Geschwindigkeits-
komponenten zu verschiedenen Zeiten ¢, und ¢, angewendet werden. Im Schrifttum
werden bei der Fourier-Analyse gewohnlich nur stationire oder homogene Felder
betrachtet. Bis jetzt wurden noch keine diesbeziiglichen Voraussetzungen gemacht,
und es ist auch nicht erforderlich, nun einschrinkende Annahmen einzufiihren. Es
werde also weiterhin ein ganz allgemeines Turbulenzfeld behandelt.

Mit (1.60) und (1.64) ergibt sich fiir den Mittelwert

ui(t)uj(ty) = j j e~ 1= 02 dZ¥ (w,)d Z (w,). (1.65)
Setzt man
ty=t, ly=t+T,
W=, O;=0+n
und fiihrt als spektrale Tensorfunktion
dF(w;,0)=dF{w,n=dZ¥w,)dZ;(w,). (1.66)
ein, so folgt fiir den Geschwindigkeitskorrelationstensor

(61 = ”e“"" D4 F;(ew,n). 1.67)

- a0

Dabei ist R;(,7) eine reelle und dF(w,n) eine komplexe Funktion. Fiihrt man jetzt
noch die Spektraltensorfunktion
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+

o taydo= | e™dEwn)

ein, so schreibt man fiir Gl. (1.67)
+ o
R t1)= [ ?,(t,w)e“ do,

fiir die gemdB Gl. (1.55) und (1.56) die Umkehrung
+
1 —iwt
P, {t,w) = P j Rift,7)e”*"dr
gilt. In gleicher Weise 14Bt sich auch eine komplexe Spektraltensorfunktion

+

fifmdn= [ e“dE w,n)

definieren, die Gl. (1.67) auf die Form
+ o
Rjtt)= [ fyt,me ™dn

bringt, zu der die Umkehrung
+ o
1 i
Sfiftn) = 3 f R;{t,7)e™dt

— o

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

gehort. Andererseits kann man bei der Fourier-Analyse des Geschwindigkeits-
korrelationstensors auch von Gl. (1.59) und (1.63) ausgehen. Mit Gl. (1.61) erhilt man

+ o
TR A7 (o . 1 TR ety o
dZ¥(w,)dZ{(w,) =Aw1—~dwlllTw2—'dw2 (3;)7 f f ui(t)uj(t )eir'1 = @2%2)

glbw111/2 o= idwytyf2 oiBwytyf2 _ gibwainf2

ity —it,

dt, dt,.

(1.74)

Die beim Ubergang von (1.65) auf (1.67) eingefiihrten Definitionen geben dann der

Gl. (1.74) die Form

+ w
dF(w,n) = lim 1 f fRij(t,t)ei(n¢—wz)

Aw; 2 dop, Awyrdwy (2 T[)2

eiA"’l 2 _ e~ iAwl 12 e~ Awalt+1)/2 _ elsz(t +1)/2

i —i0+9) dedr,

1.75)
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die die Umkehrung von (1.67) darstellt. Die Grenziiberginge diirfen bei dieser Glei-
chung nur dann vor der Ausfiihrung der Integrationen vollzogen werden, wenn der
Vorgang zeitlich begrenzt ist, genauer wenn R;(t,7) fiir alle Werte von t beziiglich ¢

absolut integrabel ist ( | IR e Dlde < oo) . In diesem Fall kann man mit Aw,~—dn,

Aw,—dw schreiben: \~*® .

dFon) = j j Ry(t, )69 drdr. (1.76)

Diese Reihe von Gleichungen beinhalten also eine zweifache Fourier-Zerlegung
der Korrelationstensorfunktion, und zwar nach der Zeitdifferenz t=¢,—¢, und der
Zeit t=t,; im Hinblick auf die Turbulenzstruktur ist allerdings fast nur die Zerlegung
nach 7 von Bedeutung. Fiir =0 folgt aus (1.69)

+ o
G0 = | @yt w)de, (1.77)

?;(t,w)dw stellt also den Beitrag zu Z;}(t) dar, den die Fourier- Komponenten des
Frequenzbereichs von w bis w+dw liefern. Da nach (1.35) die Korrelation zwischen
den Geschwindigkeitskomponenten fiir {t|-»00 verschwindet, gilt also

+ o
Ry(t,o0)=1lim | &, w)e " dw=0. 1.78)

T

Hieraus ist zu schliefien, dal &,(t,w) eine kontinuierliche Funktion von @ ist; es
sind also keine Punktspektren in @ zu erwarten. Wenn R,;(t,7) eine stetige Funktion
von 7 ist, kann man umgekehrt aus (1.70)

lim @;(t,0)—0 1.79)

folgern. Fiir =0 ergibt sich aus (1.70)

+

1
?,{1,0) = T j R (t,7)dz, (1.80)
so daB man fiir das durch (1.38) definierte Integral-Zeitma8 also
Tyt) = Tuo—n?‘i(iol—— (1.81)
| &,tw)de

erhiilt.

Der stationidre ProzeB, der dadurch gekennzeichnet ist, daB R;; und &;; nicht
meht von ¢ abhingen, ist als Sonderfall in den obigen Gleichungen enthalten. Nach
GL (1.67) und (1.68) ist dazu erforderlich, so daBl das n-Spektrum die Form einer
Diracschen Deltafunktion (Punktspektrum fiir #=0) annimmt Aus (1.68) ergibt
sich dann

®,(w) do = To dF(w,n)=dE;w). (1.82)
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Fiihrt man (1.82) in (1.69) ein, so 1Bt sich die Funktion R;(t) in der Form
j ¢ dF (1.83)

darstellen. Dies ist nach A. Khintchine!) und H. Cramér?) eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, daB R;;(r) die Korrelationsfunktion eines stetigen
stationiiren stochastischen Prozesses ist. Mit Gl. (1.82) erhilt man aus (1.70)

+ oo
@ [ —ior
57 | RuDe dr. (1.84)

-

(=%

dEj(w) =

Dieses Ergebnis kann man auch unmittelbar aus (1.75) herleiten. Da R;; nicht mehr
von t abhéngt, kann man die Integration iiber ¢ ausfiihren, es ergibt sich n=0, Aw, =
=Aw,=Aw

+
e—-lAwt/Z

|3Awt/2
dE ()=, lim > J‘R,, g (1.85)

wenn man jetzt den Grenziibergang A w—dw vollzieht, geht (1.85) in (1.84) iiber. Die
Herleitungen brachten also das interessante Ergebnis, daf dF;(w)=dZ¥(w)dZ(w)
beim stationiren Prozeff von der Grifenordnung dw und nicht (dw)? ist, wie es bei
endlichem dZ,(w)/dw zu erwarten wire. Im allgemeinen ist es also nicht erlaubt, den
Grenziibergang Aw—dw schon vor der Integration iiber ¢ vorzunehmen; dies ist
nur beim zeitlich begrenzten Vorgang zulassig, wie schon bei Gl. (1.76) erwihnt wurde.
Von Gl. (1.76) kann man also nicht zum stationidren ProzeB iibergehen.

Riiumliche Fourier-Analyse. Bei der Beschreibung der Struktur der Turbulenz ist die
Fourier-Zerlegung nach den Raumkoordinaten wesentlich interessanter als die
Zerlegung nach der Zeit. In mathematischer Hinsicht bietet die riumliche Analyse
nichts Neues, auBer daB es sich im allgemeinen um die Zerlegung im dreidimensio-
nalen Raum handelt.

Ersetzt man in (1.58) bis (1.60) die Zeit durch die Raumkoordinaten x; und die Fre-
quenz durch den Vektor k der Wellenzahl, dessen Betrag |k|=2n/Wellenliinge ist,
so erhilt man

1 ~ ikyxal2 _ oiBkn¥n/2

3
AZ (k) = o J‘uZ(x)e""" 11 € T e T dx, (1.86)

A=1 —1X,
Vix)

wobei sich das Integral iiber den ganzen Raum V(x) erstreckt.

Yy Khintchine, A.: Korrelationstheorie der stationiren stochastischen Prozesse. Math. Ann.
109 (1933) 604-615.
2) Cramér, H.: On the theory of stationary random processes. Ann. Math. 41 (1940) 215-230.
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Hierbei ist in den Exponentialfunktionen das Summationsiibereinkommen auf die
mit n indizierten Groflen nicht anzuwenden. Die Umkehrung wird wieder als Fou-
rier-Stieltjessches Integral geschrieben,

u(x)= { e**dZ,(k). (1.87)

Vik)
Die Integration erstreckt sich iiber den ganzen Wellenzahlenraum V(k).
Die Berechnung des Korrelationstensors fiir zwei Geschwindigkeitskomponenten an
zwei Punkten x und x’ firr ein allgemeines nicht homogenes Zufallsfeld geschieht ganz

analog zu GlIn. (1.63) bis (1.76), wenn man t durch x und w durch k ersetzt. Mit
X=x+r k,;=k k;=k+x und

dEj(ky, ky)=dFj(k, x)=dZ}(k)dZ (k) (1.88)
ergibt sich fiir die Spektraltensorfunktion
®,(x,k)dk = | e **dF (k,x); (1.89)
Vim)

hier ist iiber alle » zu integrieren. Somit gilt also

Rj(x,r)= | @ (x,k)e*"dk, (1.90)
vik)
wobei dk=dk,dk,dk; ein Volumenelement im Wellenzahlenraum ist, und
1 —ik-r
D, (x, k) = o jRij(x,r)e dr, (1.91)
Vir)
mit dr=dr;dr,dr,. Dafir r=0 aus (1.90)
wulx)= § &;(xk)dk 192
Vik)

folgt, stellt & (x,k) die spektrale Verteilungsdichte fiir w;u(x) im Wellenzahlenraum
dar.

Fig. 6
Kombination von drei Wellenzahlenvektoren im homogenen
Feld

Beim homogenen Turbulenzfeld, das das rdumliche Gegenstiick zum stationi-
ren Feld ist, sind R;; und @;; nicht von x abhingig. dF(k, x) hat dann ein Punkt-
spektrum fiir x=0 (dreidimensionale Diracsche Deltafunktion), also

@, (k)dk = | dE(k x)=dF k), (1.93)
V(n)
und dE,(k)=éiT;—5 j Ri(r)e~**dr=dZ#K)dZ (k). (1.94)

Vir)
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In Ubereinstimmung mit dem Ergebnis fiir stationdre Zufallsfelder ist bei homogenen
Feldern dZ}(k)dZ (k) proportional dk.

Auf die gleiche Weise konnen ganz allgemein auch zentrale Momente m-ter Ordnung
vom n-Punkttyp spektral zerlegt werden. Fiir die Funktion nach Gl. (1.53) wiirde man also

Qi (5, r D, p 1)

- k(DD e —1).pn-1) -
= x,-j.“‘,(x,k“’,...,k"' 1>)e.(k( YorDt o 4kl — 1) pln Y dkD... dg© Y
V() k@), .., k1) (1.95)

— jjj gilk-x + kD (x4 o +n(n*l)-(x+,(n~1),]dzi(k)dz_(kq1)) dZ (k(n— 1))
F) P

Vik, ki, ktn—1y

erhalten. Handelt es sich um ein homogenes Feld, so ist Q;;..., nur dann vom Ortsvektor x
unabhingig, wenn die Bedingung

k+kD g4 p k0D =g (1.96)

erfiillt ist. Fiir eine Konfiguration vom 3-Punkttyp miissen die drei Wellenzahlenvektoren also
ein geschlossenes Dreieck bilden, Fig. 6.

Die Fourier-Zerlegung 1Bt sich selbstverstindlich auf skalare FeldgroBen, wie
Druck-, Dichte-, Entropieschwankungen usw. anwenden. Es 1d8t sich auch eine teil-
weise Wellenzahlzerlegung, z.B. nur nach einer oder zwei Achsen des Raumes, vor-
nehmen, und es ist ebenso eine kombinierte Wellenzahl-Frequenzanalyse denkbar.

Anmerkung. Die Tatsache, daB sich die Fourier-Analyse vom mathematischen Standpunkt
nicht auf stationidre oder homogene Prozesse zu beschrinken braucht, ist von erheblicher
praktischer Bedeutung. Denn die wirklichen Strémungen sind haufig nicht exakt stationir —
bei den atmosphirischen Stromungen ist das sogar der Regelfall — und Strédmungen, die
bezliglich aller dret Achsenrichtungen homogen sind, gibt es praktisch nicht. Die Spektral-
funktionen konnen auch experimentell bestimmt werden. Zwar sind der unmittelbaren
Messung nur die Frequenzspektren der stationidren Prozesse zuginglich, jedoch ist es immer
moglich, die Spektraldichten aus den Korrelationsfunktionen zu berechnen, wenn die Messun-
gen nur hinreichend vollstandig und genau sind. Daher steht die Fourier-Analyse den
Korrelationsfunktionen und den zentralen Momenten beliebiger Ordnung als Darstellungs-
mittel gleichwertig zur Seite. Es erhebt sich natiirlich die Frage, ob eine solche Zerlegung
auch in physikalischer Hinsicht Vorteile bringt.

Die Vorziige der Fourier-Zerlegung bestehen z. B. darin, daf} sich gewisse physikali-
sche Vorgiinge im Wellenzahlenraum besser deuten lassen als im,,Ortsraum® (r-Raum).
Es ist naheliegend, daB man Erkenntnisse, die man bei homogener oder stationdrer
Strdmung gewonnen hat, auf allgemeine Fille tibertragen kann. Das ist zumindest
dann zuldssig, wenn nach (1.68) und (1.89) die Beitrige zu &(t,w) bzw. zu P(x,k)
zum liberwiegenden Teil von solchen Werten n bzw. ¥ kommen, die wesentlich kleiner
als @ bzw. k sind. Den Bereich von Wellenzahlen oder Frequenzen, fiir den diese
Voraussetzung zutrifft, kann man als lokal homogen bzw. als momentan stationir
bezeichnen (vgl. 2.4.1).

1.2.6. Konstruktion symmetrischer Tensorfelder. Viele der zu untersuchenden turbu-
lenten Stromungen erfiillen — im statistischen Sinn — gewisse Symmetriebedingungen,
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die in den Randbedingungen oder den sonstigen Voraussetzungen begriindet sind.
Diese Symmetrieeigenschaften duBern sich dann auch in den Wahrscheinlichkeits-
verteilungen. Praktisch heif3t das, die Verbundwahrscheinlichkeitsdichten von Werten
an n Punkten des Raumes sind nicht nur, wie bei stationédrer oder homogener Turbu-
lenz, gegen zeitliche bzw. raumliche Verschiebungen unverinderlich, sondern bleiben
(bei gegebenen Verhéltnissen) auch gegen Drehungen der Konfiguration um gewisse
Achsen relativ zur Flissigkeit oder gegen Spiegelungen an gedachten Ebenen unver-
dndert. Solche Symmetrieeigenschaften haben wesentliche Vereinfachungen fiir die
Beschreibung und Behandlung der statistischen Felder zur Folge.

Am weitesten ausgebildet sind die Symmetrieeigenschaften im kugelsymmetrischen
Fall, bei dem die Wahrscheinlichkeitsverteilungen bei beliebigen Drehungen einer
aus # Punkten gebildeten Konfiguration invariant sind. Wenn man zusétzlich fordert,
daB die Verteilungen auch bei Spiegelungen an beliebigen Ebenen unverindert bleiben,
so hat man den Fall isotroper Turbulenz und damit den héchstméglichen Grad
an Symmetrie erreicht.

In den beiden vorausgegangenen Abschnitten wurde dargelegt, daB bei der praktischen
Behandlung die Turbulenzfelder meistens durch zentrale Momente oder Fourier-
Entwicklungen beschrieben werden. In jedem Fall hat man es mit Tensoren der ver-
schiedenen Stufen zu tun. Bei der Behandlung turbulenter Strémungen begegnet man
daher hiufig der Aufgabe, die Auswirkungen der Symmetrieeigenschaften auf Tensor-
felder untersuchen zu miissen. In einfachen Fillen kann man die sich ergebenden Ver-
einfachungen intuitiv finden; bei komplizierteren Konfigurationen muB man jedoch
zu systematischen Methoden greifen. Wegen der Wichtigkeit und der Anwendungs-
mdglichkeiten in anderen Gebieten als der Turbulenztheorie wollen wir uns jetzt mit
diesem Problem befassen, fiir das die Tensoralgebra die notwendigen Hilfsmittel
zur Verfiigung stellt'). Wir werden zunichst das Problem formulieren und die Methode
allgemein beschreiben. An Hand von Beispielen soll anschlieBend die Anwendung
gezeigt werden.

Das Problem kann wie folgt formuliert werden:

Es sei Qi ..., ein kartesischer Tensor der Stufe m im dreidimensionalen Raum, der von
n Ortsvektoren r,s,...,v abhiingt, die alle den gleichen Koordinatenursprung haben.
Fiir Qiy...,(r,s,..., v} ist eine solche Form zu finden, die bei festgehaltener Konfigura-
tion der durch die Endpunkte der Ortsvektoren definierten Punkte (d.h. bei festgehaltenen
Betrégen der Vektoren und der eingeschlossenen Winkel) invariant gegen beliebige Dre-
hungen des Koordinatensystems ist.

Eine Methode zur Lésung dieser allgemeinen Aufgabe besteht darin, daB man mit
Hilfe von m beliebigen Einheitsvektoren a,b,c,...,h eine skalare Funktion

F(r,s,...,v;a,b,c,....0) = Q... ,a;b;e, - h (1.97)

p

!y Vgl. Duschek, A.; Hochrainer, A.: Grundziige der Tensorrechnung in analytischer
Darstellung. I. u. IL. Teil. Wien 1968/1970.
Batchelor, G.K.: [6].
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bildet, wobei das Einsteinsche Summationsiibereinkommen bei sich wieder-
holenden Indizes anzuwenden ist'). Als typischen Vertreter eines solchen Tensors
erwahnen wir zur Illustration ein zentrales Moment m-ter Ordnung vom (n + 1)-Punkt-
typus eines homogenen Turbulenzfeldes?)

Qi p(155,....0) = () u(x + N (x +5) - u(x+v). (1.98)

Es ergibe sich dann

F(r,s,...,v;a,b,c,....h) = uj(x)a;u}(x + r)b;u(x +s)c, - uy(x +v)h,
= Q... ,(1,5,...,0)a;b;c, - by, (1.99)

Die mégliche Abhéangigkeit von der Zeit wurde hierbei unterdriickt. Die Ausfithrungen
gelten jedoch fiir alle Tensoren, auch fiir die in 1.2.5 behandelten Spektraltensoren.
Aus den Symmetriebedingungen folgt dann die Forderung, dafl die Funktion F(...)
von (1.99) unverindert bleiben soll, wenn die durch die n Punkte P(x), P(x+r),
P(x+5),...,P(x+v) definierte Konfiguration beliebige Drehungen um gewisse Achsen
ausfiihrt.

In der Sprache der Tensoralgebra heil3t dies, daB die allgemeinste Form der Funk-
tion F(...) zu ermitteln ist, die bei beliebiger Drehung um alle auftretenden Vektoren
(r,5,...,h) invariant bleibt. Nach der Theorie der Drehungsinvarianten sind nur zwei
Typen von Fundamentalinvarianten vorhanden, nimlich

1. skalare Produkte von zwei Vektoren
rr,r-s,...r-a,rb,ab,.>
2. Produkte aus drei Vektoren (Spatprodukte)

[rab], [sab].....

Das Spatprodukt aus 3 Vektoren [rab]=¢;;r;a;b, ist das Volumen des Parallel-
epipedons, dessen Kanten von den drei Vektoren gebildet werden. Dabei ist der
e-Tensor & ein Tensor dritter Stufe, dessen Koordinaten bei entsprechender Orien-
tierung des Koordinatensystems die Werte +1 oder —1 haben, wenn die Indizes
eine gerade oder ungerade Permutation der Zahlen 1,2,3 bilden (also ¢, =1 fiir 123,
231, 312 und ¢ =—1 fiir 132, 213, 321); wenn mindestens zwei Indizes gleich sind,
ist ¢, =0. Die Spatprodukte wechseln also bei Spiegelung der Konfiguration das
Vorzeichen.

Da die skalare Funktion F nach (1.99) beziiglich der Vektoren a,b,...,h linear und
homogen ist, 148t sich mit den genannten Fundamentalinvarianten eine m-lineare

1) Das Summationsiibereinkommen wird durchgehend angewendet, wenn nichts anderes ge-
sagt wird, vgl. das Normbiatt DIN 1303.

?) Die Voraussetzungen fiir Symmetrieeigenschaften sind gewohnlich nur erfiillt, wenn
Homogenitiit vorliegt.

%) Skalare Produkte von zwei gleichen Einheitsvektoren a-@ usw. brauchen nicht beriick-
sichtigt zu werden, da sie identisch gleich 1 sind.
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Form bilden, die aus der Summe aller moglichen Ausdriicke etwa folgender Art
F(-)=ZA(r-a)(r-b) (1.100)

besteht, wobei in jedem Summanden jeder der Einheitsvektoren a,b,...,h nur ein-
mal erscheint. Die skalaren Koeffizienten A sind beliebige Funktionen der aus den
Ortsvektoren r,s,...,v gebildeten Fundamentalinvarianten und enthalten die Ein-
heitsvektoren a,b,...,h nicht. Aus dieser multilinearen Form findet man die Form
des Tensors, die mit Gl. (1.97) eine invariante Form fiir F(---) ergibt.

Beispiele. 1. Kugelsymmetrischer Tensor Q;; zweiter Stufe, der von keinem Vektor abhingt
(m=2,n=0). Es handelt sich also um einen Korrelationstensor vom 1-Punkttypus. Als
einziges skalares Produkt tritt a¢-b auf. Die bilineare Form ist also

F(a,b)=A(a-b). (1.101)
Durch Vergleich mit

F(a,b)= Q;;a;b; (1.102)
ergibt sich dann, daB der Ausdruck

0,;=A45; (1.103)

mit (1.101) vereinbar ist, wobei das Kroneckersche Deita ein Tensor zweiter Stufe ist,
dessen Koordinaten bei gleichen Indizes (i=j) den Wert §;;=1 und bei ungieichen Indizes
(i+j) den Wert §,;=0 haben. Der skalare Koeffizient 4 ist cine Konstante. In diesem Fall

hat man also
0i=0y= Qass } (1.104)
Q12=023=0,3=0.

2. Kugelsymmetrischer Vektor Q;(r), der von einem Vektor r abhingt. Man kann sich Qy(r)
als Moment vom 2-Punkttypus denken, das durch das Produkt eines Vektors mit einem
Skalar, z. B. dem Druck, gebildet ist. Also Q;(r) = p'(x)u;(x+r). In diesem Fall ist die skalare
Invariante

F(r,a)=Q,(r)a;. (1.105)
Es gibt folgende Skalare r-r=r>, r-a, die auf die lineare Form

F(r,a)=A(r-a) (1.106)
fiihren. 4 ist eine beliebige Funktion von r2. Der kugelsymmetrische Vektor hat also die Form

Qi(r)=A(nr; (1.107)

3. Kugelsymmetrischer Tensor 2. Stufe, Q,;(r), der von einem Vektor r abhingt, Fig. 4. Anstelle
von (1.102) haben wir jetzt

F(r,a,b)=Q,(r)a;b,, (1.108)
und F ist durch die fiinf Fundamentalinvarianten

rr, r-a, rb, a-b, [rab]
auszudriicken. Die bilineare Form lautet also

F(r,a,b)=A(r-a)(r- b)+B(a- b)+C[rab], (1.109)
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wobei 4, B und C Funktionen von r? sind. Daraus folgt fiir den kugelsymmetrischen Tensor
2. Stufe
Q,-J-(r)=A(r)rirj+B(r)6,-j+ C(r)e;ury. (1.110)

Wenn man zusitzlich fordert, daB Q;; auch bei Spiegelung an einer beliebigen Ebene seine Form
nicht dndert, d.h. daB Q;=Q,; ist, so muB C=0 sein. Diese Bedingungen fiihren auf den
isotropen Tensor 2. Stufe, der also die Form

Q. (N=AW)rr;+B(NS,; (1.111)
hat.

4. Als letztes Beispiel soll ein achsensymmetrischer Tensor zweiter Stufe Q;(r,4) behandelt
werden. Das achsensymmetrische Feld rangiert beziiglich Einfachheit als nachstes hinter dem
isotropen Feld und unterscheidet sich von letzterem’ durch Hinzufiigen des Einheitsvektors 4,
der die ausgezeichnete Richtung des Feldes kennzeichnet. Solange die durch die beiden Vek-
toren gebildete Konfiguration, Fig. 7, unverandert bleibt, mul} Q;; gegeniiber beliebigen Dre-

[¢2} u
/

X Fig. 7
\ , Achsensymmetrischer Tensor zweiter Stufe
u; 4 Einheitsvektor in Achsenrichtung

hungen und Spiegelungen um 4 invariant sein. Die Bedingung, daBl Q,,(r,4) einen achsen-
symmetrischen Tensor darstellt, ist identisch mit der Bedingung, daB3 Q, (r,s) ein isotroper Ten-
sor ist, wenn s durch 4 ersetzt wird.

Die skalare Invariante
F(r,A,a,b)=Q;/(r,A)a"- b (1.112)
setzt sich aus folgenden skalaren Produkten
rr, roi; A-4=1)
r-a, rb A-a, i b;
a-b
zu der bilinearen Form
F(r,A,a,b)=A(r-a)(r-b)+ B(A- a)(4i- b) +
+C(r-a)(A-b)+D(A-a)(r- b)+ (1.113)
+E(a-b)

zusammen. Daraus ergibt sich fiir den achsensymmetrischen Tensor zweiter Stufe
Qi(rnA)y=Ar;r;+ Bi;A;+Cr;A;+ DAr;+ ES,;. (1.114)

Die skalaren Koeflizienten 4, B, ..., E sind beliebige Funktionen von r? und r; ;.
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Die Ausdriicke fiir die Tensoren werden hdufig durch eine Symmetrie in den
Indizes weiter vereinfacht. Als Beispiel sei der isotrope Tensor dritter Stufe vom
2-Punkttypus angefiihrt, fiir den sich nach der angefiithrten Methode

Qun=Aririn+1Irdu+Jr;6;+Kné; (1.115)
ergibt. Ist dieser Tensor durch
Qi) = u(x)uj(x}u (x +7) (1.116)

definiert, so bleibt Q,;, bei Vertauschen der Zeiger i und j unverindert; daraus folgt
fir (1.115)
I=J. (1.117)

Bei der Einfiihrung der Tensoren in die Stromungsgleichungen treten sehr hiufig
Differentiationen nach einem Ortsvektor auf. Nach einem Fundamentalsatz der Feld-
theorie entsteht durch Differentiation eines Tensors nach dem Ortsvektor ein Tensor
von einer um eins hoheren Stufe. Die Symmetrieeigenschaften bleiben dabei erhalten.
Differenziert man also z.B. den isotropen Vektor (1.107),

BQ,-(r)__aA nr;
6—1‘1--—6? , +A(r)5.’j, (1.118)

so entsteht ein isotroper Tensor zweiter Stufe, wie der Vergleich mit (1.111) bestitigt.

Zusiitzliche Bedingungen. Weitere Vereinfachungen dieser Formen ergeben sich hiufig
durch physikalisch bedingte Eigenschaften der Felder. So kann ein Feld ein Potential-
feld oder ein solenoidales Feld') sein oder gewisse Orthogonalititsbedingungen er-
filllen. Insbesondere der Fall, daB3 die Tensorfunktion beziiglich eines oder mehrerer
ihrer Indizes solenoidal ist, hat fiir die Turbulenztheorie Bedeutung. Die Solenoidal-
bedingungen sind nimlich bei homogenen Turbulenzfeldern inkompressibler Stro-
mungsmedien stets gegeben, da das Geschwindigkeitsfeld aus Griinden der Kontinui-
tét ein solenoidales Vektorfeld ist. Fir die allgemeine Funktion nach Gl. (1.98) lauten
die Solenoidalbedingungen

o 0 8 )
(ot owermo.
0
a_rQijk~-~p=0’
’ \ (1.119)
0
'a‘s—injk--»pzo’
0
gv_injk.“p:O, )

) In der Tensoralgebra ist ein solenoidales Feld ein quellenfreies Feld, das nicht wirbelfrei
zu sein braucht (divu=0; rot u 0).
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Dies ergibt sich aus Gl (1.54) und der Kontinuititsgleichung (1.153). Diese Bedin-
gungen gehen bei der Fourier-Transformation in den Wellenzahlenraum in ent-
sprechende Orthogonalititsbedingungen iiber. Die resultierenden Vereinfachungen
der Tensorformen lassen sich grundsatzlich ermitteln, indem man z.B. die Differential-
operationen (1.119) auf die Tensorformen anwendet, die man nach dem obigen Ver-
fahren berechnet hat. Dieser Weg ist hiufig recht miihselig. S. Chandrasekhar')
sowie L. Proudman und W. H. Reid?) haben Methoden ausgearbeitet, nach welchen
unmittelbar solche Tensorformen gebildet werden, die die Solenoidal- bzw. Ortho-
gonalititsbedingungen identisch erfiillen. Auf diese Methoden, die bei komplizierten
Tensoren duBerst niitzlich sind, kann hier nicht weiter eingegangen werden.

1.3. Stromungsgleichungen

Die vorausgegangenen Darlegungen befafiten sich in sehr allgemeiner Weise mit den
Methoden, die der mathematischen Beschreibung von Turbulenzfeldern durch stati-
stische GroBen dienen. In 1.2.1 wurde erlautert, daf} eine turbulente Strémung bei
jeder Realisation einen anderen Verlauf nimmt. Diese Feststellung ist nun dahin-
gehend zu erginzen, dall die Stromungen bei jeder Realisation dauernd den gleichen
Diflerentialgleichungen unterliegen, die auch fiir die nichtturbulenten Strémungen
gelten. Wir werden im folgenden die Stromungsgleichungen allgemein fiir Gase an-
geben, ohne sie herzuleiten, obgleich der iiberwiegende Teil des Buches sich auf
Strémungen inkompressibler Medien (tropfbare Fliissigkeiten) beschrinkt. Die Glei-
chungen fiir inkompressible Fliissigkeiten stellen einen einfachen Sonderfall der
Gleichungen fiir Gasstrémungen dar.

1.3.1. Allgemeine Stromungsgleichungen fiir Gase. Die Stromungsgleichungen fiir
Gase bestehen im wesentlichen aus folgenden 3 Differentialgleichungen?), die zu-
néichst in allgemeiner Vektorschreibweise gegeben werden mégen:

1. Kontinuitédtsgleichung

De

Dt +odivu=0. (1.120)

2. Impulsgleichung

D .
g—l—)—':-—— —gradp+divT+o f. (1.121)

!y Chandrasekhar, S.: The theory of axisymmetric turbulence. Phil. Trans. Roy. Soc.
Lond. A242 (1950) 557-577.

?) Proudman, L.; Reid, W. H.; On the decay of a normally distributed and homogeneous
turbulent velocity field. Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A 247 (1954) 163-189.

3) Beziiglich? der Herleitung dieser Gleichungen sei auf bekannte Buchdarstellungen iiber
Strdmungsmechanik verwiesen, z.B., Becker, E.: [1] und Wieghardt, K.: [4].
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3. Gesamtenergiegleichung

Dh, _ép .. ) .
CPr = 3t +div(u-T)+o(k- f)—divg. (1.122)
Der in allen drei Gleichungen vorkommende Operator
D ¢
E—E+ u-grad (1.123)

bedeutet die substantielle Differentiation der betreffenden Feldgr6Be nach der Zeit.
Es ist die zeitliche Anderung der FeldgroBe, die ein sich mit der Geschwindigkeit u
bewegender Beabachter feststellt. Ist ¢ die Dichte und u die Geschwindigkeit, so
kommt in Gl. (1.120) zum Ausdruck, daB fiir ein mit der Stromung bewegtes Volumen-

element die Summe aus der relativen Dichtedinderung % %—‘E und der relativen
Volumenénderung divu gleich Null ist. p ist der Druck, und T bezeichnet den Tensor
der Reibungsspannungen, der ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe ist. Der Vektor f
beschreibt die auf die Masseneinheit wirkenden K&rperkrifte, deren Ursache aber
nicht niher festgelegt sei. ¢ f kann z.B. die Erdschwere sein, jedoch darf f auch eine

Zufallsvariable!) sein.

Gl. (1.121) ist das Newtonsche Grundgesetz der Mechanik, nach welchem die zeit-
liche Anderung des Impulses gleich der Summe der auf den K&rper (hier das Volumen-
element) wirkenden Krifte ist.

Die Gesamtenthalpie k, ist die Summe der Enthalpie k und der kinetischen Energie
L= h+u?/2, (1.124)

Die zeitliche Anderung der Gesamtenthalpie ergibt sich als die Summe der Leistung
der Reibungsspannungen und Korperkrafte und der je Zeiteinheit aus- (oder ein-)
stromenden Energie ¢. Dabei ist ¢ im allgemeinen der durch die Warmeleitfahigkeit
verursachte Wirmestromvektor; Energiequellen irgendwelcher Art sind hier nicht
beriicksichtigt worden. Bei instationdren Strdmungen liefert die zeitliche Anderung
des Druckes einen Beitrag zum Energiegleichgewicht.

4. Entropiegleichung. Die Gleichung fiir die Erhaltung der Energie kann man
in verschiedener Form angeben. In Gl. (1.122) haben wir uns fiir das Gleichgewicht
der Gesamtenergie entschieden. Eine andere Form, die fiir turbulente Strémungen
interessant wird, ist die Gleichung fiir die Entropie, die sich unter Benutzung thermo-
dynamischer Begriffe aus den angegebenen Gleichungen herleiten 1dft. Dazu behan-
delt man jedes mit der drtlichen Stromungsgeschwindigkeit bewegte Volumenelement
als ein abgeschlossenes thermodynamisches System, das sich in jedem Augenblick im
thermodynamischen Gleichgewicht befindet. Dann gilt fiir die Entropie s die Gleichung

Tds=dh—%dp, (1.125)

) Man denke beispiclsweise an Lorentzkrifte, wenn elektrische und magnetische Felder
in Wechselwirkung mit der Fliissigkeitsbewegung stehen.



44 1. Allgemeine Grundliagen
in der T die absolute Temperatur ist. Mit der spezifischen Warme bei konstantem
Druck c, besteht zwischen T und h die Differentialbeziehung

oh
3T = (1.126)
Unter Benutzung von (1.123) und (1.124) kann man schreiben

Ds Dk, Du Dp
QTDt—‘Q'ﬁ“Q" Dt Dt (1.127)

Setzt man hierin (1.121) und (1.122) ein, so ergibt sich als Gleichung fiir die Entropie

Ds

= —di 1.128
eT Dt divg+ &, ( )

wenn zur Abkiirzung
d=diviuT)—u-divT (1.129)

eingefiihrt wird. Die skalare FeldgroBe & ist die sogenannte Dissipationsfunk-
tion, die als ein MaB fiir die je Zeit- und Volumeneinheit durch innere Reibung
irreversibel in Wiarme umgewandelte mechanische Energie anzusehen ist; sie kann
niemals negativ werden. Uber diese bei turbulenten Stromungen #uBerst wichtige
GroBe wird noch ausfiihrlich zu sprechen sein.

Stromungsgleichungen im kartesischen Koordinatensystem. In einem rechtwinkligen
kartesischen Koordinatensystem, das den meisten Strémungsproblemen zugrunde-
liegt und das auch in 1.2 schon benutzt wurde, nehmen die angegebenen Beziehungen
zum Teil bequemere und anschaulichere Formen an. Im einzelnen wird dann ge-
schrieben:

Geschwindigkeitsvektor u=u,, Tensor der Reibungsspannungen T =1,
Vektor der Korperkrifte f=f;, Wirmestromvektor q=gq;.
Fiir die substantielle Ableitung hat man also
D_2,.2 143
Dt ot “ox, (1.130)

Damit lauten die Strémungsgleichungen :
1. Kontinuititsgleichung
do do ou;

Et—+ui;3;i+95; =0. (1.131)

2. Impulsgleichung

du; - ;
Q—aT+euj(—3x—j—- o, ax+Qf;. (1.132)
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3. Gesamtenergiegleichung

ohg ohy dp | Aty dq;
QW*’Quia—xi— a ax, +ou f; ox,’ (1.133)
In der letzteren Gleichung ist die Gesamtenthalpie, Gl. (1.124),
hy =h+u;uy2. (1.134)
4. Entropiegleichung (thermodynamisches Gleichgewicht)
ds 0Os dq;
Fiir die Dissipationsfunktion erhilt man schlieSlich
Oty 0ty Ou;
o= ax, u; o, = "’ax,.' (1.136)

Fiir viele Rechnungen bietet noch eine andere Schreibweise der Stromungsgleichungen
Vorteile.

Alternative Form. In den Gleichungen fiir Impuls, Energie und Entropie tritt die
substantielle Ableitung stets in Verbindung mit der Dichte auf Auch in anderen
Gleichungen der Strémungsmechanik, wie z.B. in den Diffusionsgieichungen die man
hinzunehmen miite, wenn das Strémungsmedium aus verschiedenen Teilmedien
bestiinde, tritt die substantielle Ableitung in dieser Kombination auf. Man kann nun
mit Hilfe der Kontinuititsgleichung (1.120) folgende Operation ausfiihren.

Da Da+a<2_g_+gdlvu)=l_)~(qgl+gadlvu

[ =iall ‘e~
Dt Dt Dt Dt (1.137)
_0ga) |  0(ea) o,
="or Y ox +Qa6xi'

Es gilt also
Da_0d(ga) , dou;a)
QE— ot + *_*‘—“axi s (1.138)
wobei fiir g eine beliebige skalare oder vektorielle FeldgroBe eingesetzt werden kann.
Auch auf die Kontinuititsgleichung kann die Operation (1.138) angewendét werden,
indem a=1 gesetzt wird. Auf diese Weise ergibt sich folgender Satz von Gleichungen:

1. Kontinuititsgleichung

Qg dlou) _
at ——6xi = 0. (1.139)

2. Impuisgleichung

d(gu) | d(guu) LTI (1.140)

ot 0x; dx; ' Ox

J
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3. Gesamtenergiegleichung

a(th) + a(Quihg) dp a(uitij) aqi.

ot o or e, temliToy (1.141)
4. Entropiegleichung (thermodynamisches Gleichgewicht)
d(gs) | O(ew;s) . 0q;
T[T + —a; = — ax, + . (1.142)
In diesen Gleichungen sind
ou; als Massenstromvektor, @u;u; als Impulsstromtensor (zweiter Stufe),

ou; hy als Gesamtenthalpiestromvektor, eu;s als Entropiestromvektor

zu deuten.

Stokessches Reibungsgesetz, Fouriersches Wiirmeleitgesetz. Die Reibungsspannungen
héngen fiir Newtonsche Fliissigkeiten linear mit den Deformationsgeschwindig-
keiten zusammen (Stokessches Reibungsgesetz). Fiir ein rechtwinkliges kartesisches
Koordinatensystem ist

Tij‘—’#(% ¥ Z—;f)ﬂud—%u)(g—'z)éu, (1143)
wobei man die StoffgréBe u als den Koeffizienten der dynamischen Zihigkeit (Scher-
zihigkeit) des Mediums oder kurz als die Zihigkeit bezeichnet, die in der Regel nur
eine Funktion der Temperatur ist. Die StoffgroBe p, wird Koeffizient der Druck-
zihigkeit genannt und ist die Proportionalititskonstante fiir die durch eine Volumen-
dilatation hervorgerufenen Normalspannungen. Mit dem Ansatz (1.143) fiir die Rei-
bungsspannungen gehen die Impulsgleichungen (1.121), (1.132) und (1.140) in die
Navier-Stokesschen Gleichungen iiber. Analog zu den Reibungsspannungen ist
der Wirmestrom nach dem Fourierschen Wirmeleitgesetz dem Gradienten der
Temperatur proportional,

oT
am i (1.144)
Die Warmeleitzahl hdngt ebenso wie die Zahigkeit von der Temperatur ab. Die dimen-
sionslose Kennzahl

pr=t2

7 (1.145)
die man Prandtl-Zahl nennt, ist gewohnlich in einem breiten Bereich von der
Temperatur unabhingig. Fiihrt man die Reibungsspannungen nach (1.143) in den Aus-
druck (1.136) fiir die Dissipationsfunktion ein, so ergibt sich

ou; (0u, 0u 2\ Ou; Ou
[P dal ¥ Bt S e | RV Bt Sk ,
¢ #6x, (6x,+ 6x() t (ﬂd 3 “) ox; ox; (1146)
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Aus dieser Form ersieht man eindeutig, daB @ niemals negative Werte annehmen kann,
solange ;1 und 4 positiv sind. Negative Werte von p und p, sind aber physikalisch aus-
geschlossen.

Thermische Zustandsgleichung. Damit die angegebenen Gleichungen ein vollstindiges
System ergeben, muB noch die thermische Zustandsgleichung des Gases

F(p,e, T)=0 (1.147)
hinzugenommen werden. Fiir ein thermisch ideales Gas nimmt (1.147) die Form
p=RoT (1.148)

an, wobei die Gaskonstante R durch die konstanten Werte der spezifischen Warmen
¢, und ¢, bei konstantem Druck bzw. konstantem Volumen ausgedriickt werden kann,

R=c‘,—c,,=cpt;~1, (1.149)

mit y=c,/c, als den Adiabatenexponenten. Aus (1.126) folgt dann fiir die Enthalpie
h=c,T. (1.150)

Anmerkung. Die Frage, ob die kontinuummechanischen Grundlagen, die in diesem Abschnitt
angegeben wurden, fir die Behandlung turbulenter Strémungen wirklich ausreichen, hat
wiederholt zu Kontroversen AnlaB gegeben. Tatsdchlich scheint ein gewisser Widerspruch
darin zu liegen, daB man bei der Fourier-Analyse homogener Turbulenz alle Wellenzahlen
bis k— oo in Betracht zieht. Man muB ja dabei zwangsldufig mit der Wellenldnge an eine untere
Grenze fur die Giiltigkeit der Kontinuumsgleichungen kommen. Es ist aber aus Versuchen
und theoretischen Uberlegungen bekannt, daB die Amplituden der groBten Wellenzahlen in
allen praktischen Fillen so klein sind, daB das Versagen der Kontinuumsbeziehungen hier
ohne feststellbare Auswirkung der Stromung im Ganzen bleibt. Diese Feststellung schlieBt
natiirlich nicht aus, daB es turbulente Strémungen in stark verdiinnten Gasen geben kdnnte,
fir die die angefiihrten Gleichungen nicht gelten. Allerdings ist nicht bekannt, ob in Fillen, in
denen die freien Weglingen der Molekiile mit den Abmessungen des umstrémten Kérpers ver-
gleichbar werden, turbulente Strémung méglich ist. Im vorliegenden Buch werden diese Fiille
von der Behandlung ausgeschlossen.

1.3.2. Stromungsgleichungen fiir inkompressible Fliissigkeiten. Bei inkompressiblen
Fliissigkeiten, besser bei volumenbestindigen Fliissigkeiten, bleibt die Dichte g
eines Fliissigkeitsteilchens konstant. Die Annahme ist bei Gasen berechtigt, wenn die
Stromungsgeschwindigkeiten klein im Vergleich zur Schaligeschwindigkeit und auBer-
dem die Abmessungen des betrachteten Stromungsraumes nicht so grof8 sind, da8 die
durch die Erdschwere hervorgerufenen Druckidnderungen wesentliche Variationen
der Dichte zur Folge haben. Fiir homogene Fliissigkeiten (keine Gemische) ist dann ¢
im ganzen Stromungsfeld konstant. Unter den genannten Umstinden ist die durch
die Dissipation erzeugte Wirmeenergie klein, so daf auch die Zihigkeit als eine Kon-
stante angesehen werden kann. Ferner werden tropfbare Fliissigkeiten allgemein als
volumenbestindig angesehen. Auch hierbei bleiben die Geschwindigkeiten meistens
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in solchen Grenzen, daB die durch Dissipation mechanischer Energie hervorgerufene
Wirme keinen EinfluB auf die Zahigkeit hat.

Gl. (1.120) und (1.121) vereinfachen sich fiir Flissigkeiten konstanter Stoffwerte nach
Division durch ¢ zur

1. Kontinuititsgleichung

divu=0, (1.151)
2. Navier-Stokessche Gleichung

Du 1

2. - A

Dr P grad p—vrotrotu+f, (1.152)

mit der kinematischen Zahigkeit v=pu/gp. Diese bilden ein vollstindiges Gleichungs-
system. Die Kontinuitétsgleichung (1.151) kennzeichnet quellenfreie Geschwindig-
keitsfelder; turbulente Geschwindigkeitsfelder sind somit solenoidale Vektorfelder.

In einem rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem nehmen die Gleichungen
folgende Formen an:

Kontinuitétsgleichung

Ou;

% = 0, (1.153)
Navier-Stokessche Gleichung

ou; ou; 1 dp u;

‘gt—‘l'ujaxj_ ~E é}: Vaxjaxj+fis (1154)

wobei 0%/0x;0x; der Laplace-Operator ist. Mit Hilfe der Operationen von Gl.
(1.137), (1.138), bei denen jetzt ¢ vor die Differentiationszeichen gesetzt werden darf,
kann man alternativ fiir (1.154) auch

ou; + duu; 1 op Ay

or 0x; =_56—Jci+v6xj6xj

+ fi (1.155)

schreiben.

Die Gleichung fiir die Gesamtenergie (1.122) wird unter den gegebenen Voraussetzun-
gen nicht benétigt. Die Beziehung fiir die Entropie (1.125) reduziert sich auf

Tds=cdT, (1.156)

wobei ¢ die spezifische Wirme!) ist. Mit Gl. (1.144) 1Bt sich die Differentialgleichung
fiir die Entropie in eine Differentialgleichung fiir die Temperatur T umschreiben:
DT _, &T

=i+ . (1.157)

°“Dr = " ox,0x;

!y Bei Gasen gilt Gl. (1.156) im Fall vernachlissigbar kleiner Volumeninderungen (isobare
Zustandsinderungen), wenn man c¢=c, setzt.
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Die Hauptvereinfachung der inkompressiblen Stréomung besteht darin, daB unter der
Voraussetzung konstanter Werte von u und ¢ die Gleichungen fiir das Geschwindig-
keitsfeld von der Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld unabhingig sind.
Man kann also das Geschwindigkeitsfeld zunéchst allein fiir sich betrachten und das
Temperaturfeld anschlieBend getrennt behandeln. Die Gleichung fiir die Temperatur
ist eine nicht homogene, in T lineare Differentialgleichung, so daB die Gesamtldsung
aus Partikuldrlosungen aufgebaut werden kann. Die sogenannte Eigenerwirmung
infolge innerer Reibung, d.h. hervorgerufen durch die Dissipation @, ist in der Regel
von nur geringer Bedeutung. Interessanter ist vielfach das durch Erwidrmung oder
Kiihlung der festen Oberflichen erzeugte Temperaturfeld (konvektive Wirmeiiber-
tragung). Dieses wird durch die homogene Differentialgleichung

pr _, 2T
“Dr T *oxox,

(1.158)

zusammen mit den entsprechenden Randbedingungen bestimmt. Diese Gleichung
kann auch in der Form

oT  ouT *T
Qc(ﬁ? M )—Aﬁxiaxi (1159

benutzt werden.
Die Energiedissipation selbst, fiir die die vereinfachte Form

_ 0w (0u; | Ou;
¢—u6xj (axj + ﬁxi) (1.160)

gilt, ist jetzt nur noch fiir den Haushalt der kinetischen Energie wesentlich.

1.3.3. Randbedingungen und mathematische Formulierung des Turbulenzproblems.
Partielle Differentialgleichungen von der Art der Stromungsgleichungen fiihren nur
dann zu eindeutigen L6sungen, wenn die Anfangs- und Randbedingungen in geeigneter
Weise formuliert sind. Im einzelnen ergeben sich die Anfangs- und Randbedingungen
aus physikalischen Forderungen und aus der speziellen Aufgabe. Insbesondere er-
fordern die Undurchlissigkeit fester Korper und die Haftbedingung, daB an festen
Wainden die Relativgeschwindigkeit zwischen Winden und Fliissigkeit verschwindet.
Im ibrigen treten so vielfiltige Aufgabenstellungen auf, daB eine allgemeingiiltige
Formulierung der Randbedingungen nicht méglich ist. Ziemlich allgemein gilt fol-
gendes: Es soll die Strémung innerhalb eines Gebietes G fiir Zeiten t>t, berechnet
werden. Die Berandung des Gebietes kann zeitlich veridnderlich sein, und es sei auch
zugelassen, daB sich feste Korper im Gebiet G bewegen. Fiir diesen Fall miissen fol-
gende Anfangs- und Randbedingungen vorgeschrieben werden:

1. Zur Zeit t=t, ist u(x,t,) im ganzen Gebiet vorgegeben. Diese Verteilung muB mit
der Kontinuitétsbedingung vertriglich sein.

2. Fiir alle Zeiten ¢>t, ist u auf den Berandungen des Gebictes G und der sich in G
befindlichen Kérper vorgeschrieben.
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Bei kompressiblen Strémungen miBte auBerdem fiir t=t, die Enthalpieverteilung
h(x,t,) im Gebiet G und fiir t>¢, h{(oder grad A) auf den Randern gegeben sein.

Der unter diesen Voraussetzungen berechnete Stromungsvorgang verlauft determi-
niert, d. h. die Losung des Gleichungssystems ist eindeutig. Die Notwendigkeit zur
statistischen Behandlung besteht erst dann, wenn Unbestimmtheiten in den Anfangs-
und Randbedingungen vorliegen. In diesen Fillen weichen die experimentellen Mittel-
werte wesentlich von den unter Vernachlassigung der Anfangsstdrungen errechneten
Werten ab. Solche Unbestimmtheiten sind praktisch immer gegeben.

Wollte man z. B. den in Fig. 1 skizzierten Vorgang nachrechnen, so wiire es naheliegend,
die Luft im Kessel K und die umgebende Luft vor Offnen des Schiebers als in Ruhe
befindlich anzunehmen. Die Rechnung ergibt dann, daB die Luft laminar aus dem Rohr
ausstromt. Beim Versuch ist die Luft im Kessel jedoch nicht vollkommen in Ruhe. Die
bei der Fiillung erzeugte Bewegung ist vielleicht noch nicht ganz abgeklungen oder
wird durch Temperaturunterschiede immer wieder neu angefacht. In manchen Fillen
ist diese schwache, in Einzelheiten aber unbekannte Bewegung ohne Bedeutung fiir
den Stromungsverlauf. Bei kileinen Reynolds-Zahlen (wenn also der Fiilldruck
niedrig und die Abmessungen der Apparatur klein sind), klingen die Storungen ab,
und die betrachteten Werte der Stromung sind bei jeder Realisation nahezu reprodu-
zierbar und unterscheiden sich nicht merklich von den gerechneten Werten. In anderen
Fallen jedoch, in denen die Stromung instabil ist, werden die Anfangsstérungen an-
gefacht und fithren zu turbulenter Stromung. In diesen Fillen weichen die experimen-
tellen Mittelwerte wesentlich von den unter Vernachlassigung der AnfangsstGrungen
errechneten Werten ab.

Anmerkung. Uber die Stabilitit von Strdmungen und die Anfachung kleiner Storungen liegen
umfangreiche Untersuchungen vor. IThre Behandlung gehért jedoch nicht zum Thema dieses
Buches?). Hier ist nur wichtig, daB die unkontrollierbaren Stdrungen in den Anfangs- oder
Randbedingungen von # im Zusammenhang mit einer Instabilitit dafiir verantwortlich sind,
daB die Stromung bei jeder Realisation anders verlduft.

Uber die Storungen selbst konnte man sich allenfalls einige statistische Informationen
beschaffen. Bei der Mehrzahl der Fragestellungen ist dies jedoch nicht erforderlich,
denn die Anfachung der Stérungen strebt, statistisch gesehen, sehr rasch einem Endzu-
stand zu, der in der Regel von der GroBe und Verteilung der Stdrungen unabhingig ist.
Die Anfangs- oder Randstdrungen haben also meistens nur einen Auslosereffekt und
allenfalls einen EinfluB darauf, wie schnell sich die vollturbulente Stromung aufbaut.

Der Voraussetzung, daB die Turbulenzbewegung einem von den Anfangsbedingungen
unabhingigen statistischen Zustand zustrebt, kommt die Bedeutung eines Axioms zu,
das nicht bewiesen, aber durch unzihlige Stromungsmessungen bestiitigt worden ist.
Sie liegt jeder Theorie der Turbulenz, sei sie exakt oder empirisch, zugrunde.

Yy Schlichting, H.: Entstehung der Turbulenz. In: Fliigge, S.(Hrsg.): Handbuch der Physik.
Bd. 8/1. Berlin-Géttingen-Heidelberg 1959.

Betchov, R.; Criminale Jr., W. O.: Stability of Parallel Flows. New York-London 1967.
=Applied Mathematics and Mechanics, Vol. 10.
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Natiirliche Formulierung. Das in Fig. 1 beschriebene Problem miiite man also etwa
folgendermaBen formulieren. Fiir die Zeit t=1,=0 (Offnen des Schiebers) wird eine
beliebige Geschwindigkeitsverteilung im Kessel vorgegeben, die der Kontinuititsbe-
dingung geniigen muB und auBerdem vielleicht der Beschrinkung unterliegen soll,
daB die Bewegungsenergie, bezogen auf die Volumeneinheit, klein gegen die Stro-
mungsenergie am Rohraustritt ist. Fiir alle :>0 kann die Geschwindigkeitsverteilung
im ganzen Strémungsraum mittels der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen
unter Beachtung der Kontinuitétsgleichung ermittelt werden (z.B. durch numerische
Integration). Diese Rechnungen sind in groBler Zahl mit jeweils gednderter Anfangs-
verteilung zu wiederholen. Aus den Ergebnissen lassen sich dann die statistischen Werte
des Strdmungsfeldes berechnen. Dieser Lésungsweg ist allerdings nur in Gedanken
ausfithrbar. Fiir die Anfangsverteilungen gibt es so unvorstellbar vielfiltige Variations-
moglichkeiten, daB es eine Aufgabe fiir sich ist, geeignete Zufallsverteilungen zu kon-
struieren, und die Bewegung ist so kompliziert, daf§ die bestehenden Rechenautomaten
beziiglich Kapazitit, Rechengeschwindigkeit und -genauigkeit fiir die Ausfiihrung
der Integrationen bei weitem nicht ausreichen.

In der Stromungsmechanik werden hdufig nur Teilprobleme behandelt, weil die
Integration der Stromungsgleichungen iiber den gesamten Strémungsraum, vom
Ruhezustand beginnend, auch im nichtturbulenten Fall impraktikabel ist und zudem
gewohnlich viel mehr Informationen liefert als gefragt sind. Bei solchen Teilproblemen
werden die Anfangsbedingungen durch Postulate irgendwelcher Art ersetzt (z.B.
Stationaritit, Ahnlichkeitsannahmen). Ein typisches Beispiel ist die stationdre Stré-
mung einer inkompressiblen Fliissigkeit durch ein zylindrisches Rohr. Ist das Rohr
hinreichend lang, so nimmt man mit Recht an, daB die Strémung weitab vom Einlauf
unabhéngig von den Einlaufvorgingen ist, d.h., man postuliert gleiche Geschwindig-
keitsverteilungen in allen Schnitten senkrecht zur Rohrachse. Man erhilt theoretisch
die Hagen-Poiseuillesche Strdmung. Bei dem turbulenten Gegenstiick sind dann
mit gleichen Randbedingungen die statistischen Verteilungen stationir und in
allen Schnitten senkrecht zur Rohrachse gleich. Physikalisch unterscheidet sich dieser
Fall vom laminaren also dadurch, daB die momentanen Geschwindigkeitsverteilungen
in verschiedenen Querschnitten nicht gleich sind; lediglich die DurchfluBmenge ist
fiir alle Querschnitte und alle Zeiten konstant. Fiir ein Gedankenmodell zur Lésung
dieser Aufgabe kénnte man sich etwas Ahnliches wie im vorherigen Beispiel ausdenken.
Statt der Anfangsbedingung im Kessel konnte man als Randbedingung im Einlauf eines
sehr (halbunendlich) langen Rohres eine mit der Zeit variierende Geschwindigkeits-
verteilung vorgeben, die neben der Kontinuititsgleichung die Bedingung zeitlich
konstanter DurchfluBmenge erfiillt. Die Integration der Strémungsgleichungen miifite
dann iiber hinreichend lange Zeiten fortgesetzt werden, so daB sich statistische Zeit-
mittelwerte bilden lassen. Der Rechenaufwand hierfiir diirfte dem des vorliegenden
Beispiels kaum nachstehen?).

!y Vgl Schénauer, W.: Numerical experiments with a difference model for the Navier-
Stokes equations (turbulence model). Proc. IUTAM Symp. High-Speed Computing in Fluid
Dynamics. Phys. Fluid Suppl. I, 1969, 228-232.
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Statistische Formulierung. Weil die geschilderte Art der L6sung nicht durchfiithrbar
ist, schldgt man bei der praktischen Behandlung turbulenter Strémungen gerade den
umgekehrten Weg ein. Anstatt sich die Losungen der Strémungsgleichungen fiir die
Gesamtheit der in Betracht kommenden Anfangs- und Randbedingungen zu beschaf-
fen und darauf eine Statistik aufzubauen, wendet man die statistischen Operationen
auf die Strémungsgleichungen an. Hierbei geht ein Teil der Aussagekraft der urspriing-
lichen Gleichungen verloren; es entstehen Gleichungen, die mehr unbekannte GréBen
enthalten, als Gleichungen zur Verfiigung stehen, wie noch im einzelnen gezeigt werden
wird. Es gelingt also auf diese Weise nicht ohne weiteres, ein geschlossenes Gleichungs-
system fiir die Mittelwerte des Feldes zu schaffen. Die Randbedingungen bleiben bei
dieser Formulierung in der Regel die gleichen wie bei laminaren Strémungen.

1.3.4. Druckschwankungen und Wirbelgleichung. Es sollen noch weitere Eigenschaften
der Navier-Stokesschen Differentialgleichung kurz besprochen werden. Dabei
betrachten wir auch wieder die Gleichungen inkompressibler Strémungen und neh-
men zusitzlich an, daB keine Volumenkrifte vorhanden sind.

Druckschwankungen. Der Druck p ist in den Navier-Stokesschen Differentialglei-
chungen keine unabhéngige Gré8e; sie kann aus den Bewegungsgleichungen elimi-
niert werden. Umgekehrt 14Bt sich p auch als Funktion des Geschwindigkeitsfeldes
ausdriicken. Bildet man die Divergenz der Navier-Stokesschen Differentialglei-
chung (1.155) und beriicksichtigt die Kontinuitiatsbedingung (1.153), so ergibt sich

az(uiuj)
AP==0y %, (1161)
Fiihrt man wieder u;=%,+ 1, etc. ein, so [aBt sich diese Form als
T 0 a duy  O*(uju)
Ar=-e 3x, ox,  2%7x, ox, @ ox, ax, (1.162)

schreiben. Um den Mittelwert des Drucks p zu bestimmen, greift man selten auf diese
Beziehungen zuriick; jedoch geben sie wertvolle Auskiinfte iiber die Druckschwan-
kungen. Es gilt

o, o, ) | 0*uu

Ap'= *295;; ox; —e 0x;0x; te Ox;0x; (1.163)

Diese Differentialgleichung ist von elliptischem Typus, und die Zihigkeit tritt nicht
auf. Die Druckschwankungen werden teils durch Gradienten der gemittelten Ge-
schwindigkeiten &%,/0x; im Zusammenwirken mit Gradienten der Schwankungs-
geschwindigkeiten, teils durch Wechselwirkung verschiedener Schwankungsgeschwin-
digkeitskomponenten erzeugt. A ist der Laplace-Operator.

Denkt man sich das Geschwindigkeitsfeld und die Dichte gegeben, so ist die Differen-
tialgleichung (1.163) die Poissonsche Gleichung, wobei die Glieder auf der rechten
Seite die Belegung darstellen. Man kann hier den Greenschen Satz anwenden,

f(wAp —p' Av)dV(xV)= f(vgrad p’' — p’ grad v)d F (x'V), (1.164)
| 4 F
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wenn F die Begrenzung des Volumens V, dF ein Flichenelement mit der Richtung
der duBeren Normalen und x(* die Integrationsvariable bezeichnet, Fig. 8. Man setzt
fiir die Greensche Funktion v=1/r, wobei r=|x—xV| der Abstand vom Fest-
punkt x ist. Liegt nun x innerhalb ¥, so erstreckt sich die Integration auf das Gebiet

Fig. 8

Zur Integration der Poisson-

schen Gleichung

a) Aufpunkt im Inneren

b) Aufpunkt auf der Berandung al

V zwischen der dufleren Randfliche F und der Kugel K vom Radius r; und auf die
Rénder F und K, da Ap=0 nur auBlerhalb von K sichergestellt ist. Somit ergibt sich
aus (1.164) fur r, -0

1 1 dp' 0 /1
2Ap an_| L 9P (1) o , (N — Aoy
jrAp dv(x") jr 6ndF(x )+Jan(r>de(x ) 4np'(x).
|4 F

(1.165)

Wenn der Festpunkt auf der Begrenzung F liegt, hat man bei der Integration nur einen
Teil der Kugeloberflache in Rechnung zu stellen (Fig. 8b), die im Grenzfall r, -0
zur Halbkugel wird. In diesem Falle gilt

1 1 0p 01

il / an_ | - 2 (1) {2 \y (N — '
j . Ap' dV(x'Y) j = n dF(x )+jan(r>p dF(x'*) 2np'(x).
|4 F F

(1.166)

LaBt man in (1.165) das Volumen V wachsen, so nehmen die Beitrige der Randinte-
grale im Vergleich zu dem Volumenintegral in der Regel ab und verschwinden in
einem unendlich ausgedehnten Turbulenzfeld. Fiihrt man fiir Ap’ den Ausdruck von
(1.162) ein, so erhilt man fiir die Druckschwankungen in einem unendlich ausgedehnten
Stromungsfeld

(1.167)

: 2 (4o, L (1
o QH o, ou) | (uju)) P uju ]ldx

T 4n XV ax{V T oxVoxY  ax{Voxt |1V —x|”
|4

Hierbei bedeutet dx=dx,dx,dx;.

Diese Beziehung lehrt, daB als Folge des elliptischen Charakters der Navier-Sto-
kesschen Differentialgleichungen die Geschwindigkeitsschwankungen von allen Orten
des Strémungsraumes zu den Druckschwankungen am Ort x beitragen. Wenn in
einem ausgedehnten Strémungsfeld ein begrenztes Turbulenzgebiet besteht (z.B. ein
turbulenter Strahl wie in Fig. 1), so pflanzen sich die Druckschwankungen auch in der
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umgebenden nichtturbulenten Strémung fort. In groBer Entfernung sind die Druck-
schwankungen umgekehrt proportional dem Abstand vom Turbulenzgebiet.

Bei Turbulenzgebieten, die von festen Winden umschlossen werden, kann man in
(1.165) u. (1.166) die Integrale iiber die Berandung natiirlich nicht ohne weiteres ver-
nachlédssigen. Wenn man die Druckschwankungen an einer ebenen Wand berechnet,
so liefert die Integration {iber die Wand, an der die Druckschwankungen ermittelt
werden sollen, keinen Beitrag zum dritten Integral von (1.166), da hier d(1/r)/0n Gberall
gleich Null ist!). Fiir die Wanddruckschwankungen unter einer turbulenten Grenz-
schicht an einer ebenen Wand gilt daher
L L [P ARG

P50 ) Tan x=x,

Fy
e Ju, 0wy, | 0*u)  Pup, | dx®
T2n ) | “axdD ax{V T axPaxD T axPaxP ||

14

o (169

wobei sich das erste Integral iiber die ganze Wandfliche und das Volumenintegral
iiber den oberen Halbraum bis weit auBerhalb der Grenzschichtdicke erstreckt.
Wegen der Haftbedingung bleibt dp’/on an der Wand sehr klein, so daB das Integral
der linken Gleichungsseite fast immer zu vernachldssigen ist.

Wirbelgleichung. Es war schon gesagt worden, daB3 die Turbulenz eine Erscheinung
mit starker Wirbelbewegung ist. Man spricht von Wirbelbewegung einer Flissigkeit,
wenn rot # nicht verschwindet und definiert

w=rotu (1.169)

als den Wirbelvektor. Wendet man die Operation rot auf die Differentialgleichung
(1.152) an, so entfillt das Druckglied wegen rot grad p==0, und es ergibt sich die Wirbel-
gleichung

_D_w = (w-grad)u —vrotrotw . (1.170)
Dt

Das erste Glied auf der rechten Seite von Gl. (1.170) beschreibt die Anderung der
Wirbelstarke, die durch Strecken oder Stauchen eines Wirbelfadens entsteht. Diesem
Effekt kommt bei der Turbulenzbewegung wesentliche Bedeutung zu; bei zwei-
dimensionaler Stromung tritt er nicht auf, da hier die Wirbelfiden senkrecht zur
Geschwindigkeit und deren Gradienten verlaufen.

Wendet man die Zeigerschreibweise an, so ist unter Benutzung des alternierenden
Einheitstensors £?)

ouy,

wi——"gijk'a‘x“.
i

(1.171)

') Das gilt auch fiir »—0. Man iiberzeugt sich hiervon, indem man das Integral fiir eine Kugel-
schale vom Radius r, untersucht und den Grenziibergang r, -0 macht.
%) vgl. S. 38.
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Die Wirbelgleichung lautet dann

0w, o, du

W+ “i 0x; - “’faxj
Setzt man v=0, so geht (1.170) in die Helmholtzsche Wirbelgleichung fiir reibungs-
lose Fliissigkeiten iiber, aus der in Ubereinstimmung mit den Wirbelsitzen von
Thomson und Helmholtz folgt, dall keine Wirbel entstehen kdnnen, wenn die
reibungsfreie Stromung zu irgendeinem Zeitpunkt wirbelfrei war,

Wenn das Wirbelfeld bekannt ist, kann man das Geschwindigkeitsfeld berechnen.
Denn ein stetiges und differenzierbares Vektorfeld (in diesem Fall das Geschwindig-
keitsfeld u(x)) ist in einem einfach zusammenhingenden Bereich eindeutig bestimmt,
wenn im Inneren tiberall dive und rote und auf dem Rand die Normalkomponente
von u bekannt sind. Fir das Wirbelfeld existiert ein Vektorpotential a, aus dem sich
die Geschwindigkeit zu u=rota ergibt. Fiir dieses Potential gilt wegen

+vAw;. (1.172)

Aa=-—0. (1.173)

Die Lésung entwickelt sich analog zu (1.165), so daBl man fiir ein unendlich ausgedehn-
tes Feld die als Biot-Savartsches Gesetz bekannte Formel

u(x)=rot [L j M:‘ (1.174)
| 4

4n [x — x|

erhilt. Hinzu kommt im allgemeinen ein Beitrag der dehnungsfreien Stromung. Ein
drehungsfreier Anteil, der den Beziehungen

u=gradg, (1175)
Ap=0

geniigt, ist zwar eine Losung der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen; er
ist aber bei turbulenten Strémungen nur selten von Bedeutung.

1.3.5. Stromungsgleichungen in Mittelwerten; Reynoldssche Gleichungen. In der Folge
werden wir uns auf den Fall inkompressibler Stromung beschrinken.

Einen sehr wichtigen Satz von Differentialgleichungen erhalt man, wenn man die
Stromungsgleichungen Glied fiir Glied ‘den Mittelwertoperationen von 1.2.2 unter-
zieht, Dabei wird die Aufteilung in Mittelwerte und Schwankungsgréflen nach Gl.
(1.8) eingefiihrt. Fiir die Kontinuititsgleichung fithrt dies auf

a4,
M — __' —3 . .1
divii=0 oder 3 ;—0 (1.176)

Bildet man die Mittelwerte der Navier-Stokesschen Differentialgleichung der
Form (1.155) und subtrahiert %, J%;/0x;, so erhilt man

2
6_t uj:?;j— —E é‘—x':’— axj Vax'ax +_7', (1177)
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Diese Gleichungen werden als Reynoldssche Gleichungen bezeichnet und konnen
D

. o _ 0 .
mit D=5 +1; 3%, auch wie folgt
Du 1 1. -7
= _Egradp +Ed1th—vrotrotu+f (1.178)

geschrieben werden. T, kann dabei als der Tensor der virtuellen Spannungen —QFu;
aufgefaBBt werden, die die Folge des von der Turbulenzbewegung bewirkten Impuls-
transportes sind. Sie werden Reynoldssche Spannungen oder auch scheinbare
Spannungen genannt. In ihnen kommt also die Wirkung der Geschwindigkeits-
schwankungen zum Ausdruck.

Fiir viele Zwecke ist es niitzlich, den Tensor T, der Reynoldsschen Spannungen mit

dem Mittelwert T des Tensors der Stokesschen Reibungsspannungen zu dem Tensor
der Gesamtspannungen zusammenzufassen,

T,=T+T. (1.179)

Dieser hat die Koordinaten
- - 6'17, 5'17
"gij’—‘“'Q“i“j"'#(ax +6_uj> (1.180)

J i

Damit nimmt Gl. (1.178) die Form

Q~D—l:= —gradﬁ+div"fg+gf (1.181)
an, die sich formal nicht von der Impulsgleichung fiir laminare Stromung unter-
scheidet. Doch bildet sie mit der Kontinuitidtsgleichung kein 1osbares Gleichungs-
system, solange nicht weitere Beziehungen fiir die Reynoldsschen Spannungen ein-
gefilhrt werden. In der Regel iiberwiegen die Reynoldsschen Spannungen die Rei-
bungsspannungen um GroBenordnungen. Lediglich in der Néhe fester Wiinde sind
die Reibungsspannungen von Bedeutung.

Die Mittelwertoperation gliedweise auf die homogene Temperaturgleichung (1.158)
angewandt, fithrt auf

DT ouT 2 *T
cep, = T Ox; + 0x;0x;"
Analog zu den Reynoldsschen Spannungen stellt cou;T’ einen Wirmetransport
durch makroskopische Bewegungen dar, der neben dem Impulstransport eine weitere
wichtige Erscheinung der turbulenten Strémungen ist. Man kann diesen turbulenten
WirmefiuB

(1.182)

q=couw'T’ (1.183)
mit dem Fourierschen WirmefluB §=—AigradT zu einem GesamtwirmefluB
g,=cow'T'—igradT (1.184)

zusammenfassen und erhilt damit fiir die Temperaturgleichung die Form
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DT .
cgﬁ= —divg,, (1.185)
die formal sowohl fiir turbulente als auch fiir laminare Strémungen gilt, aber ohne Be-
ziehungen fiir ¢, ebensowenig wie Gl. (1.181) 1osbar ist. Auch der turbulente Warme-
fluB ist, auBer in Wandnihe, gew6hnlich wesentlich gré8er als der molekulare Wiarme-
fluB.

Die vollstindige Differentialgleichung fiir den Temperaturmittelwert bekommt man
durch Addieren des Mittelwertes der Dissipation @ auf der rechten Seite von Gl.
(1.185).

Die Dissipation spielt im Haushalt der mechanischen Energie turbulenter Strémungen
eine bedeutende Rolle, wahrend die Eigenerwarmung der Flissigkeit hidufig von unter-
geordneter Bedeutung fiir den Gesamtvorgang ist. Bildet man den Mittelwert von Gl.
(1.160), so ergibt sich, daB die Dissipation aus zwei Summanden besteht:

- ou, (du; 0u; ou;
S=0o[E = LY Bt e | e

Q[ +6] QI:vax (ax1+6x,)+vaxj
Der erste Summand, E, stellt die von den Gradienten der mittleren Strémungsge-
schwindigkeiten bewirkte Dissipation je Masseneinheit dar und wird direkte Dissi-
pation genannt. Der zweite Summand, der auch als

ou; ou,  ou; o,
E=VY (EX-] ‘é'x—l+ axj aXi) (1187)

: } (1.186)

J

geschrieben werden kann, ist der Mittelwert der turbulenten Dissipation je Mas-
seneinheit; diese wird von den Gradienten der Geschwindigkeitsschwankungen verur-
sacht. Die turbulente Dissipation ist die Leistung schwankender Reibungsspannun-
gen, deren Mittelwerte gleich Null sind; sie iibersteigt die Grofe der direkten Dissi-
pation je nach Reynolds-Zahl um viele GréBenordnungen, Gebiete in der Nihe
fester Winde wiederum ausgenommen. Obwohl die Geschwindigkeitsschwankungen
gewohnlich klein gegen die mittlere Geschwindigkeit sind, Jujl<%;, gilt fiir die Ge-
schwindigkeitsgradienten das Umgekehrte, |0uj/dx;|> 01,/0x;. Diese Erscheinung, die
die hohe Wirbelintensitat ausmacht, ist fiir alle turbulenten Strémungen kennzeichnend.

1.3.6. Bewegungsgleichungen der statistischen Momente und der Spektralfunktionen.
Durch Anwendung gewisser mathematischer Operationen kann man aus den Stré-
mungsgleichungen neue Gleichungen herleiten, die zwar physikalisch keine zusétzliche
Aussage beinhalten, die aber bei der Losung der Gleichungen niitzlich sein kénnen
und bei der Deutung und Beschreibung der physikalischen Vorgénge - insbesondere
in Verbindung mit Versuchsergebnissen — neue Einblicke vermitteln. Diese Methode
wird vielfach in der Strdmungsmechanik angewendet, und es bieten sich vielfiltige
Moglichkeiten an. Am bekanntesten ist vielleicht das Beispiel aus der Grenzschicht-
theorie, bei der man nach Multiplikation der Grenzschichtgleichungen mit einer
Potenz der Geschwindigkeit Integralsitze entwickelt, die fiir Ndherungsl6sungen ganz
allgemein benutzt werden.
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Auf dhnlichen Grundsitzen fuit auch die Methode, mit der man die dynamischen
Gleichungen konstruiert, denen die zentralen Momente und deren Fourier-Trans-
formierte auf Grund der Navier-Stokesschen Gleichungen unterliegen. Da die
Momente und Spektralfunktionen fiir die statistische Beschreibung der Turbulenz
fast unentbehrliche Hilfsmitte]l bilden, sind diese Herleitungen sehr wichtig. Auch
Differentialgleichungen fiir den Haushalt der kinetischen Schwankungsenergie usw.
lassen sich aus den Momentengleichungen entwickeln.

Der Grundgedanke dieser Rechnungen ist einfach, nur die Ausfithrung wird hiufig
zeitraubend und ermiidend. Man geht von den Navier-Stokesschen Gleichungen
fiir die Geschwindigkeitsschwankungen, u;(x,t) aus, die man aus Gl. (1.154) nach Sub-
trahieren der Reynoldsschen Gleichung (1.177) erhilt. Im folgenden werden diese
Gleichungen symbolisch in der Form

a ou, ,0u, o) odww 1 9p
Nifx.t} = + "6 uka_);,: ox, dx, o 0x
2y (1.188)
v 0x, 0%, Ji=0

geschrieben, wobei alle GroBen und deren Ableitungen am Ort x zur Zeit ¢ zu nehmen
sind. Fiir ein Moment m-ter Ordnung gewinnt man die gesuchten Gleichungen, indem
man fiir alle m beteiligten Geschwindigkeitskomponenten den Ausdruck (1.188) fiir
die entsprechenden x und ¢ hinschreibt, ihn jeweils mit den iibrigen Komponenten
multipliziert und den Mittelwert bildet.

Gleichungen der zentralen Momente zweiter Ordnung. Als spezielles Beispiel betrachten
wir den Geschwindigkeitskorrelationstensor R;j(x,t,r,1) fiir zwei Geschwindigkeits-
komponenten, Fig. 4, (m=2). Man erhilt das folgende Paar von Gleichungen:

DR} =uj(x™,tV)Ni{x,1} , (1.189)
DR} =uj(x, ) N;{xV, eV} (1.190)

Die Ausrechnung liefert unter Beriicksichtigung der Differentiationsregeln (1.39) bis
(1.41) die folgenden Formeln:

aR _ORy R, OR,
D("{RU}'_ ot J+ k( t)l: Xy ] Rk]

aR(sku aR(:k): 1‘31"“1 1 op') Y
0x; ary Q 0x; o 0Or; (1.191)

2R 2 2 _
«v[a u o 0Ry 0 R”']—f;u3.=0,

0% 0x;, 0x,0r,  Or.or,

M
duy(x, ') + OR;y +

Ry OR;;
DR = 220 4 g (x fy 20 4 g
DPIR} = 5 + W 5 0+ R ar,

_ 1.192
Lo PRy arog -
¢ or,  orer, WliTY

J
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Es mag zunichst festgestellt werden, daBl Gl. (1.191) die zeitlichen Ableitungen 0R,;;/0t
und 0R;;/0t enthilt, wihrend in Gl (1.192) nur 0R;;/0t erscheint. Mitunter bringt
es Vorteile, eine weitere Gleichung durch Summation von (1.191) und (1.192) herzu-
leiten,

D{R,;} =D®{R;;} + DV{R,}

_aR-’i - aRU w— (1) 1) _ 6Rij
=5, T x1) o, T [ (x', e D)~ (x, 1) ] an *
Ju,(x,t) aﬁj(x“’,t‘“) ORiny;

+ Ry ax, + Ry axiH + 0x, -

P 1 op'u; 1 dp'u; 1 dup
6rk(R<ik>j Riw) + e 0x; ¢ or +E oy

azRij azRij azRij S T
—v[ax,‘axk T oxor, 26rk6rk] — fiu—uifi=0. (1193
In dieser Gleichung tritt als zeitliche Ableitung nur 0R;/0t auf. AuBerdem weist
Gl. (1.193) einige interessante Symmetrieeigenschaften auf. Ersetzt man GIl. (1.191)
durch (1.193), so bekommt man ein Gleichungssystem, in welchem in jeder Gleichung
nur eine zeitliche Ableitung von R;; vorkommt. Es sei dazu bemerkt, daB bei statio-
niren turbulenten Strémungen das Glied dR;;/0t in Gl. (1.193) verschwindet, nicht
aber dR;;/0t in Gl. (1.192).

Der Tensor R;; hat neun Koordinaten; unter Beachtung der Vertauschungsregel,
Gl (1.33), ergeben sich fiir alle Momente der Ordnung zwei gleich zwolf Differential-
gleichungen. Durch vorhandene Symmetrieeigenschaften des Stromungsfeldes sind
in speziellen Fillen drastische Vereinfachungen moglich. Es lassen sich einige Aus-
sagen machen, die vom mathematischen Standpunkt aus bedeutend sind. Im ersten,
zweiten und siebenten Glied der rechten Seite von (1.188) tritt als fluktuierende GroBe
die Geschwindigkeitskomponente u; linear auf. Als Folge davon erscheint in (1.192)
und (1.193) das Moment R;; linear in verschiedenen Differentialquotienten (erstes,
zweites und sechstes Glied in (1.192), erstes bis drittes und elftes bis dreizehntes Glied
in (1.193). Das dritte Glied von (1.188) enthilt als fluktuierende GroBe linear eine andere
Geschwindigkeitskomponente, so daB in (1.192) und (1.193) in Verbindung mit den
Gradienten der mittleren Geschwindigkeit 0u;/0x, Momente der gleichen Ordnung
auftreten, bei denen jeweils eine andere Geschwindigkeitskomponente beteiligt ist
(drittes Glied in (1.192), viertes und fiinftes Glied in (1.193)). Diese Glieder bewirken
eine lineare wechselseitige Kopplung der Gleichungen fiir die Momente zweiter Ord-
nung. Das Produkt aus zwei Geschwindigkeitsschwankungen des vierten Gliedes
von (1.188) hat noch weitergehende Konsequenzen, da es Momente der néchst héheren
Ordnung in die Gleichung bringt. Die hierbei erscheinenden Momente dritter Ordnung
sind

R ;x,t ; x,t u'- (1)’t(“ 3
Rty = i, D, Dt (x D, (D) } (1.194)

Ry =uilx, t)“}(xm, M) g (x, e,
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Deas fiinfte Glied in (1.188) verschwindet bei der Mittelung in den Gleichungen fiir R;;.
Die Druckschwankungen kénnen durch Integrale des Geschwindigkeitsschwankungs-
feldes ausgedriickt werden, wie in 1.3.4 ausgefiihrt wurde. Beim Vergleich mit Gl. (1.167)
findet man, daB sich die mit p’ gebildeten Momente

P u,=p (x,d(xD, D)
I (1.195)
u;p’ =uj(x, 1) p'(x'9, 1)

als Integrale von Momenten der Ordnung zwei und drei darstellen. Diese Integrale
erstrecken sich {iber den gesamten Strémungsraum, so daB also Gl. (1.192) und (1.193)
Integro-Differentialgleichungen sind. SchlieBlich entstehen noch Momente der Ord-
nung zwei, die die Fluktuationen der Ké&rperkrifte enthalten; diese entfallen jedoch
in der Regel.

Zu diesen Gleichungen kommen noch die zwei Kontinuititsbedingungen, die sich mit
Gl. (1.39) und (1.40) zu

i} a

?
37 Ru=0

(1.196)

ergeben.

Gleichungen fiir die Spektralfunktionen zweiter Ordnung. Um die entsprechenden
Differentialgleichungen fiir die Spektralfunktionen herzuleiten, hat man die in 1.2.5
dargelegten Transformationsregeln auf die Ausdriicke Gl (1.191) bis (1.193) anzu-
wenden. Es soll die Fourier-Transformation beziiglich der unabhéingigen Variablen
r und t vorgenommen werden. Man hat dazu die Operation (vgl. Gl. (1.69), (1.70)
und (1.90), (1.91))

1

(2.")4 J‘ ,,,e—i(l-r+wr)drdt

Vir,n

fiir jedes einzelne Glied der Gleichungen durchzufiihren. Fiir die Differentialquotien-
ten folgt aus Gl. (1.69) und (1.90) beispielsweise

o8,
or,

m

= J ik, P(x, 0,k w)e'* "V dkdow. (1.197)
Vik,o)
Die Umkehrung davon lautet
. . 1 aRU —i(k-r+ 1)
lkm¢i] = an—)‘ J‘ arm € drds. (1.198)
Vir,t)

Die Gl. (1.193) entsprechende Gleichung fiir die Spektralfunktion @, (x,tk,)
schreibt sich formal als
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P,
ot
+ (211_[)4 [ut(x“) t(l)) uk(x t)] U e—l(k r+wt)drdr+
Vir,t)
Juy(x, 1) 1 aa,(x D, 1) - itr
+¢"j 6x,‘ + (27':)4 ik dx (1) kertandpds +
V(r,t)
: on
4 9% _ Tk Py — Pug) + 77 — ikimy+ik;m—
Xg
’P, o
_ [6x,‘6xk - 2ik, o4 a — 2k k@ jl~ (@y+0,)=0,  (1.199)
i 11 Ty o itker+ ot
muit T =Q_(27r)4 puje drdr, (1.200)
Vir,t)
1 1 T itk r+ot)
=L G | WP drdz, (1.201)
Vir,1)
ba = (‘271:? J ST * T edrde, (1.202)
Vir,)
1 ol a—itkr+on
(pil' = (2_7':)7 uif:ie drd‘[. (1203)
V(r,t)

Wie man aus den Integralausdriicken in (1.199) ersieht, wird die Fourier-Trans-
formation durch das Auftreten der an verschiedenen Orten und zu verschiedenen
Zeiten wirkenden mittleren Geschwindigkeiten erschwert. Wenn @ von Ort und Zeit
unabhingig ist, entfallen die Integrale in (1.199). In allgemeineren Fillen kann man
eine Vereinfachung herbeifiihren, indem man @ in eine Taylorsche Reihe von Punkt
x,t aus entwickelt,

oy, o
(x5 =y, ok hutiad JFURUON
U (x, )~y (x, 1) "ax,“az + oy (1.204)
so daf sich
1 OR., _.
R (1) 1N _ 75 ij a~itk-r+owt)
(2112)4 [t_‘k(x 1 ) uk(x’t)] ark € drdr
Vir,1)
__ 0w, 0%, Ju, 0Py
- a_x,k" dk, ot T (1.205)

ergibt.
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Auf die gleiche Weise leiten sich aus den Kontinuititsbedingungen, Gl. (1.196), fol-
gende Beziehungen her:

(o
X (1.206)
k;®;;=0.

Physikalische Deutung. Fiir die Momentengleichungen bzw. die Spektraltensorgleichungen
lassen sich auch physikalische Deutungen geben, die besonders an Interesse gewinnen, wenn
man das System der Differentialgleichungen durch halbempirische Annahmen zu einem ge-
schlossenen System ergdnzen mochte. Zur physikalischen Deutung kann man sich R;; bzw.
¢, als eine der Stromungsfliissigkeit anhaftende nichtkonservative Eigenschaft denken,
dhnlich einer chemischen Beimengung oder dergleichen. Die Quantitit R;; unterliegt danach
verschiedenen Transportprozessen, nimlich einem konvektiven Transport durch die mittlere
Stromungsgeschwindigkeit (zweites Glied in (1.193)) sowie einem Transport durch turbulente
(sechstes und achtes Glied) und molekulare (elftes Glied) Diffusion. Die Grofe R ;,; 1dBt sich
leicht als turbulenter Diffusionsstrom von R;; in Richtung x, interpretieren, ebenso das Glied

1 — ) .
n dp'ujfdx,, es wird gewoShnlich als Druckdiffusion bezeichnet. Des weiteren ist R;; Wechsel-

wirkungen der Turbulenzbewegung mit Gradienten der mittleren Geschwindigkeit (viertes
und fiinftes Glied) und Wechselwirkungen mit den Druckschwankungen (neuntes und zehntes
Glied) unterworfen. Die Glieder R,;(0#%;/0x,) bewirken in der Regel eine Neuschopfung von
R;; (Produktion), wihrend die Wechselwirkung mit den Druckschwankungen die Ubertragung
der Schwankungsintensitit von einer Koordinatenrichtung auf andere Richtungen vollbringt.
Das dreizehnte Glied von (1.193) ist in Gl (1.199) als Dissipation der Grée ®;; durch die
Zihigkeit zu erkennen, in (1.193) ist es als Diffusion im #-Raum zu deuten. SchlieBlich sind noch
Glieder in (1.193) vorhanden, die sowohl fiir r—0 als auch fiir r—o verschwinden (drittes
und siebtes Glied). Die Wirkung dieser Glieder ist als Transport im Wellenzahienraum zu er-
kldren, Die Summe dieser Wirkungen bestimmt die zeitliche Anderung von R;;. Diese kurze
Skizzierung der physikalischen Erscheinungen mag hier geniigen; spéter wird bei der Behand-
lung von Spezialfillen niher hierauf eingegangen werden.

Das Problem der SchlieBung des Gleichungssystems. Die Differentialgleichungen fiir
die zentralen Momente hoherer Ordnung oder deren Fourier-Transformierte kon-
nen nach dem gleichen Prinzip hergeleitet werden, doch nimmt mit steigender
Ordnung m der Rechenaufwand in jedem Fall rasch an Umfang zu. Grundsitzlich
konnte man sich einen unendlichen Satz von Differentialgleichungen fiir die Momente
aller Ordnungen beschaffen. Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen, die letztlich
das Turbulenzfeld beschreiben, sind Giber die charakteristischen Funktionen durch
den gesamten Satz der unendlich vielen zentralen Momente festgelegt (vgl. 1.2.3). Die
Losung des Systems der unendlich vielen Differentialgleichungen der Momente aller
Ordnungen wiirde deshalb, wenn man sie ermitteln konnte, die zeitliche und rium-
liche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen bestimmen. Die Reynolds-
schen Gleichungen von 1.3.5 sind das erste Glied dieser Hierarchie von Gleichungen,
dic wegen ihrer vielseitigen Kopplungen von hoffnungsloser Kompliziertheit sind.
Die Gleichungen fiir die Momente der Ordnung m enthalten linear Momente der
Ordnung m+1 als unbekannte Funktionen. Schreibt man sich die Gleichungen fiir
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die Momente der Ordnung m-+1 hin, so hat man als Unbekannte die Momente der
Ordnung m+2 usw. Man kann also auf diese Weise nicht zu einem losbaren System
von Gleichungen vordringen.

Das Dilemma, vor das man durch Anwendung statistischer Operationen auf die
Navier-Stokesschen Gleichungen gestellt wird, besteht darin, den Satz der un-
endlich vielen gekoppelten Integro-Differentialgleichungen durch weitere Rechen-
schemata, Hypothesen, Modellvorstellungen, Vereinfachungen oder dgl., die man
aus den Navier-Stokesschen Gleichungen im allgemeinen nicht erschlieBen kann,
in ein abgeschlossenes Gleichungssystem zu iiberfithren. Die bekannten einfachen
Niaherungsansitze — die Austauschformel von Boussinesq und die Mischungsweg-
formel von Prandtl — bewerkstelligen die SchlieBung auf der ersten Stufe vermittels
phéanomenologischer Annahmen. Auf diesem Wege kann man allerdings nicht zu
einer strengen Theorie gelangen. Mehr als Aussagen beschrinkter Giiltigkeit und an-
gendherten Charakters sind nicht zu erwarten, auch wenn physikalisch begriindet er-
scheinende SchluBfolgerungen und Daten aus Versuchen eingefiigt werden.

2. Homogene Turbulenzfelder

2.1. Einfilhrung

2.1.1. Generelle Eigenschaften. Als mathematisch einfachster Fall einer turbulenten
Strémung erscheint das homogene unbegrenzt ausgedehnte Turbulenzfeld. Homoge-
nitit bedeutet, wie schon friiher erwahnt, daB alle statistischen GréBen und Ver-
teilungen vom Ortsvektor x unabhingig sind. Diese Definition verlangt auch
%(x)=const. Nimmt man ferner p(x)=const und f =0 (keine Korperkrifte) hinzu
und setzt dies in die Reynoldsschen Gleichungen ein, so folgt wegen Fehlens simt-
licher Ableitungen nach den Ortskoordinaten &ii/0t=0; W(x) ist also auch zeitlich
konstant. Da es nun auf die Bewegungsgleichungen ohne EinfluB bleibt, wenn man
ein mit @ bewegtes Achsensystem einfiihrt, kann man sich auf den Fall @=0 beschrén-
ken, ohne die Allgemeingiiltigkeit der Betrachtungen einzuschrinken.

Wendet man die dreidimensionale Fourier-Analyse nach Gl (1.87) auf das Ge-
schwindigkeitsfeld an?),

ux)= [ e*=dZ(k), 2.1
VK
so erfordert die Kontinuitétsgleichung fiir inkompressible Flissigkeiten, divu=0,
k-dZ(k)=k;dZ,(k)=0. (22)

1Y In diesem Kapitel werden Geschwindigkeitsschwankungen mit u statt mit u’ bezeichnet. Es
ist ferner zu beachten, dall d Z ein Vektor ist, wiithrend die an anderen Stellen benutzten Symbole
dx, dk usw. Skalare (Volumenelemente im Orts- oder Wellenzahlenraum) bezeichnen.
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Dies besagt, daB der Vektor jeder einzelnen Fourier-Komponente senkrecht zum
Wellenzahlenvektor k steht; die Fourier-Komponenten stellen also einfache Scher-
stromungen dar, Fig. 9. Die homogene Turbulenz ist somit durch die Definition als
stochastischer Proze8 eine rotationsbehaftete Strémung.

k y X
3 k 3
u
ky X7 Fig. 9
k X Fourier-Analyse des
! 1 homogenen Geschwindigkeitsfeldes
a) Wellenzahlenraum
a) b) b) Physikalischer Raum

Anmerkung. Wir konnten, als Gegenprobe gewissermaBen, danach fragen, wie ein homogenes
stochastisches Potentialfeld aussehen miilte. Analog zu (2.1) hitte man fiir das Potential das
Fourier-Stieltjesche Integral
plx)= | e**d(k) 2.3)
V{k)
Zu setzen.
Die Potentialgleichung Ap =0 erfordert dann

k-kd (k) =k k,d {(K)=0. (2.4)

Bei reellen Werten von k kann diese Beziehung nur durch d{(k)= 0 erfiillt werden. Ein homo-
genes stochastisches Feld drehungsfreier Stromung existiert daher in einer in-
kompressiblen Fliissigkeit nicht. Mathematisch ausgedriickt, es schlieBen sich in einem
homogenen stochastischen Feld die Bedingungen dive=0 und rotu=0 gegenseitig aus.

Da die Reynoldsschen Gleichungen keine weitere Aussage iiber die homogene
Turbulenz liefern, wollen wir das Gleichgewicht der mechanischen Energie betrach-
ten. Die Navier-Stokessche Gleichung (1.154) wird skalar mit # multipliziert;
dann werden Glied fiir Glied die Mittelwerte gebildet. Dabei bestehen wegen du,/0x;=0

und 9(---)/dx;=0 die Identitiiten

Ou; 1 outu; 1, 0u;
M= a1 a0 @3)
op Ou ou;
Lt Pl el 26)
g
vy 1 Pwuy, Oy 0w, Oy 6uf. @7

=5 6XJ6XJ 6x_i axl— 6XJ 6x1



2.1. Einfiilhrung 65

Also ergibt sich

1 G, 7, o

2 Ot -vc"xj ox;’

Der Wert u,u/2=u?/2 ist der Mittelwert der kinetischen Energie je Einheit Fliissig-
keitsmasse. Man kénnte diese Beziehung auch aus Gl. (1.193) fiir r=0, 1=0 gewinnen.
Auf der rechten Seite von (2.8) steht der mit negativem Vorzeichen versehene Wert
der Dissipation. Denn da auch die Identitét

Ou; du; az(u,.u,.)_ ’u; Pu;  0u; Ou;

_ X i, 9% G4
0x; dx; 0x;0x; u’axjax‘. u'axjax,- ax; dx; 0 29

gilt, geht bei homogener Turbulenz Gl. (1.187) in

Ju; du;

Fl 2
== ‘12- (2.8)

iiber. Die Dissipation ist in drehungsbehafteter Stromung von Null verschieden und
stets positiv, so daB nach (2.8) die kinetische Energie der Strdmung mit der Zeit ¢ ab-
nimmt. Ferner erkennt man, daB bei fehlenden Korperkriften Homogenitit und
Stationiritit sich gegenseitig ausschlieBen. Die Aufgabe, die in diesem Kapitel be-
handelt wird, ist mathematisch also wie folgt definiert:

In einem unendlichen Volumen inkompressibler Fliissigkeit sei die Geschwindigkeitsver-
teilung zum Zeitpunkt t, als Zufallsfunktion von x gegeben. Diese Geschwindigkeitsver-
teilung, die mit der Kontinuititsgleichung und den Bedingungen der Homogenitiit ver-
trdglich sein muf, sei durch gewisse Wahrscheinlichkeitsgesetze beschrieben. Mit Hilfe
der Stromungsgleichungen sind Wahrscheinlichkeitsgesetze zu ermitteln, die die Be-
wegung zu einem spiiteren Zeitpunkt t>t, beschreiben.

Der so definierte Vorgang stellt nur eine Teilphase eines Gesamtvorganges dar. Man
mag sich hierzu als Beispiel vorstellen, daBl die in einem groBen Gefill enthaltene
Fliissigkeit durch einen Riihrmechanismus in wirbelige Bewegung versetzt wird.
Nach Aufhdren des Rithrprozesses sich selbst iiberlassen, setzt sich die Bewegung fort;
sie wird jedoch mit der Zeit schwicher. Diese Phase des Abklingens einer irgendwie
in Gang gesetzten Bewegung ist der Gegenstand dieses Kapitels. Die Frage, wann und
wie diese Bewegung entstanden ist, wird nicht erdrtert.

Die praktische Bedeutung dieses sehr speziellen Falles erscheint zunichst begrenzt.
In der Tat liegt der Wert hauptsichlich auf der theoretischen Seite insofern, als sich
hier ein Fall bietet, an dem unter Fortlassen aller {iberflissigen Komplikationen
mathematischer Art wichtige dynamische Fragen der Turbulenz studiert werden
konnen. Dies trifft insbesondere zu, wenn man zur weiteren Vereinfachung gewisse
Symmetriebedingungen fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen einfithren kann.
Ohne zu iibertreiben darf man feststellen, daBl man ohne das Studium der homogenen
Turbulenz schwerlich zum tieferen Verstehen allgemeiner turbulenter Strémungen
vordringen kann. Unmittelbar praktische Bedeutung haben jedoch die hier gewon-
nenen Aussagen iber die Feinstruktur der Turbulenz (vgl. 2.4.1) sowie iiber die Dissi-
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pation und Austausch der Energie, die allgemein fiir turbulente Strémungen gelten.
Dartiberhinaus wendet man die Beziehungen der isotropen Turbulenz in vielen Fillen
an, bei denen Annahmen iiber die Struktur getroffen werden miissen, detaillierte
Kenntnisse fiir den Spezialfall aber nicht vorliegen. So findet man z.B. Anwendungen
bei den Scherstromungen (vgl. 3.1.6) und bei atmosphirischer Turbulenz, um zwei
Beispiele zu nennen.

2.1.2. Wirbelgleichung. Mit Gl. (2.8) ist eine sehr einfach aussehende Gleichung fiir
das Abklingen der kinetischen Schwankungsenergie des homogenen Feldes gewon-
nen, die jedoch nicht 18sbar ist, weil eine Beziehung zwischen u; und du,/0x; fehlt. Es
soll gleich noch die Gleichung fiir das Abklingen der Wirbelstédrke hergeleitet werden.
Hierzu wird die Wirbelgleichung (1.172) mit w; multipliziert, dann iiber i summiert
und gemittelt. Dabei gilt analog zu Gl. (2.5) bis (2.8)

T dwy

w,»uja—xj—O, (211)
dw; dw,

w;Aw; = — 6-xJ gx-j’ (2.12)

so ergibt sich fiir die zeitliche Anderung des quadratischen Mittels der Wirbelstirke

1 dw,w; ou; dw,; duy,

Das zweite Glied auf der rechten Seite beschreibt die Dissipation der Wirbelintensitit
durch die Zdhigkeit. Diese Gleichung ist zwar ebensowenig losbar wie Gl. (2.8),
liefert aber eine weitere Aussage tiber den Turbulenzmechanismus. Das erste Glied
auf der rechten Seite, das sich auch mit Hilfe von (1.171) als Summe zentraler Mo-
mente dritter Ordnung von Geschwindigkeitsableitungen ausdriicken 148t,
ou; Ou, Ou, Ou,

wiwjg;—j‘_eikleimna_n ox,, ;3?,-’ (214
besagt namlich, daB nicht nur Zahigkeitskréfte sondern auch Massentrigheitskrifte
zur Wirkung kommen, und da8 die Geschwindigkeitskomponenten verschiedener
Richtungen in Wechselwirkung miteinander stehen. Aus dem Auftreten von zentralen
Momenten dritter Ordnung kann man ferner schlieBen, daB die Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilungen nicht symmetrisch sind (vgl. Fig. 3). Versuche zeigen, daB dieses
Glied positiv ist. Man kann seine Wirkung als Vermehrung der Wirbelstirke durch
Streckung der Wirbelfiden deuten. Diese Vermehrung der Wirbelintensitit kom-
pensiert teilweise die Wirbeldissipation. Da nach (2.8) die kinetische Energie mit der
Zeit gegen Null abklingt, mufl natiirlich auch die Wirbelstirke gegen Null gehen
und deshalb

0 9% 00 (2.15)

W ; —
P 0x; 0x; 0x;
J J i)

sein.
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2.1.3. Windkanalturbulenz. Die exakte Verwirklichung eines homogenen Turbulenz-
feldes ist praktisch nicht méglich. Ein Fall, der ihm in der Regel nahe kommt, ist die
sogenannte Windkanalturbulenz, auch Gitterturbulenz genannt, bei der ein gleich-
formiger Luftstrom der Geschwindigkeit %, =U, beim Passieren eines Maschen-
gitters in turbulente Bewegung versetzt wird. Das entstehende Feld unterscheidet
sich von der zeitlich abklingenden homogenen Turbulenz dadurch, dal es stationir
und nur in Ebenen senkrecht zu U; homogen, in Richtung U, aber nichthomogen ist;
die Turbulenz klingt mit wachsendem Abstand vom Gitter ab. AuBerdem hat der
Luftstrom endliche Abmessungen, so daB sich die Homogenitit nur iiber endlich
groBe Flachen senkrecht zu U, erstreckt. Der Theorie der homogenen Turbulenz liegt
dagegen ein Feld unbegrenzter Dimensionen zugrunde.

Die Gl. (2.8) entsprechende Form der kinetischen Energiegleichung lautet fiir die
Windkanalturbulenz

1 U duu, 0 wu, p\ 0w 0w 1 QPuy
2 Vax, 6_x1u‘<2 + >__v3_xj5;j 27 oxt ”
Die zeitliche Ableitung wird also durch das konvektive Glied (1/2) U, du;u,/dx, er-
setzt. Zusatzlich tritt das Glied (8/0x,)u,(u;u;/2+ p/e) als Folge der Inhomogenitit in
xy-Richtung auf. Der Ausdruck u,(u;u;/2+p/o) reprisentiert einen durch Vermi-
schungsvorginge erzeugten Energiestrom, der als turbulente Diffusion bezeichnet
wird; speziell wird die Korrelation zwischen Geschwindigkeits- und Druckschwan-
kungen, u, p, Druckdiffusion genannt. Das Diffusionsglied ist vernachlissigbar, wenn
die mittlere Stromungsgeschwindigkeit groB ist gegen die Geschwindigkeitsschwan-
kungen (U, > 1/177) Unter dieser Voraussetzung bleibt die Inhomogenitit in der Regel
unbedeutend. Praktisch liefert die Windkanalturbulenz die einzige Basis fiir die
experimentelle Nachpriifung und Ergidnzung der Theorie der homogenen Turbulenz.

(2.16)

Anmerkung. Es ist im Schrifttum eine Ausnahme bekannt geworden, bei der ein Turbulenzfeld
statt durch ein Gitter durch achtzig sich in verschiedenen Richtungen kreuzende Strahlen
erzeugt wurde?).

2.2. Kinematik und Dynamik der homogenen Turbulenz

2.2.1. Kinematische Beziehungen. Fiir das tiefere Eindringen in die Kinematik und
Dynamik der homogenen Turbulenz konnen wir unmittelbar an die Darlegungen
von 1.2.4 und 1.2.5 anschlieBen. Da die mittlere Geschwindigkeit gleich Null ist, sind
die wichtigsten Funktionen die Korrelations-Tensoren, durch die die Mittelwerte
der Geschwindigkeiten an zwei Punkten des Raumes zu verschiedenen Zeiten be-
schrieben werden, sowie deren Fourier-Transformierte. Die kinematischen und
dynamischen Gleichungen fiir diese Funktionen sind der Gegenstand dieses und der
folgenden Abschnitte.

) Betchov, R.: On the fine structure of turbulent flows. J. Fluid Mech. 3 (1957) 205-216.
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Der Geschwindigkeitskorrelations-Tensor nach Gl. (1.32) ist eine Funktion
des Abstandsvektors r=x'—x sowie der Zeiten ¢t und ¢+, nicht aber von x, da ge-
miB der Definition der Homogenitit alle Funktionen gegen raumliche Verschiebun-
gen invariant sind. Wir kénnen also schreiben:

R;jr.t,)=ux,ux+rt+1). 217

Fiir verschwindende Zeitdifferenz t der beiden Geschwindigkeitskomponenten erfiillt
der Korrelationstensor seiner Definition nach die Symmetriebedingung

Rij(r9t’0)=Rji(_ryt’0)> (218)
dicauch  JRul0L0_, 2.19)
ar,
einschlieft.

Aus der Kontinuitatsgleichung der inkompressiblen Fliissigkeiten folgt, daB der
Tensor, Gl. (2.18), den solenoidalen Bedingungen

0 0
5’_—j R;jr,t,7) = E_—' R,i(r,t,7)=0 (2.20)

geniigen muB. Diese Beziehung hat mit 1llim R, (r,t,7)=0 zur Folge, daB das Integral

von R;; iiber eine Ebene r;=const oder r;=const den Wert Null hat, d.h. es gelten
die Integralbeziehungen

{§ Ri(rt,1)dr,dry=0,
i (2.21)
jj Rli(rat)t)drzdr3=0

fiir konstantes r,. Dies ergibt sich auch aus der Forderung, daB der Gesamtstrom an
Fliissigkeit durch eine geschlossene Oberflache in jedem Augenblick gleich Null sein
muB. Es folgt hieraus, daB R, ; fiir gewisse Werte r das Vorzeichen wechselt.

Spektraltensor. Da der Korrelationstensor R;; reell ist, wird der Spektraltensor, Gl.
(1.91),

D, (k,t,7) =(2_:t)-3 ‘J Rif{r,t,)e”*rdr (222
()

im allgemeinen komplex sein und der Beziehung

DY (k,t,1)=D; (—k,t,7) (2.23)
gentigen. GemiB der Symmetriebedingung (2.18) folgt aus (2.22) fiir t=0

D, ,(k,t,0)=P;(—k,t,0). (2.24)
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Die solenoidalen Bedingungen (2.20) des Korrelationstensors fiilhren bei den Spek-
traltensoren auf die Orthogonalitdtsbedingungen
ki ®;(k,t,0)=k;®;y(k,t,0)=0. (2.25)
Da nach GI. (1.93) und (1.94)
dZt(k,0)dZ;k, 1)
dk

ist, erkennt man in der Orthogonalitét (2.25) das in (2.2) gefundene Ergebnis wieder,
nach welchem der Geschwindigkeitsvektor der Fourier-Komponenten senkrecht
zum Wellenzahlenvektor steht (Fig. 9).

;;(k,£,0)= lim (2.26)

Eindimensionale Spektralfunktion. Zur momentanen Beschreibung des Geschwindig-
keitsfeldes ist zwar die dreidimensionale Fourier-Zerlegung notwendig, jedoch ist
vom praktischen Standpunkt mitunter die Fourier-Transformation des Korrela-
tionstensors nach nur einer Ortskoordinate von Interesse,

@

1 .
O;jky,t,7) = b J Rij("bf,‘f)e—’kl'ldrl. 2.27)
Diese eindimensionale Spektralfunktion erhilt man aus der dreidimensionalen durch
Integration iiber die Querrichtungen des Wellenzahlenraumes:

O,ky,t,0)=§ | @kt 1)dk,dk;. (2.28)

Spektralfunktionen, die nur vom Betrag k=|k} des Wellenzahlenvektors ab-
hingen, ergeben sich durch Mittelung von @,;(k,t) iiber die Oberfliche einer Kugel
vom Radius k im Wellenzahlenraum

ik, ) =k*§ d,;(k,1)dQ, (2.29)

wobei d© der Raumwinkel ist ($§d©2=4mn). Vom physikalischen Standpunkt hat ins-
besondere die Energie-Spektralfunktion (halbe Spur von (2.29))

E(k,0) = %l//ﬁ(k, 5= —;—k2§ &k, HdQ ﬁir‘ =0 (2.30)

anschauliche Bedeutung. E(k,t)dk ist der Anteil zur kinetischen Energie je Massen-
einheit, der von den Fourier-Komponenten aller Wellenzahlen vom Betrage
k<lkl|<k+dk kommt. Die Gesamtenergie, bezogen auf die Einheit der Fliissigkeits-
masse, ist also

@

1
'i'uiui = 'i" R,-i(O, ’) ={E(k, ’)dk. (2-31)

2.2.2. Korrelations- und Spektralfunktionen im gleichformigen Fliissigkeitsstrom. Die
vorhergehenden Darlegungen sind im Hinblick auf die experimentelle Bestimmung
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der Korrelations- und Spektralfunktionen noch etwas zu erganzen, wobei allerdings
auf die MeBtechnik selbst nicht eingegangen wird'). Die Kinematik und Dynamik
der homogenen Turbulenz ist von der gemittelten Geschwindigkeit %(x) unabhédngig.
Deshalb durfte bei der Herleitung der Gleichungen in 2.1 w=0 gesetzt werden. Bei
Versuchen ist das MeBergebnis im allgemeinen aber nicht unabhéngig davon, ob die
MeBsonde ruht oder mit einer Geschwindigkeit durch die Flissigkeit bewegt wird.
Dagegen bleibt es gleich, ob die Strémung im Mittel ruht und die Sonde mit der Ge-
schwindigkeit — U durch die Strémung geschleppt wird oder ob die Sonde ruht und
die Strémung die mittlere Geschwindigkeit w= U hat. Gerade das letztere ist bei der
Windkanalturbulenz der Fall, bei der die Sonde fest im Windkanal eingebaut ist.

105z ‘
~ ﬁe u, U,
[~
278 r=
05 e~ 2
~ ! =~ 7 /|
S
\
QN
0 Fig. 10
Zeitlich-raumliche Korrelations-
0 2 ‘ 5 8 len];;ionin UI\tIt/vd=21C5;(.)i)t
U]I'/M » aschenweite des Gitters

Unm bei der homogenen Turbulenz mit #=0 zu bleiben, betrachten wir MeBsonden,
die mit der konstanten Geschwindigkeit U, in Richtung der negativen x,-Achse
bewegt werden. Eine solche Sonde, die nur auf zeitlich verdnderliche, nicht aber auf
konstante Werte ansprechen moge, registriert die Geschwindigkeit u(xy,— U, ¢, ), wenn
sie sich im Zeitpunkt t=0 bei x, befand. Mit einem Sondenpaar, bei dem die eine
Sonde den vektoriellen Abstand r von der anderen hat und auBerdem den MeBwert
um die Zeitdifferenz t spiter als die andere MefBsonde registriert, ermittelt man also
die Korrelationsfunktion

Rij(r—Utt,))=ulxo— U t,)uxo+r— U, (t+1),t+17) ). (2.32)

!y Beziiglich der experimentellen Methoden sei auf folgendes Schrifttum verwiesen:
Kovasznay, L. S. G.: Turbulence measurements, Princeton, N. J. 1954. = High Speed Aero-
dynamics and Jet Propulsion, Vol. 9.

Corrsin, S.: [14].

%) Zur Mittelwertbildung kann man sich hilfsweise vorstellen, daB in einer Ebene x, =const
eine groBe Zahl gleicher Sondenpaare angeordnet ist, die alle zu gleicher Zeit losfahren. Der
Mittelwert der zur Zeit t angezeigten Werte ist dann R;; nach (2.32). Bei der Windkanalturbulenz
ist die Stromung stationdr und R, ergibt sich aus dem zeitlichen Mittelwert eines einzigen
Sondenpaares.
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Bei verschwindender Zeitdifferenz t ist das Ergebnis unabhéngig von der Geschwin-
digkeit der Sonden. Ist aber t endlich, so tritt ein EinfluB dadurch auf, daB die zweite
Sonde im Augenblick der Messung statt des geometrischen Abstandes den effektiven
Abstand r—U,; 1 von dem Punkt hat, an dem die erste Sonde mif3t. Als Beispiel sind
in Fig. 10 im Windkanal gemessene Lingskorrelationen R,;/u? als Funktion von
U,t/M mit r;/M als Parameter wiedergegeben!) (r,=0,r,=0). Dabei ist M die Ma-
schenweite des Turbulenzgitters. Jede Kurve hat ein Maximum, das etwa bei U, t=r,
liegt, dessen Wert aber mit wachsendem r, abnimmt. Fig. 11 zeigt in Zhnlicher Weise
Querkorrelationsfunktionen (r, =0,7;=0). Diese Kurven haben alle bei 7=0 ein
Maximum. Die Kurve fiir r,=0 ist mit der Kurve r; =0 von Fig. 10 identisch.

10,
L/M=0 h=0
Ty
h
j—o—— ll,
057757
1'%
= 0315
'2::: 30
Fig. 11 a1
Zeitlich-rdumliche Korrelations- -
funktionen UM/v=21500 0 2 4 6 6
M Maschenweite des Gitters U]I‘/M e

Solche zeitlich-riumlichen Korrelationskurven homogener Turbulenz hingen natiir-
lich von der GréBe der Geschwindigkeit U, ab. Werden die Sonden im Grenzfall
mit unendlich groBer Geschwindigkeit durch das Turbulenzfeld ,,geschossen®, so geht
fiir endliche Werte U, t die Zeitdifferenz t—0, und es gilt

Jim Ry(r—U,56,0=Ryylr— U, 5,,0), (2.33)
1“@

Was in diesem Fall als zeitliche Variationen registriert wird, sind in Wirklichkeit
Eigenschaften der riumlichen Struktur. Langskorrelationen der in Fig. 10 dargestellten
Art erscheinen jetzt als parallet verschobene Kurven; ihre Einhiillende fillt nicht mehr
mit 7 ab wie in Fig. 10, sondern ist eine zur t-Achse parallele Gerade, Fig, 12.

Die Vorstellung, daf bei hinreichend groBer Geschwindigkeit die raiumliche Struktur
gewissermaBen ,eingefroren” an der Sonde vorbeigefiihrt wird, wurde urspriinglich
von G.L Taylor?) auf die Windkanalturbulenz angewendet und ist seitdem unter

') Nach Favre, A.; Gaviglio, J.; Dumas, R.: Quelques mesures de corrélation dans le
temps et I’espace en soufflerie. Rech. Aéron. 31 (1953) 21-28.
%) Taylor, G. I.: The spectrum of turbulence. Proc. Roy. Soc. London A 164 (1938) 476-490.
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der Bezeichnung Taylorsche Hypothese allgemein gebrduchlich. Mittels dieser
Hypothese kann man die eindimensionalen Wellenzahlspektren nach Gl. (2.27) auf
die entsprechenden Frequenzspektren zuriickfithren, die man mit elektrischen Band-
filtern experimentell ermitteln kann. Zwischen der Kreisfrequenz w und der Wellen-
zahl besteht die Beziehung

w

k=
1 U1

(2.34)

Eine Abschitzung, auf die hier nicht eingegangen werden soll, zeigt, daf3 die Taylor-
sche Hypothese anwendbar ist, wenn U, > ]/u?. Diese Voraussetzung ist bei der
Windkanalturbulenz in der Regel mit guter Niherung erfiillt, so daB die eindimen-
sionalen Wellenzahlspektren beziiglich der Wellenzahl &k, unmittelbar mebar werden.

10,
’ ’i/ M r
N T P 4 ] [
v, u,
5=0
U+
5 :
1%
b~}
\
= Fig. 12
i} S Zeitlich-raumliche Korrelations-
funktionen in homogener
0 2 4 ) § Turbulenz bei Sonden-Geschwin-
U1'L‘/M —_— digkeit U, =co (schematisch)

Flugmechanische Anwendung. Die obigen Ausfiihrungen sind nicht nur vom experimentellen
Standpunkt aus wichtig; sie treffen genau so zu fir ein Flugzeug, das durch die turbulente
Atmosphiire fliegt. Bei rechnerischen Untersuchungen der Frage, wie ein Flugzeug auf Boen
reagiert, und auch bei Flugsimulationen finden die Bezichungen dieses Kapitels praktische
Anwendung. In Ermangelung genauer Informationen betrachtet man nimlich die atmo-
sphirische Turbulenz hiufig als stationdres homogenes isotropes Turbulenzfeld. Die longi-
tudinalen Boenkomponenten (in Flugrichtung) werden durch das Spektrum @,, nach (2.28),
die vertikalen Béenkomponenten durch @,, und die lateralen durch @,, beschrieben; die
Formeln fiir diese Spektren in isotropen Feldern folgen in 2.3.1.

2.2.3. Dynamische Gleichungen. Um die in 2.1 aufgeworfenen Fragen weiter zu ver-
folgen, miissen die Bewegungsgleichungen fiir den Korrelationtensor bzw. fiir den
Spektraltensor hergeleitet werden. Fiir die Entwicklung der Funktion R;; nach ¢ und
1 gelten Gl. (1.192) und (1.193), die fiir homogene Turbulenzfelder in Abwesenheit von
Korperkriften folgende Formen annehmen:
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OR;; 1 (0pu; dup Ry
o R(..,, Rigwy) — < ar. " ar, 2v Bror = 0, (239
dR; aR,.( w1 oup &Ry
o T or, + o Or; 6r,‘6r,‘ B (2.36)
Fiir r—»0 und -0 geht Gl. (2.35) mit den Regeln von 1.2.4 in
. Owu; 1 (du;  du du; du;
I N et <ax,. a_x,.)””ax, By @37)
iiber. Da ferner wegen der Kontinuitdtsbedingung fiir i=j
ou; Ou,
p<6—x, + 6_x,) =0 | (2.38)
ist, folgt aus (2.37)
duyu; du; Ou,
i%i et} LI 2
TR ol P 239
ein Ergebnis, daBl mit Gl. (2.8) identisch ist.
Die Gleichung fiir die Spektralfunktion &;; ist geméB (1.199)
0P, . . 2
at — ik (Dypy;— Piy) — 1k +ik;m+2vk* D=0, (2.40)

wobei wieder n; und n; die Fourier-Transformierten von (1/¢)pu; bzw. (1/¢)u;p

und P,; bzw. &, diejenigen von Ry,); und Ry, sind und k,k,=k* gesetzt wurde.

Fiir die durch (2.30) definierte Energie-Spektralfunktion ergibt sich folgende Gleichung:
OE(k)

e + T(k)+v2k* E(k)=0, (2.41)

in der die nichtlinearen Glieder der Strdmungsgleichungen als Raumwinkelintegral
durch

i
T(k, )= ~k? 3 § ki (P gay;— Piiny) A2 (242)

ausgedriickt werden. Da fiir r—0,7—0 das zweite Glied verschwindet,

'_"1)1 0 ar R(lk)} - Rl(}k)) 0, (243)
gilt T Tk dk=0. (2.44)
0

Integriert man (2.41) iiber k, so folgt

%——5; +2vjk2E(k)dk 0. (2.45)
0
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Die Dissipation der homogenen Turbulenz errechnet sich aus dem Energiespektrum
also zu

Our 04 _ o, | k2B dk. (2.46)
Ox, O0x;

E=v

0

GemiB der in 2.1.1 formulierten Aufgabe sind aus den dynamischen Gleichungen
(2.35), (2.40) oder (2.41) die zeitlichen Entwicklungen der Funktionen R;;, &;; und E
zu ermitteln, wenn zum Zeitpunkt ¢, beliebige Anfangsverteilungen fiir die genannten
Funktionen vorgegeben sind. Diese Entwicklungen vermitteln den in Gl. (2.8) offen
gebliebenen Zusammenhang zwischen u;u; und (9u,/8x )(du,/dx;). Der Lésung stehen
die Glieder hoherer Ordnung, wie R,;, pu; usw. entgegen. Hierfiir zusitzliche Be-
ziehungen zu finden, ist die Schwierigkeit dieser Aufgabe. In Gl (2.39) und (2.45)
treten diese Glieder nicht auf. Daraus ist zu folgern, daB sie zur Anderung der Gesamt-
energie unmittelbar nicht beitragen, sie bewirken also nur Anderungen der Geschwin-
digkeitsverteilungen. Wihrend die Druckschwankungsglieder in Gl. (2.37) vorhanden
sind und auch fiir i=j nicht entfallen, erscheinen sie in Gl. (2.41) fiir das Energie-
spektrum nicht mehr. Diese Glieder beschreiben also einen Energieaustausch
zwischen den Geschwindigkeitskomponenten verschiedener Koordinaten-
richtungen, was besonders durch (2.38) deutlich wird. Die Wirkung des zweiten
Gliedes in (2.35), (2.40) und (2.41) ist durch die Beziehungen (2.43) und (2.44) als Ener-
gietransport im k-Raum zu interpretieren. Es findet also ein Energieaustausch
von kleinen Wellenzahlen nach gréBeren statt oder umgekehrt. Diese beiden Phéano-
mene, der Energieaustausch zwischen Geschwindigkeitskomponenten verschiedener
Richtung und der spektrale Energieaustausch, sind auch bei allgemeineren turbulenten
Stromungen im Spiel. Bei der homogenen Turbulenz kdnnen sie separat studiert
werden. Dieser Umstand motiviert die ausfiihrliche Behandlung der homogenen und
der isotropen Turbulenzfelder in den folgenden Abschnitten.

2.3. Isotrope Turbulenzfelder

2.3.1. Kinematik isotroper Turbulenz. Es sei noch einmal herausgestellt, daB isotrope
Turbulenz durch die Bedingung definiert ist, daB der Mittelwert einer beliebigen aus
Geschwindigkeitskomponenten gebildeten Funktion unverindert bleibt, wenn das
Bezugsachsensystem in beliebiger Weise gedreht und wenn es an irgendeiner Ebene
gespiegelt wird. Diese Konzeption wurde erstmalig von G.1. Taylor?) eingefiihrt.
Durch diese Spezialisierung nehmen die Korrelations- und Spektraltensoren beson-
ders einfache Formen an, die fiir die weitere mathematische Behandlung und fiir die
Diskussion der Bewegungsvorginge, aber auch fiir die Deutung von Versuchsergeb-
nissen niitzlich sind.

1y Siehe FuBnote 2, S. 15.
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Als erste Bedingung mubB bei isotroper Turbulenz der Mittelwert des Geschwindig-
keitsquadrats fiir alle Richtungen gleich sein,

2

—B=d= =Y 247)

Im folgenden wird die GroBe u? zur Bezeichnung des quadratischen Mittelwertes der
Geschwindigkeitskomponente bei isotroper Turbulenz benutzt.

Der Geschwindigkeitskorrelationstensor zweiter Stufe hat als isotroper
Tensor die in Gl. (1.111) hergeleitete Form
R;j(r)=A(r)r;r;+ B(r)d;;, (2.48)

wobei A und B skalare Funktionen von r? und der Zeit ¢ sind. Im allgemeinen hin-
gen diese Funktionen auch noch von der Zeitdifferenz 7 ab. Die weiteren Betrach-
tungen sollen sich jedoch auf den Fall 7=0 beschrinken, so daB die Gl. (2.36) nicht
weiter benotigt wird. Auch die Abhéngigkeit von der Zeit soll hier nicht extra ange-
filhrt werden. Es ist anschaulicher und auch im Hinblick auf Versuche zweckmabDig,

/\/u
//
s ll
y
L /ll zf >

Fig. 13 U // u g{rl

Grundformen der Doppelkorrelationsfunktionen a u
a) Langskorrelation J
b) Querkorrelation b

den Korrelationstensor aus zwei Grundtypen von Korrelationsfunktionen paralleler
Geschwindigkeitskomponenten aufzubauen, nimlich einer Langs- und einer Quer-
korrelationsfunktion, Fig. 13. Die Beziehungen dieser Funktionen zu den Funktionen
A und B ergeben sich aus (2.48). Es ist

B =12g(r),
249

A= 0580, 249

so daB man fiir den Geschwindigkeitskorrelationstensor isotroper Turbulenz
—_— rir;

Ri(r=u? [(f (r)—g(r) —5* +g(d; j] (2.50)

erhilt. Die Bedingung der Quellenfreiheit, Gl. (2.20), fiihrt auf
r of

g =r+ 7 ' (2.51)
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so daB die Korrelationstensorfunktion effektiv durch eine einzige skalare Funk-
tion f(r) oder g(r) beschrieben wird. An diese Beziehungen lassen sich einige allge-
meine Aussagen anschlieBen. Durch Vergleich mit (2.47) findet man fiir r=0

fo=go=1; (2.52)

nach der Schwarzschen Ungleichung (1.34) sind dies die Maximalwerte fiir f und g.
Es ergeben sich zwei Integral-LingenmaBe, gemif (1.37),

L,= £ fndr,  L,= {)g(r)dr (2.53)
und mit (2.51) folgt
1
L=5Ly. (2.54)

Ferner verlangt die Kontinuititsgleichung nach (2.21)
frgndr=0. (2.55)
1]

Dies bedingt negative Werte fiir g(r) bei gréBeren r-Werten. Mit (2.55) liefert die
Integration von (2.51)
1 s J ’
fin= = 29(r)yr'dr, (2.56)

o

\(llr)
g5 XE\
ir) I~

g
0 ~— Fig. 14
82 04 06 a8 10 Form der Lings- und Querkorrelationsfunktionen bei
4 r 4 ! » " isotroper Turbulenz

wonach die Kontinuitdtsbedingung also erfordert, daB f(r) fiir groBe Werte r stirker
als r~2 abfilit. Der typische Verlauf der Lings- und Querkorrelationsfunktionen ist
in Fig. 14 gezeigt. Das Mikro-LédngenmaB, Gl. (1.45), ist durch

1 & " 1,
r=0,t=0

definiert.
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Fiir manche Rechnungen ist eine Reihenentwicklung der Korrelationsfunktionen fiir kleine r
niitzlich: 1
f___1+_2_f(;rr2+ fxv 4

(2.58)
g=1+fgr* + Zfoi'r‘+“'
Daraus ergibt sich fiir den Geschwindigkeitskorrelationstensor nach (2.50)
Rij(r)=u_2[aij+ f;;(a,.,.rz - %) +22 (36, —2r r,.r,)+~-]. 2.59)

Hierbei bedeutet f*=0*f/dr%.

Mit den durch Gl. (2.53) und (2.57) definierten LdngenmaBen lassen sich zwei ver-
schiedene Reynoldssche Kennzahlen definieren
—u L l
Re=@ P =L, Re=@) = (2.60)
Fiir die isotropen Spektralfunktlonen kann man die den vorstehenden Ergeb-
nissen entsprechenden Beziehungen ohne Schwierigkeiten herleiten. Der durch GL
(2.22) definierte Tensor zweiter Stufe hangt nur von einem Vektorargument k ab
und kann daher wie der Korrelationstensor (2.48) in der Form

@, ;(k)=A(k) k;k;+ B(k) (2.61)

dargestellt werden, wobei A und B beliebige gerade Funktionen von k sind. Die
Quellenfreiheit, Gl. (2.25), erfordert

B=—~k2A. (2.62)
Damit ergibt sich dann
% & (k)= % (Ak2+3B)= —k*A(k). (2.63)

Da die Oberflache der Kugel vom Radius 1Q2=4mn ist, erhilt man fir die Energie-
spektralfunktion nach (2 30) also

E(k)= 41tk2 dii,(k) —4nk*A(k). (2.64)
Man kann die Funktion E(k) als einzige skalare Funktion in (2.61) zur Beschreibung
von @, (k) einfiihren. So folgt mit (2.62) und (2.64)

@0 =)

Beziehung zwischen Korrelationsfunktion und Spektralfunktionen. Es kommt jetzt
darauf an, die Bezichung zwischen der Korrelationsfunktion f(r) und dem Energie-
spektrum herzuleiten. Mit Gl. (1.90), Gl. (2.50) und (2. 65) gilt

2
Ry (ry) =i f(ry) = j . (Ket1rs dk = - j E(’"( %)edk
vk Yiny (2.66)

(k? 0iy—k; k). (2.65)
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Die Umwandlung des dreidimensionalen Integrals in ein eindimensionales ist nach
Fig. 15 durchzufiihren:

k=0 S=nx

[ odk= [ f --2nk?sin9dSdk, (2.67)

Vik) 0 [}
so daBl man mit k; =kcos 3
k=00
— 1
2 _
u® f(ry) 3 J‘

0

3=n
J‘ E(k)sin® 3e*n1=* d 3 d k (2.68)
0

erhilt.

Diese Beziehung ist unabhingig davon, in welche Richtung man r; legt; deshalb
darf der Zeiger 1 fortgelassen werden. Die Ausfilhrung der Quadratur iiber 9 liefert
dann fiir den gesuchten Zusammenhang

o

W f(n=2 f E}%(““k’ —cos kr> dk . (2.69)

kr

0

Fig. 15
Zur Integration im Wellenzahlenraum

Man sieht leicht, daB der Ausdruck (sinkr/kr—coskr)/(kr)> auch fir limkr—0
endlich bleibt. Die umgekehrte Beziehung, die E(k) als Fourier-Integral von f(r)
ausdriickt, erhilt man mit Gl. (2.22) sowie mit Gl. (2.50) und (2.51) zu

k2 k?

E(“) I ; 2 ii(k) (2") J‘ Rii(r)e ik dr
Vir) ( )
=-— éf —iker 27(,
'Zn) J‘<3f+r_a )e k d'.

Vr

Das dreidimensionale Integral 148t sich in dhnlicher Weise wie in Gl. (2.66) in ein
eindimensionales umwandeln. Man muB sich dazu mit k zunichst auf eine bestimmte



2.3. Isotrope Turbulenzfelder 79

Richtung festlegen, z.B. k,, und dann den Index am Schiuf} wieder fortlassen. Es er-
gibt sich auf diese Weise aus (2.70)

0

E(k) = 1JP <3f+r%—{) krsinkrdr

a

0

A8

roo

J\f(r)kzr2 <§i£kl;—r—coskr>dr+klim (P f(r)sinkn{, (2.71)

wobei das letzte Glied wegen (2.56) und (2.55) verschwindet. Insbesondere folgt hieraus
fir das Lingenmal L, von (2.53)

FLI=PJf(r)dr = %Jgg‘—)dk. 2.72)
o 0

Die eindimensionalen Spektren, Gl (2.28), lassen sich gleichfalls als einfache Integrale
von E(k) ausdriicken. Fiir die Integration iiber eine Fliche k,=const gilt, Fig. 15,

© @ 2n
§f dkydky= | [ --kdedk. 2.73)

k=ky ¢=0

Man erkennt hieraus, daB sich die k,-Spektren aus Beitrigen des Energiespektrums aller
Wellenzahlen k, <k <oo zusammensetzten. Da jetzt

k,=)k*~kising, ky=]k*—kicose (2.74)

ist, folgt nach Einfiihren von (2.65), daB alle k,-Spektren fiir i#j identisch gleich Nuil sind.
Fiir i=j ergeben sich die Spektren

®©

1 [Ek) [, k2
@n(kl)=ij%<1 —k-§>dk, 2.75)
ky
1 TER ([ &
Onslki) = Oslki) = | =~ (1 473 ) dk. @2.76)

ky

Ferner folgt wegen der Symmetrie von f(r) und g(r) aus Gl (2.27)

| =

O (k)=

[ ]

x J‘ fry)cos(kyry)dry, 277

O, (k) = @33(k1) =

S1s

J g(ry)cos(kyry)dry. (2.78)
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Fiir k, =0 bleiben die eindimensionalen Spektren endlich; unter Beachtung von (2.53) ist

WL
0,1(0)=26,,(0) =" . 2.79)

Um aus den meBbaren Verteilungen &,,(k,) oder @,,(k,) die Energiespektraldichte E(k)
zu ermitteln, ist eine zweifache Differentiation von (2.75) bzw. (2.76) erforderlich, um das
Integral verschwinden zu lassen. So gilt

d 1d@“>
Elky) = k3 ——{ — , 2.80
(ky) ,dkl(kl i (2.80)

und eine entsprechende Beziehung 148t sich aus (2.76) herleiten.

Somit ist das isotrope Tensorfeld zweiter Stufe vollstindig beschrieben, wenn eine
der Funktionen bekannt ist. Es sind nun noch einige weitere Bezichungen zu unter-
suchen, die in den dynamischen Gleichungen auftreten.

Weitere Funktionen. Zunichst seien die Mittelwerte der Produkte von Geschwin-
digkeitsgradienten betrachtet, die in die Formel Gl. (2.10) fiir die Dissipation ein-
gehen. Wegen Gl. (1.43) lassen sich diese aus Gl. (2.59) berechnen:

u 0w, _ PRMO) ., 1
5;1 5;; - Tar, = U jo 25U5u - 5(6"5JR+6ik6i') - (28

Hieraus und mit (2.57) folgt

ou, \? — w2
(ﬁ) =R = (2.82)
so daB man fiir (2.81) auch
Ou; Ou; Ou, \? 1
b—x—‘ é—x—: = (a—x—1> [26;’]6& - —2—(6“6jk+6ik 6]1)] (283)

schreiben kann, Diese Beziehung ist bedeutungsvoll, weil (du,/dx,)* unter Annahme
der Taylorschen Hypothese (vgl. 2.2.2) eine mit dem HitzdrahtmeBgerit meBbare
GroBe ist. Fiir die Dissipation gilt dann

. Ou; Ou; (6141 du\? z

2
=Va—x1: EX—J =V E) (26i16jj_6ij6ij)=V15(5;:> =vy15 12 . (284)

Die Korrelationsfunktion aus Druck- und Geschwindigkeitsschwankungen

B(n=puy, (2:85)
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hat als Produkt eines Skalars mit einem Vektor die Eigenschaft eines Vektors. Nach
(1.107) hat ein isotroper Vektor die Form

B(n=A(r) r;=’p?) s()rs, (2.86)

wobei s(r) eine dimensionslose Korrelationsfunktion ist.

Die Anwendung der Quellenfreiheit,

oR(r) _

—‘T =0, 2.87)
fithrt auf

ds . 35 _ o (2.88)

dr r

Soll s(r) fiir r—0 regulir sein, so folgt aus (2.88) s(r)=0. Die Druckgeschwindig-
keitskorrelationen verschwinden also in isotroper Turbulenz, pu;=0.

Fir die Dreifachkorrelationen
Rinyi(n=u;(x)u (x)u;(x+r) (2.89)

kénnen wir auf die in Gl. (1.115) hergeleitete Form eines von einem Vektor abhéingigen
Tensors dritter Stufe zuriickgreifen. Da die beiden Geschwindigkeiten u; und u, in
(2.89) vertauschbar sind, miissen die skalaren Funktionen I und J gleich sein, so daB
sich folgende Beziehung ergibt

Riyj=Arirrj+1(r;d;+1,0,) + Kr;dy. (2.90)

Die Quellenfreiheit erfordert hier

ORuy; d4 2 dlI : dK\ .
a—rj-— 5A+ra-7+—r'a; r,-r,,+ 21+3K+r dr 6“‘—-0, (291)
wobet die beiden Klammerausdriicke je fiir sich verschwinden miissen, da Gl. (2.91)
fir alle Werte von r erfiillt sein muB. Ferner muB R;,; die Bedingungen eines solenoi-

dalen isotropen Vektors erfiillen und deshalb ebenso wie P(r) identisch verschwinden.
Hiermit folgt aus (2.90)

rPA+21+3K=0. (2.92)
Damit steht eine ausreichende Zahl von Beziehungen zur Verfugung, um A, I und K
durch eine einzige Funktion auszudriicken, z.B. durch K.

Th. von Karman und L. Howarth?) konnten als erste zeigen, daB der Tensor der
Dreifachkorrelationen vom Zweipunkttypus im isotropen Feld durch die drei in

Y} v. Karman, Th.; Howarth, L.: On the statistical theory of isotropic turbulence. Proc.
Roy. Soc. London A 164 (1938) 192-215.



82 2. Homogene Turbulenzfelder

Fig. 16
Grundformen der Tripelkorrelations-
funktionen

a) (W k(r)

Fig. 16 dargestellten Funktionen beschricben werden kann, die durch die Konti-
nuitdtsbedingung untereinander und mit den Funktionen von Gl. (2.90) verkniipft
sind. Es gilt

wWHik(r)= -27K,

= — X
w@rht)=- 3. 2.93)")
@)iq(r)= ~ %(k + -;—k'j,

wobei k, h und ¢ dimensionslose ungerade Funktionen von r sind. Analog zu Gl. (2.55)
fordert die Kontinuitétsbedingung

[ ]

| rq(ndr=0. (2.94)

0

Mit GI. (2.93) fiihrt die partielle Integration auf

J. rq(rdr=— % lim r2k(r), (2.95)
¢ r o

so dafl die Kontinuititsbedingung nur erfiillt ist, wenn k(r) fiir r—oo stérker als
r~2 gegen Null geht. Unter Benutzung der Funktion k(r) nimmt Gl. (2.90) folgende
Form an:

— sl k—rk 2k+rk k
R(i,‘u=(u2)§‘ [ZT rirer; + ~—4—;———(ri5,,j+ rd;) — Erjéi,‘—J. (2.96)

Die Funktionen k, h, g sind fiir kleine Werte r proportional zu r3. Es ist nimlich

— du, 1 0w}
2 ir H S gy2 1 = 1
OV imk =uiz =3 7%, (297)

') Fir die nach Fig. 16a definierte Korrelationsfunktion wurde die allgemein iibliche Be-

zeichnung k(r) iibernommen, obgleich sie gelegentlich zur Verwechslung mit der Wellenzahl k
fiihren konnte.
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und dieser Wert ist fiir ein homogenes Feld gleich Null. Es gilt also

k=§1—'k’6’r3+'". (2.98)

Den typischen Verlauf der Funktion k(r) zeigt Fig. 17 nach Windkanalmessungen?).
Zwischen der Funktion k(r) und der Funktion T(k) in Gl. (2.42) besteht eine wechsel-
seitige Beziehung dhnlich wie zwischen f(r) und E(k). Diese kdnnte man mit Hilfe
von GI. (2.42) und (2.93) ermitteln. Es wird im néchsten Abschnitt jedoch ein anderer
Weg gewiihlt.

408

006

004 //TN\\\
iy AN

Fig. 17

Verlauf der Tripelkorrelationsfunk-
tion k{r) (nach Messungen von
R.W. Stewart und A A

-kfr) —————

Townsend) S~—
Abstand vom Maschengitter:

Kurve 1: x/M =20; 2: x/M=30; [/ F 4 § 8 10 12
3: x/M=60; 4: x/M=120 /A ———— -

2.3.2. Dynamik der isotropen Turbulenzfelder. Mit den Ausdriicken Gl. (2.50), (2.51),
(2.93) und (2.96) 1aBt sich Gl. (2.35) fiir die zeitliche Entwicklung von R;; auf eine
einzige Differentialgleichung zuriickfiihren, in der neben u? nur die skalaren Funk-
tionen f(r) und k(r) auftreten. Fiihrt man die genannten Ausdriicke in die Differen-
tialgleichung fiir R;; ein, so enthilt die resultierende Gleichung Glieder, die mit r;r;
multipliziert werden, und solche, die nur von r abhingen. Setzt man die Summe aller
Glieder mit dem Multiplikator r;r; gleich Null, so erhilt man eine Gleichung fiir
o(f—g)/0t; die Summe der Glieder ohne diesen Multiplikator ergibt eine Gleichung
fir dg/0t. Nach Eliminieren von dg/dt erhilt man die Gleichung fiir df/dt,

a2 f) ok k *f 4 of
—5 )*(a +4 ) 2vu? <62+r é’r) 0, (2.99)

die erstmalig von Th. v. Kdrman und L. Howarth?) hergeleitet wurde und des-
halb auch v. Karman-Howarthsche Gleichung genannt wird. Geht man hierbei

Yy Nach Stewart, R. W.; Townsend, A. A.: Similarity and self-preservation in isotropic
turbulence. Philos. Trans. Roy. Soc. London A 243 (1951) 359-386.
?) Siehe FuBnote 1, S. 81.
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zu r=0 iber, so ergibt sich (mit Gl. (2.58), (2.84) und (2.98)) als Gleichung fiir das
Abklingen der Schwankungsenergie die Form

dt 3 az (2.100)

die an die Stelle von (2.39) tritt. Mit den Reihenentwicklungen (2.58) und (2.98) erhilt
man durch Gleichsetzen der Koeffizienten von r? in (2.99) die weitere Beziehung

_d_ _1_7 ” 1_2% "’._1 2 priv
d:(z" 0) g (DG — v [ =0, (2.101)

die mit der Gl.(2.13) fiir das Abklingen der Wirbelstirke im Fall isotroper
Turbulenz identisch ist. Denn mit der Definition fiir w; (GI. (1.171)) und (2.81) gilt

;= —15u2 f} . (2.102)
Desgleichen erhiilt man
60); 6(0,- 2 v
sowie (mit (2.14) und (2.96))
oy, 35 —
w0 = — Wi, (2.104)
10x; 2

so daB sich nach Einsetzen dieser Ausdriicke aus (2.13) schiieBlich Gl. (2.101) ergibt.
Ferner folgt nach viermaligem Differenzieren von (2.59)

— a2
2f = (6xfl> (2.105)

und dreimaliges Differenzieren von (2.96) liefert

s ouy \’
2 i— o 1
@ik, (_“ax) : (2.106)

Mit diesen Ausdriicken geht die Gl. (2.101) in

dfou\* 7 (ou\' 14 [0*u \*
a(x) "'3(@) ~3"\5x (2.107)

iiber, deren Glieder der Messung unmit}elbar zuginglich sind.

Beziehung zwischen k(r) und T(k). Mit der Beziehung (2.71) enthilt Gl. (2.99) die gleiche Aus-
sage wie die Differentialgleichung (2.41) fiir das Energiespektrum. Um die Beziehung zwischen
k(r) und T(k) zu ermitteln, multipliziert man Gl. (2.99) mit(1/n)(kr)* (sinkr/kr —coskr) und
integriert von r=0 bis co. Es folgt dann aus dem Vergleich mit Gl. (2.41)
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©

Tk)= — 1 J (w3 (ak(r) +4 E@) k*r? (in—lz - coskr) dr
T ar r kr

0

k { —

= J‘(uz)’} k(r)(3sinkr—3krcoskr—(kr)*sinkr)dr. (2.108)

4
0

Die letztere Form leitet man durch partielle Integration aus der ersteren her. Multipliziert

man umgekehrt GL (2.41) mit 2(sinkr/kr—coskr)/(kr)* und integriert iiber die Wellenzahl k

von 0 bis o, so gibt der Vergleich mit Gi. (2.99)

©

@ (i’@ 4 @) _@R artke)_ J Tk (sinkr_

— kr)dk. (2109
or r ré or e\ kr O® r) ( )

0

Multiplikation mit r%, Integration iiber r und anschlieBende Division mit r* fiihren schlief-
lich auf die Umkehrung zu (2.108):

@Rk = -2

Tk) [3 sinkr 3 coskr

3p20 K2 kr

—sinkr] dk. (2.110)

ot—3

An dieser Stelle endet die mathematisch strenge Behandlung der isotropen Turbulenz;
denn um die Gl. (2.99) oder (2.41) zu 16sen, ist eine Relation zwischen T'(k) und E(k)
bzw. zwischen f(r) und k(r) erforderlich, die ohne Hinzunahme von Hypothesen nicht
hergeleitet werden kann.

Endstadium. Man ist lediglich in der Lage, eine Losung von (2.41) fiir den Fall an-
zugeben, daB |T(k)|<2vk? E(k) fiir alle kist. Dieser entspricht also kleinen Reynolds-
Zahlen, Re,, denen die Turbulenz wihrend ihres Abklingens zustrebt. Bei Vernach-
lassigung von T(k) ergibt sich als Losung fiir das Abklingen des Energiespektrums
fir t>¢,

E(k,0)=E(k,t,)e” 210, (2.111)

wenn E(k,t,) das Energiespektrum zur Zeit t=t¢, ist. Nach dieser Gleichung, deren
Giiltigkeit sich nicht auf isotrope Turbulenz beschrénkt, sondern ganz allgemein fiir
homogene Turbulenz zutrifft, wird die Energie einer bestimmten Wellenzahl expo-
nentiell mit der Zeit dissipiert; und zwar je groBer k ist, desto rascher klingt E(k,?)
mit ¢ ab. Nach hinreichend langer Zeit t—t,, im Endstadium des Abklingens also,
wird daher die Form des Spektrums E(k,t) fast ausschlieBlich durch die Form von
E(k,t,) bei kleinsten Wellenzahlen bestimmt.

2.3.3. Energietransport im Wellenzahlenraum. Bei groBeren Reynolds-Zahlen Re,
erfiillen die Trigheitsglieder, ausgedriickt durch die Funktionen k(r) bzw. T(k), eine
sehr wichtige Aufgabe, die in 2.2.3 bereits als Energietransport im Wellenzahlenraum
gedeutet wurde. Jedoch konnte iiber die Richtung dieses Transports nichts gesagt
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werden. Wegen des Faktors k? in (2.41) liegt das Maximum des Dissipationsspektrums
2vk2E(k) bei groBeren Wellenzahlen als das des Energiespektrums E(k), wenngleich
offen bleibt, wie weit die beiden Maxima auseinanderriicken. Versuche zeigen, da
schon bei médBig grofen Reynolds-Zahlen fast die gesamte Dissipation von den
Fourier-Komponenten der groBen Wellenzahlen bewirkt wird, deren Beitrag zur
Gesamtenergie vernachldssigbar klein ist. Zum anderen klingt das Spektrum der
groflen Wellenzahlen zeitlich nicht so rasch ab, wie man auf Grund der ortlichen
Dissipation zu erwarten hitte. Hiernach muB im Wellenzahlenraum eine Energie-
wanderung von kleinen nach groen Wellenzahlen stattfinden.

Die Wechselwirkungen zwischen den Fourier-Komponenten, auf denen der Energie-
transport im Wellenzahlenraum beruht, bringt man zumindest quantitativ dem Ver-
stindnis ndher, wenn man das Transportglied durch die Fourier-Koeffizienten des
Geschwindigkeitsfeldes ausdriickt. Fiir den in Gl. (2.35) auftretenden Korrelations-
tensor von drei Geschwindigkeitskomponenten an zwei Punkten eines homogenen
Feldes erhélt man mit den Beziechungen von 1.2.5

Ruy(N=u(x)u(@ujx+r) = || edZ¥K)dZ(Kk)dZ}K"), (2112)

Vik,k)
wobei wegen dZ¥(k')=dZ,(—k’) zwischen drei Wellenzahlenvektoren nach (1.96)
k—K-kK'=0 (2.113)
gilt. So ergibt sich fiir den Spektraltensor

dZ¥K)AZ (K dZF(k—K)

Piiny (k) = dk.lgl;r'l-'o dkdk’ dw (2.114)
Vk)
und in gleicher Weise
o dZ¥(k)dZ(K)dZ,(k—-FK) .,
D;n(k) = a._’?}ho J dkdk dk’. (2.115)

Vik)
Fir das in Gl. (2.42) erscheinende Glied kann man also
i

5k Peiny; (k) = Piggy (k) = J Ok, K)dk (2.116)

Vk')

schreiben mit

Ok, k)= lim

dk.dk'~0 2

i " dZ}(k)dZK)dZ}(k—k) dZ}(k)dZ(K)dZ,(k—FK)
k dkdk’ dkdk’ :

@117)

Die GroBe von Q(k, k') hiingt nicht allein von den Betrigen der dZ, sondern wesent-
lich auch von der Verteilung der Phasen zu verschiedenen Wellenzahlen ab. Bei
statistisch gleichmiBiger Verteilung der Phasen wiirden die Mittelwerte verschwinden.



2.3. Isotrope Turbulenzfeider 87

Tatsachlich besteht eine ununterbrochene Wechselwirkung zwischen jeweils drei
Fourier-Koeffizienten, deren Wellenzahlen ein geschlossenes Dreieck bilden (vgl.
Fig. 6). Auf Moglichkeiten, diese auch wieder von den Navier-Stokesschen Glei-
chungen gesteuerten Vorginge niher zu erfassen, kann hier nicht eingegangen wer-
den. Jedoch zeigen diese Betrachtungen, daB sich der Energieaustausch als ein Integral
tiber alle Wellenzahlen ergibt. Wegen der Kontinuititsbedingung

(ky—k)dZ,(k—k)=0 (2.118)
(Gl (2.18)) gilt
Q' . k)y=—Q(kK). (2.119)
Diese Antisymmetrie von Q sichert die Erfiillung der Bedingung G1.(2.44);es ist
{§ Ok.k)dkdk'= ~ || Q(k,k)dkdk' =0. (2.120)
v ik.k) v (k'y

Bei isotroper Turbulenz kann man eine neue Funktion einfiihren, die nur von den
Betrigen der Wellenzahlen abhéangt,

Pkk)= -k k2§ § Q(k,k)d¥dQ, (2.121)

wobei sich die Integrale wie frither liber den gesamten Raumwinkelbereich erstrecken.
Hiermit ergibt sich fiir die Funktion

T(k) = T P(k,k)dK . 2.122)
0

Betrachtet man den Energieverlust desjenigen Teiles des Spektrums, dessen Wellen-
zahlenvektoren unter dem Betrag k liegen, so folgt nach (2.41) aus der Spektralgleichung

k k k

9 J E(K")dK"' = — J T(k")dk"—zvj K'2E(k")dk" (2.123)
0 [¢] [

ot
wobei man aus (2.122) unter Beachtung der Antisymmetrie (2.119)

k k ©
| Tk = j j P(k",k)dk'dk” = | [ P(k",k)dk dk” (2.1249)
0k

k k
erhlt ( {JP(k", k)dk'dk” = — | [ P(k',k")dK'dk" = 0)
00

Die Betrachtungen konnten zwar keine quantitative Bestimmung des Energieaus-
tauschs bringen; sie haben aber zu dem wichtigen Ergebnis gefiihrt, daB sich der ge-
samte Energietransport von den Wellenzahlen |k{<k auf die Wellenzahlen {k|>k

qualitativ durch ein Doppelintegral in der in (2.124) angegebenen Form ausdriicken
lagt.

Die Erkliirung des Energietransports, der den Kern der Turbulenz schiechthin bildet,
kann auf verschiedene Weise geschehen. Fiir den vorwiegend in physikalischen Be-
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griffen denkenden Leser geht eine vereinfachende Deutung davon aus, dal man sich
die Turbulenzbewegung aus Elementen vieler verschiedener GréBenordnungen vor-
stellt. Um den relativ hohen Energiegehalt der groBen Elemente, auf die nur geringe
Zihigkeitskrifte wirken, abzubauen, wird die Energie auf die Turbulenzelemente der
nichst kleineren Ordnung iibertragen, diese geben sie ihrerseits abermals an die nichst
kleineren Elemente weiter und so fort. Dieses Aufbrechen der langwelligen Bewegung
in immer kleinere Elemente wird einer hydrodynamischen Instabilitdt zugeschrieben.
Mit kleiner werdenden Abmessungen wachsen die Zihigkeitskrifte, bis ihre GroBe
in den kleinsten vorhandenen Elementen schlieBlich ausreicht, die zugefiihrte me-
chanische Energie in Wirme zu dissipieren. Man denkt sich den Energietransport
also als einen kaskadenihnlichen Vorgang, der sich bis zu Turbulenzelementen herab
fortsetzt, deren Abmessungen um so kleiner sind, je geringer die Zihigkeit, d. h. je
groBer die Reynolds-Zahl ist. Auf den Wellenzahlenraum iibertragen besagt dies,
daB sich das Energiespektrum iiber einen zunehmend groB8en Bereich von Wellen-
zahlen ausdehnt, so daB die Maxima des Energiespektrums und des Dissipations-
spektrums immer weiter auseinander riicken und das von der Zihigkeit wesentlich
beeinfluBte Gebiet sich nach k— oo verschiebt, wenn die Reynolds-Zahl unbegrenzt
wichst. Eine Analogie zu diesem Verhalten findet man auch bei nicht turbulenten
Strémungen hoher Reynolds-Zahlen, bei denen sich die Wirkung der Zihigkeit
auf eine diinne Grenzschicht an der Korperoberfliche konzentriert, deren Dicke mit
der Wurzel aus der Zihigkeit kleiner wird und die im Grenzfall Re—co zu einer Un-
stetigkeit ausartet. Die Schichten starker Geschwindigkeitsgradienten (Wirbelschich-
ten), die bei Vorhandensein fester Winde an diesen entstehen, erscheinen bei turbu-
lenten Stromungen im Inneren des Feldes.

Man kann die Energietibertragung von groBen auf kleine Turbulenzelemente auch als Er-
zeugung von Wirbelintensitidt durch fortwidhrende Verformung von Wirbelfaden be-
schreiben. Dieser ProzeB versucht, die Wirbelintensitat ungleichférmig im Feld zu verteilen,
derart, daB sich kleine Gebiete mit hoher Wirbelkonzentration ausbilden. Die Zihigkeit,
deren Wirkung in den Gebieten hoher Wirbelstirke am groBten ist, versucht dagegen die
Wirbelintensitit gleichmdBig zu verteilen. Die Differenz dieser beiden Effekte bestimmt die
zeitliche Anderung der Wirbelintensitit. Das Gleichgewicht dieser Wirkungen kommt in
Gl (2.13) bzw. GL(2.101) zum Ausdruck. Windkanalmessungen!) haben gezeigt, daB der
Betrag des ersten Gliedes von (2.101) mit wachsender Reynolds-Zahl Re, immer kleiner im
Verhiltnis zu den Betrdgen der beiden iibrigen Glieder wird. Fiir sehr groBe Reynolds-
Zahlen besteht also praktisch ein Gleichgewicht zwischen Erzeugung und Dissipation von
Wirbelintensitat.

Ansatz von Heisenberg. Um unter Benutzung von Gl. (2.123) die zeitliche Anderung
des Spektrums und damit das Abklingen der Geschwindigkeitsschwankungen wenig-
stens ndherungsweise berechnen zu kdnnen, sind von einer Anzahl von Autoren
empirische Formeln fiir den Energieaustausch vorgeschlagen worden?). Als einzigen

!} Batchelor, G. K.; Townsend, A. A.: Decay of vorticity in isotropic turbulence. Proc.
Roy. Soc. London A 190 (1947) 534-550.

2) Eine Ubersicht findet sich bei Ellison, T. H.: The universal small-scale spectrum of tur-
bulence at high Reynolds number. In: Favre, A. (Ed.): [24], 113-121.
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dieser Vorschlige wollen wir den Ansatz von W. Heisenberg!) betrachten, der
wohl am héufigsten benutzt wurde und den tatsichlichen Vorgangen vermutlich
am nédchsten kommt. Er geht von der an sich groben Vorstellung aus, daf} die klei-
neren Turbulenzelemente (d.h. der Wellenzahlen >k) auf die groBeren (<k) wie
eine zusitzliche Zahigkeit v, wirken. Man schreibt also

K k
§T(k"AK” = v, [2k" E(k")dk", (2.125)
0 0

wobei fiir die von der Wellenzahl abhéangige zusitzliche Zahigkeit

— J I’;((’;) dw’ (2.126)

k

gesetzt wird mit dem Zahlenfaktor xy, der sich durch Vergleich mit Versuchsergeb-
nissen zu x,~0,5 ergibt. Die Form des Integranden ist im wesentlichen durch Dimen-
sionsbetrachtungen festgelegt. Der so entstehende Ausdruck fiir den Energietransport
im Wellenzahlraum ist dimensionsméBig richtig und geniigt der Form Gl. (2.124).

Fiihrt man den Ansatz (2.125) und (2.126) in (2.123) ein, so erhilt man fiir das Abklingen des
Energiespektrums die Integrodifferentialgleichung

k

@® k k
o E(k) PR "2
EJE(k")dk":—xH v dk | 2K E()dR' —v | 267 E®)dK". (2127)
k 0 [+]

[]

Wenn E(k,t) zur Zeit t=t, bekannt ist, kann das Energiespektrum zu spiteren Zeiten
(t>1t,) berechnet werden. Wegen der angegebenen Zusammenhinge zwischen dem Energie-
spektrum und dem Korrelationstensor kann auch R;j(r,f) berechnet werden, wenn fir die
Zeit t=t, eine Aussage vorliegt. Mit Hilfe von Gl. (2.127) kann die in 2.1.1 formulierte Auf-
gabe fir die Momente zweiter Ordnung der isotropen Turbulenz und deren Fourier-
Transformierte angendhert gelost werden. Auf die numerische Ldsungsmethode, die von
W. Tollmien?) und K. Meetz?) behandelt wurde, soll nicht ndher eingegangen werden. Die
Rechnungsergebnisse des letzteren Verfassers sind im groBen und ganzen in befriedigender
Ubereinstimmung mit Versuchsergebnissen. Trotzdem sollte man nicht Gibersehen, daB der
Heisenbergsche Ansatz nur eine rohe Anndherung an die wirklichen Vorginge darstelit,
und daB bei SchluBfolgerungen aus den hiermit gefundenen Resultaten einige Zuriickhaltung
erforderlich ist. Hieriiber wird auch im folgenden Abschnitt noch zu sprechen sein.

') Heisenberg, W.: Zur statistischen Theorie der Turbulenz. Z. Phys. 124 (1948) 628-657.
2) Tollmien, W.: Abnahme der Windkanalturbulenz nach dem Heisenbergschen Aus-
tauschansatz als Anfangswertproblem. Wissensch. Z. T. H. Dresden, 2 {1953) 443-448.

*) Meetz, K.: Das zeitliche Abklingen der Energiespektren in der homogenen isotropen
Turbulenz als Anfangswertproblem. Z. Naturforsch. 11a {1956) 832-847.
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2.4. Struktur und Energiedissipation isotroper Turbulenz

2.4.1. Ortliche Struktur bei groBen Reynolds-Zahlen. Wir kénnen nun, auf die Er-
gebnisse von 2.3.3 aufbauend, ein sehr wichtiges, fiir beliebige turbulente Strémun-
gen universell geltendes Gesetz behandeln. Wenn man die Definition der isotropen
Turbulenz etwas einschrinkender formuliert, kommt man zu Ergebnissen mit groBe-
rem Giiltigkeitsbereich, die auch in solchen Fillen anwendbar sind, in denen das
Turbulenzfeld, im groBen gesehen, weder isotrop noch homogen ist.

Der Grundgedanke ist, das Geschwindigkeitsfeld zu betrachten, das ein mit einem
bestimmten Fliissigkeitsteilchen mitbewegter Beobachter in seiner Umgebung wahr-
nimmt. Mit anderen Worten, man untersucht die Bewegung der Fliissigkeitsteilchen
verschiedener Orte und Zeiten relativ zueinander. A. N. Kolmogoroff!), der diese
Uberlegungen angestellt hat, fiihrt neue Koordinaten

r=xV—x—u(x, ) (¢t —r1) (2.128)
und T=ty (2.129)

ein. r beschreibt etwa den vektoriellen Abstand zweier Fliissigkeitsteilchen, deren
eines sich zur Zeit ¢ bei x befindet, und deren zweites sich zur Zeit #* bei x{!’ befindet.
Die Geschwindigkeitskomponenten in diesem System sind

wi(r, 1, x, ) =u(xV, ) —u(x,1). (2.130)

Fiir diese Geschwindigkeit kann man, genau wie in 1.2.4, zu jedem Wertesystem
rV s =D das n-Punkte des Feldes miteinander verbindet, 3n-dimensionale
Wabhrscheinlichkeitsdichteverteilungen F, definieren, die Funktionen von x, ¢, u(x,?),
rO @ e )@ =1 gind. Man bezeichnet nun die Turbulenz als
lokalhomogen in einem endlichen Gebiet G, wenn die besagten Verteilungsfunk-
tionen F, von x, t und u(x,t) unabhingig sind, solange alle betrachteten n Punkte
innerhalb dieses Gebietes G liegen. In gleicher Weise nennt man die Turbulenz im
Gebiet G lokalisotrop, wenn sie lokalhomogen ist und die Verteilungsfunktionen
E, invariant gegeniiber Drehungen und Spiegelungen der aus den n-Punkten gebil-
deten Konfiguration sind. Nach dieser Betrachtungsweise ist es moglich, daB ein
Turbulenzfeld, das als Ganzes anisotrop ist, beziiglich der Geschwindigkeitsdifferen-
zen in beschriinkten Gebieten isotrop ist. Tatséchlich findet man lokale Isotropie in

beliebigen turbulenten Stromungen, wenn die Reynolidssche Zahl Re:l/?2 L/v
geniigend groB und das betrachtete Gebiet G hinreichend kiein ist (jr] <L), wobei
L eines der durch Gl. {(1.37) definierten Integral-LingenmaBe sei. Ausgenommen sind
nur Gebiete in der Ndhe von Winden und solche, die sonstigen duBeren Einfliissen
unterliegen. Natiirlich wird die Homogenitdt und Isotropie nicht streng erfiillt sein,

') Kolmogoroff (auch Kolmogorov), A. N.: Die lokale Struktur der Turbulenz in einer
inkompressiblen zihen Fliissigkeit bei sehr groBen Reynoldsschen Zahlen. Dokl Akad.
Wiss. USSR 30 (1941) 301-305 sowie: Die Energiedissipation fiir lokalisotrope Turbulenz.
Dokl. Akad. Wiss. USSR 32 (1941) 16-18. Dt. Ubers. in: Goering, H.: [17].
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so daB man vielleicht genauer sagen solite, das lokale Feld der Geschwindigkeits-
differenzen kann ndherungsweise als quasi-homogen, quasi-isotrop und quasi-stationir
behandelt werden. Zwei wichtige Voraussetzungen, unter denen die Turbulenz als
lokalhomogen angesehen werden darf, ndmlich

x4+ 0 —u(x)| </ Wh(r), 2.131)
4P (x + r) — 2 (x)| < w(r), 2.132)

sind fiir |r| <L gewdhnlich erfiillt. Dann gilt auch mit guter Niherung
w;=0. (2.133)

Weniger einfach 148t sich die lokale Isotropie begriinden. Eine rdumliche Fourier-
Analyse von w; fithrt mit Gl. (1.87) auf die Beziehung

wiD)=w(x+r)—u(x)= | e*=e*"—1)dZ,(k), (2.134)
Viky

die sich von Gl. (1.87) durch den Multiplikator e**—1 im Integranden unterscheidet.
Wenn |k-r| <1, dann ist dieser Multiplikator ~ik-r; d.h. aber, daB die Fourier-
Komponenten der kleinen Wellenzahlen von der GroBenordnung k<1/L nur wenig
zu w; beitragen. Die Geschwindigkeiten w; charakterisieren somit die Bewegung der
groBen Wellenzahlen, d.h. der kleinen Turbulenzelemente. Mit dieser Feststellung
kann man Griinde fiir das Auftreten lokaler Isotropie aus der in 2.3.3 gegebenen Dis-
kussion des Energietransports herleiten. Der Vergleich mit einem KaskadenprozeB
enthidlt die an sich naheliegende Hypothese, daB die Wechselwirkung zwischen
Fourier-Koeflizienten von Wellenzahlen vergleichbarer GroBenordnung am stirk-
sten ist und mit wachsendem Unterschied in den Betridgen der beteiligten Wellen-
zahlen abnimmt; die Fourier-Koeffizienten der groBen Wellenzahlen sind hiernach
statistisch entkoppelt von denen der kleinen Wellenzahlen.

Ob das Modell des Kaskadenprozesses im Grunde richtig ist oder nicht, mag dahin-
gestellt bleiben; daB Energie im wesentlichen MaBe von kleinen auf sehr grofie Wellen-
zahlen direkt iibertragen wird, ist in jedem Fall schwerlich vorstellbar. Messungen
zeigen stets ein kontinuierliches Energiespektrum. Die Bewegung der kleineren Wel-
lenzahlen wird wesentlich von der Geometrie und den charakteristischen Abmessungen
des Stromungsraumes oder der darin befindlichen Stérkorper bestimmt. Die Merk-
male der duBeren Einfliisse werden aber in der langen Kette von Wechselwirkungen
bis herunter zu den kleinen Turbulenzelementen verloren gehen. Insbesondere wirken
die Schwankungen des Druckes auf die Beseitigung etwa vorhandener Anisotropie
hin, so daB fiir Wellenzahlen, die groB gegen die charakteristischen Abmessungen
sind, keine ausgezeichnete Richtung besteht. Hier wird man deshalb isotrope Vertei-
lungen vermuten diirfen. Aus der Betrachtung folgt weiter, daB die Fourier-Koef-
fizienten der kleineren Wellenzahlen, die ja die hauptsichlichen Energietrdger der
Bewegung sind, auch die GréBe der in der Zeiteinheit dissipierten Energie bestimmen.
Die Bewegung der groBen Wellenzahlen stellen sich je nach Reynolds-Zahl so ein,
daB diese Energierate tatsichlich durch Deformationsarbeit in Wirme umgesetzt
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wird. Fiir die groBen Wellenzahlen besteht dann ein Bewegungszustand statistischen
Gleichgewichts. Von hier ist es nur noch ein kleiner Schritt bis zu der Vermutung,
daB die zugehorigen statistischen Verteilungen universelle Formen haben.

Bewegungsgleichungen. Um die Folgerungen aus diesen Uberlegungen in Formeln
auszudriicken, kann man die statistischen Momente von w betrachten, z. B.

Sij-m=wirV, x)w;(r®, x) - w (r™, x). (2.135)

Wegen der Definition nach (2.130) und der lokalen Homogenitit lassen diese sich
aber auf die in 1.2.4 beschriebenen Momente zuriickfithren; dabei zeigt es sich, daB3
man das Moment nach (2.135) durch eine Summe von Momenten einfacheren Typus

m m

©os /7

s/ /
7 v
1,1- V4

(1 )2 1)
bfr]= { uJ b, {r}-( -U; ) Fig. 18
13 Korrelationsfunktionen der lokal isotropen
d fr]= {ll(, UJ Turbulenz

ausdriicken kann. Wir wollen hier wieder nur die Momente zweiter Ordnung unter-
suchen und kénnen uns dabei auf Momente der Form
B {(r)=w(r)w;(r) (2.136)
beschrinken. Da das Feld als lokalisotrop vorausgesetzt wird, gilt fiir sie analog zu
(2.50)
7;
Btj(")=(b1(’)“bz("))';‘z‘l + b,y(ndy; (2137)

mit den beiden Grundtypen b,(r) und b,(r) nach Fig. 18. Zwischen den Funktionen
by(r), b,(r) und f(r), g(r) nach Fig. 13 bestehen die Beziehungen

by (N=u"? —2uPu;+u? =217 (1 - f(1)),
e (2.138)Y
by(=u"? - 2uVu;+ul =2u*(1 —g(r).
Ebenso gilt .
dy (=P —u)? = - 36 u; —uVu?) =6} k(r), (2139)

1) u? bedeutet das Quadrat der Schwankungsgeschwindigkeiten im Sinne der vorherigen
Abschnitte, wihrend u, und u; in diesem Abschnitt momentane Gesamtgeschwindigkeits-
komponenten sind.
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wobei k(r) die in Fig. 16 definierte Funktion ist. Hiermit kann man aus (2.99) die
Bewegungsgleichung fir b,(r) unmittelbar herleiten. Substituiert man noch
—%e fiir du?/dt (GL (2.100)), so erhilt man

2 ob, 1fdd, 4 0%b, 4 0b,
38—€Z“z(37+7"1>“(ar2+r ar )~0 (2140

Fiir kleine |r|<L ist (1/2)b1<F und folglich |db,/0t|<(2/3)¢, wodurch sich die
vorausgesetzte Quasistationdritit ausdriickt. Vernachldssigt man also db,/dt, so

ergibt sich
od, d, b, 4 0b,
(74.4 )+6(6 +—F = 4¢. (2.141)

Die Integration dieser Gleichung iiber r liefert mit den Anfangsbedingungen db,/0r=0,
d,=0 fir r=0

ab1 4

Gl. (2.141) und (2.142) enthalten nur Ableitungen nach r, nicht solche nach ¢, als Para-
meter treten nur die Dissipation ¢ und die kinematische Zihigkeit v auf. Als weitere
Randbedingung ist noch b, =0 fiir r=0 zu erfiillen, die aus der Definition der Ge-
schwindigkeiten w; folgt.

Diese Bezichungen kénnen auch durch die Spektralfunktionen ausgedriickt
werden, wobei fiir lokalisotrope Turbulenz der Wellenzahlenbereich k> 1/L in Be-
tracht kommt. Mit Gl. (2.45) und (2.46) gilt

——jE(k)dk’ 9 jE(k)dk’ - —j E(k)ydk'= —¢ — —J E(k)dk .
° k (2.143)
Fir k»1/L ist
j E(k)dk'< %F; 'a% j E(k)dk'
k

k

<eg,

so daB das zweite Glied der rechten Seite von (2.143) vernachlissigt werden kann.
Damit folgt aus Gl. (2.123)

k k
(];T(k')dk’+2v(]:k'2 Ek)dk'=e. (2.144)

Diese Gleichung besagt etwa dasselbe wie Gl. (2.142). Auch hier tritt keine Ableitung
nach der Zeit auf, und als Parameter erscheinen ¢ und v. Der Zusammenhang zwischen
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b,(r) und E(k) ergibt sich aus Gl. (2.69) unter Beachtung von (2.138) zu

1 1 (sinkr
0

der Zusammenhang zwischen d,(r) und T(k) wird durch (2.139) und Gl. (2.110)
vermittelt.

Ahnlichkeitsbetrachtungen. Mit diesen Gleichungen fiihren die obigen Ausfiihrungen
auf die

Erste lokale Ahnlichkeitshypothese (Kolmogoroff): Die Verteilungsfunktionen F,
lokalisotroper Turbulenz sind durch die Gréfen v und ¢ eindeutig bestimmt.

MiBt man Lingen in m und Zeiten in s, so lassen sich aus diesen beiden GroBen
v[m?/s] und ¢[m?/s%] ein LingenmaBstab

vi\#
I = (—) (2.146)
£
und ein Zeitmalstab

4
t, = (1> 2.147)

E

bilden. Mit dem LéngenmaB I, kann man die Funktion b, () in der Form

bi(n=}/vep, (,i) (2.148)

schreiben, wobei f; eine dimensionslose universelle Funktion von r/l, ist. Fiir extrem
kleine Werte r<l, darf d,(r), welches wie k(r) nach (2.98) proportional r3 ist, in
GI. (2.142) vernachlissigt werden, so daB die Integration

. 1 er
1‘_‘,’31’1 =15 o (2.149)
ergibt. Dies entspricht einem B,
. 1 /r\?
r/l‘trixo B, = 15 (1—’> . (2150

In analoger Weise liefert die Dimensionsbetrachtung fiir das Energiespektrum
E(k)[m?/s?] die Form

E(k)=vietF(kl,), (2.151)

in der F(kl,) eine dimensionslose Funktion von ki, bezeichnet. Als eine hinreichende
Bedingung fiir die Existenz eines Bereichs, in welchem statistisches Gleichgewicht
besteht, kann man annehmen, daf das Verhiltnis L/, einen bestimmten Wert, etwa
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1000 iiberschreitet. Der Gleichgewichtsbereich mag sich etwa auf Werte r<0,1 L bzw.
auf Wellenzahlen 10/L<k<oo erstrecken.

Mit zunehmendem r tritt in Gl. (2.142) der EinfluB der Z#dhigkeit zugunsten des Gliedes
d, sehr rasch zuriick. Uber die Form von f; bei groBem r und iber die von F bei
kleinem k (k <1/1) ist eine Aussage folgender Art moglich:

Zweite lokale Ahnlichkeitshypothese (Kolmogoroff): Wenn die Betrige der Vek-
toren r'V, PP - ¥"=1 und deren Differenzen grof im Vergleich zu l, (aber klein gegen
L) sind, dann werden die Verteilungsgesetze F, eindeutig durch die Grife ¢ bestimmt und
sind von v unabhingig.

Nach Gl. (2.148) kann b,(r) nur dann von v unabhéngig sein, wenn

B,=C (})L ) (2.152)

wobei C eine universelle Konstante der lokalisotropen Turbulenz ist. Mit (2.152) folgt
aus (2.148)

b,(=C(nt . (2.153)
Die entsprechende Form fiir das Energiespektrum ist

F(lky=alkl)™ | 2.154)
mit der sich

E(l)=o0etk™} (2.155)

ergibt!). Hier ist o eine andere universelle Konstante, die mit C in einer festen Bezie-
hung steht. Dieser Zusammenhang ist mit Hilfe von Gl. (2.145) zu ermitteln, wenn
man (2.153) und (2.155) einfiibrt. Es ist dabei zu beachten, daB (2.155) nicht fiir beliebig
kleine k gilt; man schreibt daher mit x=rk

C=4alimjié[—i——lz<%—cosx>:ldx. 2.156)
5~0 | x3[3 x X

Als Losung dieses Integrals ergibt sich

27 (1
C= 55 r <§> a=1,315q. (2157
Versuchswerte. Dieses Gesetz des von Trigheitskriften beherrschten Unter-

bereichs konnte bei verschiedenen Strodmungen experimentell beobachtet werden.
Die zuverldssigste Bestimmung der Konstanten o bzw. C ermoglichen Messungen in

!} Dem Leser sei hierzu die Arbeit von v. Weizsiacker, C. F.: Das Spektrum der Turbulenz
bei groBen Reynolds-Zahlen. Z. Phys. 124 (1948) 614-627, zum Studium empfohlen, in
welcher das Gesetz (2.155) auf intuitive Weise hergeleitet wird.
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einer Gezeitenstrémung!), die das Gesetz Gl. (2.155) iiber einen Wellenzahlenbereich
von etwa drei Zehnerpotenzen bestitigen. Danach betrigt

a=1,444+0,06 (2.158)
und nach Gl. (2.157) die Gr68e C (Kolmogoroffsche Konstante)
C=1,89+0,08. (2.159)

Aus diesem Versuchswert fiir die universelle Konstante kann man auch die Schiefe
der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung von w,(r,) ermitteln, indem man in (2.142)
das erste Glied vernachlissigt und ¢ mit (2.153) eliminiert. Es ergibt sich

3

=_;“;_‘*=bii’;——%c—%=—o,31 fir r>1,. (2.160)
(wi) 1

Berechnung der universellen Fumktioneri. In Fig, 19 sind die beiden Asymptoten der
universellen Korrelationsfunktion B, nach Gl (2.150) und (2.152) dargestelit.
Den Ubergang zwischen diesen Kurveniisten, der in Fig. 19 gestrichelt angedeutet ist,
kann man nach A. M. Obuchov und A. M. Jaglom?) niherungsweise aus (2.142)

k!
u "‘(n
| S i
N IUL
= )7 . I /1
<& ()= -’-5:? e, ) = 108(er)
NN
w
S? 10 ,/)Iblrgnng
3 /
\. /
- i/
@
Fig. 19
70 0 50 Universelle Korrelationsfunktion der lokal
R L o S——— isotropen Turbulenz

berechnen, wenn man fiir die Schiefe auch bei kleinem r den konstanten Wert nach
(2.160) einsetzt; die entstehende Differentialgleichung muB numerisch geldst werden.
Natiirlich geht die Annahme, dal S auch fiir kleine » konstant ist, iiber die zweite

1y Grant, H. L,; Stewart, R. W.; Moilliet, A.: Turbulence spectra from a tidal channel.
J. Fluid Mech. 12 (1962) 241-268.

%) Obuchov, A. M.; Jaglom, A. M.: Die Mikrostruktur einer turbulenten Strémung. In:
Goering, H.: [17], 97-125.
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Ahnlichkeitshypothese von Kolmogoroff hinaus, und obwohl sich eine plausible
Begriindung dafiir nicht angeben l4Bt, liefert diese Rechnung einen qualitativ richtigen
Verlauf fiir den Ubergang und auch fiir die Dreifachkorrelationsfunktion d,.

Andererseits kann man das Energiespektrum iiber den ausschlieBlich von Trig-
heitskriften beherrschten Unterbereich hinaus bis tief in das unmittelbar von der
Zihigkeit beeinfluBte Wellenzahlengebiet mit dem Heisenbergschen Ansatz fir
den Energieaustausch im Wellenzahlenraum néherungsweise verfolgen.

Fihrt man die Gl. (2.125) und (2.126) in (2.144) ein, so ergibt sich

© k
E(k
v+xﬂj‘l/% dk’ j‘Zk"lE(k")dk" =¢. (2.161)
k

0

Fiir diese Gleichung findet man eine geschlossene Losung, wenn man
k
(k)= {2k E(k")dk”, Y'(k) = 2k E(k) (2.162)
0

substituiert. Es folgt

v+xuﬂ/yg‘5) = k) (2.163)

und nach Differenzieren und Quadrieren

P Y’

e (2.164)
Diese Differentialgleichung hat das Integral

P &

—te=——. 2.1

8k T °T3Y @165

Die Integrationskonstante ¢ errechnet sich aus der Bedingung, da8 fiir k—oo nach (2.161)
vY(oo)=¢ gilt, also

v3

- 2.166
Y (2.166)
Setzt man dies in (2.165) ein und 16st nach Y auf, so erhilt man die Beziehung
% 2 374
£ My v 3
Yk) = —— ] 7, 2.167
k) ﬁ&w*n] @.167)

aus der man wiederum durch Differenzieren unter Beachtung (2.162) und nach einfachen
Rechnungen schlieBlich E(k) bekommt.

Fiir das Energiespektrum der lokalisotropen Turbulenz erhilt man nach diesen

Rechnungen
8 \ 8 vk44
=V k3 .
E(k) (9;«“) &5k ':1—4-3%}2{ e:l . (2.168)
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Man sieht sofort, daB Gl. (2.168) fiir kleine k<(g/v?):=I;"' der Form nach mit
(2.155) iibereinstimmt. Danach gilt

g \¥
a=(g—x") ; (2.169)

Aus dem Versuchswert nach Gl. (2.158) findet man fiir die Heisenbergsche Kon-
stante also den Wert

xy=0,5140,03. (2.170)
Fiir sehr groBe Wellenzahlen k hat (2.168) die asymptotische Losung
2
i e W
lim E(k) = (N) k7. 2.171)

Bei Versuchen, bei denen die MeBsonde durch die Stromung (in Richtung x,) ge-
schleppt wird und nur auf die Geschwindigkeitsschwankungskomponente u, an-

\J\ @/,\ ; T Fig. 20

Lo Universelles Energiespektrum der lokal
\ ;: 4 isotropen Turbulenz; eindimensionales
< 2 & G; Spektrum
N 8 .|.3 i
E el
Jup &

(@ Rechnung nach Gl. (2.168)

@ Asymptote nach Gl. (2.155) und
(2.169)

@ Asymptote nach Gl. (2.171)

Versuchspunkte nach H.L. Grant,

R.W. Stewart, A. Moilliet
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spricht, miBt man das eindimensionale Spektrum ©,,(k,). In Fig. 20 und 21 ist das
aus Gl. (2.168) mit Hilfe von (2.75) errechnete Spektrum @,,(k,) im logarithmischen
MabBstab aufgetragen und mit MeBergebnissen von Grant, Stewart und Moilliet
verglichen. Die Potenzgesetze fiir E(k), Gl. (2.155) und (2.171), ergeben auch fiir das
eindimensionale Spektrum wieder Potenzgesetze mit gleichen Exponenten, wie man
am einfachsten anhand von Gl. (2.80) nachpriift. Das gerechnete Spektrum stimmt mit
den Versuchen in einem bemerkenswert groBen Bereich iiberein. Die Abweichungen
bei groBen k-Werten sind meBtechnisch bedingten Fehlern der Versuchswerte zuzu-
schreiben. Im Windkanal hinter Maschengittern und in Grenzschichten gemessene
Spektren zeigen, daB die Spektren in einem betrichtlichen Bereich dem Gesetz
©,,~k™7 folgen. Trotzdem ist es unwahrscheinlich, daB sich dieses Gesetz bis zu
beliebig groBen Wellenzahlen fortsetzt.

Erginzungen. 1. AufschluBreich ist hierzu die Schiefe der Verteilungsfunktion von du,/dx,

(eine gemessene Verteilung ist in Fig. 3 dargestellt), die den Grenzfall fiir S(r) bei verschwin-
dendem r bildet,

So=lim i_; - M

(Wt ((Qu,/0x))}

H

2172

Man kann diese GroBe aus dem Energiespektrum berechnen, wenn man von der Wirbel-
gleichung (2.107) ausgeht. Fiir die lokalisotrope Turbulenz darf man die zeitliche Ableitung
vernachldssigen, so dal mit Gl. (2.105)

3
(6&> =—2vuZ [ (2173)

ox,

gilt. Die vierte Ableitung der dimensionslosen Korrelationsfunktion erhilt man aus (2.69),
indem man nach viermaligem Differenzieren den Grenziibergang r— oo macht?),

- .. 2
wfi = s J' k*E(k)dk. (2174)
0
Unter Benutzung von (2.84) zusammen mit (2.46) ergibt sich schlieBlich
3 { k*E(k)dk
So= _71/%_3*——_ (2175)
[S K2 E(k)dk}a
[}

Die Auswertung der Integrale fiir die Funktion E(k) nach (2.168) liefert

So=—1,52xy. (2.176)
!} Allgemein gilt

2(—1)"

W@ ) 101, .o k?" E(k)dk .

T @n+1)2n+3)
[}]
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Andererseits fiihren G1. (2.160) mit (2.157) und (2.169) fiir den von Trigheitskriften beherrschten
Unterbereich auf

S 1 (55)'_t ~—06 fir r>| 2177
(")—_?(ﬁ) Fg.'{—%jxu"-' 6xy  (fir r>1y) (2.177)
Bei dem Energiespektrum nach (2.168) wiichst also die Schiefe der Verteilung von w; innerhalb
des dissipativen Bereichs auf iiber das Zweieinhalbfache des Wertes bei groBen r-Werten an.
Zwar zeigen Versuchsergebnisse ein erhebliches Steigen von S(r) beim Ubergang zu r—0,
doch bleibt dies wesentlich unter dem durch GI. (2.176) und (2.177) gegebenen Verhiltnis. Man
mubB also folgern, daB die Annahme eines konstanten Wertes s fiir den gesamten Wellen-
zahlenbereich tatsidchlich zu grob ist. Gliicklicherweise scheinen aber merkliche Fehler erst
in einem Bereich des Spektrums aufzutreten, der weder zur kinetischen Energie noch zur
Dissipation nennenswert beitrigt.

2. Es ist interessant festzustellen, daB zwar die Verteilung der Geschwindigkeitsschwankungen
homogener Turbulenz ziemlich genau der GauBschen Normalverteilung entspricht (Fig. 3),
daB aber die Feinstruktur der Turbulenz im viskosen Bereich ein bemerkenswert abweichendes
Verhalten zeigt, iiber das experimentelle Untersuchungen vorliegen. Fiir die Geschwindig-
keitsgradienten héherer Ordnung u,/dx] wurde der ExzeBB der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen

TAn, (A enyd
WS il i1 2.178)
[[3'“1fax'”2]2

ermittelt, der mit der Ordnung n stark zunimmt, wie aus Fig. 22 hervorgeht. Diese Figur enthilt
Ergebnisse, die im Luftstrom hinter Gittern und im Nachlauf von Zylindern gemessen wurden").

4 vl

&

; /

%
d Fig. 22
L/ / ie

ExzeB der Geschwindigkeitsderivativa
Windkanalturbulenz UM/v: @ 2810; + 5620;

i x 11200,

L © 22500
0 1 2 3 Zylinder-Nachlaul  Ud/v: A 680; ¥V 4100
n— (nach G.K. Batchelor und A.A. Townsend)

'}y Batchelor, G.K.; Townsend, A. A.: The nature of turbulent motion at large wave-
numbers. Proc. Roy. Soc. A199 (1949) 238-255.
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Die festgestellten Abweichungen von der GauBschen Normalverteilung werden nicht durch
gelegentliches Auftreten extrem groBer Einzelwerte als vielmehr durch wechselweises Vor-
kommen von Gebieten mit stirkeren und schwicheren Schwankungsintensitiiten hervor-
gerufen. Die Wirbelintensitit konzentriert sich auf unregelmiBig auftretende Dissipations-
schichten.

3. Mit dem intermittierenden Erscheinen von Gebieten héherer und niederer Wirbelintensitat
sind Zufallschwankungen des Dissipationswertes ¢ verbunden, die in der Ahnlich-
keitsbetrachtung nicht beriicksichtigt wurden. Uber die Auswirkung dieses Einflusses liegen
Untersuchungen von Grant, Stewart, Moilliet!) und von Kolmogoroff?) vor.

2.4.2. Grobstruktur. Im energichaltigen Wellenzahlenbereich wird die Form des
Spektrums wihrend des Anfangsstadiums wesentlich von der die Turbulenz erzeu-
genden Apparatur bestimmt. Uber die groBten Turbulenzelemente, die sogenannte
Grobstruktur, deren Dimensionen groB im Vergleich zu den zugehdrigen Abmessun-
gen der Turbulenzerzeuger sind, und die durch die kleinsten Wellenzahlen (nahe
k=0) beschrieben werden, sind dagegen einige allgemeine Aussagen moglich, die fiir
die asymptotischen Abklinggesetze der Schwankungsintensitit bedeutungsvoll sind.

Zunichst ist festzustellen, daBl zwischen der Form des Energiespektrums bei kleinsten
Wellenzahlen (limk—0) und der asymptotischen Form der Korrelationsfunktion bei
groBen Abstinden (limr—co) eine Beziechung besteht, die sich aus Gl. (2.71) durch
Differentiation nach k ergibt. Es gilt fiir ganzzahlige m>1

. PME(R) 2m
m e =

(-1 12 [2(1—m) }o r?" f(r)dr+ lim (rz"'”f(r)):l.
o r—+wo

(2.179)

Aussagen uber die Integralmomente der Korrelationsfunktion und Aussagen iiber
die Ableitungen der Spektralfunktion bei k=0 sind also dquivalent. Natiirlich kann
man nicht annehmen, daB alle Integralmomente von f(r) existieren. Uber das Ver-
halten des Spektrums bei k—0 sind im Schrifttum sich scheinbar widersprechende
Ansichten geduflert worden.

1. Multipliziert man die v. Karman-Howarthsche Gleichung (2.99) mit r* und
integriert von r=0 bis r=co, so ergibt sich (k(r) nach Fig. 16)

% (Tzf rt f(r)dr) — @) lim (r*k(r) =0, (2.180)
Q r—~w

e

wobei vorausgesetzt wird, daB das Integral [r* f(r)dr existiert. Es liegt zuniichst
1]

nahe anzunehmen, daB die Tripelkorrelationsfunktion k(r) stirker als r~* asympto-

1} Siehe FuBnote 1, S. 96.

2} Kolmogoroff, A. N.: A refinement of previous hypotheses concerning the local structure
of turbulence in a viscous incompressible fluid at high Reynolds number. J. Fluid Mech. 13
(1962) 82-85.
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tisch gegen Null geht. Diese Vermutung veranlaite L. G. Loitsianskiil), die GroBe
A=u? [ r* f(dr (2.181)
o

als eine Invariante des isotropen Turbulenzfeldes zu postulieren. Das zu-
gehorige Energiespektrum verhilt sich bei k—0 reguldr und hat nach Gl (2.179)

die Form

A 4
E()=_k*+ . (2182)

Es folgt daraus, daB die gré8ten Turbulenzelemente im Mittel zeitlich unveridndert
bleiben. Spitere Untersuchungen lieBen jedoch Zweifel an der Schlnffolgerung auf-
kommen, daB dies die einzig mégliche Form der Grobstruktur ist.

2. G. Birkhoff?) fand, daB noch eine andere GréBe wihrend des Abklingvorgangs
invariant ist, nimlich das Integral '

B= _(r R, (rdr=u }Drz (f(n+2g()dr. (2.183)
0

Mit Gl. (2.51) ergibt sich
B =u?lim (r*f(r). (2.184)

Wenn man die v. Karman-Howarthsche Gl (2.99) mit * multipliziert und den
Grenziibergang limr— oo vornimmt, so folgt

B —4 . 14 _

& u*) ,ILIE, " ar(r“k(r))--O. (2.185)
Das zweite Glied in dieser Gleichung verscpwindet, wenn k(r) stirker als r~2 ab-
fillt. Diese Forderung ist nach Gl. (2.95) in Ubereinstimmung mit der Kontinuitits-
bedingung, so dal die GréBe B tatsichlich von der Zeit unabhingig ist. Die Birk-
hoffsche Invariante stellt also wesentlich weniger scharfe Forderungen an das
Abklingen der Funktionen f(r) und k(r) mit r—co als das Loitsianskiische Inte-

gral. Das Energiespektrum hat unter diesen Voraussetzungen nach (2.179) fir k—0
die Form

E®k) =gk2 +ooe, (2.186)

und auch hiernach ergibt sich eine Permanenz fiir die gr6Bten vorhandenen Turbulenz-
elemente. Das Loitsianskiische Postulat, A=const, steht insofern mit der Birk-
hoffschen Invarianten nicht in Widerspruch, als B=0 ist, wenn A existiert und

!) Loitsianskii, L. G.: Einige Grundgesetze einer isotropen turbulenten Strémung. Arbeiten
d. Zentr. Aero-Hydrodyn. Inst. Nr. 440, Moskau 1939.

2) Birkhoff, G.: Fourier synthesis of homogeneous turbulence. Comm. Pure Appl. Math. 7
(1954) 19-44.
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lim r*k(r)=0 ist. Andererseits divergiert das Integralmoment [r*f(r)dr, wenn B

r— o 0

endlich ist. Die zeitliche Konstanz (im statistischen Mittel) der groften Wirbel beruht
in beiden Fillen auf gewissen Voraussetzungen fiir das Abfalien der Tripelkorrelationen
mit wachsendem r.

3. G.K.Batchelor und I. Proudman!) haben ausfiihrlich die Méglichkeit disku-
tiert, daf3 die Druckschwankungen Geschwindigkeitskorrelationen iiber relativ weite
Entfernungen bewirken konnen, so daB lim (r*k(r)) nicht verschwindet, wihrend

r—+a

das Integral [ 7*f(r)dr noch existiert. Aus diesen Uberlegungen folgt, daB sich im
(V]

Energiespektrum bei k=0 eine Singularitit der Form
A
E(k) = ~3—(1§—)k“+Ck51nk (2.187)
ausbildet; die Loitsianskiische Gréfe A ist zeitlich verinderlich. Diesen Unter-
suchungen liegt die Hypothese zugrunde, daB das homogene, nicht isotrope Turbulenz-
feld zu einem Anfangszeitpunkt konvergierende Integralmomente der Kumulanten
der Geschwindigkeitsverteilung hat.

4. In einer neueren Untersuchung geht P. G. Saffman?) von der Voraussetzung aus,
daB das homogene Turbulenzfeld zu einem Anfangszeitpunkt t, konvergierende
Integralmomente der Kumulanten der Wirbelverteilung hat. Dies entspricht
einer Erzeugung der Turbulenz zur Zeit ¢, durch eine Verteilung zufilliger K6rper-
krifte f(x) (vgl. 1.3.1), deren Integralmomente der Kumulanten konvergieren. Diese
Untersuchung fiihrt auf das von Birkhoff mitgeteilte Ergebnis, daB die Gréfle B
endlich und invariant ist.

5. SchlieBlich ist noch zu erwihnen, da J. L. Lumley?®) an Hand des Erhaltungs-
satzes fiir den Impuls den Nachweis gefiihrt hat, daBl das Loitsianskiische
Konzept fiir ein unbegrenztes, im ganzen isotropes Turbulenzfeld zutrifft.

Beziiglich der experimentellen Uberpriifung ist zu bedenken, daB die von einem gleich-
formigen Luftstrom durch ein Gitter erzeugte Turbulenz weder exakt homogen noch isotrop ist.
Auflerdem reicht die Genauigkeit der vorhandenen MeBmethoden nicht aus, einen liberzeugen-
den Beweis zugunsten oder ungunsten einer der erwihnten Theorien zu erbringen.

SchiuBfolgerung. Es ist denkbar, daB sich durch die Wechselwirkungen der verschie-
denen Fourier-Komponenten eine universelle Form der Grobstruktur aufbaut. Da
aber nach dem gegenwiirtigen Stand der Kenntnisse eine eindeutige Klirung nicht

!y Batchelor, G.K.; Proudman, 1.: The large-scale structure of homogeneous turbulence.
Phil. Trans. Roy. Soc. London A 248 (1956) 369-405.

) Saffman, P. G.: The large-scale structure of homogeneous turbulence. J. Fluid Mech. 27
(1967) 581-593.

%) Lumley, J. L.: Invariants in turbulent flow. Phys. Fluids 9 (1966) 2111-2113.
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herbeigefiihrt werden kann, muBl man die Moglichkeit eintiumen, daB das Verhalten
der Grobstruktur davon abhingt, wie die Turbulenz erzeugt wird. Man hat also das
verschiedene Verhalten als ein bei der Erzeugung des Turbulenzfeldes aufgeprigtes
Klassifizierungsmerkmal anzusehen. Tatsichlich fiihrt die Verallgemeinerung
der Birkhoffschen Herleitungen auf eine Schar von Klassen mit dem asymptotischen
Verhalten der Korrelationsfunktion

A,=u?lim r 21 (r), (2.188)

r—o

wobei die GroBe ¢ jeden beliebigen reellen Wert annehmen kann. Allerdings sind nach
(2.56) nur Werte o0>1 mit der Kontinuititsbedingung vereinbar. Die Gro8e A, ist
eine Invariante, solange die Bedingung

k@) _
rf)

erfiillt ist; fir ¢ <2 ist diese Forderung durch die Kontinuitatsbedingung (2.95) ge-
sichert. Fiir das Energiespektrum errechnet man aus Gl. (2.71)

lim 0 (2.189)

2—0

Ek) = —

rt—o) cos"—z"A,k°+---. (2.190)

Der Birkhoffsche Fall, =2, ist in dieser Schar von Grobstrukturen dadurch aus-
gezeichnet, daB der Spektraltensor @;;(k) nach (2.61) fiir lim k-0 endliche GroBe hat;
mit o>2 ist &;(0)=0 und mit g<2 geht &, bei k—0 gegen unendlich,
}ilrg) ®,;(k)~1/k*~°. Fiir das Entstehen einer Spektraldichte der letztgenannten Form

148t sich schwerlich eine plausible Erklirung finden, so daB Grobstrukturen mit einem
Exponenten o <2 sehr unwahrscheinlich sind. Andererseits kann die Loitsianskii-
sche GréBe (o =4) als die obere Grenze fiir den Exponenten angesehen werden. Denn
>4 erfordert A=0, was nur mit negativem f(r) bei groBem r moglich ist. Da aber die
Spektralfunktion E(k) nirgends negativ und A deshalb nicht kleiner als 0 sein kann,
ist die Entstehung solcher Geschwindigkeitsverteilungen, die A genau zu Null machen,
auBerordentlich unwahrscheinlich.

Mit einiger Sicherheit kann man also vorderhand die Loitsianskiische und die
Birkhoffsche Konzeption als Grenzfille fiir das mogliche Verhalten der Grobstruktur
isotroper Turbulenz ansehen. In Tab. 1 sind die wichtigsten Merkmale und die noch
zu besprechenden SchiuBfolgerungen gegeniibergestellt.

2.4.3. Endstadium. Es soll die Rolle der Grobstruktur im Endstadium der iso-
tropen Turbulenz untersucht werden. Schon in 2.3.2 wurde fiir diesen Fall, bei dem die
Trégheitskriifte ganz vernachlidssigt werden diirfen, eine allgemeine Losung fiir die
Entwicklung des Energiespektrums angegeben, und dabei erwihnt, daB die Form des
Spektrums nach hinreichend langer Abklingzeit allein durch die Form bestimmt wird,
die das Spektrum bei kleinsten Wellenzahlen in einem fritheren Stadium des Abklin-
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Tab.1 Grobstruktur und damit zusammenhingende GroBen der isotropen Turbulenzfelder

Loitsianskii (6 =4) Birkhoff (6 =2)
A =FI rtf(ndr invariant divergiert
[
B =u? [ 23S () +rf)dr 0 invariant
0
. . A B
Energiespektrum lim k—0 E(k) = T k* E(k) = — k?
T T
Endstadium (R e—0)
E(k,t) = i k“e‘z"kz(‘_q) E kze—lvtz(z——tl)
’ 3n n
2 3 2
froY)= exp(— %) F': —;Eerf(“;g>-ryexp(— %):l
2 2
n 7 3 1 n
otre)= (1-%)ee(- %) 5[(1 ¥ ?)“P(‘ 7)-
2
o rr(i)}
7\
—5 A B
) = 2ve-t)]} — [2v(e=1)]7
12)/n 6)/n
Lty = [2mv(e )]} 2mv(e—1)]}
A% 4v(t—t,) By(t—ty)
Frithstadium (R e— o)
() = KA -1 % Kg B¥(t—1)%
Ly = 1A —10)} Ig B¥(t—1g)}
A2 = Tv(t—t,) Ziv(t—t,)

gens hatte. Kann man das Spektrum zum Zeitpunkt ¢, beispielsweise durch eine Po-

tenzreihe der Form

E(k,t,)=Cok®+ C k*+* 24+ C k" % +--- (2.191)

darstellen, so ergibt sich nach Einsetzen in Gl. (2.111)

Y p=r/[4v(t—1t)]}; erf(x) = Je"ldt=GauBsches Fehlerintegral
o

2
Va
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%F('FTEU@ dk= TE(hrl)e‘z'*""'l 'dk
0 0

r(a+1) (2.192)
& { (e+1)C, N (+1)(6+3)C, N }

T22vi—t) TR0 T Avi—t,) T A@v(t—1,))

Man erkennt, daB im Endstadium das erste Glied der Reihe dominiert,

r(a—;i
: T 1 p
r_lrllnlwu (0= i) Gy (2.193)
das Energiespektrum néhert sich der Form
' lrim E(k,t)=Cok"exp[ —2vk*(t—t,)]. (2.194)
e

Mit den Beziehungen (2.69) und (2.51) sowie (2.53) und (2.57) konnen dann auch die
Korrelationsfunktionen f(r) und g(r), sowie die Integral-LingenmaBe L und das Mikro-
Langenmal A berechnet werden. Alle GroBen hingen davon ab, mit welcher Potenz
von k das Spektrum beginnt. Die GroBe A,, Gl. (2.188), ist in diesem Stadium stets
eine Invariante. Aus Gl. (2.72) errechnet man L, zu

! ( )
In 2
4 — *
’ ltllm Ly(t) = e 1) [2v(t—t)]*. (2.195)

2

Fiir die beiden Fille, daBB A oder B als Invariante existieren, sind die wichtigsten Funk-
tionen in der Tab. 1 enthalten.
Fig. 23
Lingskorrelationsfunktion isotroper Turbu-
lenz im Endstadium

(@ o=4 (Loitsianskii):
flry=exp{—r?/2:%)})
@ o=2 (Birkhoff):

3N\ 3 T 5r
LN ﬂ’]z(?) (rfl)’[l/;“f( 6 _)-
5r 5(r\\*
13 3o~ 2(2)
Versuchsergebnisse;
\ UM/v =650; Ox/M=320;
Mﬁ_ +x/M=640; @ x/M=960
1 7 (nach G.K. Batchelor und A.A.
/A — Townsend)

——
L=~
3

f{r) ——»
=
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Fig. 23 zeigt die Korrelationsfunktion f(r) fiir die beiden Fille im Vergleich zu MeB-
ergebnissen in groflen Abstinden hinter einem Gitter nach G.K. Batchelor und
A.A. Townsend!). Die Versuchspunkte fallen in den von den beiden Kurven ein-
geschlossenen Bereich.

2.4.4. Ahnlichkeit der Struktur und das Abklinggesetz. Eine Hauptaufgabe von prak-
tischem Interesse bei isotropen Turbulenzfeldern ist die Ermittlung des zeitlichen
Abklinggesetzes der kinetischen Schwankungsenergie, und zwar nicht nur fiir das
Endstadium, sondern vom Zeitpunkt der Entstehung an. Ndherungsweise kénnte man
diese Aufgabe unter Benutzung des Heisenbergschen Ansatzes mit Gl. (2.127)
16sen. In der dortigen Formulierung hingt das Abklingen der Turbulenz von der be-
liebig vorhandenen Anfangsverteilung zur Zeit ¢, ab, so daB offensichtlich ein all-
gemeines Abklinggesetz gar nicht angegeben werden kann. Nachdem aber gezeigt
werden konnte, daB fir den Bereich der groBeren Wellenzahlen ein universelles Spek-
tralgesetz existiert, liegt die Frage nahe, ob nicht die Gesamtstruktur des Feldes, wie
immer sie anfinglich aussehen mag, mit der Zeit einer universell giiltigen Form zu-
strebt, so wie sich beispielsweise fiir die stationdre Strémung durch ein zylindrisches
Rohr nach hinreichender Lauflinge eine universelle Geschwindigkeitsverteilung er-
gibt, die unabhiingig von der Geschwindigkeitsverteilung im Einlauf ist. Wenn es eine
solche universelle Struktur fiir die isotrope Turbulenz gibt, dann darf man daraus
schlieBen, daB ein universelles Abklinggesetz existiert. Ganz allgemein ist eine solche
Ahnlichkeit des isotropen Turbulenzfeldes etwa wie folgt zu formulieren:

Erste Ahnlichkeitshypothese. Fiir hinreichend lange Zeiten nach der Entstehung sind
die Verteilungsfunktionen der isotropen Turbulenz durch die Intensitit u?, die Integral-
linge L und die kinematische Zihigkeit v (sowie den Exponenten ¢ der Grobstruktur)
eindeutig bestimmt.

FormelmiBig ausgedriickt, besagt dies, daB sich beispielsweise die Korrelations-
funktion f(r,t) als

[ =y ({ Re; a) (2.196)
und die Energiespektralfunktion E(k,t) als
E(k1) = %PLWL; Re;0) (2.197)

schreiben 148t, wobei ¥ und ¢ dimensionslose Funktionen sind und ui L~ das gleich
L, nach (2.53) gesetzt werden soll — sowie im allgemeinen auch Re=(u?)* L/v voraus-
setzungsgemiB monotone Funktionen der Zeit ¢ sind, so daB ¢ selbst in ¢ und ¢ nicht
explizit auftritt. Die Funktionen erfiillen folgende Normierungsbedingungen

!y Batchelor, G.K.; Townsend, A. A.: Decay of turbulence in the final period. Proc. Roy.
Soc. A 194 (1948) 527-543.
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j /] (%, Re; a) d (—2) =2, (2.198)
°

und nach Einfiihren von y=kL

@

J¢(X;Re;a)dx =1,

)
(2.199)

8
J¢(x;Re;a)d—)Cl=-3—n-
o

Die letztere Beziehung ergibt sich mit (2.72).

Hierin den Exponenten o der Grobstruktur aufzufiihren, ist im Einklang mit den
Ausfiihrungen von 2.4.2, wonach verschiedene, durch den Parameter o gekennzeich-
nete Klassen isotroper Turbulenz fiir moglich zu halten sind. Zur Erlduterung werde
das Turbulenzfeld hinter einem quadratischen Drahtgitter untersucht, das mit der
gleichformigen Geschwindigkeit U durchstromt wird. Die Abmessungen des Wind-
kanals seien so groB, daB sie die Eigenschaften der Turbulenz in Gebieten, die ge-
niigend weit von der Berandung des Luftstromes entfernt sind, nicht beeinflussen.
Die statistischen GroBen in einem bestimmten Punkt des Feldes werden dann durch
folgende fiinf Parameter bestimmt: Maschenweite M und Drahtdurchmesser d des
Gitters, Abstand x, Geschwindigkeit U und kinematische Zahigkeit v (x und U seien
normal zur Gitterebene gerichtet). Ohne die Allgemeingiiltigkeit einzuschrinken,
kann man die Parameter in Verhiltniszahlen zusammenfassen. Beispielsweise kann
man fiir die Langsgeschwindigkeits-Korrelationsfunktion R,; =u{x)u(x+r;)

-z —pep(l.x. 4. UM
Ry =uw*@) f(=U F(M,M,M, " {2.200)
schreiben und fiir u2 gilt (r=0)

— x d UM

u*(x)=U*F, (I—M_;X'I-;T)’ (2.201)

wobei F eine dimensionslose Funktion der angegebenen Parameter ist. In gleicher

Weise erhilt man auch fiir die Integralliinge

1 1M r x d UM

=-2—J‘f(r)dr—5Ede(—M)—MH(H,M, " ) (2.202)
(4]

0

L

Damit besteht ferner ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Reynolds-
zahl Re=@w>*L/v und x/M, d/M, UM/v. Da u?, L und somit auch Re monotone
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Funktionen von x sind, 1aBt sich der Abstand x von der Gitterebene in GI.(2.201)
mit Hilfe von Gl.(2.202) eliminieren. So folgt schlieBlich

F r., d UM
== w(E,Re,g,—). 2209
10
05
|“‘;5-
N
[y
0 | ’,
a) @ @
1 {4 {

©)
i

0 a5 10 15 20
M —
b (M des Gitters D)
Fig. 24 Querkorrelationsfunktionen hinter Gittern verschiedener Form (nach R.W. Stewart
und A.A. Townsend)
(1) quadratische Maschengitter
@ parallele Zylinderstibe
(3@ parallele Rechteckstibe

Fig. a) b)
Abstand x/M 30 35
Q Ry, (rs) } Gitter Gitter
Q Ry, (r3) @
% Ryy(ry)=Ry,(r3) Gitter @)
M 5,08 cm ‘ 2,54 cm
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Diese Form beinhaltet nichts anderes als (2.200) und ist unabhangig davon, ob das
Turbulenzfeld homogen in x-Richtung und isotrop ist oder nicht. Sie dhnelt schon
weitgehend der aus der Ahnlichkeitshypothese hergeleiteten Form (2.196), enthalt
aber noch die Parameter des die Turbulenz erzeugenden Gitters.

Experimentelle Befunde. Eine Berechtigung fiir die Annahme, daBl der EinfluB der
Gittergeometrie mit zunehmendem Abstand x/M verschwindet, kann man in der
Beobachtung finden, daB gemessene Korrelationsfunktionen und Spektren — aufBler
im Bereich kleinster Abstinde r bzw. groBter Wellenzahlen k — bei verschiedenen
Abstinden von der Gitterebene und verschiedenen Reynolds-Zahlen UM/v Ahn-
lichkeit aufweisen. Auch hinter verschieden geformten Gittern ergeben sich schon bei
mébBig groBen Abstinden x/M #dhnliche Korrelationsfunktionen. Ein Beispiel hierzu
liefert Fig. 24"), in welcher Querkorrelationsfunktionen hinter einem quadratischen
Maschengitter, einem Gitter aus parallelen Rundstdben und einem Gitter aus parallelen
Rechteckstiben miteinander verglichen werden. Hiernach sind die Querkorrelations-
funktionen fiir nicht sehr groBe Werte von r bei allen drei Gittern gleich. Bei sehr
groBen r-Werten zeigen sich allerdings Abweichungen von den isotropen Verteilungen.
Es ist mit einiger Vorsicht zu schlieBen, daf sich die Turbulenz iiber den groBten Bereich
der Wellenzahlen einem statistischen Zustand nahert, der von den Anfangsbedingungen
unabhiingig ist.

Zu diesen experimentellen Befunden, deren Beweiskraft naturgemdB beschriinkt ist,
kommen noch theoretische Gesichtspunkte. Die Ahnlichkeitshypothese fiihrt — in
Verbindung mit dem Heisenbergschen Austauschansatz — auf eine spezielle Losungs-
schar der Spektralgleichung (2.123), der sich allgemeinere Losungen, von beliebig ge-
wihlten Anfangsverteilungen?) ausgehend, mit wachsendem t asymptotisch nihern.
Diese Tatsache ist fiir sich hinreichende Motivierung, die Konsequenzen aus der
Ahnlichkeitshypothese zu untersuchen.

Abklinggesetz bei invarianter Grobstruktur. Man sieht die Ahnlichkeitshypothese noch
aus einer anderen Perspektive, wenn man jegliche spezielle Vorstellung iiber die
Entstehung der Turbulenz beiseite 1Bt und zusitzlich, wie es sich bei Rechnungen
mit dem Heisenbergschen Ansatz von selbst ergibt, die Invarianz der Grob-
struktur unterstellt. Die Invariante A, (Gl. (2.188)), die Zihigkeit v und die Zeit ¢
sind dann die einzigen dimensionsbehafteten GréBen, die die Verteilungen der Tur-
bulenz und ihre Entwicklung bestimmen. Aus A, und v ergibt sich unter Beachtung

1) Siehe FuBnote 1, S. 83.

%) Die Wahl der Anfangsverteilungen unterliegt insofern gewissen Einschrinkungen, als nach
deém Heisenbergschen Ansatz in Wellenzahlengebieten, in denen die Anfangsverteilung
E(k)=0 ist, auch zu allen spiteren Zeiten E(k)=0 bleibt. Die Anfangsverteilungen miissen
deshalb folgende Bedingungen erfiillen: 1. ’l‘iné E(k)~k’; 2. E(k)>0 fir 0<k<oo;

3. | k* E(k}dk =endlich.
0
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der durch (2.188) festgelegten Dimensionen ein charakteristisches Zeitmal

1
2 \o-T
T, = ( ;’-‘-;3-) . (2.204)

Damit lautet, konkret formuliert, das universelle Abklinggesetz:

w)=A, <y P2, (2.205)
o
AN t—t,
L(t)-(v—2> G( T, ), (2.206)

wobei t, die virtuelle Anfangszeit ist, zu der das Turbulenzfeld irgendwie erzeugt
wurde und zwar, wie man in Gedanken annehmen darf, mit beliebig groBer Energie
und beliebig kleiner Integrallinge (u2(t,) ~ 00, L(t,) ~0). Es folgt daraus, dhnlich wie
aus (2.201) und (2.202), daB bei Beschreibung der Verteilungsfunktionen die Zeit
durch u2(t) und L(t) ersetzt werden kann.

Insbesondere erhilt man unter der Forderung, daBl das Abklinggesetz von der Zihig-
keit unabhingig ist, aus Dimensionsbetrachtungen fiir das Friithstadium der Tur-
bulenz (groBe Reynolds-Zahl)

. 2 _2{o+1)

()= KA (t—t) 7T, (2.207)
1 _2

L) =IA; (-t 3. (2.208)

Die Griinde fiir diese Annahme werden im folgenden Abschnitt erldutert. K, und I,
sind absolute Konstanten. Das zur Loitsianskiischen Invarianten gehorige
Gesetz wurde von A. N. Kolmogoroff!), das zur Birkhoffschen Invarianten
gehorige von P. G. Saffman?) gegeben; diese beiden Fille sind in Tab. 1, S.105,
mit aufgenommen worden. Aus Gl. (2.100) 148t sich mit Hilfe von (2.207) auch das
Mikro-LingenmaB A nach Gl. (2.57) ermitteln

a+3

2(t)=5 ey v(t—t,). (2.209)

Die Energie 3?/2 nimmt ab und auch die Reynolds-Zahl

2
]/-2 [R) Lind Y
Re(t) = ‘:L=K$1,A°v {t—tg) °*3 (2.210)

'Y Kolmogoroff, A.N.: Zur Entartung der isotropen Turbulenz in einer inkompressiblen
zihen Fliissigkeit. Nachr. Akad. d. Wiss. USSR 31 (1941) No. 6, 583. Dt. Ubers.in: Goering, H.:
[17].

2) Saffman, P. G.: Note on Decay of Homogeneous Turbulence. Phys. Fluids 10 (1967) 1349.



112 2. Homogene Turbulenzfelder

fallt von einem anfinglich hohen Wert stetig ab, wenn o¢>1 ist, was ja die Konti-
nuitétsgleichung erfordert. Die Lange L wichst, weil die Energie der groBen Wellen-
zahlen schneller abklingt als die der kleinen. Zu Anfang mag die Form des Spektrums
im energichaltigen Bereich von k zwar vom Turbulenzerzeuger bestimmt sein; nach
einiger Zeit jedoch befindet sich die noch vorhandene Energie im wesentlichen bei
Wellenzahlen, die anfinglich zur Grobstruktur zihlten (E~k’), und die Wellen-
zahlen, die zuerst den Hauptanteil der Energie enthielten, liegen jetzt vielleicht im
k™ -Bereich. Noch spiter geschieht auch die Dissipation bei noch kleineren k-Werten.
Die Reynolds-Zahl braucht trotzdem noch nicht klein zu sein. Es ist klar, dafl der
ganze ProzeB jetzt von der Grobstruktur gesteuert wird; es besteht im gewissen Sinn
ein statistischer Gleichgewichtszustand. Dieser Verlauf des Abklingvorgangs ist es,
der das eigentliche Fundament der Ahnlichkeitshypothese bildet. Nach einer weiteren
Zeit hat Re soweit abgenommen, daBl die Gesetze (2.207) und (2.208) nicht mehr gelten
und ein stirkeres Abfallen von u? stattfindet, bis schlieBlich im Endstadium die Tur-
bulenz den in 2.4.3 besprochenen Gesetzen gehorcht.

Anmerkung. Man iiberzeugt sich leicht, daB die in 2.4.3 gegebenen Gesetze fiir das Endstadium
mit der hier aufgestellten Ahnlichkeitshypothese iibereinstimmen. Dazu eliminiert man
2v(t—t,) in (2.193) und (2.194) mit (2.195). Fiir das Spektrum ergibt sich dann in dimensions-
loser Form

, 16 (kLY -(*H°
Rhmo (p(kL,Re,a)=———) —)e “ (2.211)

E!rrI‘(E a
2
(5
3n r 2
8 <a+1)'
N7

Man beachte, daB ¢, nicht gleich ¢, ist.

mit a= @.212)

2.4.5. Energiedissipation bei grofen Reynolds-Zahlen. Die soeben definierte, das ganze
Turbulenzfeld umfassende Ahnlichkeit muB bei extrem groBen Reynolds-Zahlen
die in 2.4.1 diskutierte ortliche Ahnlichkeit mit einschlieBen. Es wurde gefunden, daB
die Zdhigkeit sich nur bei sehr kleinen Abstinden (r<20]) bzw. bei sehr groBen
Wellenzahlen (k>0,3/l,) auswirkt und im iibrigen Bereich ohne EinfluB bleibt. Die
erste Ahnlichkeitshypothese von 2.4.4 kann deshalb auf eine einfachere (allerdings
nur beschrdnkt giltige) Gestalt gebracht werden, die (in etwas abweichender Form)
erstmals von Th. v. Kdirman gegeben wurde:

Zweite Ahnlichkeitshypothese. Fiir hinreichend lange Zeiten nach der Entstehung und
bei hinreichend grofien Reynolds-Zahlen (Re=(1—4i)*L/v] sind die Verteilungsfunk-
tionen der isotropen Turbulenz durch die Intensitdt u? und die Integralliinge L (sowie
den Exponenten o der Grobstruktur) eindeutig bestimmt.
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An die Stelle von GI. (2.196) und (2.197) treten daher

frH=y (-I’: cr) fiir r>I, Re—o0 2.213)
3 N 1
und E(k,t)= Tk LokL,s) fur k< T Re— . (2.214)

5

Je groBer die Reynolds-Zahl, desto kleiner das Verhiltnis I/L; in Ubereinstimmung
mit der Ahnlichkeit fiir den von Trigheitskriften beherrschten Unterbereich hat die
Korrelationsfunktion fiir Re—oo die asymptotische Form (vgl. 2.4.1)

f)=1-4, (%) fir r<L, (2.215)

wobei A, eine (von der Form der Grobstruktur, d. h. von ¢ abhingige) Konstante
ist. Entsprechend hat die dimensionslose Spektralfunktion die Asymptote

p=v,kL)"% fir k> % (2.216)

wobei 7, eine andere Konstante ist.

Der Zusammenhang zwischen y, und A, wird durch (2.69) vermittelt und errechnet
sich dhnlich wie der zwischen C und o« nach Gl. (2.156) zu

81 1
Ay =5T (§> y,=0.9887, . (2.217)
Bei kleinen Abstinden I, <r<L ergibt sich ein Gebiet, in dem sich fir die beiden
durch (2.213) bzw. (2.214) und durch (2.148) bzw. (2.151) ausgedriickten Ahnlichkeits-
beziechungen iiberdecken. Gleichsetzen von f(r) nach (2.215) mit dem nach (2.138)
und (2.153) resultierenden Wert,

3
1-4, (1> 1= e, 2.218)
L 242
ergibt eine Beziehung fiir die Dissipation,
24\ et _ o)

Das Verhiltnis der durch (2.146) definierten Lange /, zur Integral-Lange L errechnet
sich zu

L_(24\7% W (24, ‘%R .y

L=\"¢ P =\"¢ e (2.220)

fiir das Mikro-Lingenma8 A nach (2.57) erhilt man mit (2.84), bezogen auf die Inte-
gral-Linge,

i 24\ v ¢ 24\ "%
AU ¥ a4 —15 28 -4
7 =15 ( c > ((7)%11) 15 ( c > Re t. (2.221)
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Gl. (2.219), nach welcher die GroBe der Dissipation von der kinematischen Zihigkeit
der Fliissigkeit unabhingig ist, stellt eine sehr wertvolle und wichtige Beziehung in der
Turbulenztheorie dar. Sie ist sozusagen das Konzentrat aus den Darlegungen von 2.3.3
iiber die Energietransportvorginge im Wellenzahlenraum, der lokalen Ahnlichkeits-
hypothese fiir den tragheitsbeherrschten Unterbereich und der Ahnlichkeit der ener-
giehaltigen Wirbel. Dieser Zusammenhang und die aus (2.221) folgende Konstanz von
A2 1/17/(Lv) wurden von G.I. Taylor mit einem bemerkenswerten Blick fir das
Wesentliche der Vorgiinge erkannt, lange bevor das Ahnlichkeitsgesetz der Feinstruk-
tur von K olmogoroff formuliert wurde. Gl. (2.220) und (2.221) machen deutlich, wie
/L und A/L mit wachsender Reynolds-Zahl kleiner werden.

Differentialgleichung fiir die Integral-Linge. Wenn man Gl. (2.219) in (2.100) einsetzt,
bekommt man eine Differentialgleichung fiir das Abklingen von u?, in der L als zu-
nichst unbekannte Funktion der Zeit auftritt. Man kann nun fiir L eine Differential-

gleichung herleiten, indem man Gl. (2.99) iiber r integriert und mit 1/2 multipliziert:

%(FL)—z(P)*Jk(' J fdr_q (2.222)
0]

0

°’¥

GemiB der Ahnlichkeitshypothese gilt fiir die Tripelkorrelationsfunktion

k(r)= x({ a) ) (2.223)

wobei x wie ¥ in (2.213) eine Funktion von r/L und ¢ ist, so daB das entsprechende
Integral in (2.222) einen konstanten Wert (=a/2) hat. Das letzte Glied ist bei groBem
Re vernachlissigbar klein. Somit ergeben sich folgende Differentialgleichungen fiir das
Abklingen der Energie bei groen Reynolds-Zahlen
2 03
W2,

dt 3" L~
(2.224)
d . ¥
5 0°L) = a6y},
Die Integration fiihrt auf die Beziehungen
_ 2 2¢
—_ —{t 5(a—+—c—) _ (u 2)& " 3a+ey
u? =u? (t—) [1 +—=2(a+c) (t-—t,,):| (2.225)
und
2¢'+ 3a 2¢’+ 3a
t 3@+ ( 2) 3m
L=1L, (T) =L, [1 +~—=2(a+c )(t—t,,):| s (2.226)

wobei u? und L, die Werte zu einer Zeit t=t, sind. Die Ahnlichkeitshypothese fiihrt
also zu dem allgemeinen Ergebnis (auch wenn keine Invarianz der Grobstruktur
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vorliegt), daB die Energie mit einer Potenz von ¢ abklingt und die Integral-Linge mit
einer Potenz von t wichst. Die Exponenten dieser Gesetze stehen in Beziehung zu-
einander; fiir ihre Bestimmung sind jedoch noch weitere Beziehungen erforderlich.
Wenn die Grobstruktur zeitlich unverdnderlich bleibt, dann wird der Exponent des
Abklinggesetzes durch die Form des Spektrums bei kleinsten Wellenzahlen bestimmt.
Die Anwendung der zweiten Ahnlichkeitshypothese auf Gl. (2.188) bzw. (2.190) fiihrt
zu der Forderung

A, =0, u? L°* V=const; (2.227)
dies liefert mit (2.225) und (2.226)

3
2

g

- (2.228)

a ——
o=
Die GroBe a kann hiernach also ohne Kenntnis der Tripelkorrelationsfunktion k(r)
als Funktion von ¢’ ausgedriickt werden, wodurch die Exponenten in (2.225) und (2.226)
festliegen und mit denen von Gl. (2.207) und (2.208) iibereinstimmen. Den Ubergang
von (2.225) und (2.226) in die Form (2.207) und (2.208) volizieht man, indem man ¢,
gegen t, gehen l46t. Dabei gehen 42— o, L,—0, so daB der Summand 1 in der eckigen
Klammer von (2.225) und (2.226) vernachliissigt werden darf. u? und L, werden dann
mit Hilfe von (2.227) substituiert. Auf diese Weise ergeben sich Relationen zwischen
den Konstanten K, und I, einerseits und den Konstanten 4,, C und «, andererseits,

2

24, 3+0 1 73
K":{“”[T 3(1+a):| } : (2.229)

2
24\t 3446 1773
= _i g
I, {a, ( c) 3d H)} ) (2.230)

wodurch die Konsistenz der physikalischen Konzeption bewiesen ist.

Abschiitzung des letzten Gliedes von Gl. (2.222). Fiir groBe Reynolds-Zahlen 148t sich das
letzte Glied der Gl. (2.222) mit Hilfe der universellen Gesetze der lokalisotropen Turbulenz
abschitzen. Unter Benutzung von (2.138) ergibt sich zunichst

—ford db, d b
—4va J—f —'=2vj—‘ l:zvj_‘dr. 2.231)
r
0 0 0

-4vFJa—f d'=2(ve)=‘j%dn. 2.232)
0
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Die Auswertung des Integrals nach Fig. 19 liefert

—fofd
—4vi? J—f T re62(vef. (2.233)
or r
1)

2.4.6. Losungen der Spektralgleichung nach dem Ahnlichkeitsansatz. Die in den vor-
stechenden Gesetzen auftretenden Konstanten werden durch die Form des Energie-
spektrums bzw. der Korrelationsfunktion bestimmt. Diese Funktionen lassen sich
aus (2.99) oder (2.123) berechnen, wenn man einen geeigneten Ansatz fiir den Energie-
transport im Wellenzahlenraum zu Hilfe nimmt. Akzeptiert man den Heisenberg-
schen Ansatz, der derzeit der einzig brauchbare zu sein scheint, so ist neben dem Ex-
ponenten ¢ der Grobstruktur die Heisenbergsche Konstante »; die einzige empi-
rische GroBe, die bei dem Problem auftritt,

Ausgangsgleichung fiir diese Berechnungen ist (2.123),
k k k

jE(k’, dk' = — j Tk, )dk'—2v jk'z E(k',0)dk’, (2.234)
0

0

Q)ig,

t

in die man E nach (2.197) mit x=k L sowie einen entsprechenden allgemeinen Ansatz
fur T(k,1), o,
2

T(k,0) =<%‘—>I w(x, Re), (2.235)

einzufithren hat. GemaB dem Heisenbergschen Ansatz, Gl (2.125) und (2.126),

st
X PO X
',R
J w(y,Re)d g =y J ‘/——~¢(§,a 9 dy J 2¢(y",Re)y"*dy". (2.236)
0 . 0

X

Um Gl. (2.234) in voller Allgemeingiiltigkeit in eine Gleichung umzuwandeln, in der
keinerlei dimensionsbehaftete GroBen auftreten, sind lingere algebraische Rechnungen
erforderlich!). Fiir eine erste Niherung ist aber eine wesentliche Vereinfachung zu-
liassig. Die Funktion ¢(x, Re) dndert sich ndmlich mit Re nur relativ langsam, so daf3
die Ableitung d¢/0Re mit gutem Recht vernachlissigt werden darf. Fiir das Glied auf
der linken Seite von (2.234) ergibt sich dann
k X
il 3 du? —
2 J E(, k5 S J GURAAY + 37 S0 oy Ry
0

° (2.237)

X

u dinL
e(,Re)dy + — <p(x,Re)x]-
t I:OJ din(?)

Q.
s

N W
&

) Rotta, J. C.: Similarity theory of isotropic turbulence. J. Aeron. Sci. 20 (1953) 769-779.
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Unter der Voraussetzung, daB die Grobstruktur invariant ist, gilt
k

.8 , _
l%EjE(k’t)dk—o' (2.238)
0
Mit @ ~x” gewinnt man aus (2.238) dann die Beziehung

dinL 1

din@@  1+0°

(2.239)

Man kann nun die urspriinglichen Funktionen in (2.237) gleich wieder einfithren und
erhilt aus (2.234), wenn man noch —(3/2)du?/d¢ durch die Dissipation ¢ ersetzt,

k k k
—2—_8:[5 E(k)dk' — —L E(k)]: 5 Tk)dk' +2v S K*Ek)dk' . (2.240)
I 1+0

0 0 V]

Die Gleichung beschreibt eine Quasi-Ahnlichkeit. G1. (2.240) kann man durch Reihen-
entwicklungen®) oder durch numerische Integration auf einer antomatischen Rechen-

1.U

>F

085
171
418
823

~—
)

Q@ NI I Ny~
o
-
[~ Bl
(9,

8

p{x,/?e} —_—

] ! z 3

X ——»
Fig. 25 Ahnlichkeitslésungen fiir das Energiespektrum, =4 (Loitsianskiische In-
variante), x,;=0,5, Re=(3u?/2) L/v

') Vgl. hierzu Rotta, J.: Das Spektrum isotroper Turbulenz im statistischen Gleichgewicht.
Ing.-Arch. 18 (1950) 60-76.
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anlage l6sen. Fig. 25 zeigt die Kurvenschar des Spektrums mit der Reynolds-Zahl
Re=)/ 37/2 L/v als Parameter fiir o0=4 (Loitsianskiische Invariante), die auf
letztgenanntem Wege berechnet wurde. Man iiberzeugt sich leicht, daB sich die linke
Seite von (2.240) fiir groBe Wellenzahlen der GroBe ¢ nihert, so dafl die Losungen
bei groBen Reynolds-Zahlen das universelle Energiespektrum der lokalisotropen
Turbulenz ergeben (vgl. Gl (2.144)). Die aus GL. (2.240) ermittelten Lésungen kdnnen,
falls erforderlich, iterativ verbessert werden; fiir Re— oo und Re— 0 stimmen sie
mit den exakten Ahnlichkeitslésungen iiberein.

Als wichtiges Ergebnis liefern diese Rechnungen die GroBe der Energiedissipa-

tion fiir den gesamten Bereich von Reynolds-Zahlen, die mit Riicksicht auf
Gl. (2.219) in der Form

@u?/2t
L
dargestellt wird, wobei die dimensionslose Funktion ¢(Re) in Fig. 26 iiber der Rey-

nolds-Zahl aufgetragen ist. Fiir den Grenzfall sehr groBer Reynolds-Zahlen ist
mit Gl. (2.169), Gl. (2.216) und 7,~0,5

¢ =c(Re) (2.241)

lim c(Re)=y} %xﬂzo,z. (2.242)

Re—

15 &
\
10 \\ Fig. 26
\ Energiedissipation isotroper Turbulenz,

25 \ c(Re)=¢L/(3u?/2)}
A7 \® a=4 (Loitsianskiische Invariante),
g @ #=0,5
e (® Asymptote fiir Re—o0, Gl. (2.242)

0 n__ 0 40 50 @ Asymptote fiir Re—0, Gi.(2.244)
ke = (302121 fy e

Fiir den Grenzfall sehr kleiner Reynolds-Zahlen (Endstadium) ergibt sich aus (2.46)
mit (2.211) fir o=4

lim e=v— —; (2.243)
durch Vergleich mit (2.241) erhilt man also

lim c(Re) = B R

Rl_’o o e)—-T e. (2.244)

Diese Asymptoten sind in Fig. 26 ebenfalls eingezeichnet.
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Vergleich mit Versuchsergebnissen. Obgleich eine experimentelle Bestitigung der
Theorie wiinschenswert ist, liegen nur wenige qualitative Vergleiche mit Windkanal-
versuchsergebnissen vor'), wobei noch zu bedenken ist, daB die Voraussetzungen der
Ahnlichkeitskonzeption bei kleineren Abstinden vom Turbulenzgitter nicht erfiillt
sind. Fig. 27 zeigt als Beispiel ein Frequenzspektrum nach Messungen von H. W.
Liepmann, J. Laufer und K. Liepmann?) in dimensionsloser Form. Das gerech-

o

s
a8
g5
Fig. 27 =
Eindimensionales Spektrum o
Kurve: Theorie 6=4, Re=c éqz ]
Versuche: O UM/y=3-10° x o N
® =1-10° o < °
(nach H.W. Liepmann, J. Laufer und ’\i&_
K. Liepmann) 2 F. 4 § 8

X~ lw/U ——

nete eindimensionale Spektrum @, (k) nach (2.75) fiir ¢ =4, Re=co stimmt mit den
Messungen innerhalb der Versuchsgenauigkeit iiberein, wenn der Vergleich auf der
Basis der Taylorschen Hypothese (Gl. (2.34)) durchgefiihrt wird.

Beziiglich des Exponenten n des Abklinggesetzes u”> ~x™" fiihren die MeBergebnisse
der verschiedenen Quellen nicht zu einheitlichen SchluBfolgerungen; die Angaben
schwanken zwischen n=1 und 1,48. Neuere, sehr sorgfiltig durchgefiihrte und aus-
gewertete Messungen von G. Comte-Bellot und S. Corrsin®) ergaben Werte
zwischen n=12 und n=1,3, liegen also innerhalb der durch die Birkhoffsche
und Loitsianskiische Invariante gezogenen Grenzen von 1,2 und 1,429.

Anmerkung. Im Schrifttum ist die spezielle Annahme konstant bleibender Reynolds-Zahl
ausfithrlich diskutiert worden. Das Interesse an diesem Fall, den erstmalig H. L. Dryden®)

!y Siehe FuBnotc 1, S. 116.

3 Liepmann, H. W.; Laufer, J.; Liepmann, K.: On the spectrum of isotropic turbulence.
NACA TN 2473, 1951.

) Comte-Bellot, G.; Corrsin, S.: The use of a contraction to improve the isotropy of
grid-generated turbulence. J. Fluid Mech. 25 (1966) 657-682.

%) Dryden, H. L.: A review of the statistical theory of turbulence. Quart. Appl. Math. 1
(1943) 7-42.
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behandelt hat, wurde wesentlich gefordert, weil er das von mehreren Autoren in Windkanilen
experimentell ermittelte Abklinggesetz u? ~t~! bestitigt. In der Familie der Ahnlichkeits-
16sungen wird dieser Fall durch den Wert g =1 dargesteilt, der jedoch mit der Kontinuitits-
gleichung nicht vertriglich ist. Gl. (2.240) gilt wegen Re=const exakt. Es liegen umfangreiche
Rechenergebnisse tabellarisch hierzu vor!).R. W.Stewartund A. A. Townsend?) haben diese
Ahnlichkeitshypothese an Hand von Versuchsergebnissen gepriift und gefunden, daB ein
wesentlicher Teilbereich der im Windkanal gemessenen Spektren, vor allem der Bereich, der
die maximale Energie enthilt, diese Ahnlichkeit nicht erfillt.

2.5. Achsensymmetrische Turbulenzfelder

Die Annahme, daB die statistischen Verteilungsfunktionen die Bedingung der Iso-
tropie erfillen, vereinfacht zwar die Beschreibung des Turbulenzfeldes und auch die
Berechnung ganz wesentlich, doch ist diese idealisierte Form bei praktischen Strémun-
gen kaum jemals anzutreffen. Ein Fall, der der isotropen Turbulenz beziiglich der
Einfachheit am nachsten kommt, ist die statistisch achsensymmetrische Turbulenz.
Tatséchlich ist fiir die Turbulenz im Windkanal, der Geometrie und Konfiguration
der Strdmung nach, eher eine Achsensymmetrie als eine Kugelsymmetrie zu erwarten,
wobei die Achse parallel zur Hauptstrémungsrichtung und normal zur Gitterebene
liegt. Wir behandeln diesen Fall hauptsidchlich, weil er uns etwas iiber die Wirkung
der Druckschwankungen aussagt.

2.5.1. Kinematik und Dynamik der achsensymmetrischen Turbulenz. Die Definition
des achsensymmetrischen Feldes wurde schon in 1.2.6 gegeben. Die Theorie der
achsensymmetrischen, homogenen Turbulenz haben G.K. Batchelor®) und S.
Chandrasekhar®) dargelegt. Insbesondere der letztgenannte Verfasser hat die kine-
matischen und dynamischen Beziehungen bis zur gleichen Stufe entwickelt, wie
Th. v. Karman und L. Howarth es fiir die isotrope Turbulenz getan haben. Das
auffilligste Kennzeichen der Isotropie ist die Gleichheit der Geschwindigkeits-
komponenten, GL (2.47); jedoch erschopfen sich die Abweichungen von der Isotropie
keineswegs in der Ungleichheit von u?. Zur Beschreibung des Korrelationstensors
fiir zwei Geschwindigkeitskomponenten an zwei Punkten des Raumes, der bei iso-
troper Turbulenz durch eine einzige skalare Funktion dargestellt werden kann, sind
bei achsensymmetrischer Turbulenz zwei skalare Funktionen erforderlich, die vom
Betrage des Abstandes r der Punkte sowie dem Winkel zwischen dem Radiusvektor
von r und der Achse abhiéingen, deren Richtung durch den Einheitsvektor 4 festgelegt
ist (vgl. Fig. 7). Auf Einzelheiten dieser Herleitungen, die viel komplizierter als bei iso-

) Lin, C. C.; Reid, W. H.: In: Fligge, S. (Hrsg.): [18].

%) Siehe FuBnote 1, S. 83.

%) Batchelor, G. K.: The theory of axisymmetric turbulence. Proc. Roy. Soc. A 186 (1946)
480-502.

4 Siehe FuBnote 1, S. 42.
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tropen Feldern sind, kann hier nicht eingegangen werden. Die Ausfithrungen sollen viel-
mehr in erster Linie den durch Korrelation zwischen Schwankungen des Drucks und
der Verformungsgeschwindigkeiten, p(0u,/0x;+ du;/0x,), hervorgerufenen Wirkungen
gewidmet werden, die bei isotroper Turbulenz verschwinden, bei nicht isotropen
Feldern und turbulenten Scherstrémungen aber in ihrer Bedeutung mit der Energie-
dissipation vergleichbar sind.

Zur Erlduterung des Wesentlichen wird der Einfachheit halber der Korrelationstensor
fir zwei Geschwindigkeitskomponenten in einem Punkt des Raumes betrachtet. Die
Bewegungsgleichung fiir diesen Tensor bei allgemeiner homogener Turbulenz lautet
nach Gl. (2.37)

duu;, 1 (du,  Ou; Ou; Ou;\
- Qp(axj 6x,~>+2v(6xk l)=o. (2.245)

Der achsensymmetrische Tensor zweiter Stufe hat die Form (vgl. GI. (1.114))
uu;=ES;+BAA;, (2.246)

wobei E und B skalare GréBen sind. Die quadratischen Mittelwerte der Geschwin-
digkeitsschwankungen parallel (Index a) und senkrecht (Index r) zu 4 sind

E+B=1, (2.247)

E=uZ, (2.248)
also gilt B=uw?—ul, (2.249)
Danach betrigt die kinetische Energie

15 11— 5 145

Eu = Euiui—u, + 2 Uy . (2'250)

In gleicher Weise sind auch die beiden iibrigen Glieder in GL. (2.245) achsensymme-
trische Tensoren zweiter Stufe; mithin gilt fiir das dissipative Glied

ZV(% %>=D6U+Aﬂ.iﬂ.j. (2.251)

Dabei sind die beiden Skalare D und 4 durch die Streuungen von vier Geschwindig-
keitsgradienten bestimmt, nimlich (8u,/dx,)?, (Ou,/8x,)?, (Buy/8x)? und (du,/0x,)?,
die z.B. experimentell aus den Scheitelkriimmungen der in Fig. 28 dargestellten
Korrelationsfunktionen ermittelt werden konnen. Es folgt dann

2 2
D+A=2v [(2’; +2 (g';) ] (2.252)

du\?  [ou\? [0u,\?
D=2v [4 (E) + (ax,) - (ax,) ] (2.253)
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ou,\? ou,\? ou, \? du, \?
A=2v[2 (6xﬂ> +2(6x,> —4(6x,> _(6xa> ] (2.254)

Fiir die Dissipation ergibt sich insgesamt

1 ou,\? ou\*  [0u,\* ou,\*
S [ () ) e

Dieser Ausdruck entspricht der fiir isotrope Turbulenz geltenden Gl. (2.84). Die Be-
ziehungen (2.252) und (2.253), die hier ohne Herleitung angegeben wurden, erhilt
man durch zweimalige Differentiation der Tensorform (1.114), nachdem die Koeffi-
zienten A bis E nach r? und r;4; entwickelt worden sind.

und daher

A U O
i | ( aUr 2
} | a )
| | ‘a
I
i Ug tu, 4 U
( Bua)2 (au, ) 2 ( 300)2 Fig. 28
T Korrelationsfunktionen bei achsensym-
a X
X E *a a metrischer Turbulenz
achsparallel

Der ProzeB der Energiedissipation entspricht ganz dem der isotropen Tur-
bulenz. Der Betrag der je Zeiteinheit dissipierten Energie wird durch die Bewegung
der energichaltigen Wirbel bestimmt; durch Austauschvorginge im Wellenzahlen-
raum wird diese Energierate zu den dissipierenden Wellenzahlen transportiert. Bei
hinreichend groBen Reynolds-Zahlen kann man nach den Ausfithrungen von 2.4.1
lokale Isotropie voraussetzen. Danach gilt

v (% ?.'iz) _ % 5. (2.256)

dx, 0x,

2.5.2. Energieaustausch zwischen Geschwindigkeitskomponenten verschiedener Rich-
tungen. Der aus den Schwankungen des Drucks und des Tensors der Ver-
formungsgeschwindigkeiten gebildete Mittelwert ist

1 . .
: p(‘;—:- + %): M3y + N, (2257)
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Wegen der Quellenfreiheit,

2 Ou

pr—;i_3M+N—0, (2.258)
kann die skalare GroBe N durch M ausgedriickt werden; damit gilt

1 [ou, Ou

Ep<axj+5;i>—M(5U—3AiAj. (2.259)

Speziell ist also
2 ou 1 Ou,
ePox,” " oPox
Schon in 2.2.3 wurde darauf hingewiesen, daB diese Glieder infolge von (2.258) ins-
gesamt nichts zum Abklingen der Energie beitragen; sie bewirken jedoch einen

Energieaustausch zwischen den Geschwindigkeitsschwankungen in Lings- und Quer-
richtung. Man kann sich diesen Energieaustausch an Hand von Fig 29 erkldren.

(2.260))

Fig. 29 ug P -y, Xg
Zum Energieaustausch zwischen Geschwindigkeitskompo- — O -— @ —
nenten verschiedener Richtungen l_ur

Befindet sich im Punkt P momentan ein Uberdruck, so wird durch die skizzierte
Situation der Fall eines positiven M beschrieben, du,/dx, ist negativ, du,/dx, positiv.
Die Komponente u, hat Arbeit zu leisten und verliert deshalb an kinetischer Energie.
Andererseits erfihrt die Komponente u, eine Beschleunigung, so daB in diesem Fall
Energie von der Komponente u, an die Querkomponente und natiirlich auch an
die senkrecht zur Zeichenebene wirkende Komponente iibertragen wird.

Um etwas aussagen zu konnen, unter welchen Umstdnden ein positiver und wann
ein negativer Wert von M zu erwarten ist, gehen wir davon aus, daB ein positiver
Druck an der Stelle P in der Regel dann entsteht, wenn die gréBere Geschwindigkeits-
komponente auf P gerichtet ist. Nehmen wir also u2>u? an, so ist die in Fig. 29
gezeigte Situation mit einem Uberdruck bei P haufiger anzutreffen als die umgekehrte,
nimlich daB ein Uberdruck bei P mit einer auf P gerichteten Querkomponente auf-
tritt. Es ist hieraus zu schlieflen, daf} die K orrelation zwischen Druck und Verformungs-
geschwindigkeiten einen Energieaustausch von den Komponenten stirkerer Schwan-
kungsintensitidt nach solchen schwicherer Intensitit bewirkt, sie gibt der Turbulenz
somit das Bestreben, einen Zustand der Gleichverteilung der Energie fiir alle Rich-
tungen herbeizufiihren. Fiir eine praktisch anwendbare Abschitzungsformel ist

die einfachste Annahme, den Energieaustausch proportional 1-4?——-1? anzusetzen?).

') Keine Summation iiber Indizes.
2) Rotta, J.: Statistische Theorie nicht homogener Turbulenz. Z. Physik 129 (1951) 547-572.
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Es muB dann noch ein skalarer Multiplikator hinzugefiigt werden, der der gesuchten
Formel die richtige Dimension gibt. (1/¢)p(du,/0x;+ 6u;/0x;) hat die gleiche Dimen-
sion wie die Dissipation; es ist daher naheliegend, einen Ausdruck der Form

(2.261)

vorzuschlagen, wobei 2k,/3 als empirischer Zahlenfaktor eingefiihrt wird. Diesen
Energieaustausch der Dissipation proportional anzunehmen, erscheint sinnvoll, weil
er dhnlich wie der Energietransport im Wellenzahlenraum auf der Wechselwirkung
von jeweils drei Fourier-Komponenten beruht. Seine Anwendbarkeit ist aber auf
groBe Reynolds-Zahlen beschrinkt.

Abklingvorgang. Man kann mit dieser Beziehung verfolgen, wie sich der Grad der
Anisotropie wihrend des Abklingvorgangs bei groBen Reynolds-Zahlen adndert,
wenn man lokale Isotropie voraussetzt. Es gilt dann

du? 4k, wZ—u® 2

et e e, (2.262)
du? 2k, ul-u? 2
S _flpta T L
i 3 £ = +3£ 0, (2.263)
und folglich
d wl—u?
a(uf——u,2)+2kpe —+=0. (2.264)

Hierin kann man ¢ mit der Gleichung fiir das Abklingen der Gesamtenergie
5 T +&=0 (2.265)

eliminieren und erhilt

d — — u2—u? du?

Ei(u,—u,)wkp = ?[—0. (2.266)
Diese Differentialgleichung hat die Lésung

uZ —u?| = C@?e, (2.267)

wobei C eine Integrationskonstante ist. Hieraus folgt, daB das Verhaltnis [u —u?|/u?
beim Abklingen nur abnimmt, wenn k,>1. Fiir k,=1 bleibt dies Verhiltnis, also
der Grad der Anisotropie konstant, und fiir k,<1 wiichst der Grad der Anisotropie

sogar, obwohl eine Energieiibertragung von der gréfieren zur kleineren Geschwin-
digkeitskomponente stattfindet.
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Versuchergebnisse. Es liegen hierzu Windkanalversuche vor, die einen qualitativen
Vergleich erméglichen. M. S. Uberoi') berichtete iiber Messungen, bei denen ein
anndhernd achsensymmetrisches Turbulenzfeld erzeugt wurde, indem ein turbulenter
Luftstrom durch eine axialsymmetrische Kontraktionsdiise geleitet wurde, Fig. 30.

'y Uberoi, M. S.: Equipartition of energy and local isotropy in turbulent flows. J. Appl.
Phys. 28 (1957) 1165-1170.
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Es war hierbei u-f<§§=u_§; u, sind die Geschwindigkeitsschwankungen in Richtung
der mittleren Geschwindigkeit U, u, und u, die Quergeschwindigkeiten. Fig. 31 zeigt
die Geschw1nd1gke1tsschwankungen als Funktion des Abstandes von der Diise. Die
groBere Komponente, u3, verliert Energ1e durch Austausch an u? und durch viskose
Dissipation; die kleinere Komponente u? gewinnt gleiche Energiebetrige von u3 und
u_§ und verliert Energie durch Dissipation. Anfinglich reicht der Gewinn von u? aus,
die Dissipation auszugleichen, und es ist sogar eine leichte Zunahme von E festzu-
stellen. Spiter liberwiegt die Dissipation und Iz-} nimmt ab. Bis zum Erreichen der

Gleichverteilung ist die Turbulenzenergie auf etwa ein Drittel des anfanglichen Wertes
abgefallen.

Um die Beziehung (2.267) zu priifen, ist in Fig. 32 die Differenz (u3 —u})/U? iber die
Energie #?/U? im logarithmischen MaBstab aufgetragen. Im Bereich der groBeren
Energie liegen die Versuchspunkte mit guter Genauigkeit auf der Geraden mit der
Steigung k,=~2,5. Spiter fillt u—u? stirker ab; es ist aber mdglich, daB dieser
Effekt durch Ungenauigkeiten bei der Bestimmung der Differenz nur vorgetauscht
wird. Bei spiteren Messungen in einem Luftstrom schwach anisotroper Turbulenz
durch eine Kontraktion mit anschlieBender Parallelstrecke!) wurde ein gegenteiliges
Verhalten festgestellt. Die axiale Geschwindigkeitskomponente ist anfinglich gréBer
(uf>u_§zu_§), innerhalb der Kontraktion nehmen die drei Komponenten nahezu
gleiche Werte an und in der Parallelstrecke wiichst das Verhiltnis u?/u? wieder an
{>1). Nach Untersuchungen von E.A. Portfors und J.F. Keffer?) sind die MeB-
ergebnisse von Quergeschwindigkeitskomponenten sehr empfindlich gegeniiber den
anzuwendenden Hitzdrahtkorrekturen. Deshalb kann man nicht ausschlieBen, daB
die beobachteten Widerspriiche versuchstechnisch begriindet sind.

Allgemeine Form. Gl. (2.259) 4Bt sich in Verbindung mit (2.261) noch in eine andere
interessante Form bringen. Mit Gl. (2.248) und (2.250) ist nimlich

11— ul—ul
E—gul=" (2.268)
aus (2.246) und (2.249) folgt dann
— = 2 2
ity — 5 W20y = — 2 (6, -3 AA,). (2.269)

Eliminiert man aus (2.259) den Ausdruck 6;;—34;4; und fiihrt fiir M Gl (2.261) ein,
so ergibt sich

TV TN 2
1 (a" +a")=—2k ~j—‘s""e. (2.270)

ox; 0x

'y Uberoi, M. S.; Wallis, S.: Small axisymmetric contraction of grid turbulence. J. Fluid
Mech. 24 (1966) 539-543.

%) Portfors, E. A.; Keffer, J. F.: Isotropy in initial period grid turbulence. Phys. Fluids 12
(1969) 1519-1521.
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Hier ist die phdnomenologische Beziehung auf die aligemeine Tensorform zuriick-
gefiihrt. Es liegt nahe, diese Formel auch auf allgemeinere Felder anisotroper Tur-
bulenz mit der gleichen Berechtigung wie auf achsensymmetrische Felder anzuwenden.
Dabei ist allerdings zu bedenken, daB k, nicht eine universelle Konstante im stren-
gen Sinn ist. Vielmehr ist Gl.(2.270) als Definitionsgleichung fiir k, anzusehen, und
man erwartet lediglich, daB sich k, von Fall zu Fall nicht stark @ndert. Unter der-
artig einschrinkenden Vorbehalten bekommt man fiir das Abklingen des Korrela-
tionstensors homogener, lokal isotroper Turbulenz die Gleichung

duu, u—iuls,. 2
'étuj+2kpu u; ;‘_z" U£+§£6i1’=0' (2.2711)

GL. (2.270) setzt voraus, daBl die Hauptachsen des Tensors p(0u,/0x;+ du;/dx,)
mit denen des Reynoldsschen Spannungstensors zusammenfallen.

3. Turbulente Scherstrémungen

3.1. Grundziige der Scherstromungen

3.1.1. Einleitung. Bei den turbulenten Scherstrémungen treten im Gegensatz zu den
in Kapitel 2 behandelten Feldern erhebliche Gradienten der gemittelten Geschwindig-
keit auf, d.h. die Schergeschwindigkeiten haben von Null verschiedene Mittelwerte.
Die turbulenten Scherstromungen umfassen vornehmlich die Strémungsformen, die
in technischen Apparaturen und bei der Umstrémung von Koérpern in sehr grofier
Vielfalt anzutreffen sind, und auf die sich deshalb das Interesse der Ingenieure in erster
Linie richtet.

Zur Erzeugung bzw. Aufrechterhaltung der gemittelten Schergeschwindigkeiten
sind nach GI. (1.177) und (1.178) Reynoldssche Spannungen erforderlich, die zum
Teil auf statistischen Korrelationen zwischen senkrecht zueinander gerichteten Ge-
schwindigkeitsschwankungen beruhen. Diese Korrelationen werden ihrerseits durch
die gemittelten Schergeschwindigkeiten bewirkt. Bei stationdren Strémungen, auf
die sich das Interesse hauptsichlich bezieht, wird die Turbulenzbewegung durch die
von den Verformungsgeschwindigkeiten und Reynolds-Spannungen aufgewendete
Leistung in Gang gehalten. Die zentrale Aufgabe dieses Kapitels ist, die Wechselwir-
kung zwischen Reynoldsschen Spannungen und gemittelten Verformungsgeschwin-
digkeiten aufzudecken und Méglichkeiten zur rechnerischen Erfassung zu unter-
suchen.

Es sollen hier nur solche Scherstrémungen behandelt werden, deren Turbulenzfelder
sich auf schichten- oder spindelférmige Gebiete erstrecken. Viele Scherstromungen
praktischer Wichtigkeit erfiillen diese Voraussetzung. Bedeutende Kennzeichen die-
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ser Stromungen sind also, daB die Richtung der resultierenden gemittelten Geschwin-
digkeit im wesentlichen in eine Ebene bzw. in eine Achse fallt, und daB sich die
Abmessungen des Turbulenzfeldes normal zu dieser Ebene bzw. dieser Achse nur
langsam dndern. Das letztere Kennzeichen wird mathematisch durch

{grad 6| <1 (3.1)

ausgedriickt, wenn d die Dicke der Schicht bzw. der Durchmesser des spindelfGrmigen
Gebietes ist. Als Folge dieser Eigenschaften treten gemittelte Verformungsgeschwin-
digkeiten hauptsichlich als Gradienten der gemittelten Geschwindigkeit normal zur
Schicht bzw. zur Achse auf.

Diese Kennzeichen, die die turbulenten Scherstrdmungen mit entsprechenden lami-
naren viskosen Stromungen groBer Reynolds-Zahlen gemein haben, gestatten die
Anwendung der auf L. Prandtl (1904) zuriickgehenden Grenzschichtverein-
fachungen, die drastische Vernachlédssigungen der Stromungsgleichungen zulassen.
Hierdurch erleichtert sich sowohl die theoretische als auch die experimentelle Be-
handlung der Stromungen in bedeutendem Ma@e.

Die Turbulenzgebiete sind entweder von festen Wéanden berandet oder grenzen an
Gebiete nichtturbulenter Stromungen an. Bei Strémungen durch Leitungen sind
die Turbulenzgebiete in der Regel ganz von festen Wanden umschlossen. Sind die
Turbulenzgebiete ganz in nicht turbulente Felder eingebettet, so spricht man von
freier Turbulenz. Typisch hierfiir sind Freistrahlen und Nachlaufgebiete
hinter angestrémten Korpern. Bei den Grenzschichten an umstrémten Koérpern
sind die Turbulenzgebiete einerseits von einer festen Wand und andererseits von nicht-
turbulenter Strdmung begrenzt. Ein wesentlicher Aspekt der Grenzschichtkonzeption
ist, daB} bei freier Turbulenz und bei Grenzschichten die Anwesenheit des Turbulenz-
gebietes keine nennenswerte Riickwirkung auf das duBere Stromungsfeld hat; letzteres
kann also ohne Beachtung der Turbulenzschicht behandelt werden. AuBerhalb der
Turbulenzgebiete sind die Geschwindigkeitsgradienten mindestens eine GréBenord-
nung kleiner als innerhalb, und die Stromung wird als reibungsfrei angesehen.

3.1.2. Reynoldssche Gleichungen fiir turbulente Stromungsschichten. Um die Auswir-
kung der Grenzschichtvereinfachungen auf die Gleichungen der gemittelten Stro-
mungsgeschwindigkeiten zu diskutieren, wollen wir uns auf den Fall beschrinken,
daB die gemittelte Stromung zweidimensional') und stationir ist. Alle sta-
tistischen Mittelwerte sind dann von nur zwei Koordinaten abhingig, so daB eine
Anzahl von Gliedern in den Bewegungsgleichungen entfillt. In Ubereinstimmung mit
der iiblichen Bezeichnungsart soll die allgemeine Zeigerschreibweise durch Einfiih-
ren eines rechtwinkligen xyz-Koordinatensystems mit den Geschwindigkeitskompo-
nenten u, v, w ersetzt werden. Die Kontinuitatsgleichung und die Bewegungsgleichungen
fiir gemittelte Geschwindigkeit schreiben sich bei Abwesenheit von Korperkraften
dann in folgénder Form:

') Diese Stromungen werden im folgenden kurz als zweidimensionale oder ebene Strémungen
bezeichnet.
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du 0v
Do 2
6x+6y , (32)

s ou 138 ou?  ouv & g
W — 7 — e — e — _ 3.3
“ax T Uﬁy ¢ Ox x ] v(ax2+6y2>’ (3.3)
E& ds yiz ds ul do  u? 1 U} «dé)z 1)

5 dx 5 dx 5 dx 8 Re & \\dx

v ov 1dp ouv 6u’2 v v
T oo 1o gvLoyy. 4
“ox + Uﬁy o 0y Ox dy +v(6x2+6y2 34
_U,(dé) U? (da)z u? dé  u? 1 U g_q((gé)zﬂ)

o \dx o \dx 6 dx S Re & dx\\dx

Die x-Achse sei dabei so gelegt, daB die Querkomponente v klein im Vergleich zu &
ist, und es wird eine Ebene y=y, definiert, fiir die =0 gilt. Die Gleichung fiir die
z-Achse ist identisch erfilllt. Um die Gr6Benordnungen der einzeinen Glieder in den
Gleichungen abzuschiétzen, werde die Dicke der Turbulenzschicht (nicht ganz scharf)
durch ¢ definiert, und gemiB (3.1) wird ihr Zuwachs je Lingeneinheit als klein vor-
ausgesetzt,

3.9

Das durch diese Einschrinkungen definierte Turbulenzfeld ist in Ebenen y=const
fast homogen. Die maximale Geschwindigkeitsdifferenz in einem Schnitt x = const sei

U&= Umax ™~ ¥min-
Dann ergeben sich folgende GréBenordnungen:

Uy du_ U, dd &3 U, & U, (do)?
B s xR EPNST(&})
Aus der Kontinuitédtsgleichung (3.2) folgt dann 09/0y ~(U,/0)dé/dx und damit
T~ U,dé/dx sowie du/0x~(Uy/8)(dd/dx)?, 8*T/0x* ~(Us/6%)(dd/dx); 8°T/0y* ~
~(Uys/6*)dd/dx. Die Schwankungsgeschwmdlgkelten sind alle als von gleicher
GroBenordnung anzunehmen; u”~v2~lu'v'|~u?, so daB du?/dx~ (u?/5)dd/dx,
Ou'v'/dy~u2/d usw. Fithrt man noch die Reynolds-Zahl Re=U,d/v ein, so er-
geben sich die in Gl. (3.3) und (3.4) eingetragenen GréBenordnungen.
Bei hinreichend kleiner Zahigkeit, d.h. bei groBen Reynolds-Zahlen werden die
Zihigkeitsglieder beliebig klein. Bei verschwindenden Druckgradienten dp/dx muB
dann nach (3.3)

dé
ul~a U‘gg oder ~ U} — I (3.6)
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sein. Es folgt dann aber sofort aus (3.4), daB 61’13/6y den gréBten Betrag neben
(1/0)0p/dy annimmt. Vernachldssigt man also alle Glieder, die von der Ordnung
dé/d x klein sind, so reduziert sich Gl. (3.4) auf

1 0p ov'?
0= —— X272 3.7
e dy Oy -7
Diese Gleichung laBt sich iiber y integrieren und ergibt
1 1 —
—P=—P—v2, 3.8
2P o? (3-8

wobei P, den Druck am Rand der turbulenten Schicht an einer Stelle bezeichnet, an
der v'Z=0 ist, und der nur eine Funktion von x ist. Im Gegensatz zu den entsprechen-
den laminaren Strémungsschichten ist der Druck nicht iiber die Schichtdicke kon-
stant. Mit GL. (3.8) hat man also eine Aussage iiber die Variation des Drucks innerhalb
der turbulenten Stromungsschicht gewonnen. An festen Winden ist v2=0 und

deshalb der gemittelte Wanddruck

Po=Pew- (3.9
Differentiation von (3.8) nach x liefert

1o _ o 1.

— == . A
¢ 0x dx ¢ dx (310)
Substituiert man mit dieser Beziehung dp/0dx in Gl. (3.3), so erhilt man
_ou  _ou 1 dp, ow?-v? oud &*u
At T e — — A1
u6x+v(3y ¢ dx ox dy +v6y2 B11)

als Gleichung fir die im Mittel stationdre Stromungsgeschwindigkeit, bei der das
Glied vo*%/0x? das von zweiter Ordnung klein gegen vd2%/dy? ist, fortgelassen
wurde. Das verbleibende Ziahigkeitsglied ist zwar in der Regel auch vernachlissigbar,
jedoch wird es in der Nidhe fester Wande mit anderen Gliedern vergleichbar. Das
Glied der Reynoldsschen Normalspannungen, d(u'? — v'2)/dx, ist von der GrédBen-
ordnung dé/dx im Vergleich zu du’v'/dy und bleibt bei praktischen Rechnungen fast
immer unberiicksichtigt. Mit der Zusammenfassung der Reynoldsschen und der
Newtonschen Schubspannung nach (1.180) zu einer Schubspannung')

—  du
r=Q<—u'U'+va—;> (3.12)
wird die Gleichung fiir die gemittelte Stromung gewdhnlich in der Form

_@4__6_5_ 1dﬁw+16_‘f
“ox vﬁy— ¢ dx ¢ Oy

(3.13)

') Der Mittelungsstrich und der Index g werden bei 7 hier und im folgenden fortgelassen.
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benutzt. Die Gl. (3.11) ist, ebenso wie die Grenzschichtapproximation der laminaren
Stréomungen, bis auf Glieder der GrdBenordnung (dé/dx)? exakt.

Am Rande freier Turbulenz und von Grenzschichten ist der Zusammenhang zwischen
Druck und Geschwindigkeit durch die Bernoullische Gleichung gegeben; es ist
daher
1 dp, -~ du,
¢ dx - T ae G149
wobei das vernachlissigte Glied 7,,d7,/dx einen von zweiter Ordnung kleinen Bei-
trag zu (1/¢)dp,./dx liefert.

In der Praxis sind zwei Fille von Interesse. Der erste ist, daB % sehr viel groBer als
U, ist; er wird bei der Nachlaufstromung hinter einem Kérper verwirklicht. Es gilt
dann bei Abwesenheit eines Druckgradienten dp,./dx und vernachldssigbaren
Zihigkeitskraften fur die GroBenordnung der Schwankungsgeschwindigkeiten die
erstere Beziehung von (3.6). Im zweiten Fall, der einem in ruhendes Medium eintre-
tenden Strahl entspricht, sind u und U; von gleicher GroBenordnung, %~ Uj, und
unter sonst gleichen Voraussetzungen ergibt sich fiir die Gré8enordnung der Schwan-
kungsgeschwindigkeiten die zweite Beziehung von (3.6). Aus dem experimentellen
Befund, daB die Schichtdicke nur langsam in Stromungsrichtung wichst, kann man
also schlieen, daf3 die Turbulenzschwankungen klein gegen die gemittelte Geschwin-
digkeit sein missen. Es ist aber nicht ohne weiteres moglich, die Dicke 6 wie bei
laminaren Strémungsschichten abzuschétzen.

Achsensymmetrische Stromungen. Die Herleitung der Gleichungen fiir achsensymmetrische
Stromungen geht von den Stromungsgleichungen in Zylinderkoordinaten aus und geschieht
in dhnlicher Weise wie fiir den ebenen Fall. Hier seien nur die wichtigsten Ergebnisse an-
gegeben und ihre Nachpriifung dem Leser iiberlassen. Die x-Koordinate falle mit der Achse
der Strémungen zusammen und r sei der radiale Abstand; u, v, w sind die Geschwindigkeits-
komponenten in axialer, radialer und azimutaler Richtung Die Bewegungsgleichung in
radialer Richtung reduziert sich unter den Grenzschichtvereinfachungen auf die Beziehung

L ap 1 80% ) w?
o= L0 13070 wo (3.15)
g or r or r

die an die Stelle von (3.7) tritt. Die Integration liefert

1 —
17=Ez7m—v"+j = dr. (3.16)

r

Der Wert des Integralgliedes ist gewohnlich klein gegen vZ, da v? und w'? fir r=0 gleich
sind und im ibrigen Gebiet sich nur wenig unterscheiden. Unter Vernachldssigung dieses
Gliedes ist also (3.16) mit (3.8) identisch, und als Bewegungsgleichung fiir die Achsrichtung gilt

on _ou 1dp, o8W?—v?) 1 oWvr v 8 o%
g0l L0 20D Lo v 00

(3.17)
dx or ¢ dx Ox r or r or
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Die Kontinuitidtsgleichung fiir die gemittelte Stromung lautet

du 1 4(vr)
—+— =0. 3.18
dx r Or 0 (318)

Mit der nach (3.12) definierten Schubspannung und unter Vernachldssigung der Reynolds-
schen Normalspannungen schreibt man (3.17) in der Form
ou _ou 1 dpuc 1 é(tr)

Tt b= —— .
u@x v@r g dx or Or

(3.19)

3.1.3. Gleichungen fiir die Reynolds-Spannungen und kinetische Schwankungsenergie.
Es ist naheliegend, zum Studium des Mechanismus, der fiir das Verhalten turbulenter
Scherstrémungen verantwortlich ist, die Gleichungen des Korrelationstensors fir
zwei Geschwindigkeitskomponenten an zwei Punkten des Raumes zu betrachten,
die durch Gl. (1.192) und (1.193) gegeben sind. Jedoch sind nicht anndhernd so weit-
gehende Vereinfachungen durchfiithrbar wie bei isotropen Turbulenzfeldern. Anderer-
seits treten die Vorginge, die fiir homogene Turbulenzfelder schon dargelegt wurden,
bei Scherstrémungen in dhnlicher Weise auf. Daher kénnen wesentliche Zusatzwir-
kungen in Scherstrémungen deutlicher gezeigt werden, wenn man sich auf die Betrach-
tung von zwei Geschwindigkeitskomponenten an einem Punkt beschriinkt.

Die zugehorigen Gleichungen gewinnt man mit den in 1.3.6 erlduterten Methoden.
Man kann in Gl. (1.193) einfach den Grenziibergang zum verschwindenden Abstand r
der Punkte vornehmen und erhilt, nachdem man die Differentiationsregeln von
1.2.4, Gl (1.39) bis (1.41) angewendet hat, fiir allgemeine nichtstationire Scherstrs-

mungen -
ar a i Ja Ui g a EP (3.20)
6ui auj 0 T 1 7 7Y 7 am —
*""(a—xk axk)m [ “**z“sf*“f”u“f“’ "aT]“"‘

Die Fluktuationen der Korperkrifte wurden hierbei auBer Acht gelassen.

Auflerdem kann man eine Erhaltungsgleichung fiir die kinetische Energie der Ge-
schwindigkeitsschwankungen aus (3.20) herleiten, indem man i=j setzt und iber alle i
summiert. Dies fiihrt zunéchst auf

FIYATA o, —— du; ou; A
i g S Ou; v( 4 6u,)+

ot X 0%, *ox, 0x,  0x
—— 3.21)
0 | ———=———F  OUU; . (
+_6 |:(uu+2p/g)u —y— ax, ]—0,

dabei ist wegen der Kontinuititsgleichung p’ 0u/dx; = 0. Ferner gilt aus dem gleichen
Grunde die Identitit (vgl. (2.9))

7, _ o,
Ox, 0x; 0x.0x;’

(3.22)
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so daB sich fiir die turbulente Dissipation nach (1.187)

i 7 g ’ 7 7 2057
s:v(@—" ou; Ou; %)___ ou; ou; 6 w;uy (323)

Ox, 0x,  0x, Ox; 5;: 6—x,, 6x,‘6x
ergibt. Setzt man dies sowie g = |}/ uu;| in (3.21) ein und dividiert durch 2, so lautet
die Gleichung fiir die kinetische Turbulenzenergie ¢%/2

10¢° _13q ou, e v 088Uy
57+u,2 6 + U ,5—+6+w q@*2+p' /0y, — 5 a—);;—v ax, =0.(3.29)
\.—-\,-51 \—W _-— N ~
Konvektion Produk- Dissi- Diffusion
tion pation

Sowohl die Gl. (3.20) als auch (3.24) gelten ganz allgemein fiir turbulente Strémungen
volumenbestindiger Fliissigkeiten. Die in Kapitel 2 angegebenen Gleichungen fiar
die kinetische Energie der homogenen Turbulenz, (2.8), der Windkanalturbulenz,
(2.16), und die Gleichung fiir den Korrelationstensor fiir homogene Turbulenz, (2.37),
sind spezielle Formen von Gl. (3.24) bzw. (3.20). Fiir die in diesem Kapitel zu behan-
delnden Scherstromungen, fiir die die Grenzschichtvernachléssigungen zulissig sind,
vereinfachen sich Gl. (3.20) und (3.24) ebenfalls erheblich.

Bei den turbulenten Stromungsschichten, bei denen das gemittelte Geschwindigkeits-
feld zweidimensional ist, wird das in 3.1.2 eingefiihrte Koordinatensystem mit den
zugehorigen Bezeichnungen fiir die Geschwindigkeitskomponenten benutzt. Es be-
darf keiner Erlduterung, daB die Grenzschichtvereinfachungen nur auf Gradienten
von Mittelwerten anzuwenden sind, nicht aber auf Gradienten, die unter dem Mit-
telungsstrich erscheinen (0u'/0x; 0uw'/dy; du'/dz; 0v'/Ox;...; OwW'/0z haben alle gleiche
Gréfenordnung). Bei stationdren Turbulenzschichten ergibt sich aus (3.20) fiir die
Schwankungskomponente '

_aﬁ+i‘am—'2+2ﬁaa+ L LA I
“ox dy dy 0x p ox

N2 (o' N\t [ou
il il 32
+2v|:(ax> +(6y> +(az>:|+ (3.25)
0 (5= ou? o — >
e 2.0 Y ' 20
+ay(u v—v 6y>+<6x(“ +2u'p'/0)

Die in Klammern { ) gesetzten Ausdriicke sind um den Faktor dé/dx kleiner als die
Hauptglieder der Gleichung und in der Regel vernachléssigbar. Fiir die Schwan-
kungskomponente v’ erhdlt man
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EaF+§au'2 L7 0E\ 2 au+
ox ay 0x 6y

o\?  [ov\? [ov'\?
e a— R avtu\
+5<v +20p/g——v—37>+< P =0,

wobei die Kontinuititsgleichung (3.2) benutzt wurde. Die Gleichung fiir die Rey-
noldssche Schubspannung —u’v’ lautet

_6W+_6W+-,—z@__1_ 6u+6v' +
“ox TV dy v dy ¢ Jdy 0x

ou Ov Ou dv ou Ov |
+2V[ax E-Fa—y ay+‘5; —a_z""(*' (327)

0 (—— ou'v 0 ~5—
+ay<uv +up/g—v >+<6x(u v+vp/g)>

oy

Ganz entsprechend kann man auch eine Gleichung fiir die Komponente w' hinschrei-
ben, die man aber nicht benétigt, wenn man die Gl. (3.24) fiir die kinetische Turbu-
lenzenergie benutzt. Letztere nimmt folgende Form an:

10 193¢ 0 [ = 0u
T3 ox Y7 gy HEV g, AWV 5 ) vet

+ay[(‘1 24Pl =~ oy "oy + (3.28)

+< ;—;[(qz/2+p'/g)u’ — 2 ag;”']>= 0.

Man kann nun noch eine Gleichung fiir die kinetische Energie der gemittelten
Stromungsgeschwindigkeit herleiten, indem man (3.11) mit @ multipliziert,
1 o’ 1 f@m? 7 dp,

“Tax T3y T dx T

e aﬁ+ o’ —v?) (B _y #R_
" ay ox Y dy 2 0yr

Diese Gleichung 148t sich noch in etwas anderer Form schreiben, wenn man das vierte
Glied umwandelt und auBerdem den Ausdruck E fiir die direkte Dissipation
nach Gl. (1.186) einfithrt, der sich in diesem Fall auf

Eey (gg)’ (3.30)

(3.29)
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reduziert. Man erhilt so

gl @@ Glaw udp, ooom [om o 0m\
29x "2 8y T dx YPa T \M TV
(3.31)

+-——~(_u <6 [u(u )]>+E_;6aﬂ2=0

Wenn man die beiden Gl. (3.28) und (3.31) addiert, bekommt man eine Gleichung fiir
die gesamte kinetische Energie, die man folgendermaBen schreiben kann:

71 6(ﬁz+qz) 1 0@ +47) 4 & dbo
0x ) oy ¢ dy

-+

(N I

+ = [uu v+ @22+ p'fe)v ]+

+ <5; [a(F~F)+(q2/2+p'/g)u']> + (3.32)
§ A - i R v 1 @ —
0 2azu+q 2u)2vaxay-().

Hierbei ist ®/g=E+¢ der Mittelwert der gesamten Dissipation gemiB GI.
(1.186).

Experimentelle Nachpriifung. Die meisten der in (3.24) bis (3.32) auftretenden Glieder sind
mit erschwinglichem Aufwand experimentell zu ermitteln. Die Reynoldssche Schubspan-
nung —u ¢ kann mit Hilfe der Bewegungsgleichungen fiir die gemittelte Geschwindigkeit
errechnet werden. Wenn die Verteilungen der gemittelten Geschwindigkeit sowie die quadra-
tischen Mittelwerte w2, 2, w? und v bekannt sind, lassen sich die Konvektions- und
Erzeugungsglieder ermitteln. Auch die Geschwindigkeitsgradienten (du'/0x usw.) und Drei-
fachprodukte von Geschwindigkeitsschwankungen kénnen experimentell bestimmt werden,
so daB auch die Dissipationsglieder und wesentliche Teile der Diffusionsglieder gefunden
werden kdnnen. An viele dieser MeBergebnisse kann man beziiglich der Genauigkeit nicht
so strenge MaDBstibe anlegen wie an Messungen der gemittelten Geschwindigkeiten, Die
groBte Liicke besteht darin, daB es keine zuverlidssige Methode gibt, Druckschwankungen im
Felde direkt zu messen, so daB die Mittelwertprodukte aus Druck und Verformungsgeschwin-
digkeiten und die Druckgeschwindigkeitswerte nur als Differenzen aus den als erfiilit gedach-
ten Gleichungen ermittelt werden kénnen. Immerhin konnten fiir viele Stromungen Energie-
bilanzen aufgestellt werden, die zum Verstindnis der Turbulenz wesentlich beigetragen haben.
Spiter werden einige Beispiele gegeben werden.

3.1.4. Uber den Energichaushalt. Bei der allgemeinen Diskussion iiber die Scher-
strdmungen wollen wir mit dem Energiehaushalt beginnen und zu diesem Zweck die
Integrale der Energiegleichungen (3.28), (3.31) und (3.32) betrachten. Dabei sollen die
Glieder in Klammern < > der Einfachheit halber vernachlissigt werden. Wie in Fig. 33
fiir die drei typischen Fille freier Turbulenz, Grenzschicht und Leitung skizziert,
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werde eine Kontrollfliche derart um das betrachtete Volumen gelegt, daB die Schwan-
kungsgeschwindigkeiten an den seitlichen Réndern verschwinden. Diese Rinder
werden entweder von festen Winden gebildet, oder sie liegen auBerhalb des Turbulenz-
feldes. Ferner ist an den seitlichen Rindern des Kontrollvolumens di/0y=0 (im

A ———
e des Turbulenzfeldesl

l GrenZ
—frefe Turbulenz—

brenze des I’urbu/enz/e/des l
l_I L _‘? e jYa
X] a X2

oy

Gr enze des Jur bU!E“Z f eldes
‘
l

Grenzschicht |

i

feste Wand

WE

- —Leitung —-—-

Fig. 33
/es t¢ Wang ZuEn Energiehaushalt stationdrer Scher-
X stromungen

ersteren Fall) oder w=0 (im letzteren Fall). Die Integration von (3.32) ergibt, nach-
dem die mit (@2 +g%)/2+p, /e multiplizierte Kontinuititsgleichung (3.2) addiert

wurde,
t(@+d 5 f @+ 7
u( 3 +—é-)dy]—|:Ju( 3 +?)dy]+
2 1

Ya Ya

X x2 ¥
e =2 = b
- P (U Do 9
+ Tl + =2 —7{ =5 + == dx + —dydx=0.
f{[ (2 e)l [(2 Q)H ”9 ’
Il Il yn
Diese Gleichung besagt einfach, daB bei einer im Mittel stationiren Stromung die

Summe der durch die Berandung einstrémenden kinetischen Energie und der Leistung

des Druckes im Inneren des Volumens durch Zihigkeitskrifte dissipiert wird. Das
Integral von Gl. (3.31),

(3.33)
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. L.
2 L3, 1
¥ - = =2 =
+ | 5L + 2=} - ﬁ<5-+p;'°) }dx—— (3.34)
2 e b 2 e a

xzy
u'v a—ydydx + J fEdydx-—O,

]
8 i

*1 Ya

bringt dagegen zum Ausdruck, dafl die der gemittelten Stromung entzogene Energie
nur zum Teil direkt dissipiert wird ; zum groBeren Teil wird sie von der Leistung derRey-
nolds-Spannungen, d.h. von dem Produkt aus Reynolds-Spannungen und Ge-
schwindigkeitsgradienten —u'v'0u/0y, weitergegeben. In der Gleichung fiir die
kinetische Turbulenzenergie, Gl. (3.28), tritt die Leistung der Reynolds-Spannungen
mit umgekehrten Vorzeichen wie in Gl. (3.31) auf. Das Integral von (3.28),

X .V — Yy 6— ¥,
- -4 o ou =
l:fu :| [J 7 :‘ ]Jhuu aydydx+ j(fsdydx—o,
Ya

Ya 1 Ya M1 Ya (3.35)
beinhaltet demgemii, daB die turbulente Dissipation gleich der Leistung der Rey-
nolds-Spannungen zuziiglich der Summe der an den Rindern des Volumens ein-
stromenden kinetischen Energie der Schwankungen ist. Die Umwandlung der der
mittleren Stromung entzogenen Energie in Wéarme geht bei turbulenten Scherstrs-
mungen also stufenweise vor sich. In der ersten Stufe wird die Energie der gemittelten
Stromung, soweit sie nicht direkt dissipiert wird — in nennenswertem Umfang geschieht
dies nur in der Nihe fester Winde —, in kinetische Energie ungeordneter Fliissigkeits-
bewegung umgesetzt, und in der letzten Stufe findet die turbulente Energiedissipation
statt. Zwischen diesen Vorgangen sind Transportprozesse eingeschaltet, in Gl. (3.28),
(3.31) und (3.32) von denjenigen Gliedern bewirkt, die bei der Integration, Gl. (3.33),
(3.34) und (3.35), verschwinden. Im allgemeinen fallen deshalb die Orte maximalen
Energieentzuges aus der gemittelten Strdmung und der maximalen Dissipation nicht
Zusammen.

Da die Dissipation ¢ stets positiven Wert hat, folgt aus (3.35), wenn man die Integration
von —o<x<+ oo erstreckt, daB eine stationdre turbulente Strémung nur moglich
ist, wenn die Leistung der Reynolds-Spannungen irgendwo im Strémungsfeld
positiv ist!). Das Glied «' v’ 87/dy, das in (3.25) und (3.28) als Turbulenzenergie-

I\’|"QN1

1) Dies schlieBt nicht aus, daB &rtliche Gebiete mit ,,negativer Energieproduktion* auftreten
kdnnen. Vgl. hierzu Eskinazi, S.; Erian, F. F.: Energy reversal in turbulent flows. Phys.
Fluids 12 (1969) 1988—1998.
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erzeuger auftritt, und ebenso das Glied Y2 8u/dy in (3.27) beschreiben also den
wichtigsten Effekt bei Scherstromungen.

Ergiinzung. Wie die Umsetzung der kinetischen Energie der gemittelten Strdmungsgeschwin-
digkeit in Energie der Geschwindigkeitsschwankungen vor sich geht, erkennt man etwa, wenn
man ein infinitesimales Volumenelement der Fliissigkeit betrachtet, welches die Geschwindig-
keitskomponenten u’ und v’ relativ zur gemittelten Strémungsgeschwindigkeit hat'). In einem
kleinen Zeitintervall At wandert dieses Volumenelement um die Strecke Ay=u"At in Rich-
tung der y-Achse. Am Ende des Zeitintervalls, innerhalb dessen die Wirkungen duBerer Krifte
aufdas Element vernachldssigt werden konnen, betrigt die Lingsgeschwindigkeitskomponente
beziiglich der gemittelten Geschwindigkeit u'—0%/dyt’At. Die kinetische Energie der
u-Komponente ist jetzt

1 ( om )z 1 ou
= - — VA == ur—uv — A+, 3.36
2 oy 2 dy (3.36)
Nimmt man den Mittelwert, so sicht man, daB das Glied —u ¢’ du#/8y den Betrag angibt,
den die Lingsgeschwindigkeitskomponente in der Zeiteinheit an Energie gewinnt, wenn keine
anderen Wirkungen vorhanden sind. Multipliziert man die Geschwindigkeit am Ende des
Zeitintervalls mit —v’, so erhidlt man

? o7
- (u'-—fv'm)= —v W+ AL, (3.37)
dy dy

Der Mittelwert dieser Ausdriicke zeigt, daB das Glied »'28u/dy den zeitlichen Betrag fiir die
Erzeugung von —u'v’ bei Abwesenheit anderer Effekte darstelit.

3.1.5. Scherstromungen groBer Reynolds-Zahlen. Wenn die oOrtliche Turbulenz-
Reynolds-Zahl sehr groB ist (sagen wir Re=l/? L/v~10* wobei L ein Integral-
Langenmal nach Gl. (1.37) ist), dann darf nicht nur die molekulare Schubspannung
vOuf0y neben —u'v’ in der Gleichung fiir die gemittelte Geschwindigkeit (Gl. (3.11))
vernachlissigt werden, sondern in den Gleichungen von 3.1.3 auch alle mit v multi-
plizierten Glieder, die von Differentialquotienten der Mittelwerte gebildet werden.
Das_sind namentlich v&*u'%/dy* in Gl (3.25), vo*v'?/dy* in Gl (3.26) und
vo*w'v'/oy* in Gl. (3.27) sowie alle mit v multiplizierten Glieder in (3.28) bis (3.32)
mit -Ausnahme der turbulenten Dissipation &. Dariiber hinaus kann man annehmen,
daB das Turbulenzfeld 1lokalisotrop im Sinne der Darlegungen von 2.4.1 ist. Da-
her gilt wieder

dup du\
2v‘a—n axk’—-sedﬁ, (3.38)

wie aus Gl. (2.83) und (2.84) folgt. Mit diesen Vereinfachungen ergeben sich aus Gl.
(3.25) bis (3.27) von 3.1.3

!} Dieses Volumenelement braucht nicht mit einem Turbulenzballen im Sinne der Mischungs-
wegtheorie identisch zu sein (vgl. 3.4.1).
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ou?  _ouw?r  _——om —du\ 2 . ouw 2
— -— Pt 2 12 it .
Har + 70— 3y + 2u 6y+< 6x> Qpa + = 3 &+ (3.39)

I 8 —s —
12 .7 73 ) -
+ —ayu v+ <——ax W +2u p/g)> 0

w?  _ov? —om\ 2 v 2
U + T (20 —Ep + e+

Ox Jdy ox dy 3
N ) (3.40)
+5;(v +2vp/Q)+<5;v u>=0,
GV oWy e 1 (aw v,
ox v@y dy Qp oy 0x
3.41)

6 7,02 a 2 7
+6y(uv +uP/Q)+<6 (u v+vp/g)>

die effektiv in den meisten Fillen anwendbar sind; in der Energiegleichung (3.28) ent-
fallen lediglich einige Glieder,

a—z+v~—_+ﬂﬁ+ @)y
2 0x 2 Jy dy U ax/TE

P 0 (3.42)
v 2 7 7 v 7 B -

+ 3y [@*/2+p/9v] + <ax [(¢*/2+p'/e)u ]> 0.

Formal tritt die Zahigkeit in diesen Gleichungen nicht mehr auf. Aber auch praktisch
ist der StromungsprozeBl im groflen von der Zihigkeit unabhingig, denn den Dissi-
pationsvorgang beherrscht, wie in isotropen Turbulenzfeldern, die in 2.3.3 beschrie-
benen Energieiibertragung von groBen auf kleinere Turbulenzelemente, so daB die
GroBe der Dissipation & von der Zihigkeit unabhingig ist. Aus Dimensionsbetrach-
tungen bekommt man, dhnlich wie in 2.4.5,

o
U

I (3.43)

wobei L ein passendes Lingenmal der groBen Wirbel (Integral-LingenmaB) und ¢
eine von der Struktur des Feldes abhiingige dimensionslose GréBe ist.

Experimentelle Bestiitigung. Dal die Verteilungen der gemittelten Geschwindigkeiten turbu-
lenter Stromungen, fiir die die obigen Voraussetzungen erfiillt sind, weitgehend unabhiingig
von der Reynolds-Zahl sind, wurde experimentell schon sehr zeitig beobachtet. Spiter
konnte auch die Existenz lokaler Isotropie in vielen Strémungen durch Messungen nach-
gewiesen werden, so von A. A. Townsend’) im Nachlauf hinter einem Zylinder, von St.

! Townsend, A. A.: Local isotropy in the turbulent wake of a cylinder. Austr. J. Sci. Res.
A, 1(1948) 161-174.
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Corrsin') im Freistrahl, von J. Laufer?) bei der Rohrstromung und von P. S. Klebanoff?)
in der Grenzschicht. Allerdings sind nicht alle vorliegenden Messungen ganz widerspruchsfrei.

Energiegleichung fiir achsensymmetrische Scherstromungen groBier Reynolds-Zahlen. Die Glei-
chung der kinetischen Energie der Geschwindigkeitsschwankungen fiir achsensymmetrische
Stromungen ohne Drall sei der Vollstindigkeit wegen angegeben:

108 _10¢ T

—u s — U — — T
u— —+7— ~—‘+u'v’—u+<(u’2—v’2)—u+(w'2-v'2)A>+
2 ox 2 or or 0x r

LD
- —+ =]V —I|l=+=]u]|)=0.
+£+r ér[r(2+g v+ ax 2+Q u

Diese Form gilt ebenso wie (3.42) nur fiir groBe Reynolds-Zahlen.

(3.44)

3.1.6. Gleichgewichtsbedingungen einfacher Scherstromungen. Um anhand der vor-
stehenden Gleichungen fiir Scherstromungen groBer Reynolds-Zahlen die wesent-
lichen Wirkungen zu erldutern, denken wir uns ein homogenes Turbulenzfeld in
einer gemittelten Scherstromung mit konstantem Gradienten du/dy. Alle
Transportglieder in den Gleichungen entfallen hierbei. DaB die Glieder des konvek-
tiven Transports, 'ﬁ@u’ﬁ@x-&i@?/@ y usw. fiir die Aufrechterhaltung eines statistisch
stationdren Zustandes nicht unbedingt erforderlich sind, erkennt man daran, da8 es
Stromungen gibt, bei denen diese Glieder verschwinden. Dies ist z.B. bei der ausge-
bildeten Strémung durch ein langes zylindrisches Rohr oder einen Kanal konstanten
Querschnitts der Fall. Die Diffusionsglieder (0u'?v’/dy usw.) verschwinden bei der
Integration der Gleichungen in y-Richtung und tragen deshalb zum Gesamtgleichge-
wicht jeder Geschwindigkeitskomponente nichts bei. Man kann also schlieBen, da8
auch diese Glieder fiir eine Gleichgewichtsstromung keineswegs lebensnotwendig sind,
obgleich man praktisch keine Scherstrémungen erzeugen kann, in denen die Diffusions-
wirkungen voéllig entfallen.

Mit den erwidhnten Vereinfachungen stehen die Erzeugungsglieder, die Mittelwert-
produkte aus Schwankungen des Drucks und des Tensors der Verformungsgeschwin-
digkeiten sowie die turbulente Dissipation im Gleichgewicht miteinander. Dieser
Gleichgewichtszustand ist in Fig. 34 schematisch dargestellt. Wenn eine Reynolds-
Spannung —u'v und ein Gradient der gemittelten Geschwindigkeit du/Cy vorhan-
den sind, so wird die insgesamt je Zeiteinheit erzeugte Turbulenzenergie, —u' v’ 0%/dy,
die also gleich der turbulenten Dissipation ¢ ist, vollstindig den «’-Schwankungen zu-
gefiihrt. Die von der v'- und w'-Komponente dissipierte Energie wird durch die Glieder

P (@v/0y)e=¢/3 und p'(@w/dz)/e=¢/3 geliefert, so daB p'(0u/dx)jo= —2&/3 ist.

!y Corrsin, St.: An experimental verification of local isotropy. J. Aeron. Sci. 16 (1949)
757-758.

2y Laufer, J.: The structure of turbulence in fully developed pipe flow. NACA TR 1174 1954.
%) Klebanoff, P. S.: Characteristics of turbulence in a boundary layer with zero pressure
gradient. NACA TR 1247 1955.
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Die Schwankungen der Geschwindigkeitskomponenten in y- und z-Richtung ver-
danken ihre Existenz also der Korrelation zwischen Druckschwankungen und
Schwankungen der Geschwindigkeitsgradienten. Die Intensititen der v’- und w'-
Schwankungen werden deshalb niedriger als die u'-Intensitit sein. Die Reynolds-

Scherspannung wird durch das Gleichgewicht zwischen dem Erzeugungsglied, v'2 0w/ y

Energieflull Scherung

__531
A :H:

Hopplung

Lpqr 1 iAL,
] [ &
Fig. 34 ___M.__
Gleichgewichtsbedingungen einer /3
lokalisotrope Scherstrémung

und dem Mittelwertprodukt aus Schwankungen des Drucks und des Tensors der Ver-
formungsgeschwindigkeiten, p’(0u’/0y + 0v'/ox)/e aufrecht erhalten. Die Gleichungen
fir die Schwankungsenergie und die Schubspannung sind wechselseitig miteinander
gekoppelt, weil _neben einem Mittelwert 0u/dy die v'- Schwankungen zur Aufrechter-
haltung von — —u'v' notwendig sind und die Aufrechterhaltung von v’ das Vorhanden-
sein von —u'v’ erfordert.

Derart einfache Strdmungsverhiltnisse, wie sie den vorstehenden Betrachtungen
zugrunde liegen, trifft man praktisch nur selten an. Mit guter Anniherung sind sie z. B.
im mittleren Bereich zwischen zwei sich parallel zueinander bewegenden Platten
(ebene Couette-Strémung), Fig. 35, erfilllt. W. G. Rose!) ist es gelungen, in

¥4
e 'Tw
! 7
o »F
— »
Fig. 35
Turbulente Scherstrdmung zwischen bewegten ebenen =
Platten (ebene Couette-Stromung) ~lw

einem Windkanal durch ein Stabgitter mit passend gewihlter Verteilung der Stab-
abstinde ein nidherungsweise homogenes Turbulenzfeld mit konstantem Geschwin-
digkeitsgradienten zu erzeugen und wesentliche TurbulenzgroBen zu messen. In der

') Rose, W. G.: Results of an attempt to generate a homogeneous turbulent shear flow.
J. Fluid Mech. 25 (1966) 97--120.
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Regel sind jedoch die Transportglieder mehr oder weniger stark am Gleichgewichts-
zustand beteiligt.

AuBerdem darf man nicht iibersehen, daB Gl. (3.20) bis (3.28) die tatsichlichen Vor-
gange ohnehin nur in sehr stark vereinfachter Weise beschreiben und eine Reihe von
Fragen unbeantwortet lassen. So ersieht man aus den Gleichungen fiir die statistischen
Momente an zwei oder mehr Punkten des Feldes, daB z. B. die Verteilung der gemit-
telten Geschwindigkeit der gesamten Felder zur Wirkung kommt, wihrend in den
Gleichungen von 3.1.3 nur o6rtliche Werte und deren Ableitungen erster Ordnung
erscheinen.

Korrelation zwischen Schwankungen des Drucks und der Verformungsgeschwindigkeiten.
Die Betrachtungen zeigen eindringlich die groBe Rolle, die die Druckschwankungen
beim Mechanismus turbulenter Strdmungen spielen. Hierauf wurde bereits in 2.5 hin-
gewiesen, und es wurde dort auch eine empirische Abschitzungsformel fiir die Kor-
relation zwischen den Schwankungen des Drucks und der Verformungsgeschwindig-
keiten fiir homogene Turbulenzfelder angegeben. Nach 1.3.4 setzen sich die Druck-
schwankungen aus Beitrigen des gesamten Strémungsfeldes zusammen, wenngleich
die Gebiete, die vom betrachteten Punkt weiter entfernt sind, weniger beitragen als
die benachbarten Regionen. Damit kommen praktisch auch alle Inhomogenititen
des Feldes ins Spiel. Noch wichtiger ist aber, daB die Druckschwankungen zum Teil
von den Gradienten der gemittelten Geschwindigkeit erzeugt werden. Auf diese Weise
gewinnt also die Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit des ganzen Feldes
abermals EinfluB auf die ortlichen Verhéltnisse. Wiirde man fiir die Druckschwan-
kungen den Integralausdruck (1.167) einsetzen, so wiirden die partiellen Differential-
gleichungen (3.25) bis (3.27) in Integro-Differentialgleichungen iibergehen.

Abschiitzung. Um insbesondere iiber die GroBenordnung der Beitrage zu den Druckschwan-
kungsgliedern, die von der gemittelten Geschwindigkeitsverteilung bewirkt werden, eine
Vorstellung zu vermitteln, soll die Mdglichkeit einer Abschidtzung kurz besprochen werden,

wobei auch die Druckdiffusion p'y; in die Betrachtungen einbezogen wird. Allgemein kann
man die Druckschwankungen aufspalten,

P =putrpr, (3.45)

und erhilt damit

,ou;  oup  Ou;

Pa—xj=Pu§x*j+Pr“a’;j, (3.46)
wobei der Index M die Beitrige kennzeichnet, die durch Wechselwirkung der Geschwindig-
keitsschwankungen mit den gemittelten Geschwindigkeiten erzeugt werden, wihrend die mit
dem Index T versehenen Anteile durch statistische Wechselwirkungen von drei Geschwindig-
keitskomponenten verursacht werden. Man konnte versuchen, das Glied p7{duj/0x,) mit der
durch Gl.(2.270) gegebenen Formel zu erfassen. Fiir das andere Glied multipliziert man
Gl (1.167) mit u; bzw. 0uj/0x; und fiihrt die Mittelung durch. Mit x®=x+r und GL (1.39)
bis (1.41) fiir die Korrelationsfunktionen erhilt man formal fiir die Druck-Geschwindigkeits-
korrelation (Druckdiffusion)
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1_ 1 0 b5}
EPMui(x)= Ere ar, “k(x+r) R,,(x ") 1 (3.47)
Vir)
und fiir die Druck-Scherkorrelation
17,0 1 [ a & dr
_ - | =73 Ry, ) —
pM@xJ 2n J- or, “*(”')ar,.ar,, alxn) Ir| *
yin (3.48)
+ ! 2 U lx+r) i Ry(x,r)
— | —% s Ry (%, 1) — .
2n ) O wxTr dx;0r, sy Ir]
Vir}

Die Integration ist dabei iiber den gesamten r-Raum zu erstrecken. In diesen Beziehungen
wurde davon abgesehen, daB die Abmessungen der Scherfelder endlich sind; die Vernach-
lassigung der Oberflachenintegrale (vgl. Gl.(1.165)) ist bei Anwesenheit fester Begrenzungen
mit Vorbehalt erlaubt. Im iibrigen sind Gl. (3.47) und (3.48) jedoch exakt. Einer rohen nume-
rischen Abschatzung werden zusitzlich folgende Annahmen zugrundegelegt:

a) Es handelt sich um eine einfache Scherstrémung, (0%/0x < du/dy);

b) der Gradient der gemittelten Geschwindigkeit wird in eine Taylor-Reihe entwickelt,

Hxir) Jt(x) Di(x) 12 Fu(x)
Z r) = Ty
ar, T T T T e T Ty

c) fir die Geschwindigkeitskorrelationsfunktionen gelten die Verteilungen der isotropen
Turbulenz, Gl.(2.50).

Bei der Integration iiber den r-Raum verfdhrt man 4hnlich wie bei den Integrationen iiber
den k-Raum in 2.3.1. Man erhilt

(3.49)

ou' 61)‘}/ 1 0u 1—63_J'
N = g2 e dr+-- 3.50
pu(ay+6x q ay 45° 8yt rf(ndr (3:50)
0
— 2507
und P'Mu'/Q—E E—J-"f(r)d"+'“, (3.51)

]

wobei f(r) die durch Fig. 13 definierte Lingskorrelationsfunktion ist. Wegen der voraus-
gesetzten Symmetrie des Korrelationstensors ergibt sich die Gleichung

, (614’} ((’31}} (6w} =0
14" 7x ay Pu 37 pul =V, (3.52)

Aus dem gleichen Grunde treten bei der Reihe von (3.50) nur die Ableitungen ungerader
Ordnung von i und bei (3.51) nur die gerader Ordnung auf. Natiirlich kénnen die Reihen-
entwicklungen nur iiber wenige Glieder fortgesetzt werden, da die Existenz der erscheinenden
Integralmomente von f'(r) hoherer Ordnung fraglich ist (vgl. 2.4.2)}). Fiir groBe Reynolds-

Zahlen gilt schitzungsweise [ rf(r)drx~6L2 mit L, nach (2.53)*). Da bei isotroper Ver-
0

1) Diese Problematik besteht bei Turbulenzfeldern epdlicher Abmessungen nicht.
%) Rotta, J.: Statistische Theorie nichthomogener Turbulenz. 1. Mitt.: sieche FuBnote 2,
S. 123; 2. Mitt.: Z. Phys. 131 (1951) 51-77.
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teilung der Geschwindigkeitsschwankungen v'?=4?%/3 gilt, betrigt also das erste Glied von
(3.50) nach dicser Abschitzung 60%, des Produktionsgliedes ©'>0u/dy in (3.41). Dieses Er-
gebnis hebt die Bedeutung der durch Wechselwirkung mit der gemittelten Geschwindigkeits-
verteilung erzeugten Druckschwankungen hervor.

EinfluB zeitlicher Anderungen und der konvektiven Glieder. GemiB dem statistischen
Gleichgewicht fiir einfache stationdre Scherstromungen besteht unter gegebenen
Umstinden ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Reynolds-Schubspan-
nung und dem Gradienten 9%/dy. In gewisser Weise liegt also eine Ahnlichkeit im
Verhalten der Reynolds-Spannungen turbulenter Stromungen mit den Spannungen
eines viskosen Kontinuums vor, nur ist der Zusammenhang zwischen Spannungen
und Verformungsgeschwindigkeiten viel komplizierter — also keineswegs linear wie
in einer Newtonschen Flissigkeit —. Aus den hergeleiteten Gleichungen kann man
nun auch {iber die Auswirkung zeitlicher Anderungen von &u/dy etwas lernen. Es ist
leicht einzusehen, daB bei einer plstzlichen Anderung von @u/dy um einen endlichen
Betrag, die man sich durch entsprechende K&rperkrifte hervorgerufen denken kann,
die Schubspannung —pgu'v’ und das Turbulenzenergieniveau im ersten Augenblick
unveridndert bleiben und sich dann allmdhlich dem neuen Gleichgewichtszustand
annihern. Das neue Gleichgewicht wird also erst nach einer gewissen Relaxations-
zeit hergestellt.

Zur Erlduterung wollen wir annehmen, man kénnte neben den Diffusionsgliedern
auch p7ou;/0x; ausschalten. Man wiirde dann fiir die Schubspannung

0, == =5 .0
5, (~uv)=0(v"~q /5)6—y (3.53)
e, [Ou 0V . . N
erhalten, wobei fiir py 5; + . Gl. (3.50) mitbenutzt und Ableitungen héherer

Ordnung von % als nicht vorhanden angenommen werden. Nach dieser Gleichung
wird in einem kleinen Zeitintervall 0t die gleiche Zunahme der Schubspannung
d(—ou'v)=01 bewirkt, wie in einem elastischen Medium mit dem Schubmodul
G=g(v'?~¢*/5); denn die Verschiebung eines materiellen Punktes ist im Mittel
0&=u0dt, sodall

ot o [fo¢

= = Gb’r(@) (3.54)
gilt. Nimmt man nun die Gleichungen fiir u’2, v’ und ? hinzu und denkt sich auch die
turbulente Dissipation ausgeschaltet, so findet man grundsitzlich ein dhnliches Ver-
halten, jedoch sind der ,,Schubmodul” G und die iibrigen auftretenden , Elastizitits-
moduln“ bei lingerem Wirken der Verformungsgeschwindigkeiten veridnderlich.
Nichtdestoweniger entspricht das Verhalten des so verstiimmelten Turbulenzmecha-
nismus dem eines elastischen Mediums, wenngleich weit kompliziertere Zusammen-
hidnge als nach dem Hookeschen Elastizititsgesetz gelten. Von hier ist es nach
Wiedereinfithren von p78u/0x; und der turbulenten Dissipation nur noch ein kleiner
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Schritt zu der Feststellung, daB die GesetzmiaBigkeiten zwischen den Reynolds-
Spannungen und den gemittelten Geschwindigkeiten mit denen viskoelastischer
Medien vergleichbar sind. Dies gilt vor allem auch, wenn an die Stelle der partiellen
Differentialquotienten 8/3¢ die substantiellen Ableitungen D/Dt=20a/0t+ud/dx+
+78/0y treten'). Das heiBt, daB auch bei stationiren Scherstrémungen, bei denen
jedoch die konvektiven Transportglieder nennenswerten EinfluB haben (Freistrahlen,
Grenzschichten u.a.), die Wechselwirkungen zwischen gemittelten Geschwindigkeiten
und Reynolds-Spannungen durch Vergleich mit einem viskoelastischen Medium
erkliart werden kdnnen.

3.1.7. Riiumlich-zeitlicher Bewegungsablauf. Die den vorstehenden Darlegungen zu-
grunde liegende Konzeption, nach der die Beitrige zur kinetischen Energie der
Schwankungen und zur Reynolds-Spannung hauptsichlich von den groBen Tur-
bulenzelementen kommen, schlieBt in sich ein, daB der EinfluB der gemittelten Scher-
geschwindigkeit in erster Linie auf diese Elemente wirkt und daB die dissipierte Ener-
gie durch den in 2.3.3 beschriebenen KaskadenprozeB den kleinen Turbulenzelementen
zugeleitet wird. Die Frage, wie im einzelnen die Wechselwirkungen in den groBen
Turbulenzelementen zum Entstehen von w'¢v’ fithren, wurde nicht beriihrt. Eine durch
Beweise gesicherte Antwort darauf steht noch aus; sie ist auch durch Hinschreiben
weiterer Gleichungen nicht zu finden. Mit dem Ziel, den Mechanismus turbulenter
Scherstromungen besser zu verstehen, hat man viele Messungen von Korrelationen
zwischen Geschwindigkeitsschwankungen an zwei Punkten und von Frequenzspek-
tren durchgefiihrt. Zwar handelt es sich hier stets um Messungen in speziellen Strg-
mungen, dennoch kdnnen einige typische Erscheinungen allgemeines Interesse fiir sich
beanspruchen.

Korrelationsfunktionen. DaB die Turbulenzfelder in Scherstrdmungen gewdhnlich
inhomogen und vor allem anisotrop sind,.folgt aus den vorherigen Abschnitten.
Weniger selbstverstdndlich ist, daB sich die durch die gemittelte Schergeschwindig-
keit bewirkte Anisotropie nicht nur in unterschiedlichen Schwankungsintensititen
(F #5’74:;;’7), sondern auch wesentlich in den Formen der Korrelationsfunktionen
auBert. Das geht z.B. aus den Korrelationsfunktionen einer turbulenten Grenzschicht
hervor, die in Fig. 36 in der normierten Form

_ u(x)u(x+r)

3.55
u;(x) u(x) (59

ij

dargestelit sind?). Die einzige Ahnlichkeit der Kurven von Fig. 36a mit denen iso-
troper Turbulenzfelder besteht darin, daB die drei Kurven R, (y,7,), Ra:(»1),
R,,(y,r,)*) im ganzen Bereich positiv sind, wihrend die restlichen Kurven aus Konti-

'y Vgl. Crow, S.C.: Viscoelastic properties of fine-grained incompressible turbulence.
J. Fluid Mech. 33 (1968) 1-20.

) Grant, H. L.: The large eddies of turbulent motion. J. Fluid Mech. 4 (1958) 149~190.

3) Es bedeuten: u,=u'; wy=0v"; uy=w.
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nuitdtsgriinden fiir groBe r-Werte negativ werden (vgl. Fig. 14). Beachtenswert sind
jedoch die grole Ausdehnung von R,,(y,r,) verglichen mit der fiir R,,(y,r,) und
R;5(y,r;) und die unterschiedlichen Formen von R,,(y,r,) und R,(y,r.) sowie von
Rys(y,ry) und Ris(y,r,), die bei isotroper Turbulenz identisch sind. AuBerdem Fallt
auf, daB die Korrelationen in transversaler Richtung (r,) iber Entfernungen bestehen,
die einen groBen Teil der Schichtdicke ausmachen. Die Kurven von Fig. 36b, bei
denen der Festpunkt nahe der Wand liegt, zeigen nicht einmal eine qualitative Ahn-
lichkeit mit den Korrelationsfunktionen isotroper Turbulenz.

" — Ry (y.rel y/b-066 — Ry ly.re) y/6-0034
WK ===Ryly.ry) y/-066 | —=—Ryly,r,) y/6-0057
T ——Ryly.1;) y/6=052 N\ —— Ry (y.r;) y/6-0057
05+ }\
&
o
——Ryply, el ylb =066 — Rpaly,ry) y/6-0076
WK —==Rply,ry) ylb=w | ===Rpsly.r,) y/6-0058
T ——Rpply.rz) ylb= ——Rzaly.rz) y/6-0052
&
——Rsaly.r) y/6<069 | ——Ryyly,ry) y/6-0055|  Fig 36 _
1.0 ___;,133”',-}) y/6-066 S '?.?J(J’--"y} /60061 Zwei?unkt-‘l(otrelallons-
\—-—R33ly,ry) y/b=066 ——Ra3(y,r,] y/6=0050 funktionen in einer turbu-
\ lenten Grenzschicht (nach
o Messungen von H. L.
= Grant)
a) Festpunkt im duDeren
Grenzschichtbereich,
y/6>0,5

b) Festpunkt nahe der
Wand, y/é<0,08

Weitergehende Einblicke in den Bewegungsablauf vermitteln rdumlich-zeitliche Kor-
relationsfunktionen R;j(x,r,7). Zwei typische Ergebnisse von Messungen, die auch
wieder in einer Grenzschicht ausgefiihrt wurden, sind in Fig. 37 und 38 wiedergegeben').

Jede Kurve mit gegebenem Abstand r der MeBpunkte hat bei einem bestimmten
Zeitverzug 1, einen Maximalwert, der mit wachsendem Betrag |r| abnimmt. Bei den
Lingskorrelationen R,,(y,r,,7) ist der Zeitverzug tm, bei dem die maximale Korre-
lation auftritt, annihernd proportional r,. Das Verhiltnis r/t,=U. gibt die Ge-

') Favre, A.J.; Gaviglio, J.J.; Dumas, R. J.: Space-time double correlations and spec-
tra in a turbulent boundary layer. J. Fluid Mech. 2 (1957) 313-342,
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schwindigkeit an, mit der sich die Turbulenzelemente fortbewegen; U. ist als eine
Art Phasengeschwindigkeit anzusehen. Der Abbau der stromabwirts fortgefiihrten
Korrelationen wird durch folgende Einfliisse bewirkt:
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1. Viskose Dissipation der kleinen Turbulenzelemente.

2. Wechselwirkung zwischen Turbulenzelementen verschiedener GréGen.

3. Verformung durch die Schergeschwindigkeit der gemittelten Strémung.

Trigt man die MeBergebnisse von Fig, 37 iber 1—1,, auf, Fig. 39, so weichen die
Kurven im Bereich R,, <0,2 nur wenig voneinander ab. Der Abbau erfaBt also zu-

néchst die kleinen Turbulenzelemente und greift graduell auf die gréBeren liber. Die
unter Punkt 1. und 2. genannten Wirkungen sind auch bei homogenen Turbulenz-

Fig. 39

Longitudinale Raum-

Zeit-Korrelationen. Die

Kurven von Fig. 37 sind
. -3 um den Betrag 1, ver-

T-Tm N 0°s —— schoben

feldern vorhanden. Der EinfluB der gemittelten Schergeschwindigkeit tritt bei den
transversalen Korrelationsfunktionen, Fig. 38, deutlich hervor. Die maximale Kor-
relation wird fiir positive Absténde r, bei negativen Zeitverziigen t,, beobachtet und
fiir negative r, bei positivem 1,,. Dies deutet auf eine schiefe Strémungsstruktur hin,
wobei die Turbulenzelemente im duBeren Grenzschichtteil gegeniiber den nidher zur
Wand befindlichen Elementen vorauseilen. Man vergleiche die Fig. 37 und 38 mit
den Fig. 10 und 11.

Phasengeschwindigkeit. Nach 2.2.2 kann man bei Windkanalturbulenz auf Grund der
Taylorschen Hypothese annehmen, daB die Turbulenzelemente mit der gemittelten
Stromungsgeschwindigkeit ,eingefroren” an der ruhenden MeBsonde vorbeigefiihrt
werden, mit anderen Worten, die Phasengeschwindigkeit ist etwa gleich der gemittelten
Geschwindigkeit. Deshalb kann man aus dem Frequenzspektrum auf das Wellen-
zahlenspektrum schlieBen. In Scherstromungen ist die Phasengeschwindigkeit nicht
gleich der ortlichen gemittelten Stromungsgeschwindigkeit; sie ist von Ort zu Ort
verschieden und auBerdem frequenzabhéngig.
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Die Frequenzabhéngigkeit bestimmt man, indem man bei der Messung der raumlich-
zeitlichen Korrelationsfunktionen ein Bandfilter zwischenschaltet und nur die Bei-
trige eines schmalen Frequenzbandes beriicksichtigt. Die Phasengeschwindigkeiten
U.=r,/1, einer turbulenten Grenzschicht sind in Fig. 40 im Verhiltnis zur 6rtlichen
Stromungsgeschwindigkeit % iber dem Parameter r/(dwt,) aufgetragen’). Bei
kleinen Werten dieses Parameters, d.h. fiir die kleinen Turbulenzelemente ist die Pha-
sengeschwindigkeit gleich dem ortlichen %. Die Anwendung der Beziehung (Taylor-
sche Hypothese)

ou\? 1 fou\?
Yy (== .56
(&) -=(%) 630
zur experimentellen Bestimmung der Dissipation ist daher auch bei Scherstrémungen
mit guter Anniherung gerechtfertigt?). Die Unterschiede zwischen U, und u sind aber

um so groBer, je groBer r /(dwt,) ist. Bei kleinem Wandabstand y/§ ist die Phasen-
geschwindigkeit groBer als %, bei groBem y/§ ist sie kleiner.

A I 0,033

_— 0,10
K
Fig. 40 B 0.25
Phasengeschwindigkeiten, bezogen auf die =5
ortliche gemittelte Geschwindigkeit, in einer 09 470
turbulenten Grenzschicht (nach Versuchen 0 ! 2 3 4
von A. Favre und Mitarbeitern) Mﬁ—’rm

Eine alternative Darstellung der raumlich-zeitlichen Struktur der Scherstrémungsfelder hat

I. A. B. Wills?) gegeben. Diese geht von der zweifachen Fourier-Transformation der Kor-
relationsfunktion

2 “ithxrxt @1
¢i,(k,,w)=(—2~{)3j jRi,-(rx,r)e txrxtond, dg (3.57)

~® —w

aus. Nach Definition der Phasengeschwindigkeit U= —w/k, wird die Funktion ®,(k,,~ Uk,)
als Linien konstanter Spektraldichte in ein k, U-Diagramm eingezeichnet. Eine spezielle

) Favre, A.; Gaviglio, I.; Dumas, R.: Structure of velocity space-time correlations in a
boundary layer. In: Bowden, K. F.; Frenkiel, F. N;; Tani, I (Eds.): [23], S138-S145.

%) Heskestad, G.: A generalized Taylor hypothesis with application for high Reynolds
number turbulent shear flows. Trans. ASME Ser. E: J. Appl. Mech. 32 (1965) 735-739. Paper
No. 65-APM-G.

%) Wills, J. A. B.: On convection velocities in turbulent shear flows. J. Fluid Mech. 20 (1964)
417-432.
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Phasengeschwindigkeit U= U_(k,) ist durch die Bedingung
O®tk,,—Uk)/0U =0 (3.58)

gegeben. Ein Beispiel hierzu zeigt Fig. 41, das die MeBergebnisse an einem festen Ort in einem
runden Freistrahl veranschaulicht.

biog iy
e (B4 = CONSE
AN ——— g ~const
— — UC

Fig. 41

Darstellung der Spektralfunktion &,, von
(3.57) im k,, U-Diagramm nach J.A.B.
Wills

Wenngleich der Wert solcher zeitraubender Messungen fiir die Erforschung der Tur-
bulenzbewegung iiber jedem Zweifel steht, darf man nicht {ibersehen, daB die vermittelte
Information immer nur begrenzt ist und keineswegs eine vollstindige Einsicht in die
Vorginge gewihrt. Die Ergebnisse richtig zu interpretieren, ist daher mit Sicherheit
nicht moglich, sondern die Deutung basiert mehr oder weniger stark auf Hypothesen.
Visuelle Beobachtungen!) erdffnen vielfach neue Einblicke, die den Messungen
statistischer Quantititen verborgen bleiben, doch sind auch den hieraus zu ziehenden
SchluBfolgerungen enge Grenzen gesetzt. Auf die vielfdltigen Strémungsmodelle, mit
denen man das Wesentliche der Beobachtungen und die Entstehung der Reynolds-
Spannung zu beschreiben versucht, deren Giiltigkeit aber nicht voll erwiesen ist, kann
hier nicht eingegangen werden.

3.2. Stromung nahe fester Wiinde

Die Turbulenzfelder der Scherstrémungen werden entweder durch feste Winde be-
grenzt, oder sie sind von Gebieten nichtturbulenter Strémung umgeben. Im letzteren
Fall spricht man von freien Grenzen der Turbulenzfelder (vgl. 3.3). Die bisherigen Be-
trachtungen befassen sich nur mit den Vorgéngen im Strémungsfeld, ohne die endlichen

') Kline,S.J.; Reynolds, W. C.; Schraub, F. A.; Runstadler, P. W.: The structure of
turbulent boundary layers. J. Fluid Mech. 30 (1967) 741-773.
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Abmessungen des Feldes in Erwédgung zu ziehen. Da die Makro-LingenmaBe der
Scherstromung meistens nicht klein im Vergleich zur Schichtdicke sind, unterliegt
die Stromung nicht nur in der Néhe der Feldbegrenzungen besonderen Bedingungen,
sondern das gesamte Turbulenzfeld wird von den an den Begrenzungen sich abspie-
lenden Yorgingen mehr oder weniger beeinfluBit.

3.2.1. Ahnlichkeitsbetrachtungen. Vor allem bedarf die Strémung in der Nihe fester
Winde einer speziellen Betrachtung, wo die Turbulenzbewegung durch die Wand
behindert wird. Die Geschwindigkeitsfluktuationen und damit auch die Reynolds-
sche Schubspannung fallen mit Annidherung an die Wand auf Null ab, da die Flissig-
keit an der Wand die Haftbedingung erfiillt. Nach dem Newtonschen Gesetz giit
dort deshalb

limy o = %, (3.59)

wenn 7,, der Mittelwert der Schubspannung an der Wand ist. Die dimpfende Wirkung
der Zahigkeitskrifte nimmt sehr rasch mit dem Wandabstand ab, so daB der Uber-
gang zur vollausgebildeten turbulenten Stromung innerhalb einer Schicht, der vis-
kosen Unterschicht geschieht, deren Dicke sehr klein im Vergleich zu den Ab-
messungen des Turbulenzfeldes ist. Deshalb sind weitere Vereinfachungen der Glei-
chungen zulissig und die Strdmung wird durch wenige Parameter beschrieben. Der
einfachste Fall ist die geradlinige Strdmung entlang einer ebenen Wand mit glatter
Oberfliache, die in der Ebene y=0 liegen moge. Das Stromungsfeld sei stationir
und homogen in Ebenen y=const; der Mittelwert des Drucks an der Wand sei
Pw=const. Dann sind alle statistischen Werte nur Funktionen von y, jedoch von x
und z unabhidngig. Wegen du/ox=0 folgt damit aus der Kontinuitatsgleichung (3.2)
7=0 im ganzen Feld, und die Bewegungsgleichung (3.11) reduziert sich auf
oo 0T, 0

5 et (3.60)

Unter Beachtung von Gl. (3.59) als Randbedingung bei y=0 ergibt die Integration
e LI ) (361)")

Da offensichtlich nur die beiden Parameter t,/0 und v auftreten, fiihrt man eine
Schubspannungsgeschwindigkeit

u,=)/t./e (362)
ein und definiert die
!y Man kann sich die Strémung durch eine parallel bewegte Platte erzeugt denken (gerad-

linige Couette-Strémung), die soweit entfernt ist (Abstand 2 H), dal die Strémung in der
Nihe der betrachteten Wand nicht beeintriichtigt wird (v/u.<2 H), Fig. 35.
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Ahnlichkeitshypothese (universelles Wandgesetz). Innerhalb eines schichtformigen Ge-
biets, das auf einer Seite von einer Wand begrenzt wird und dessen Dicke klein gegen
die Abmessungen des ganzen Stromungsfeldes ist, wird die gemittelte Geschwindigkeits-
verteilung durch u,, v und y bestimmt.

Die Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit kann man durch folgendes Ahnlich-
keitsgesetz angeben:

T=u, f(y*). (3.63)

Darin ist f eine universelle Funktion des dimensionslosen Wandabstandes y* = yu./v.
Dieses universelle Wandgesetz wurde zuerst von L. Prandtl') angegeben.
Selbstverstindlich schlieBt die gegebene Formulierung entsprechende mechanische
Ahnlichkeitsgesetze auch fiir andere statistischen GréBen und Verteilungsfunktionen
mit ein. Dabei sind v/u, eine charakteristische Linge und v/u? eine charakteristische
Zeit.

Das Verhalten von f(y*) in unmittelbarer Nihe der Wand kann sofort ange-
geben werden. Wegen der Haftbedingung liefert die Integration von (3.61) W= (1,./g) y/v,
also

lim f(y*)=y*. (3.64)
yer

Mit wachsendem y* nimmt der Anteil von —u'v/ an der Schubspannung rasch zu,
bei gleichzeitigem Abfallen der Newtonschen Spannung (v(du/dy)—0), und nihert
sich dem Grenzfall

(3.65)

Fiir groBe Abstdnde (100<y* «Hu,/v) kann die Strdmung als ein homologes
Turbulenzfeld angesehen werden, in welchem alle statistischen GroBen im ganzen
Feld sich #hnlich sind; lediglich der charakteristische LingenmaBstab ist mit y ver-
dnderlich. Statistische Momente von Geschwindigkeiten, z.B. u'v/, ;'_2, v.’i, u3 usw.,
sind konstant und stehen in festem Verhiltnis zueinander. Der Turbulenzstruktur
wird durch die Anwesenheit der Wand eine Asymmetrie aufgeprigt. Die Zdhigkeit
kommt lediglich in der Feinstruktur der Turbulenz zur Wirkung, die von der so postu-
lierten Ahnlichkeit ausgenommen ist und ihrerseits der K olmogoroffschen Ahn-
lichkeitshypothese unterliegt (vgl. 2.4.1). Das homologe Feld ist im groBen anisotrop
und lokalisotrop. Die Schubspannungsgeschwindigkeit u, und der Wandabstand y
sind jetzt die einzigen unabhingigen Gré8en des Problems. Eine Aussage liber die
Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit gewinnt man durch wiederholte Diffe-

) Prandtl, L.: Zur turbulenten Strdmung in Rohren und lings Platten. Ergeb. AVA Géttin-
gen, IV. Lig. 1932, 18-29. In dieser Arbeit erscheint das Wandgesetz erstmals in der Form (3.63);
die wesentlichen Gedanken finden sich aber bereits in der fritheren Veroffentlichung Prandti,
L.: Uber den Reibungswiderstand strsmender Luft. Ergeb. AVA Gottingen, I11. Lfg. 1927, 1-5.
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rentiation von (3.63); der Differentialquotient n-ter Ordnung lautet

& fu df

Die Ahnlichkeit fordert, daB alle diese Differentialquotienten von der Zahigkeit un-
abhiingig sind. Dies wird durch

daf 1 er du _ u,

T R T e

erfiillt. Die Uberlegungen dieser Art gehen auf Th.v. Karman') zuriick; die auf-
tretende universelle Konstante » wird deshalb als die v. Karmansche Konstante
bezeichnet. Die Integration von (3.67) ergibt das universelle Geschwindigkeits-
gesetz

U=u, (% Iny*+ C) R (3.68)

wobei die Integrationskonstante C durch die Geschwindigkeitsverteilung in der vis-
kosen Unterschicht bestimmt wird.

Anmerkung. In (3.67) ist y der Abstand von einer fiir die Ahnlichkeitsbetrachtung eingefiihrten
Bezugsebene, die nicht genau mit der Wandoberfliche zusammenfallen muB. Praktisch setzt
man fiir y jedoch den Abstand von der festen Wand ein.

3.2.2. Experimentelle Befunde. Praktisch ist es nicht moglich, die Wandstrémung in
der definierten Form exakt zu verwirklichen. Jedoch findet man das Gesetz in fast
allen Strémungen entlang Winden mit experimenteller Genauigkeit bestitigt, auch
wenn die Schubspannung nicht genau konstant ist, so z.B. bei Stromungen durch
Leitungen und Grenzschichten mit positivem und negativem Druckgradienten. Bei
den Reynolds-Zahlen, bei denen ausgebildete turbulente Strémung stationir exi-
stieren kann, findet der Ubergang vom Geschwindigkeitsgesetz nach (3.64) zum Log-
arithmusgesetz (3.68) innerhalb einer so diinnen Schicht statt, dal die Variation von
7 ohne nennenswerte Auswirkung bleibt. In Fig. 42 ist die universelle Geschwindig-
keitsverteilung in der von Prandtl gegebenen Weise aufgetragen. Dabei stellen die
Kurven 2 und 3 die gleiche Verteilung wie Kurve 1 dar, nur ist der AbszissenmaBstab
im Verhiltnis 1/10 bzw. 1/100 verkiirzt. Die Abbildung zeigt den steilen Geschwindig-
keitsanstieg an der Wand und vermittelt zugleich einen Eindruck, wie sich die Ge-
schwindigkeitsverteilung bei gleichbleibender Wandschubspannung dndert, wenn die
Zzhigkeit, gegeniiber Kurve 1, auf 1/10 bzw. auf 1/100 vermindert wird. In Fig. 43 ist
das Wandgesetz in der hidufig bevorzugten halblogarithmischen Darstellung wieder-
gegeben. Fiir die beiden Konstanten in (3.68) wurden Werte von »~04, C~5,2
gefunden. DaB die in der Literatur angegebenen Zahlen betrichtlich voneinander
abweichen, hat eine Anzahl von Griinden. Nicht nur die unvollkommene Verwirk-

Y v. Karman, Th.: Mechanische Ahnlichkeit und Turbulenz. Nachr, Ges. Wiss. Gottingen,
Math. Phys. Klasse 1930, 58-76.
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lichung konstanter Schubspannung ist verantwortlich, sondern es besteht z.B. eine
gewisse Willkiir beim Einzeichnen der Geraden durch die Versuchsdaten im halb-
logarithmischen Diagramm. Ferner ist die MeBgenauigkeit bei der Ermittlung der
Wandschubspannung hiufig sehr begrenzt und auch die Anzeigen der Geschwindig-
keitsmessungen (Pitot-Rohr) werden nahe der Wand durch die steilen Geschwindig-
keitsgradienten und andere Einfliisse verfalscht.

30

Fig. 42
Universelle Geschwindigkeitsverteilung
in der Nihe der Wand (nach L. Prandtl
2)

(@ angegebene Abszissenwerte
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g
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Universelle Geschwindigkeitsverteilung
mit logarithmischen AbszissenmaBstab
(@ Unterschicht, Gl. (3.64)

(@ universelles Geschwindigkeitsgesetz,
Gl. (3.68)
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Das gesamte Gebiet, auf das sich die Ahnlichkeitshypothese des universellen Wand-
gesetzes bezieht, kann man in drei Bereiche einteilen, die natiirlich nicht scharf
gegeneinander abgegrenzt sind:

1. Die von Trdgheitskriften freie Unterschicht; 0<y*<S5,

2. Die Ubergangsschicht; 5<y* <60,

3. Die voll turbulente Schicht; y*> 60.
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Die unter 1. genannte Schicht, in der das Newtonsche Reibungsgesetz (3.59) gilt,
wird viskose Unterschicht') genannt. Fig. 44 gibt die Schwankungsintensitéiten
in dimensionsloser Form wieder und Fig. 45 den Verlauf der Reynoldsschen und

Newtonschen Spannung nebst dem Korrelationskoeffizienten —-ﬁ'—v'f wlp?,

! 1
Pads foz]
U Uy
N“

2 S =
Fig. 44 VwiZ i
Verteilungen der turbulenten Geschwin- /__.o----‘/"""_"'
digkeitsschwankungen in der Nihe der ! - <
Wand eines zylindrischen Rohres (nach
Messungen von J. Laufer) iz fu,
— u,D/v=5-10°
-— =4-10° [} . 20 40 60 a0
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Fig. 45 L =
Verteilungen der Reynoldsschen Ul -Tr
und Newtonschen Schubspannung o / (w2 v2)"
und des Korrelationskoeffizienten in 05 — e ——_—
der Nihe der Wand eines zylindri- di/d
schen Rohres (nach Messungen von v-—u—zz
J. Laufer) —_
—— UV =12 (1= 1/(xy*) 0 . 25 50 75 100
—-o— vdiifdy = 1l /xy* Y —

Inaktive Bewegung. Es zeigt sich vielfach, daB die statistischen Schwankungsgrofien mit dem
Ahnlichkeitsgesetz nicht vertriglich sind. Genaue Untersuchungen ergeben, daB die Strémung
in Wandndhe in zwei fast unabhiingige Bewegungsformen unterteilt werden kann. Namlich
in ein Wirbelfeld, das fiir die Entstehung der Schubspannung und Dissipation verantwortlich
ist und das auch dem postulierten Ahnlichkeitsgesetz entspricht, und in eine ,jinaktive Be-
wegung®, die ihren Ursprung in Vorgingen bei grofleren Wandabstinden hat und zur Ent-
stehung der Reynolds-Spannung nicht beitriigt. Die letztere Bewegungsform ist nach
P. Bradshaw?) zu einem Teil eine drehungsfreie Bewegung, die mit den in gréBeren Ent-

') Wird in der Literatur hiufig als ,,Jaminare Unterschicht* bezeichnet. Diese Bezeichnung
wird hier bewulBt vermieden, da sich das Turbulenzgeschehen durch diese Schicht hindurch
bis an die Wand fortsetzt.

%) Bradshaw, P.: ,Inactive' motion and pressure fluctuations in turbulent boundary layers.
J. Fluid Mech. 30 (1967) 241-258.
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fernungen erzeugten Druckschwankungen im Zusammenhang steht, und zum anderen Teil
ein langwelliges Wirbelfeld. Diese inaktive Bewegung ist natiirlich von Fall zu Fall verschieden
und nicht universell im Sinne des Wandgesetzes. Man kann sie ganz grob als quasistationiire
Fluktuationen der Geschwindigkeitsverteilung nach (3.63) auffassen, die mit langsamen
Schwankungen der Wandschubspannung 1, einhergehen.

3.2.3. Energichaushalt. Die Vorginge in der Unter- und Ubergangsschicht werden
durch die Betrachtung des Energichaushalts verdeutlicht. Von den wandferneren
Teilen des Turbulenzfeldes wird von der gemittelten Geschwindigkeit Energie im
Betrage ut,/e¢ in die Wandschicht transportiert, die teils in kinetische Turbulenz-
energie und teils durch direkte Dissipation in Wirme verwandelt wird. Multipliziert
man Gl. (3.61) mit %@ und differenziert nach y, so erhilt man
d@ws) v &2 d
— 4+ — - =
dy 2 dy dy
Wenn man Gl. (3.69) zu Gl. (3.31) addiert, so reduziert sich die Gleichung fiir die
kinetische Energie der gemittelten Stromung im vorliegenden Fall auf
——du _d
—u'v d + E= & ut./0), (3.70)
wobei E fiir die direkte Dissipation nach (3.30) steht. Die einzelnen Glieder kénnen
aus der Verteilung von u berechnet werden und sind in Fig. 46 wiedergegeben. Der
Hauptteil der direkten Dissipation findet in einer sehr diinnen Schicht statt. Die

Turbulenzenergieerzeugung, —u’v'dit/dy, erreicht innerhalb der viskosen Ubergangs-
schicht einen Maximalwert von

(ut./0). (3.69)

——du u?
—W =) =, 7
(775 a1
10
oe \ Energiezufuhr
a6 ‘/ ——— Fig. 46
\ Birekte Dissipation Zum Energiehaushalt in der wandnahen Strémungs-
\ schicht
04 -
\ . . v du
Turbulenz - Produktion Energiezufuhr = — —
\ u? dy
02, N 2 2 7dm\?
\ direkte Dissipation = ;—: E= %(ﬁ)
S
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der genau an der Stelle auftritt, an der —W:t,/ZQ; das ist bei y*=x~11. Da die
gesamte produzierte Turbulenzenergie, wie in 3.1.6 erwihnt, zunichst der x-Kompo-
nente zugefiithrt wird, ist es nicht verwunderlich, daB u'2 etwa an der gleichen Stelle
ein Maximum hat, Fig. 44. Gl. (3.24) fiir die kinetische Schwankungsenergie verein-
facht sich auf

——du d 35—~ vd¢® dv?]_

uva;+s+dy|:(q /2+p'fe)v Ed—y__v-d_y— =0. (3.72)
In der vollturbulenten Schicht verschwindet wegen g2 =const usw. der dritte Aus-
druck, der die Energiediffusion beschreibt. Fiir die Turbulenzdissipation ergibt sich
daher mit (3.65) und (3.67)

u;

g=—".
xy

(3.73)

Hieraus 148t sich auch das nach Gl. (2.146) definierte Kolmogoroffsche Lingenmal
I, errechnen zu

A
7= (3.74)

Fiir y*~100 ergibt sich also I/y~0,025. In der viskosen Ubergangsschicht hat die
Energiediffusion einen betriachtlichen Anteil. Es ist mehrfach versucht worden, ver-
schiedene statistische Quantitdten hier zu messen; wegen der geringen Abmessungen
dieser Schicht lassen diese Versuchsergebnisse an Genauigkeit zu wiinschen iibrig.
Die im Schrifttum angegebenen Verteilungen der turbulenten Dissipation und Ener-
giediffusion sind als MutmaBungen anzusehen.

Das Integral der direkten Dissipation betrigt

2 a 2
J.Edy=u3J.v—‘<—E) dy* ~ 8ul; 3.75)
u; \dy
o V]

esist also formal unabhingig von der Zihigkeit, obwohl E proportional v ist. Diese Feststellung
ist eine niitzliche Erginzung zu den fritheren Aussagen iiber die 1urbulente Dissipation.

3.2.4. Bewegungen in der viskosen Unterschicht. Da die Geschwindigkeitsschwankun-
gen an der Wand dauernd die Haftbedingung zu erfiillen haben, gilt dort auBer
v'=v'=w'=0 auch

w_ow_ov_av _ow _ow

dx 0z odx 0z Ox 0z
und wegen der Kontinuitétsgleichung dv'/0y=0. Mit diesen Bedingungen erhalt man
fiir die ersten beiden Differentialquotienten der Reynolds-Spannung

oy >Fuv

dy T 0y?

=0 fir y=0.
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Entwickelt man &'v in eine Taylorsche Reihe, so liefert die Integration von Gl.

(3.61) somit
N S P A AT Y [o*uY
ll_{l’(}u——;—liu,y-i-ﬂ ’a—yg“ y=0+5! ‘-a;r‘ y:0+ . (3.76)

Fiir den dritten Differentialquotienten von «'v" ergibt sich
63W_ o %y _ ouw 0 fow
ay> T ay oy dy oy\ oz )’

wobei die letztere Form mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung hergeleitet wurde. Dieser
Differentialquotient beruht danach auf der Existenz einer Korrelation zwischen u'
und dw'/0z. Fiir diese Korrelation eine plausible Erklarung zu finden ist wohl ebenso
schwierig, wie den Nachweis zu fiihren, daB eine solche Korrelation nicht existiert.
Der vierte Differentialquotient 14Bt sich auf eine Korrelation zwischen Druck- und
Geschwindigkeitsschwankungen zuriickfiihren.

Die Abweichungen von der linearen Verteilung beginnen also mit der vierten oder
fiilnften Potenz von y. Damit erkldrt sich der experimentell gefundene Verlauf, nach
welchem die Geschwindigkeitsverteilung iiber einen betrichtlichen Bereich dem
linearen Gesetz (3.64) folgt und dann ziemlich plétzlich abbiegt.

Die Schwankungsbewegung im Gebiet 0< y* <S5 wird teils durch Druckschwankun-
gen, die hier praktisch gleich den Wanddruckschwankungen sind, erzeugt und teils
durch Stokessche Spannungen von den Bewegungen der entfernteren Gebiete iiber-
tragen. Die Stromung ist bereits hier in starkem Male dreidimensional. Visuelle
Studien von S. J. Kline und Mitarbeitern®) zeigen, daB sich nahe der Wand lange
Streifen verminderter Geschwindigkeit bilden, die sich graduell von der Oberfliache
abheben, pendelnde Bewegungen ausfithren und sich schlieBlich mit der umgebenden
Fliissigkeit (in Abstinden 10 < y* <40) vermischen.

3.77)

3.2.5. Stromung an rauhen Oberflichen. Die bedeutendste Verallgemeinerung des
Wandgesetzes ist die auf Stromungen iiber rauhe Oberflichen. Unter einer rauhen
Oberfliche sei eine ebene Fliache verstanden, die mit ,Rauhigkeitselementen® (z.B.

y
K < -

N\ Rauhe Oberfliche

Sandkdrnern) bedeckt ist, deren GréBe klein im Vergleich zu den Abmessungen der
Turbulenzfelder sind, Fig. 47. Es besteht die Méglichkeit, daB die zur Wandebene
parallel wirkende Widerstandskraft nur zum Teil durch Reibungsspannungen erzeugt

!} Siehe FuBnote 1, S. 150.
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wird. Der Rest wird durch Druckkrifte an den Rauhigkeitserhebungen hervorgerufen.
Mitunter kann dieser ,,Druckwiderstand“ sehr hohe Werte im Vergleich zu den Rei-
bungskriften erreichen. Es ist iiblich, eine mittlere Wandschubspannung t,, zu de-
finieren, die dem Mittelwert der gesamten Widerstandskraft, bezogen auf die Einheit
der Wandebene, entspricht. Die Strémung wird von der GroBe, der Verteilung und der
Form der Rauhigkeitselemente beeinfluBt. Da eine groBe Vielfalt von Rauhigkeits-
formen vorkommt, wollen wir beim Besprechen der wesentlichen Erscheinungen zu-
nachst geometrisch dhnliche Rauhigkeitsverteilungen betrachten, deren Eigenschaften
durch nur eine kennzeichnende Lange k,, die Hohe der Rauhigkeiten iiber der glatten
Flache, bestimmt sind.

Geht man im iibrigen von gleichen Voraussetzungen wie in 3.2.1 aus, so gilt die dortige
Gl. (3.61) in allen zur Wand parallelen Ebenen, in die die Rauhigkeiten nicht hineinragen
Im Ahnlichkeitsgesetz (3.63) tritt nun k, als weitere Liinge neben v/u, auf, so daB das
Geschwindigkeitsgesetz (3.63) nach Einfiihren des Parameters k* =k, u /v die Form

T=u, f(* k¥) (3.78)

annimmt. Es gilt als erwiesen, daB sich der unmittelbare EinfluB der Rauhigkeit nur
in Abstdnden y auswirkt, die mit der charakterisierenden Linge der Rauhigkeit ver-
gleichbar sind. In gréBeren Entfernungen ist die Strémung unabhédngig von der Zahig-
keit und der speziellen Ausbildung der Rauhigkeitsverteilung, Hier besteht das gleiche
homologe Turbulenzfeld wie nahe glatter Winde, fiir das die Beziehungen (3.66) und
(3.67) zutreffen. Damit ist Gl. (3.68) fir die Geschwindigkeitsverteilung giiltig, mit dem
Unterschied, daB die Integrationskonstante C zu einer Funktion des Rauhigkeits-
parameters k* wird:

U=u, Ii% Iny*+ C(k*)} . (3.79)

AuBerhalb der Unterschicht offenbart sich also die Wirkung der Rauhigkeit lediglich
in einer Parallelverschiebung des Geschwindigkeitsprofils um den Betrag

Au=u(C(k*)—C,), (3.80)
wobei C, die Integrationskonstante fiir glatte Oberflichen ist (C,=C von Gl. (3.68)).

Eine alternative Form zu (3.79) ist

T=u, [1 Y+ C,(k*)] , (3.81)
® k,

wobei zwischen den beiden Funktionen C,(k*) und C(k*) offensichtlich die Beziehung

Cl) = %)~ ~Ink* 682
besteht.
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Umfangreiche Versuchsergebnisse®) iiber die Strémung durch Rohre mit kreis-
formigem Querschnitt, deren Oberflichen mit Sand bestimmter Korngréfen und
-verteilungen beklebt waren, zeigen, daBl im Verhalten der Funktionen C(k*) bzw.
C.(k*) drei Bereiche zu unterscheiden sind:

1. Hydraulisch glatte Oberfliche; 0 <k*<5

Die Rauhigkeiten sind ginzlich in der von Trégheitskraften freien Unterschicht ein-
gebettet. Ein EinfluB der Rauhigkeit auf die gemittelte Geschwindigkeitsverteilung ist
nicht feststellbar.

2. Ubergangsbereich; 5<k*< =70

Der Impuls der Strémung wird teils durch Scherspannungen, teils durch Druckkrifte
auf die Wand {ibertragen. Die Funktion C(k*) beginnt abzunehmen.

3. Ausgebildete Rauhigkeitsstromung; k* > =70

Die Impulsiibertragung wird zum betrichtlichen Teil durch Druckkrifte bewirkt.
Eine unmittelbare Wirkung der Z3higkeit auf die Geschwindigkeitsverteilung ist nicht
mehr vorhanden, so daB die Lange v/u, neben k, zuriicktritt und C,(k*)in (3.81) damit
zu einer Konstanten C,,, wird.

Die Zahlenangabe fiir die obere Grenze des Ubergangsbereichs bezieht sich auf die
dichteste Verteilung von Sandkdrnern gleicher GroBe.

Fig. 48

Die Rauhigkeitsfunktion C (k*) fiir verschie-

dene Arten von Sandrauhigkeit

(@ hydraulisch glatt, C(k*}=5,2

@ dicht gepackte Sandkorner gleicher GroBe
(nachC.F.Colebrookund C. M. White)

@ dito (nach J. Nikuradse)

@ 5% der Fliche Sandkorner gleicher Gro-
Be, 959, der Fliche glatte Oberfliche

® 5% der Flache Sandkorner gleicher GroBe
k., 95% der Fliche feine Sandkorner der
GroBe 0,1k,

(® Sandrauhigkeiten wie &), GroBe der klei-

log (k%) ———— nen Sandkorner als BezugsgroBe benutzt

Experimentelle Ergebnisse. Fiir den Verlauf von C,(k*) sind in Fig. 48 einige typische
Ergebnisse der erwidhnten Messungen wiedergegeben. Die hydraulisch glatte Ober-
fliche wird durch die Gerade 1 dargestellt. Bei dicht gepackten Sandkdrnern gleicher
GroBe steigt C, bis zu einem Maximalwert an und fillt dann asymptotisch auf den

Yy Nikuradse, J.: Strdmungsgesetze in rauhen Rohren. VDI-Forschungsheft 361, 1933.
Colebrook, C. F.; White, C. M.: Experiments with fluid friction in roughened pipes.
Proc. Roy. Soc. London A 161 (1937) 367-381.
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konstanten Wert C,,, ab (Kurven 2 und 3). Qualitativ stimmt der Verlauf nach Cole-
brook und White (Kurve 2) mit den Ergebnissen von Nikuradse iiberein (Kurve 3).
Wenn die an sich glatte Oberfliche nur zu 5%, der Fliche mit Sandkérnern gleicher
GroBe versehen wird, steigt C, dagegen monoton gegen den Wert C,, an, der dem
Betrage nach groBer als im ersteren Fall ist und erst bei wesentlich groBeren Werten
von k* erreicht wird (Kurve 4). Werden im letzteren Fall die verbliebenen glatten
Stellen mit feinen Sandkérnern dicht beklebt, deren GroBe nur 1/10 der groBen
Korner ist (Kurve 5), so ergibt sich zunichst der gleiche Verlaufvon C,; erst bei k* > 100
zeigt sich eine Abweichung von Kurve 2. Fiihrt man bei dieser gemischten Rauhig-
keitsverteilung statt der groBen Korndurchmesser die der kleinen als BezugsgroBe in
Gl. (3.81) ein, so liefert die Auswertung der Versuchsdaten die gleiche Kurve wie 5,
die im logarithmischen Diagramm jedoch um eine Einheit nach links und 5,75 Ein-
heiten nach unten verschoben ist (Kurve 6). Diese Darstellung veranschaulicht die
Ahnlichkeit mit Kurve 2 bei groBen k*-Werten; die individuellen Einfliisse der beiden
Teilrauhigkeiten bleiben also klar erkennbar.

Die Wirkung der Rauhigkeit setzt offensichtlich ein (Abweichung von der Geraden 1),

wenn an den groBten der vorhandenen Rauhigkeitserhebungen Strémungsablésungen
beginnen. Das ist allgemein bei k*~5 der Fall; die zugehorige Reynolds-Zahl

in mfs ——m

I

Fig. 49 Geschwindigkeitsfeld (Mittelwerte) hinter einer Kugelreihe an einer ebenen
Wand (nach H. Schlichting [3])

Isotachen

— — — Stromlinien der Sekundirstromung (nach F. Schultz-Grunow)

Tk /v=k** (nach Gl. (3.64)), wobei 7, die Strémungsgeschwindigkeit bei y=k, ist,
liegt mit u.k,/v~25 ganz in der GroBenordnung, bei der auch hinter Kugeln und
Zylindern in freier Anstrémung die ersten Wirbelbildungen beobachtet werden.

Das Geschwindigkeitsfeld hinter Stérkdrpern in einer turbulenten Grenzschicht
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wurde von H. Schlichting!) ausgemessen, Fig. 49. GemiB einer Deutung von
F. Schultz-Grunow wird eine Sekundérstrémung in Form von Langswirbeln her-
vorgerufen, die bis zu Wandabstianden spiirbar ist, die mit den Abstinden der Stérkorper
voneinander vergleichbar sind. Es ist daher verstdndlich, daB die Ausdehnung des
Ubergangsbereiches fiir die Rauhigkeitsverteilung der Kurve 2 von Fig. 48 eher durch
die Abstinde der Sandkorner als durch ihre GroBe bestimmt wird.

Ein Maximum von C, entsteht, wenn bei dichter Anordnung der K&rner (Kurve 2
und 3) der RauhigkeitseinfluB erst langsam, spéter aber sehr rasch zunimmt. Dieses
Maximum stellt sich ein, wenn die Rauhigkeiten gerade in die Schicht hineinreichen,
in der bei glatten Winden maximale Turbulenzenergieerzeugung und maximale
Léangsgeschwindigkeitsschwankungen auftreten. Der Grund, weshalb ein monotoner
Ubergang stattfindet, wenn nur wenige Rauhigkeiten vorhanden sind, ist nicht be-
kannt; man wird aber davon ausgehen diirfen, daB das Verhiltnis der beiden Langen -
KorngréBe und -abstand — eine wesentliche Rolle spielt.

Es liegen viele Versuchsangaben iiber technische Rauhigkeiten vor?). Praktisch hat es
sich als zweckmiBig erwiesen, fiir beliebige Rauhigkeiten die Wirksamkeit durch die
KorngroBe der dquivalenten Sandrauhigkeit auszudriicken, fiir die nach den
Nikuradseschen Messungen C,, =8,5 betragt.

Windgeschwindigkeit in der unteren Atmosphiire®). Das universelle Wandgesetz gilt auch fiir
die Anderung der Windgeschwindigkeit mit der Héhe in den bodennahen Schichten (bis
etwa 40 m Hohe), sofern die Dichteschichtung der Atmosphére neutral ist. Die Windrichtung
bleibt in diesem Bereich unabhingig von der Hohe. Wegen der unterschiedlichen Boden-
beschaflenheit findet insbesondere Gl. (3.81) fiir rauhe Oberflichen Anwendung. Bei stark
stabiler oder instabiler Dichteschichtung dndert sich die Geschwindigkeitsverteilung unter der
Wirkung von Gravitationskraften.

3.3. Freie Grenzen der Turbulenzfelder

3.3.1. Vorbemerkungen. Das Unterscheidungsmerkmal zwischen turbulenter und
nicht turbulenter Stromung ist das Vorhandensein der Wirbelbewegung in turbulenten
Feldern (rot u +0) und ihr Fehlen in nichtturbulenten Gebieten (rot u=0). Der Uber-
gang von turbulenten zu nichtturbulenten Strémungsgebieten kann sich in zweierlei
Weise ausbilden, ndmlich als

1. ein allmihlicher Ubergang mit graduellem Abklingen der Turbulenzschwankungen
oder

2. in Form einer relativ scharf ausgepriigten, aber unregelmiiBig verformten Grenz-
flache, die stark turbulente und nichtturbulente Strémung voneinander trennt.

!} Schlichting, H.: Experimentelle Untersuchungen zum Rauhigkeitsproblem. Ing.-Arch. 7
(1936) 1-34,

2) Vgl hierzu Schlichting, H.: [3].

) Vgl. Lumley,J. L.; Panofsky, H. A.: [9]. Ellison, T. H.: [15].



3.3. Freie Grenzen der Turbulenzfelder 163

Den ersteren Ubergang trifft man an, wenn hinreichend kraftige Quellen zur Energie-
versorgung der Turbulenz fehlen; die Turbulenz erlischt allméhlich infolge Uber-
wiegens der Dissipation. Ein typischer Fall ist das Abklingen der Turbulenz hinter
einem durchstrémten Gitter (vgl. 2.1.3). Der an zweiter Stelle genannte Ubergang tritt
bei sich ausbreitenden Turbulenzfeldern auf, also z.B. bei Freistrahlen, Nachlauf-
stromungen hinter K6rpern und bei Grenzschichten, Dieser Ubergang soll uns hier
hauptsédchlich beschiftigen.

3.3.2. Gemischt laminar-turbulente Stromungen. In der noch nicht vollentwickelt tur-
bulenten Stromung an Platten und durch Leitungen usw. beobachtet man bei gewissen
Reynolds-Zahlen isolierte Gebiete turbulenter Stromung — in die laminare Um-
gebung eingebettet —, die nach und nach miteinander verschmelzen und so das voll-
turbulente Feld aufbauen. Die Fragen der Turbulenzentstehung gehéren zwar nicht
zum Thema des Buches, doch mag dieser Fall hier als ein Beispiel erwihnt werden,
bei dem beide der genannten Formen des Ubergangs vorkommen.

u e

:“ SNewd N

[ 7 Z

Fig. 50 Hitzdraht-Aufzeichnungen der Geschwindigkeit auf der Rohrachse

(Re=2550)

obere Kurve: Rasche Geschwindigkeitsschwankungen (Hitzdraht-
strom durch Wechselstromverstirker geleitet)

untere Kurve: Zeitlicher Gesamtverlauf (Hitzdrahtstrom durch
Gleichstromverstirker geleitet)

Abszisse: Zeit in Sekunden
(nach J.Rotta)

Wir betrachten die Stromung durch zylindrische Rohre. Es bewegen sich abwechselnd
laminare und turbulente Partien (Pfropfen) hintereinander her, innerhalb welcher
sich jeweils iiber dem Querschnitt Geschwindigkeitsverteilungen einstellen, die fiir
ausgebildete laminare bzw. turbulente Stromungen typisch sind. Fig. 50 zeigt die Auf-
zeichnung der schnellen Schwankungen und den Gesamtverlauf der Geschwindigkeiten
in Rohrmitte als Funktion der Zeit!). Die Laufgeschwindigkeit der Fronten zwischen
den Partien entspricht etwa der DurchfluBgeschwindigkeit U (Gl. (4.7)). Infolge der

') Rotta, J.: Experimenteller Beitrag zur Entstehung turbulenter Strémung im Rohr.
Ing.-Arch. 24 (1956) 258-281.
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gréBeren Mittengeschwindigkeit der laminaren Poiseuille-Strémung (u=2U) holt
die laminare Fliissigkeit das vorweglaufende Turbulenzgebiet ein und wird dabei
durch Druckanstieg und Reynolds-Spannungen stark abgebremst, wobei heftige
‘Geschwindigkeitsschwankungen auftreten. Dies ist ein Ubergang zwischen turbulent
und nichtturbulent vom Typ 2. Am anderen Ende des Turbulenzpfropfens werden
die Schwankungen schwicher und die Fliissigkeit wird graduell wieder auf das Niveau
der Poiseuille-Stromung beschleunigt. Dabei klingen die Turbulenzschwankungen
vollstandig ab. Es liegt ein Ubergang vom Typ 1 vor. Es kann geschehen, da ein
Fliissigkeitsteilchen vom laminaren ins turbulente und wieder ins laminare Gebiet
uiberwechselt, méglicherweise sogar mit mehrfachen Wiederholungen.

3.3.3. Statistische Beschreibung. Bei Scherstromungen kann die ausgeprigte Grenze
zwischen turbulenter und nichtturbulenter Stromung als eine zusammenhidngende
Trennfliche angesehen werden, deren Lage nach Raum und Zeit unregelmiBig variiert.
Im Fall zweidimensionaler Stromungen ist der Abstand dieser Grenzflache von der
Bezugsfliche y=0 demgemil eine Zufallsfunktion Y(x,z,¢), die stationdr und beziig-
lich z homogen, beziiglich x schwach inhomogen ist. In Fig. 51, in der ein Normal-
schnitt (z=const) durch eine Wandgrenzschicht skizziert ist, erscheint die momentane
Lage der Grenzfliche als eine Schnittlinie, deren Abstand von der Wand durch Y(x,r)
beschriecben werde. Wenn man im #uBeren Teil der Grenzschicht an einem festen
Punkt des Raumes Turbulenzmessungen ausfiihrt, stellt man folglich nur zeitweise
turbulente Schwankungen fest; zwischendurch ist die Strémung ruhig. Um Einzel-
heiten der Strémung zu bestimmen, reicht eine einfache zeitliche Mittelung gemas
Gl. (1.17) nicht aus, vielmehr muB Gber die Zeiten turbulenter und nichtturbulenter
Stromung gesondert gemittelt werden (Zonenmittelwerte). Dazu ist im allgemeinen
eine Detektorsonde erforderlich, die anzeigt, ob die Strémung momentan turbulent
ist oder nicht.

nicht turbulent (rot u=0)

_mittlere Lage g Y
3 u("ﬁa JeIld ‘3%

ey
_ A
) 3 / Fig. 51

v Q Qg turbulenl rotusd) T_M
o \)Qg JC& Q(L)g’) S5 %%—O——/ Skizze eines Lingsschnitts
38 DCY‘())JCCﬁb l M —d durch die turbulente Grenz-
2 Wand ” schicht

Grundsitzlich konnte Y(x,z,¢) eine mehrwertige Funktion sein, jedoch ist das gleich-
zeitige Auftreten mehrerer Werte von Y so selten, daBl man diesen Fall ausschlieBen
kann. Die Wahrscheinlichkeit, die Turbulenzgrenze bei stationdrer Strémung in
einem bestimmten Abstand y vorzufinden, wird dann durch die Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung f(y,x) beschrieben, fiir die

}:f ,x)dy=1 (3.83)
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gilt. Man bezeichnet den Wert

a
%)= § Sy, x)dy (3.84)

y
als den Intermittenzfaktor; dieser Wert definiert die Wahrscheinlichkeit, an der
Stelle x,y turbulente Stromung anzutreffen; bei Versuchen beschreibt er den Bruch-
teil der Zeit, iiber den turbulente Strdmung an diesem Ort beobachtet wird. Der Inter-

mittenzfaktor hat im vollturbulenten Gebiet den Wert y=1 und fillt fiir groBe Wand-

12,

|\
Fig. 52 ~

Verteilung des Intermittenzfaktors in der Grenzschicht an
einer flachen Platte (nach Messungen von P. S. Klebanoff) U ,/gi. o 10

o

—-

abstinde auf y=0 ab. Aus der experimentell ermittelten Verteilung von y, die in
Fig. 52 fiir eine turbulente Grenzschicht bei konstantem Druck dargestellt ist, kann
man dann riickwirts die Wahrscheinlichkeitsverteilung f(y, x) bestimmen zu

Jfx)=— % (3.85)
Die mittlere Lage der Turbulenzgrenze ist damit durch den Abstand

T00 = Fr.23dy = | 104y (356)
festgelegt. Eine weitere wichtige statistische GréBe, die Streuung

o()=[(Y= T2}t = [T S0 ?)ZdyT= [2:§°y(y, X (- ?)ZdyT,

(3.87)

ist ein Ma$ fiir die Breite der Intermittenzzone, d. h. fiir die mittlere Faltungsamplitude
der Grenzfliche. Nach den vorliegenden Versuchsergebnissen kann die Wahrschein-
lichkeitsverteilung nach (3.85) durch die GauBsche Normalverteilung angenihert

werden,
"2
ot exp{_ b= } (388)
ag

dy V/2n 26

die fiir den Intermittenzfaktor eine Verteilung gemiB der Fehlerfunktion ergibt.
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Fig. 53 zeigt gemittelte Geschwindigkeiten in einer turbulenten Grenzschicht nach
Messungen von R. E. Kaplan und J.Laufer!). Das Zonenmittel in der turbulenten
Strémung {(u)p ist sichtlich geringer als der Gesamtmittelwert u; dagegen ist das
Zonenmittel in der nichtturbulenten Stromung (u), groBer, bleibt jedoch unter dem

100 ‘ %
(U)N/”m / F/um//
o956 —A-— 2 / Fig. 53
4 / Gemittelte Geschwindigkeiten in einer turbulenten
(W)l Grenzschicht
/ @ w/u,, tiber Gesamtzeit gemittelt
4 @ <{uyy/u, iiber Zeiten turbulenter Stromung ge-
mittelt
892 @ (un/u, liber Zeiten nichtturbulenter Stromung
a7 08 0.9 10 1 gemittelt
yl6— (nach R. E. Kaplan und J. Laufer)

Wert u,,, der ungestorten Stromung. Zonenmittelwerte von Schwankungsgréfen kann
man nach Townsend aus den Gesamtmittelwerten etwa zu

2
Wr "7 (3.89)

abschitzen. Allerdings setzt diese Beziehung voraus, dafl die Schwankungsgrofie in
der nichtturbulenten Strémung gleich Null und im turbulenten Gebiet homogen ist.

3.3.4. Dynamik der Turbulenzausbreitung. Die Ausbreitung der Turbulenzgebiete, die
hier das Wesentliche ist, bedeutet, dafl fortwiahrend nichtturbulente Fliissigkeit in das
Turbulenzgebiet eindringt und in turbulente Bewegung versetzt wird. Die Wirbel-
bewegung kann nach der Wirbelgleichung (Gl. (1.170)) nur durch Zahigkeitskrifte
auf die nichtturbulente (drehungsfreie) Fliissigkeit {ibertragen werden. In der diinnen
Schicht, in der sich der Wechsel von nichtturbulenter zu voliturbulenter Strémung
vollzieht, ibernimmt deshalb die Zihigkeit eine beherrschende Rolle.

Um sich die wesentlichen Vorginge der Wirbelausbreitung in diesem als ,,visk ose
Uberschicht*?) bezeichneten Gebiet an einem einfachen Modell klar zu machen,

!y Kaplan, R. E.; Laufer, J.: The intermittently turbulent region of the boundary layer.
In: Hetényi,M.; Vincenti, W. G. (Eds.): Appl. Mech. Proc. XII ICAM. Berlin-Heidelberg-
New York 1969, 236-245.

2y Corrsin, St.; Kistler, A. L.: Free-stream boundaries of turbulent flows. NACA TR
1244, 1955.
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148t man zunichst alle Verformungen auBer acht und fiihrt ein in der Uberschicht
ruhendes Achsensystem ein, Fig. 54. Die Normalkomponente der gemittelten Ge-
schwindigkeit ist gleich dem negativen Wert der Ausbreitungsgeschwindigkeit v., es

gilt also %W,= —v, =const. Ferner sei das Koordinatensystem so gewahlt, daB im
L ¥ nicht turbulent (rot u=0)
7
Fig. 54 ————®X] _viskose (Iberschicht
Zur Turbulenzausbreitung. Das Koordinaten Q}Q,S)OUCO??%}%OJ 30\)

system ruht beziiglich der viskosen Uberschicht Jos OQQQJ turbulent {uy=0,rotu+ 0/

turbulenten Gebiet u;=u,=0 ist. Die nichtturbulente Flissigkeit gleite mit der
Tangentialgeschwindigkeit u,(~ {upy — {up>y nach Fig. 53) Gber die turbulente hin-
weg, so daB der Wirbelvektor die Mittelwerte @,=w,=0, ®,=7u,/dx, hat. Das
Feld sei stationdr und homogen beziiglich x, und x;. Die Verteilungen von Wirbel-
schwankungen o' =]/(w;w))/2 und der Verlauf von @, iiber x, sind in Fig. 55 skiz-

| YO

wl
Fig. 55
Skizze der Verteilungen der Wirbelschwan- w3
kungen und der gemittelten Wirbelstirke @,
im Obergangsgebiet zwischen turbulenter

und nichtturbulenter Fliissigkeit. Das Koor- — T
dinatensystem ruht beziiglich der viskosen ﬂrb_u(gri_ Uberschicht __”iCht_ turbulent

Uberschicht rotye ) ——=ta—roty=0

ziert. Man erhilt die Gleichung fiir die Wirbelstiarke, indem man GI. (1.172) mit
) multipliziert und dann mittelt; so ergibt sich

1_ 6w§w;+1 ﬁu’zw,’-w;+ T - Oy
2" 70x, 2 ox, 293 5%,

_‘w,“w‘ o (o] 1 vazw,.w,. (0w} 0o

T ax; W2ox, | T 27 0x2 ox; 6x
dies ist eine erweiterte Form der in 2.1.2 angegebenen Gleichung fiir homogene Tur-
bulenz. Die beiden eingeklammerten Glieder, die durch die ,,Gleitgeschwindigkeit
4, hervorgerufen werden, sollen bei der Diskussion zundchst fortgelassen werden. Das

erste Glied der linken Seite stellt die Konvektion, das zweite die turbulente Diffusion
der Wirbelschwankungen dar. Das dritte und vierte Glied der rechten Seite geben die

(3.90)
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viskose Diffusion und Dissipation der Wirbelintensitit an. Das erste Glied der rechten
Seite beschreibt die Vermehrung der Wirbelstiarke infolge Streckung der Wirbelfdaden
und ist stets positiv. Im turbulenten Gebiet nahe der Uberschicht werden sich das
erste und vierte Glied — wie bei homogener Turbulenz (vgl. 2.3.3) — etwa das Gleich-
gewicht halten. Am AuBeren Rand der Uberschicht, wo ;-0 geht, steht das erste
Glied der linken Seite mit dem dritten Glied der rechten Seite in Konkurrenz.

Fir eine Dimensionsbetrachtung sind das Niveau ' der Wirbelschwankungen im
turbulenten Gebiet und die kinematische Zahigkeit als die steuernden Parameter an-
zusehen; daraus ergibt sich als charakteristische Linge A=(v/w')}. Wenn man alle
Léngen hiermit dimensionslos macht, findet man aus (3.90), daB die Ausbreitungs-
geschwindigkeit v, ~(w'v)¥ und die Dicke der Uberschicht ~(v/w') ist. Die Wirbel-
intensitdt und die Energiedissipation sind durch

(3.91)

E=VW

miteinander verbunden, so da A dem Kolmogoroffschen Mikro-Lingenmal (Gl.
(2.146)) entspricht. Die Dicke der viskosen Uberschicht ist also von der GroBenord-
nung der Kolmogoroffschen Liange I, (~v%/s%) und die Ausbreitungsgeschwindig-
keit hat die GroBenordnung

e~ (e V). (3.92)

Die Tangentialkomponente %, unterliegt der Reynoldsschen Gleichung, die
fir diesen einfachen Fall integriert werden kann und mit den zugehdrigen Randbe-
dingungen

v (U —'12):——717+v?-u—l (3.93)

e\¥1o 1 axz .
lautet. Im nichtturbulenten Gebiet besteht keine Korrelation zwischen den Schwan-
kungen v’ und v'; 4, nihert sich daher fiir positive x, asymptotisch dem konstanten
Wert #,,, und 0%,/0x, verschwindet, so daB alle drei Glieder von (3.93) gegen Null
gehen. Konnte man die Reynolds-Spannung ganz vernachléssigen, dann hatte
(3.93) die Losung

ulao'_;l =Hlaoexp[_vex2/v]’ (394)

die der asymptotischen Losung der laminaren Absaugegrenzschicht!) entspricht. Die
Schubspannung, die bei der Absaugegrenzschicht von der Wand aufgenommen wird,
muB hier durch die Reynoldssche Spannung weitergeleitet werden. Im turbulenten
Gebiet wird %, -0, du/dx,—0 und (3.93) reduziert sich fiir negative x, auf
Velj=—U0. 3.99)

Die Tangentialgeschwindigkeit #,, wird also durch die GroBe der Reynolds-
Spannung im Turbulenzgebiet bestimmt. Die Dicke dieser ,asymptotischen Absauge-

1) Vgl. Schlichting, H.: [3], 359.
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schicht“ ist von der GroBenordnung v/v, oder, mit (3.92), ~ v%/eﬁ. Dies ist die gleiche
GréBenordnung, die auf Grund der Wirbelausbreitung fiir die Uberschicht gefunden
wurde. Zur GrofBenabschitzung der Tangentialgeschwindigkeit greift man wieder
auf die Wirbelgleichung (3.90) zuriick. Es ist unwahrscheinlich, daB die eingeklam-
merten Glieder groBer als die iibrigen sind. &, wird also von gleicher Gré8enordnung
oder kleiner als @' sein. Daraus ist zu folgern, da %, die Gré8enordnung von v, nicht
iibersteigen diirfte.

Die kontinuierlichen Verformungen der Turbulenzgrenze, die durch die Tur-
bulenzbewegung der verschiedenen MaBstibe bewirkt werden'), haben eine immense
VergroBerung der von der viskosen Uberschicht iiberdeckten Flache gegeniiber der
von der gemittelten Lage Y(x) erzeugten Fliche zur Folge. Im gleichen Verhiltnis
vergroBert sich die Menge der in das Turbulenzgebiet eindringenden Fliissigkeit. Ein
Flichenelement der Uberschicht hat die GroBe

z )
dO=dxsz1 + (B_Y) + (9{) . (3.96)
0x oz

Man kann daher eine gemittelte Ausbreitungsgeschwindigkeit v. definieren,
t+1

N\ 2 N\ 2
-t o - (252 (520 o
<. 397

wobel v, (x,2,t) die nach Fig. 54 deﬁnierte_ ortliche, normal zur Uberschicht geri?_htete
Ausbreitungsgeschwindigkeit ist und dY/dx<1 vorausgesetzt wird. Fiir die Ande-
rung des gemittelten Abstandes Y(x) nach (3.86) gilt dann die angeniiherte Beziechung

dY % (x)+7(x,Y)
dx = uakY)

(3.98)

wobei % und 7 die Komponenten der gemittelten Strémungsgeschwindigkeit sind.

Versuche in freier Turbulenz und Grenzschichten zeigen, daB d¥/dx und damit
T.(x) von der Reynolds-Zahl praktisch unabhingig sind. Mit den iiblichen Ahn-
lichkeitsbetrachtungen (vgl. 4.3.1 und 4.4.4) kommt man daher zu dem SchluB, daB
sich die Oberfliche der Uberschicht im Vergleich zur Projektionsfliche y=const
im Verhaltnis (L/l,)¥ vergroBert, wobei L eine Integral-Linge ist.

Es besteht also ein enger Zusammenhang zwischen den Betriigen der gemittelten Aus-
breitungsgeschwindigkeit 7, und der Faltungsamplitude der Grenzflidche; der Mecha-
nismus, der die Faltungsamplitude bestimmt, ist aber fiir die einzelnen Strémungs-
fille sehr unterschiedlich. So ist 7. im Verhiltnis zum Niveau der Schwankungs-

geschwindigkeiten (Vq__z) bei Nachlaufstrémungen wesentlich groBer als bei Grenz-
schichten an flachen Platten. Das gegenwirtige Wissen ist liickenhaft, so daB alige-
meine Aussagen nicht mdéglich sind.

') Vgl. hierzu Townsend, A. A.: The mechanism of entrainment in free turbulent flows.
J. Fluid Mech. 26 (1966) 689-715.
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3.3.5. Die Stromung auBerhalb der Turbulenzgebiete. Die auBerhalb der Turbulenz-
gebiete vorhandenen Geschwindigkeitsschwankungen kdnnen, da die Strdmung dre-
hungsfrei ist (rotw=0), durch ein stochastisches Potentialfeld ¢'(x,t) beschrieben
werden; es gilt also
u; = a_qo: ’o -

P ax, ox.0x;
Fir die theoretische Behandlung denke man sich die Normalkomponente v’ in einer
zur gemittelten Turbulenzgrenze parallelen Ebene (y=0) als stationdre, homogene
Zufallsfunktion definiert,

0p’

= =v'(x,0,2). (3.100)
(dy )y=0
Diese Schwankungen, die durch das Turbulenzfeld erzeugt sein mogen, klingen mit
dem Abstand y ab und erfiillen fiir y— oo die Randbedingung ¢’ =0. Driickt man die
Geschwindigkeitsverteilung (3.100) als zweidimensionales Fourier-Stieltjesches
Integral (vgl. 1.2.5) aus,

v (x,0,2)= [ el 2 d Z(k), (3.101)

(3.99)

wobei k der Wellenzahlenvektor mit den Komponenten k, und k, ist und das Integral
sich {iber alle k erstreckt, so hat Gl. (3.99) die Lésung

dZ(k)
k
mit k=|k|=}/kZ+kZ. Diese Losung ermoglicht eine Reihe interessanter Aussagen
iiber das Schwankungsfeld im nichtturbulenten Gebiet. Die Rechnungen, die hier
{ibergangen werden miissen?), liefern als wichtigste Ergebnisse, daB zwischen senk-

recht zueinander wirkenden Geschwindigkeitskomponenten keine statistische Kor-
relation besteht, d.h. es ist

Wo=udw=vw=0, (3.103)

@' (x,y,2)=—[exp[ik, x+k,z)—k y] (3.102)

ferner daB die Bezichung
V= tw? (3.104)

gilt und schlieBlich, daB die kinetische Energie der Schwankungen mit dem Kehrwert
der vierten Potenz des Abstandes abfallt,

q
Ty (3.105)

Diese Befunde wurden experimentell bestitigt.

1) Phillips, O. M.: The irrotational motion outside a free turbulent boundary. Proc. Cambr.
Phil. Soc. 51 (1955) 220-229.

Stewart, R. W.: Irrotational motion associated with free turbulent flows. J. Fluid Mech. 1
(1956) 593-606.
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3.4. Halbempirische Berechnungsmethoden

Fiir die Ingenieure besteht das Bediirfnis, wichtige GréBen turbulenter Strdmungen
(Reibungswiderstand, gemittelte Geschwindigkeitsverteilungen und andere mehr)
vorausberechnen zu konnen, die unter gegebenen Randbedingungen zu erwarten sind.
Es ist deshalb schon sehr zeitig versucht worden, die der theoretischen Behandlung
entgegentretenden Schwierigkeiten mit einfachen empirischen Ansidtzen zu iiberwin-
den. In diesem Abschnitt werden Mdoglichkeiten besprochen, die Gleichungen fiir
Scherstrdmungen durch Einfithren dimensionsrichtiger Ansitze zu 16sbaren partiellen
Differentialgleichungen zu machen. Da in gewissem Umfang versuchsmiBig gewon-
nene Erfahrungsdaten in Verbindung mit Modellvorstellungen verarbeitet werden,
bezeichnet man die so entstehenden Berechnungsformeln als halbempirisch. Es han-
delt sich, anders ausgedriickt, um die SchlieBung des Systems der Gleichungen von
1.3.5 und 1.3.6 durch phinomenologische bzw. empirische Ansdtze. Von allen Be-
miihungen, die dort beschriebene Hierarchie von Differentialgleichungen zu schlieBen,
haben in der Tat bis jetzt einzig die halbempirischen Verfahren praktisch brauchbare,
wenn auch nicht immer ganz befriedigende Ergebnisse geliefert.

3.4.1. Austauschansatz und Mischungswegformel. In den meisten Biichern iiber Stro-
mungslehre begegnet man bei Behandlung turbulenter Scherstrdmungen vor allem
zwei Formeln, nimlich dem Austauschansatz und der Mischungswegformel.

Bei dem Austauschansatz, der auf J. Boussinesq (1877) zuriickgeht, wird in
Analogie zum Newtonschen Gesetz der Flissigkeitsreibung eine scheinbare Zihig-
keit A,=g¢, eingefiihrt, die auch AustauschgroBe genannt wird. Fiir die Rey-
noldssche Schubspannung in einer scherenden Parallelstromung u(y) schreibt man
also . .
7 u
A,d—y = Qs,d—y.
¢, stellt eine der kinematischen Zihigkeit v entsprechende GroBe dar, die als Wirbel-
viskositdt oder scheinbare Zihigkeit bezeichnet wird und die Dimension [Ge-
schwindigkeit x Lange] hat. Zu der Annahme, die turbulente Stromung als die Stro-
mung eines Mediums mit verdnderten Eigenschaften anzusehen, wird man gefiihrt,
wenn man sich darauf beschriinkt, mit der althergebrachten Ausriistung (Staurohr,
Druckanbohrungen an der Wand, Fliissigkeitsmanometer oder dgl.) Mittelwerte wie
Druckabfall im Rohr oder Geschwindigkeitsverteilung zu messen; denn hierbei
bleiben die Einzelheiten der komplizierten Bewegung verborgen. Die Wirbelviskositit
¢, ist aber keine StoffgroBe wie die kinematische Zihigkeit v, sondern eine von Ort
zu Ort verschiedene GroBe (die z. B. mit Anndherung an die Wand gegen Null geht),
die sich mit der gemittelten Geschwindigkeit und den geometrischen Abmessungen
des Stromungsfeldes dndert.

Die Mischungswegformel wurde von L. Prandtl (1925) in der Absicht ent-
wickelt, eine allgemeine Beziehung zwischen der Wirbelviskositdt und dem gemittelten
Geschwindigkeitsfeld zu schaffen. Den Mischungsweg ! deutet Prandti als den

—euT=

(3.106)
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Weg, den einheitlich bewegte ,Fliissigkeitsballen in Richtung der y-Achse durch-
schnittlich zuriicklegen, bevor sie durch Vermischung ihre Individualitit einbiiBen.
Man stellt sich vor, daB die Geschwindigkeitskomponente u der Turbulenzballen
wahrend dieser Zeit konstant bleibt, so daB die erzeugten Langsgeschwindigkeits-
schwankungen «’ etwa den Betrag Idu/dy haben, und daB die Verdringungswirkung
der Turbulenzballen Quergeschwindigkeitsschwankungen v von gleicher GroBen-
ordnung hervorruft. Die scheinbare Schubspannung ist daher von der GréBenordnung
o(ldu/dy)®. Damit zum Ausdruck kommt, daB die Schubspannung das gleiche Vor-
zeichen wie du/dy hat, wird fiir die Mischungswegformel

du| du

dy| dy

geschrieben. Sieht man die GroBe von [ als von der Geschwindigkeit unabhiingig an,
so andert sich die Reynoldssche Spannung proportional dem Quadrat der gemit-
telten Stromungsgeschwindigkeit. Dies ist im Einklang mit der Wirklichkeit. Setzt
man GI. (3.107) und (3.106) gleich, so ergibt sich fiir die Wirbelviskositit die Bezichung
du
dy
die besagt, daB nicht nur die Schubspannung, sondern auch die Wirbelviskositit
selbst vom Geschwindigkeitsgradienten abhdngt. Eliminiert man hier noch d#/dy
mit Hilfe von (3.106), so findet man folgende Korrespondenz zwischen Wirbelvisko-
sitit und Mischungsweg:

e=)/Tav|L (3.109)

Ergianzung. Es gibt noch einige weitere Ansitze, die in die gleiche Kategorie gehdren. Der
Ansatz von H. Reichardt') fiir die gesamte Impulsiibertragung —uv= —uv—u'v', die ins-
besondere bei freier Scherturbulenz Anwendung gefunden hat, lautet
. a?
—uv=A-—, (3.110)
oy
wobei die ,,UbertragungsgroBe” A die Dimension einer Linge hat. Hierbei wird also die ge-
samte Impulsiibertragung in der Querrichtung mit dem Gradienten des Impulses der x-Rich-
tung in Verbindung gebracht und es wird von der iiblichen Unterscheidung zwischen einer
gemittelten Geschwindigkeit und einer Schwankungskomponente abgesehen.

Eine alternative Betrachtungsweise, nach welcher die Wirkung der Turbulenzbewegung auf

die gemittelte Stromungsgeschwindigkeit als ein Wirbeltransport gedeutet wird, geht auf
G.1. Taylor?) zuriick. Mit der Wirbelkomponente w,=(du'/3y)—(dv'/8x) 14Bt sich

—pu'v=p/? (3.107)

g,=12

> (3.108)

Kl J— N
—(—ou' V)~ —¢v w, (3.111)
dy

1y Reichardt, H.: Uber eine neue Theorie der freien Turbulenz. Z. angew. Math. Mech. 21
(1941) 257-264.

3) Taylor, G. L.: The transport of vorticity and heat through fluids in turbulent motion.
Proc. Roy. Soc. A 135 (1932) 685-705.
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2 ’

1 QL +u @), nur kleine GréBe haben,
2 ox dy

wenn die Strdmung, wie bisher angenommen, in Ebenen y=const fast homogen ist. Der
Gradient der Schubspannung wird also durch die ,,Wirbelkralt“ —gv' w, (eine Volumenkraft!)
ersetzt. Taylor fuhrt nun analog zu (3.106) den Ansatz

schreiben, wobei die fortgelassenen Glieder, —g(

_— daw, &*u

—ev wz=08m"5; =~ Qs“’a’yz

ein, wobei @, ~(0w/dy) der Mittelwert der Wirbelstirke ist'). Falls ¢, =const ist, sind (3.106)

und (3.112) identisch und es gilt ¢,=¢, Fithrt man fiir ¢, einen Ansatz nach (3.108) ein,

e,=12|0%/dy|, so ergibt die Integration bei konstantem I, wieder die Mischungswegformel

mit der Relation Iw=]ﬁl. Im allgemeinen Fall fithren die Ansétze jedoch zu grundsatzlich

verschiedenen Ergebnissen. Insbesondere ergibt der Wirbeltransportansatz kein sinnvolles

Ergebnis, wenn gu'v'=const und 9%u/dy*+0 ist, was in einigen Fillen auftritt, z.B. beim
Wandgesetz.

(3.112)

Allen Ansitzen dieser Art haften zwei grundsitzliche Mingel an, der eine betrifft die
physikalische Konzeption und der andere die praktische Anwendung.

Zum ersteren ist zu sagen, daB die Vorginge bei molekularen und turbulenten Trans-
porterscheinungen derartig voneinander verschieden sind, daB die implizierte Analogie
nur mit groBem Vorbehalt akzeptiert werden kann. Der groBte Mangel dieser Formeln
ist, daB die scheinbare Schubspannung nur mit dem ortlichen Geschwindigkeitsgra-
dienten du/dy in Verbindung gebracht wird, wihrend in Wirklichkeit die Stromung
in benachbarten und weiter stromaufwirts liegenden Gebieten die GroBe von — ou'v'
mitbestimmt. Man bedenke 2. B. nur, daB ein Turbulenzballen, wiahrend er sich um die
Strecke des Mischungsweges [ quer zur Strdmungsrichtung bewegt, eine Strecke strom-
abwirts fortgefiihrt wird, die mindestens um eine Gr68enordnung grofer ist.
Hinsichtlich der Anwendung ist zu beachten, daB sich nach Einfiihren einer der An-
sitze in Gl. (3.11) noch keineswegs ein geschlossenes Gleichungssystem ergibt. Mit
dem Austauschansatz (3.106) wird lediglich die unbekannte Schubspannung —ou'v’
durch die unbekannte Wirbelviskositit ersetzt. Auch fir die Anwendung der Mi-
schungswegformel (3.107) werden Angaben iiber die GréBe [ benétigt, die in allgemein-
giiltiger Form nicht vorliegen. Die v. KArménsche Beziehung

du/dy
d?u/dy?
in der » eine empirisch zu bestimmende Konstante bedeutet, ist nur beschrinkt
anwendbar; sie versagt, wenn die Verteilung von % einen Wendepunkt hat.

Trotz dieser Unzulidnglichkeiten werden die Ansitze (3.106) und (3.107) seit Jahrzehn-
ten bis in die Jetztzeit hdufig angewendet. Obwohl die Vorausberechnung der Ge-
schwindigkeitsverteilung und anderer GroBen die eigentliche Aufgabe ist, steht am
Anfang gewtShnlich die Nachrechnung von Strémungen, fiir die Experimente bereits

=X

, (3.113)

"} O. M. Phillips behandelt diese Konzeption in Verbindung mit einem Strémungsmodell,
das der Theorie der Wasserwellenentstehung entlehnt ist. Phillips, O. M.: The maintenance
of Reynolds stress in turbulent shear flow. J. Fluid Mech. 27 (1967) 131-144.
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durchgefiihrt sind. Man geht entweder von sinnvoll erscheinenden Annahmen fiir ¢,
bzw. ! aus und variiert sie eventuell solange, bis die Rechnungsergebnisse in annehm-
barer Ubereinstimmung mit den Versuchsdaten sind, oder man betrachtet Gl. (3.106)
bzw. (3.107) als Definitionsgleichungen fiir ¢, bzw. [ und berechnet diese GroBen aus
den Versuchsergebnissen'). Die Resultate korreliert man mit geeigneten Parametern
in der Absicht, die so gewonnenen Zusammenhinge fiir ¢, und ! auf andere Falle zu
iibertragen. Wihrend in fritheren Jahren nur einfachere Stromungsfille behandelt
worden sind, wurden nach Aufkommen von Rechenautomaten Verfahren zur Berech-
nung komplizierter Fille entwickelt. Dabei kommt als Vorteil dieser Ansitze zur Gel-
tung, daB die Rechenmethoden fiir laminare Grenzschichten auf turbulente Stro-
mungen angewendet werden kénnen. Es liegen heute Erfahrungen in gréBerem Um-
fang, insbesondere fiir Grenzschichten vor (vgl. 4.4.6). In vielen Fillen sind die voraus-
berechneten Ergebnisse fir technische Zwecke durchaus brauchbar; in anderen Fallen
bleiben die Resultate unbefriedigend.

Anwendung aof das universelle Wandgesetz. Als Anwendungsbeispiel soll die Geschwindig-
keitsverteilung des universellen Wandgesetzes nach (3.63) berechnet werden. Setzt man

e,=xu,y bzw. l=xy, (3.114)

wobei x die v. Karmansche Konstante ist, und fiihrt (3.106) oder (3.107) in Gl. (3.65) ein,
so erhilt man die in Gl (3.67) gegebene Form und damit das universelle Geschwindigkeits-
gesetz (3.68). Da im vollturbulenten Bereich Gleichgewicht zwischen Energieproduktion und
Dissipation besteht und weder diffusiver noch konvektiver Transport vorhanden ist, scheint
die Anwendung des Mischungswegansatzes geeignet zu sein. Tatsdachlich hat Prandtl die
logarithmische Geschwindigkeitsverteilung zuerst vermittels der Mischungswegformel her-
geleitet.
Mitunter ist es wiinschenswert, den Verlauf der gemittelten Geschwindigkeitsverteilung vom
vollturbulenten Bereich bis zur Wand genauer zu kennen. AuBerdem méchte man die Behand-
lung mit empirischen Methoden gern in den Griff bekommen, um gegebenenfalls Nebeneffekte,
wie Variation der Schubspannung, Absaugen oder Ausblasen durch die porése Wand, Dichte-
variationen oder dgl. abschitzen zu kénnen. Fithrt man (3.107) in Gl. (3.61) ein und 16st die qua-
dratische Gleichung nach d#/dy auf, so ergibt sich
= 2
du_ 2wp (3.415)

dy NZ
1+ 1+4<51>
v

Mit dem Ansatz [=xy liefert die Integration von (3.106) wieder die asymptotische Form
(3.68) fiir y—oo.

Um im Bereich der viskosen Ubergangsschicht einen der wirklichen Geschwindigkeitsver-
teilung entsprechenden Verlauf und mit Versuchswerten quantitativ iibereinstimmende GroBe
fur die Integrationskonstante C zu bekommen, ist eine Modifikation fiir kleine y-Werte er-
forderlich. Mit der von van Driest?) auf Grund einer Analogie mit der Stokesschen Losung
fiir die oszillierende Platte entwickelte Beziehung

') Negative ¢, und imaginire Werte fiir ! treten selten aul, sind aber nicht ganz ausgeschlossen.
2y Van Driest, E. R.: On turbulent flow near a wall. J. Aeron. Sci. 23 (1956) 1007-1011.
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I=uny[l—exp({—y*/A)] (3.116)

erhilt man eine Verteilung, die beziiglich aller Ableitungen stetig ist und die sich auch bei
Erweiterungen bewdhrt hat. Darin ist 4 eine empirische Konstante. In Fig. 56 ist die Inte-
grationskonstante C der Gl (3.68) als Funktion der van Driestschen Konstanten fiir
einige Werte der v. Kdrmanschen Konstanten dargestellt; dieses Ergebnis wurde ver-
mittels numerischer Integration von (3.115) ermittelt.

Mit Hilfe des Mischungswegansatzes ist eine Reihe von Einfliissen auf die gemittelte Ge-
schwindigkeitsverteilung des Wandgesetzes behandelt worden, so der EinfluB der Variation
der Schubspannung, des Absaugens und Ausblasens von Fliissigkeit durch eine porése Ober-
fliche, die Wirkung von Machzahl und Wirmeibertragung u. a.
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Fig. 56 7
Variation der Integrationskonstanten C des
Wandgesetzes, Gl. (3.68), als Funktion der
van Driestschen Konstanten A, Gl. (3.116), 20 22 24 26 28 20

und der v. Karmanschen Konstanten x A—

3.4.2. Berechnungsmethoden auf der Grundlage der Turbulenz-Energiegleichung. Bei
den soeben besprochenen Verfahren wurde mit phinomenologischen Uberlegungen
direkt in den Reynoldsschen Gleichungen begonnen; man konnte diese Verfahren
deshalb als halbempirische Methoden erster Ordnung bezeichnen. Bessere Resultate
sind mit halbempirischen Methoden héherer Ordnung zu erwarten, bei denen man
die phinomenologischen Ansitze in die Momentengleichungen von 1.3.6 einfiihrt.
Es liegt eine Anzahl von Methoden vor, bei denen versucht wird, die Gleichungen fiir
die Reynolds-Spannungen von 3.1.3 auf dieser Basis in ein l0sbares System zu ver-
wandeln. Die #lteren Vorschlige, die um 1950 oder frither verdffentlicht wurden,
konnten zunichst keine praktische Bedeutung erlangen, weil die technischen Hilfs-
mittel zur numerischen Losung solch komplizierter Differentialgleichungssysteme
nicht zur Verfiigung standen. Die heute verfiigbaren Rechenautomaten erdffnen ganz
neue Moglichkeiten; deshalb wird an mehreren Stellen an der Vervollkommnung
derartiger Rechenverfahren gearbeitet.
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Prandtls Methode. Bei mehreren Methoden, die sich an die von L. Prandtl?) 1945
verdffentlichten Uberlegungen anlehnen, ist der Kern die Berechnung der &rtlichen
Schwankungsenergie ¢2/2 vermittels der Gl. (3.28); dazu werden die Ausdriicke in
{>-Klammern vernachlissigt und es sind Annahmen {iber die Dissipation und die
Diffusion erforderlich. Fiir die Reynoldssche Schubspannung wird nach Prandtl]
der Austauschansatz (3.106) benutzt; dabei wird die Wirbelviskositit proportional
der Wurzel der kinetischen Turbulenzenergie gesetzt,

=kVq*2L, (3.117)

wobei k ein dimensionsloser Koeffizient und L ein Integrai-LingenmaB ist. Fiir die
turbulente Dissipation wird die Formel (3.43) benutzt und fiir die Diffusion ein dem
Austauschansatz analoger Ausdruck eingefiihrt,

@72+ Plo)' =~k /4?2 L2 /20y, (3.118)
wobei k, ein weiterer Koeffizient ist. Damit ergibt sich das Gleichungssystem

3 yr R 39t = A2
lgai+lgai+u,vfaj+C(q_/z_)_i{qu%LM}zo,

27 d0x 2 dy dy L dy dy

(3.119)
T e 5ﬁ
S =W =K/FRLY (3.120)

das mit der Bewegungsgleichung (3.13) und der Kontinuitétsgleichung (3.2) simultan
zu integrieren ist. Die Anwendung dieser Formeln auf das vollturbulente Gebiet des
Wandgesetzes, in welchen ? und 1 konstant sind, ergibt zwei wichtige Beziehungen
fir die Koeffizienten ¢ und k. Diese Beziechungen werden besonders einfach, wenn man
die Lange in diesem Gebiet als L=xy (wie den Mischungsweg) festsetzt. Durch
Gileichsetzen der Dissipation nach (3.43) und (3.73) erhilt man
3 3%
uw _ 9

ny L

2 -i- % __r—/ 3
und damit ¢ =(2i2‘> = (2_"'_;) = (2 Rl
q eq q°

¥
) . (3.121)
Mit ¢, nach (3.106) und (3.114) folgt ferner

k=—"=cb (3.122)

LaBt man in (3.119) die konvektiven Glieder und die Energiediffusion fort, so fiihrt
die Kombination von (3.119) und (3.120) nebst (3.122) direkt auf die Mischungsweg-
formel (3.107). Auf Grund Wieghardts Abschitzungen ist cx0,18, k=~0,56 und

!y Prandtl, L.: Uber ein neues Formelsystem fiir die ausgebildete Turbulenz. Nachr. Akad.
Wiss. Gottingen, Math.-Phys. Klasse 1945, 6—19.
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k,~038. G. S. Glushko') hat diese Methode hinsichtlich des Reynolds-Zahl-
einflusses erweitert und Rechnungen fiir die Grenzschicht an der ebenen Platte aus-
gefithrt. Dabei wurde der Ubergang in die viskose Unterschicht ebenso wie der Uber-
gang von der laminaren in die turbulente Stromung mit erfalt. 1. E. Beckwith und
D. M. Bushnell?) haben diese Rechnungen wiederholt und auf Grenzschichten mit
verdnderlicher Druckverteilung ausgedehnt, wobei die Wirkung von Modifikationen
studiert wurde.

Bradshaws Methode. Bei der Methode von P. Bradshaw, D. H. Ferriss und N. P.
Atwell®) wird fiir die Reynoldssche Schubspannung alternativ zu (3.117) eine
lineare Abhangigkeit zur turbulenten kinetischen Energie

WY = % =a,q (3.123)

vorausgesetzt, wobei a;=0,15 angenommen wird. Nach (3.121) ergibt sich dann fiir
¢=(2a;)?=0,164. Bei diesem fiir Grenzschichten gedachten Berechnungsverfahren
wird die turbulente Energiediffusion durch den Ansatz

4
i rlo)y = ™) g 3124
(q*/2+p'/e)v ( 0 > 2 (3.124)

beriicksichtigt, wobei t,,,, der Maximalwert der Schubspannung und G eine dimen-
sionslose Funktion ist, Fig. 57.

rmax % y
G= (eui,) (p(§>. (3.125)

32 /
24 ~
N
6 (Jﬂ,) ply/6)
9Uo /
16
g /
S 7
Fig. 57 _
Empirische Funktion zur Berechnung der 0 a2 04 08 08 10 12
Energiediffusion nach P. Bradshaw y/6 -

') Glushko, G. S.: Turbulent boundary layer on a flat plate in an incompressible fluid.
Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Mek. No. 4 (1965) 13-23. Engl. Ubers. in: NASA TT F 10, 080.
2) Beckwith, I. E.; Bushnell, D. M.: Detailed description and resuits of a method for
computing mean and fluctuating quantities in turbulent boundary layers. NASA TN D-4815,
1968,

%) Bradshaw, P.; Ferriss, D. H.; Atwell, N. P.: Calculation of boundary-layer develop-
ment using the turbulent energy equation. J. Fluid Mech. 28 (1967) 593-616.
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Die Energiegleichung lafit sich dann in eine Differentialgleichung fiir die Reynolds-
sche Schubspannung umschreiben,

_a( 1 _af 1 T 3, (1) | (Tam ) O (T
) ) - = D XL | 1 G—=]=0.
u@x<2a19>+vay<2alg> 0 5y+ L +< e > oy\ e

(3.126)

Nach Fortlassen der Transportglieder und Dividieren durch t/g reduziert sich diese
Gleichung auch auf den Mischungswegansatz. Das mit dieser Gleichung und den
GIl. (3.2) und (3.13) gebildete Gleichungssystem hat hyperbolische Eigenschaften; ein
Charakteristiken-Verfahren zur Losung der Gleichungen wurde ausgearbeitet. Es

a16
N
012 /’/ \\
// prarraiane, | \\\
b
0.08 4
~N
T RS
L0 NNy e e
S Empirische Verteilungen fiir das
— LingenmaB
0 02 04 a6 08 10 12 14  ~————— Bradshaw
y/b—-s — — — Glushko

mag erwidhnt werden, daB die hyperbolischen Eigenschaften von (3.126) mit dem
Ansatz (3.124) fiir die Energiediffusion zusammenhingen; die Energiegleichung in der
Form (3.119) ist vom parabolischen Typus.

Die Genauigkeit der beschriebenen Berechnungsmethoden beruht ginzlich auf den
empirischen Funktionen, insbesondere auf der gewidhlten Verteilung des Langen-
maBes. In Fig. 58 sind die von Bradshaw und von Glushko!) benutzten Vertei-
lungen dargestelit.

3.4.3. Bewegungsgleichung fiir ein Integral-LiingenmaB. Bei den eingefiihrten Nihe-
rungsformeln fiir Dissipation und Energiediffusion wird die riumliche Struktur der
Turbulenz (wie bei der Mischungswegformel) vereinfachend durch LingenmaBe be-
riicksichtigt. Sie konnen zur Berechnung turbulenter Strémungen nur benutzt werden,
wenn Beziehungen fiir diese LingenmaBe zur Verfiigung stehen. Dal} viele Autoren
keine allgemein giiltigen Regeln hierfiir angeben, muf} als unbefriedigend empfunden

'y Glushkos Verteilung wurde affin verzerrt, so daB sie nahe der Wand mit Bradshaws
Verteilung, d. h. L=xy iibereinstimmt. Die Verzerrung bleibt ohne Riickwirkung auf die
Rechenergebnisse, wenn die Koeffizienten c, k, k, entsprechend umgerechnet werden.
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werden. Diese LingenmaBe entsprechen ihrer Bedeutung nach Makro-Liingen gemiB
der Definitionsgleichung (1.37); man kann dafiir Bewegungsgleichungen aus den
Navier-Stokesschen Gleichungen herleiten. Fiir isotrope Turbulenzfelder wurde
eine solche Bewegungsgleichung schon in Gl. (2.222) angegeben.

Definition des LingenmaBes. Gl. (1.37) umfaBt je nach Wahl der beteiligten Geschwin-
digkeitskomponenten und der Integrationsrichtung eine Vielfalt von Integral-Lingen-
maBen. Fiir das Folgende ist nun die Definition eines LingenmaBes wiinschenswert,
das von keiner Integrationsrichtung abhéngt. Unter Benutzung der Spektralfunktion
nach Gl. (1.91) erfiillt die GroBe

L .

L{x)=é %

7 8
V(k)

(3.127)

£

diese Forderung. Durch den Zahlenfaktor 3n/8 wird L im Fall isotroper Turbulenz
mit der Lénge L, nach Gl. (2.53) identisch (vgl. auch (2.72)); hierdurch werden Ver-
gleiche erleichtert. Wenn man @,(x,k) nach Gl. (1.91) in (3.127) einsetzt, 4Bt sich die
Integration iiber den k-Raum ausfiihren und es ergibt sich L als Integral iiber die Kor-
relationsfunktion

3
7*(x) Lix) = f R(x, r) - (3.128)
. Vir)
wobei
F(x)=Ry(x,0)= | ®,(x,.k)dk (3.129)
Vk)

gilt. Mit diesen Definitionen kann man nun eine Gleichung fiir das Produkt ¢%L her-

leiten, indem man wahlweise die Operation J %’f auf die G1. (1.199) oder j (;121

Vik r
auf GL. (1.193) anwendet'). Das definierte Lig.r;genmaﬁ stellt auch bei kompli(zi)crten
Turbulenzfeldern eine brauchbare charakteristische GroBe dar (,Durchmesser der
Turbulenzballen” im Sprachgebrauch der Mischungswegkonzeption). Bei schichten-
und spindelformigen Turbulenzfeldern geniigt es jedoch, die Integration nur in Rich-
tung parallel zum Gradienten der gemitteiten Geschwindigkeit, d.h. in y-Richtung
vorzunehmen. Fiir Scherstromungen erscheint also die Definition

oo]u

f R;i(x,r,)dr, (3.130)

') Siehe FuBnote 2, S. 143.
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zweckmiBig, Fig. 59, weil die Herleitung der Differentialgleichung fiir g2/ hiermit
etwas iibersichtlicher wird. Bei isotroper Turbulenz sind die beiden L nach Gl. (3.128)
und (3.130) gleich. Wenn feste Winde vorhanden sind, wird der Integrationsbereich
durch die Wénde begrenzt.

w'
xery
|
1
T 1
—_— : fy
]
|
e Fig. 59
X - Zur Definition des Integral-LingenmafBes nach Gl. (3.130)

Die Bewegungsgleichung. Die gesuchte Bewegungsgleichung kann man jetzt unmittel-
bar unter Benutzung von Gl. (1.193) herleiten, wobei man die Vereinfachungen fiir die
im Mittel zweidimensionalen stationdren Stromungsschichten beriicksichtigt. Die
Gleichung fiir R;; lautet dann :

_OR; _OR,; _ _ - 0R; du(x) du(x+r)
i H . H R
Chr +7 6y + [o(x+r) v(x)]—ary + R, 3y + R,, 3y +
OR 2y 0 1 0
2 — —— (R — Ry — = — A31
ay ark (R(tk)l Rl(xk)) o a (p U +U p) (3 3 )

0.

I

PR, @Ry PRy
-2 +2
oy? dyor, Or Ory

Auf die Druck-Geschwindigkeitskorrelationen wurde dabei Kontinuitdtsbedingung
angewendet. Bei der Integration iiber r, ergibt das dritte Glied von (3.131) nach par-
tieller Integration und Anwendung der Kontinuititsgleichung

©

_ — o ORy To(x+r,) [ oux+r)
[v(x+r )—7(x)] G, dr,=— J TR‘idry— ——ax—Rﬁdy

—® -

"-——~.8

©

6—(x T Ju(x+r,) 0u(x)
j j [ x }R,,dy (3.132)

=

Multipliziert man (3.131) mit 3/16 und integriert dann tber r,, so gewinnt man mit
(3.130) und (3.132) die Bewegungsgleichung fiir das Integral-LingenmaB in der Form
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V0 aen+5l@n+ 2 j [———aﬁ("“’) Tix)}R dr, +

2 0x 2 dy 16 0x
Konvektion
3 Ju(x) 3 [ Ou(x+r)
+R 3y R“dry+ﬁ 3 R,,dr
Produktion
(3.133)
3 3
16 J~ R i — Ry dry— § J~
D1551pat10n
213 — = v.Oo 5. _
+5; 16 j |:R(,2),+ (pu+up)}dry 5 5;(q L)>=0,
Diffusion

die ein Pendant zur Gl (3.28) fiir die kinetische Turbulenzenergie bildet. Vernach-
lassigt wurden die Glieder, die den in Gl. (3.28) in Klammern <---> gesetzten Aus-
driicken entsprechen. Es stehen auch hier Turbulenzerzeugung, Dissipation, konvek-
tiver und diffusiver Transport im Gleichgewicht miteinander. Bei der Produktion
und dem konvektiven Transport geht die Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit
iiber die gesamte Dicke der Stromungsschicht ein. Zum Begriff Dissipation wurden
zwei Effekte zusammengefaBt; der Energietransport im Wellenzahlenraum (vgl. 2.3.3),
der ja in der Energiegleichung verschwindet, und die Wirkung der Zihigkeitskrifte.
Die Diffusion setzt sich wie in der Energiegleichung aus der Wechselwirkung von drei
Schwankungsgeschwindigkeiten, aus Druckdiffusion und Z#higkeitsdiffusion zu-
sammen.

Phiinomenologische Ansiitze. Um diese Gleichung fiir Berechnungsmethoden nutzbar
zu machen, sind ebenso wie bei der Energiegleichung Vereinfachungen und Annahmen
erforderlich. Das bei der Konvektion auftretende Integral kann vernachlissigt werden.
Eine Maglichkeit, das zweite Integral der Produktion zu behandeln besteht darin,
die gemittelte Geschwindigkeit, wie in 3.1.6, in eine Taylorsche Reihe zu entwickeln.
Zu diesem Zweck definiert man folgende LingenmaiBe:
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3
L12'1=16u’1u’2_[ (Ri2+Rzy)dry, (3.134)
® a i/n
3 -1
Liy,.= 61w, 0, J.Rlzr; dr, , (n>1). (3.135)

Wenn man sich auf den Fall groBer Reynolds-Zahlen beschriankt, entféllt die Dif-
fusion durch Zihigkeit, und man kann das Konzept der lokalisotropen Turbulenz
anwenden; d.h. das mit v multiplizierte Glied darf vernachlassigt werden (vgl. 2.4.5).
Fiir das den Energietransport im Wellenzahlenraum darstellende Glied kann man in
Analogie zur Dissipationsformel (3.43)

®

3 0 —
16 f 5_7',‘ Ry — Ri(ik))dry =0 0(42/2)% (3.136)

—

setzen. Im Hinblick auf den Ansatz (3.118) scheint mit einiger Vorsicht fiir die Diffusion
in (3.135) der Ausdruck

3 [ [ — Vn 8@/2) ¢
Ef [R(iz)i‘*‘g(l"v"*‘U'P')]d’y:"qu q2/2L[L (%; ta, L QI:]

2 dy
(3137
vertretbar zu sein, wobei ¢,, k,;, und o, weitere Koeffizienten sind. Weiter werden die
verschiedenen Lingen einander proportional gesetzt, also insbesondere
le,l ={L,
L?z,s ={ 3 r
Wenn man sich auf Glieder bis zur Ableitung dritter Ordnung von # beschrinkt und

R,, als symmetrisch in r, annimmt, erhilt man schlieBlich folgende Differential-
gleichung aus (3.133)

(3.138)

2\
1—(‘q L)+ % % L)+u'v<CLa_+C3L3 )+cc<‘12>—

dy 2

{ Vé L[ 5(42/2 —a—l‘]} 0. (3.139)

"2 dy

Hierbei treten die Koeffizienten {, {,, c,, k;;, und a, neu auf; ¢ erschien schon in der
Formel fiir die Energiedissipation. Fiir ¢, gewinnt man eine Abschitzung, indem man
die ersten beiden Glieder durch die zeitliche Ableitung %6(q_2L)/6t ersetzt und den
Fall isotroper Turbulenz betrachtet. Durch Vergleichen mit der Lésung von 2.4.5 er-
halt man gemiB (2.228)

ag
CL = 0'—+1 s (3.140)
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wobei o der in 2.4.2 definierte Exponent der Grobstruktur ist. Fiir die beiden Fille
der Loitsianskiischen (¢=4) und der Birkhoffschen {s=2) Konzeption
ergibt sich also ¢, =0,8 bzw. ¢, =0,667; diese Zahlen kénnen als obere und untere
Grenzwerte fir ¢, angesehen werden.

¥4
N
08
Rn
3
04

Fig. 60 \

Korrelationsfunktionen in einer homogenen Scher- \$\
sttomung (nach W. G. R ose). Definition gemaB Gl. 0 2% 50 7% 00
(3.55) Iy in mm ————»

Die Korrelationsfunktion R,, hat wegen der lokalisotropen Struktur eine flachere
Scheitelkriimmung als die Funktionen R, usw. Fig. 60 zeigt die in einer homogenen
Scherstrémung von W. G. Rose') gemessenen Funktionen. Nach diesen Messungen
ist {~1,2.

Bei der Anwendung von (3.139) auf das vollturbulente Gebiet des Wandgesetzes ent-
fallen die konvektiven Glieder, nicht aber der diffusive Transport. Mit den Beziehun-
gen (3.67) und (3.121) findet man L~ y. Setzt man insbesondere wieder L=xy, so
ergibt sich die Formel

—{ =2+ op~at ko fo=0, (3.141)
die eine wichtige Relation zwischen den Koeffizienten und der v. Karmanschen
Konstanten x herstellt.

Wenn man die konvektiven und diffusiven Transportglieder in Gl. (3.139) fortlaBt und
c(q2/2)" mit der ebenso reduzierten Energiegleichung (3.119) eliminiert, so erhilt man
als interessante Vereinfachung

o —( ou/o
= Liac aJa//ayy , (3.142)
oder mit (3.141)
a1i/0
[2=2:2 a%zjai ;. (3.143)

Die Bezichung hat eine bemerkenswerte Ahnlichkeit mit der Formel (3.113) die
v. K4arman auf Grund eines Ahnlichkeitspostulates hergeleitet hat. Da die Ableitung

) Siehe FuBnote 1, S. 141.
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dritter Ordnung von U auftritt, kann man eine Randbedingung mehr erfiillen als bei
der v. Kdrmanschen Formel.

Anwendungen. Rechnungen, bei denen die Prandtlschen Formeln, (3.119) und (3.120), durch
die Gleichung fiir das Lingenma8 erginzt wurden, sind von W. Rodi und D. B. Spalding')
fir Probleme der freien Turbulenz durchgefiithrt worden; dabei wurde die dritte Ableitung von
% nach y vernachlassigt ({3 =0). F. H. Harlow und P. I. Nakayama?) haben auf heuristi-
schem Wege ein dhnliches Formelsystem entwickelt und auf die turbulente Rohrstrémung an-
gewendet.

3.4.4. Weitere Entwicklungen. Die Berechnungsmethoden nach 3.4.2 bedeuten einen
beachtlichen Fortschritt gegeniiber dem Austauschansatz und der Mischungsweg-
formel, dennoch bleiben sie jeweils nur auf eine relativ kleine Gruppe von Strémungen
anwendbar. Die Unzuldnglichkeiten sind vorwiegend in den Ansitzen fiir die Rey-
noldssche Spannung begriindet. Der Austauschansatz ist mit dem Inhait der Gl.
(3.20) nicht vereinbar, das gilt auch, wenn die Wirbelviskositdt nach (3.120) als auf
dem Niveau der Turbulenzenergie beruhend angenommen oder mit einer Transport-
gleichung?) ermittelt wird. Die Annahme von Bradshaw, ;’_d/q2=const, fihrt bei
Vorzeichenwechsel der Schubspannung, der bei vielen Strémungen auftritt, zu singu-
larem Verhalten. Um Verfahren zu schaffen, die fiir eine gro8ere Klasse von Strémun-
gen brauchbare Ergebnisse liefern, scheint es notwendig, noch weiter auf die Gleichun-
gen des Reynoldsschen Tensors zuriickzugreifen. Grundsitzlich kann man ver-
suchen, die Gleichungen fiir alle Koordinaten des Tensors durch phdnomenologische
Ansitze losbar zu machen, wie es vom Verfasser®) frither vorgeschlagen wurde. Neuer-
dings sind Berechnungen von Grenzschichten®) auf dieser Grundlage bekannt ge-
worden. Die Schwierigkeiten liegen z. T. bei der numerischen Losung der Gleichungs-
systeme, hauptsdchlich aber bei den notwendigen empirischen Annahmen, deren
AusmaB den Stand des Wissens iiberschreitet.

In konsequenter Weiterentwicklung der in 3.4.2 und 3.4.3 besprochenen Methoden
wird von J. C. Rotta®) die partielle Differentialgleichung (3.41) als Bestimmungs-
gleichung fir die Reynoldssche Schubspannung herangezogen, die damit die
Ansitze (3.120) bzw. (3.123) ersetzt. In diese Gleichung fiir die Schubspannung werden
in Anlehnung an die Ausfithrungen von 2.5.2 (Gl. (2.270)) und 3.1.6 folgende Ansétze
eingefiihrt

') Rodi, W.; Spalding, D. B.: A two-parameter model of turbulence, and its application to
free jets. Warme- und Stoffiibertragung 3 (1970) 85-95.

?) Harlow, F. H.; Nakayama, P.I.: Turbulence transport equations. Phys. Fluids 10
(1967) 2323-2332.

}) Nee, V. W.; Kovasznay, L. S. G.: Simple phenomenological theory of turbulent shear
flows. Phys. Fluids 12 (1969) 473-484.

*) Siehe FuBnote 2, S. 143.

%) Donaldson, C. duP.;Rosenbaum, H.: Calculation of turbulent shear flows through clo-
sure of the Reynolds equations by invariant modelling. In: Bertram, M. H.: [21], 231-253.
®) Rotta, J. C.: Uber eine Methode zur Berechnung turbulenter Scherstromungsfelder.
Z. angew. Math. Mech. 50 (1970) T204-T205.
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—dou 1, [{od o g’ o ¢, U

Zou 1o (0% oY Ry ; i 3.144
v ay QPM<6x+6y> p2 ay+ 2 ay:a’ ( )
1, (o o 72—
o (57 " ‘a}“) =k VP (3.145)

Fiir das Diffusionsglied wird dhnlich wie in (3.118)
wo? + 5P -k Vg La“ v (3.146)

angenommen. Das Glied in {)-Klammern wird vernachldssigt. Damit ergibt sich
aus Gl. (3.41) die Gleichung
o 2 2
L ou'p oY g ( Ju au)-i—k‘,cqu/zﬁ—

=7 I 12
e R A G M har

~k, ~l/ [2LouToy)=

Insgesamt treten hierbei vier weitere Koeffizienten auf, ndmlich a,, a,;, k, und k,,;
die GroBe c ist der Zahlenfaktor der Dissipationsformel nach (3.43). Die Abschatzung
unter der Annahme isotroper Verteilungen der SchwankungsgréBen ergibt nach (3.50)

4 4
4, =15 ¥ (3.148)
Aus der Anwendung der Gl. (3.147) auf das vollturbulente Gebiet des Wandgesetzes
erhilt man mit (3.65), (3.67), (3.121) und L=xy

a,+2 x*a,,~k,ct=0. (3.149)

(3.147)

Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen den Koeffizienten a
der v. Kdrmanschen Konstanten x her.

Bei der Anwendung der Gl. (3.147) auf allgemeine Scherstrdmungen wird man ver-
mutlich bessere Ubereinstimmung zwischen den Rechenergebnissen und der Wirk-
lichkeit erzielen kénnen, wenn man fiir a, und a,; Werte einsetzt, die von Gl. (3.148)
abweichen. Insbesondere liegt nahe, ap3—0 Zu setzen so daB das Glied mit der Ab-
leitung dritter Ordnung, 83%/6y°, entfillt.

5 und k, und

P’P

Sonderfille. Es ist interessant, festzustellen, daB die vorher erwihnten Ansitze, nim-
lich der Austauschansatz mit Prandtls Wirbelviskositdt (3.117) und Bradshaws
Ansatz (3.123), als Sonderfille in Gl. (3.147) enthalten sind:

1. Vernachlissigt man die Glieder des konvektiven Transports und der turbulenten
Diffusion, so reduziert sich Gl. (3.147) mit a,,=0 auf die Form

v =22 VanL®, (3150)
k,c dy
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die mit dem Austauschansatz (3.106) mit der Wirbelviskositét ¢, nach (3.117) identisch
ist. Unter Beachtung von Gl. (3.149) gilt fiir den Koeffizienten & in (3.117)

k=(a/k,)". (3.151)

Die Vernachlissigung der Transportglieder ist berechtigt, wenn das Turbulenzfeld nur
schwach inhomogen ist.

2. Fiihrt man den Ansatz von Bradshaw (3.123) in Gl (3.147) ein, so geht diese
Gleichung genau in die Gleichung fiir die kinetische Schwankungsenergie (3.119) iiber,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

ap=4af, a,;=0, k,=1, k,=k,. (3.152)

Mit Bradshaws Wert a;=0,15 ergibt sich also a,=0,09. Setzt man diese Werte
in GL. (3.147) ein, so liefert die simultane Integration von (3.119) und (3.147) bei geeig-
neten Annahmen fiir L im ganzen Turbulenzfeld —u'v'=0,15¢%, sofern die Rand-
bedingungen dies erlauben, z.B. bei Grenzschichten. In anderen Fillen, bei denen
z.B. die Reynoldsspannung das Vorzeichen wechselt (Kanalstromung), ergeben die
beiden Gleichungen unterschiedliche, dem Problem angepalite Lsungen.

Anwendung. Gl. (3.147) bildet mit der Energiegleichung (3.119) und der partiellen Ditterential-
gleichung fiir das LangenmaB (3.139) sowie der Kontinuititsgleichung (3.2) und der Bewegungs-
gleichung (3.13) fiir die gemittelten Geschwindigkeiten ein geschlossenes Gleichungssystem.
Die Methode wurde fiir den Freistrahl in ruhender Umgebung und die ebene Nachlaufstro-
mung sowie fiir ausgebildete Kanal- und Rohrstrdmung erprobt!). Wir mochten diese Aus-
fithrungen mit der Bemerkung abschlieBen, daB die zuletzt genannten Methoden noch im
Entwicklungsstadium stehen. Sowohl hinsichtlich der zweckméBigen Zahlenwerte fiir die
Koeffizienten als auch der Eigenschaften der Differentialgleichungssysteme bestehen noch
Unklarheiten. Auch beziiglich der numerischen Behandlung der Gleichungssysteme ist noch
viel Arbeit zu leisten. Die Aufgabe, ein Formelsystem mit festen Koeffizienten zu schaffen,
mit dem man turbulente Stromungen durch Leitungen, freie Turbulenz und Grenzschichten
in gleicher Weise mit befriedigender Genauigkeit berechnen kann, ist praktisch noch nicht
gelost.

4. Erscheinungsformen turbulenter Scherstromungen

4.1. Einfiihrung

In diesem Kapitel werden praktisch wichtige Einzelfille von Scherstromungen be-
handelt. Insbesondere soll iiber Tatsachen, iiber die Anwendung von Ahnlichkeits-
beziehungen und halbempirischer Rechenmethoden sowie iiber Versuchsergebnisse
gesprochen werden, wobei wiederum nur im Mittel stationdre Strdmungen betrachtet

') Siehe FuBnote 6, S. 184.



4.2. Stréomungen durch Leitungen und Rohre gleichbleibender Querschnitte 187

werden. Es handelt sich also im wesentlichen um die Spezialisierung und Anwendung
der im Kapitel 3 erarbeiteten Ergebnisse. Im Hinblick auf den zur Verfiigung stehen-
den Platz ist eine Beschrinkung auf wenige charakteristische Fille notwendig.

Nachdem die Stromung in der Nihe fester Winde bereits in 3.2 behandelt worden
ist, werden sich die Ahnlichkeitsbetrachtungen fast stets auf Strdmungen sehr groBer
Reynolds-Zahlen beziehen. Sie umfassen alle statistischen FeldgroBen; lediglich
werden die kleinsten Turbulenzelemente von der GréBe der Kolmogoroffschen
Mikrolidnge I, (nach (2.146)) in den meisten Fillen ausgenommen.

Die Anwendung von Austausch- und Mischungswegansatz wird relativ ausfithrlich
behandelt, weil diese Ansétze noch viel im Gebrauch sind. Die Berechnung der Wirbel-
viskositit und des Mischungsweges aus dem experimentell bestimmten Feld der
gemittelten Geschwindigkeiten ist fiir den Praktiker noch immer eine attraktive Auf-
gabe, der nach Lage der Dinge eine gewisse Niitzlichkeit nicht abzusprechen ist.

4.2. Stromungen durch Leitungen und Rohre gleichbleibender
Querschnitte

Die hier zu besprechenden Strémungen durch gerade Kanile und Rohre seien durch
zeitlich konstante DurchfluBmengen gekennzeichnet. Die Zustrdmverhiltnisse be-
einflussen die Bewegungsform nur in der Nahe des Einlaufs. Mit wachsender Ent-

Rohrstromung
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T r __E
—_ ____f_a_. )
] X
o el > +
Hanalstromung
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3 —
K [}' -4
_ X ]
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Fig. 61 Hanalhohe 2K
Ausgebildete Rohr- und Kanalstromung Kanalbreite (z—Richtg_ ] B>>2H

fernung vom Einlauf bildet sich asymptotisch eine Stromungsform aus, die im Mittel
von der Zustromung und damit auch von der Lauflinge unabhingig ist; sie wird
als ausgebildete Strémung bezeichnet. Wegen der vielseitigen Bedingungen,
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denen die Zustrémung ausgesetzt sein kann, lassen sich schwerlich allgemeine Aus-
sagen iiber die Einlaufstrdmung machen. Vom theoretischen Standpunkt aus ist
hauptsichlich die ausgebildete Stromung von Interesse, Fig. 61. Die Laufldngen, die
zur Herstellung der ausgebildeten Strémung erforderlich sind, liegen bei gleichférmi-
ger Zustromung in der Gr6Be von 50 bis 100 Rohrdurchmessern D bzw. Kanal-
héhen 2H.

Die beiden Fille, die Stromung durch zylindrische Rohre und sehr breite Kanile —
genauer die Stréomung zwischen sich ins Unendliche erstreckenden parallelen Win-
den!) -, weisen weitgehend gemeinsame Ziige auf. Das trifft auch schon fiir die lami-
nare Strémung zu, bei der sich beidemal eine parabolische Geschwindigkeitsver-
teilung ergibt.

4.2.1. Druckabfall und Schubspannungen. Unter Beachtung von Gl. (3.9) reduziert
sich die Reynoldssche Gleichung (3.19) fiir die turbulente Rohrstréomung auf die
Gleichung

_1dR,, 1 dan_g

41
g dx por dr ’ @1)
deren Integration auf die geradlinige Verteilung fiir die Schubspannung
_r dp,
=3 dx 4.2)

fithrt. Zwischen der Wandschubspannung ., und dem Druckgradienten besteht mithin
die Beziehung

R dp,

‘5 ‘(T; . (4.3)
Ganz entsprechend ergeben sich fiir die Schubverteilung der Kanalstrdmung Be-
ziehungen, die sich nur um den Faktor 2 unterscheiden:

Ty =

dp,,
=y Ix 4.4
dp,,
Ty = H . (45)

Der Druckabfall dp,/dx in Stromungsrichtung ist die treibende Kraft dieser Stro-
mungen. Im laminaren Fall werden die Gegenkriifte ausschlieBlich durch Stokes-
sche Schubspannungen bewirkt. Da Beschleunigungskrifte ginzlich abwesend sind,
ergeben sich von der Reynolds-Zahl unabhingige Geschwindigkeitsverteilungen.
Die gemittelte Geschwindigkeitsverteilung der turbulenten Stromung ist dagegen eine
Funktion der Reynolds-Zahl, Fig. 62, weil die Strémungen nur im Mittel stationdr
sind, jede einzelne Realisation aber instationir ist. Bei den in Fig. 62 wiedergegebenen
Geschwindigkeitsverteilungen im Rohr wurde die Reynolds-Zahl

') Dieser Fall wird im folgenden kurz als Kanalstromung bezeichnet.
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UD
Re=—- (4.6)
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4.2.2. Ahnlichkeitsbetrachtungen. Um die Ahnlichkeitsgesetze zu formulieren, wird
wie bei Behandlung der Wandstrémung in 3.2 eine Schubspannungsgeschwindigkeit

Ty R
“: = e —
e 20

eingefithrt. Unter der Voraussetzung glatter Innenwiinde héngt die Geschwindigkeits-
verteilung # liber r bzw. y von den Parametern u,, v und R bzw. H ab. Der funktionale
Zusammenhang zwischen diesen GroB8en 148t sich fiir die Rohrstrdmung ohne weitere
Voraussetzungen alternativ durch folgende zwei Formen ausdriicken,

r u.R
=ur¢(§? v )’ (49)

~ug (B520), (@10)

dp.
dx

H|dp,
bzw. = |/=|=P*
ZW 2 | dx

(4.8)

=]

=]

wobei @ und f dimensionslose Funktionen der angegebenen Variablen sind. Die
letztere Form wird durch das Wandgesetz (3.63) nahegelegt (y*=(R—r)u,/v). Wenn
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u R/v sehr groB ist, so wird fir R—r <R tx~const=1,, und r/R hat keinen nennens-
werten EinfluB auf die Funktion f; sie wird in diesem Gebiet mit f von Gl. (3.63)
identisch.

Andererseits folgt aus (4.9) fir r=0 die Mittengeschwindigkeit (Maximalgeschwin-
digkeit)

ﬂm=u,¢(o;“'vR>, @11)

und man kann daher auch

o R (7 uRY]_, o (r wR
“m'u—“rl}l’(o’ v >'—¢(R» v >}—urF(R’ v > (412)

schreiben, wobei F eine andere dimensionslose Funktion ist. Nun bleibt nach 3.2
der unmittelbare EinfluB der Zihigkeit auf die viskose Unterschicht, d.h. auf das
Gebiet r>R~4§,, beschrinkt (d,, ist die Dicke der viskosen Unterschicht). Also wird
in Einklang mit den Ausfithrungen von 3.1.3 auch die Funktion F fir r<R—-J, von v
unabhingig sein, vorausgesetzt, daB u R/v hinreichend groB ist. Diese als Mitten-
gesetz bezeichnete Funktion

r Uy, —U
F (ﬁ) =~ 4.13)
beschreibt zusammen mit dem Wandgesetz die Geschwindigkeitsverteilung der Rohr-
stromung (und entsprechend auch der Kanalstrémung) bei groBen Reynolds-
Zahlen. In einem gewissen Gebiet, d,, < R—r <R, iiberschneiden sich die Giiltigkeits-
bereiche der beiden Gesetze; es gilt hier insbesondere das universelle Geschwindig-
keitsgesetz nach (3.67) und (3.68). Das Mittengesetz hat die gleiche Form, also

o u, u. 1\
o  xR-1) &rf (E)’ @19
mit anderen Worten: das Mittengesetz hat die Asymptote
. r 1 R—r

wobei K eine Integrationskonstante ist. Tatséchlich ist der logarithmische Teil des
Geschwindigkeitsgesetzes im ganzen Bereich dominierend. Wegen der kleinen Ge-
schwindigkeitsunterschiede im Kerngebiet des Rohres ist es schwierig, die genaue
Form von F(r/R) aus den Versuchsergebnissen zu erschlieBen. Nach den Messungen
J. Nikuradses!') ergibt sich der in Fig. 63 wiedergegebene Verlauf von F(r/R) und
die Konstante in (4.15) betrigt K~ 0,7. Jedoch klingt der EinfluB der Zihigkeit auf
das Mittengesetz auch auBerhalb der wandnahen Regionen keineswegs so rasch mit
zunehmender Reynolds-Zahl ab, wie man zundchst erwarten sollte. Die von der

") Nikuradse, J.: GesetzmaBigkeiten der turbulenten Strémung in glatten Rohren. For-
schungsheft 356, 1932.
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Reynolds-Zahl unabhingige Form (4.13) gilt etwa fiir Re>10°. Aber auch bei
Re=10% ist nahe der Rohrmitte die Stokessche Schubspannung noch mit schiit-
zungsweise 10%, an der Gesamtschubspannung beteiligt.
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Das Mittengesetz der Rohrstrémung r/R——

4.2.3. Widerstandsgesetz. Das Vorhandensein eines Uberschneidungsbereichs fiir
beide Ahnlichkeitsgesetze gibt die Grundlage fiir die Herleitung des Widerstands-
gesetzes ab. Man setzt in (4.13) fiir F(r/R) Gl. (4.15) und fiir & Gl. (3.68) ein und erhiiit
i 1 Ru kic (4.16)
u, v
Die Beziehung ermdéglicht die Berechnung des Verhiltnisses #,/u, bei gegebener
Reynolds-Zahl %, D/v, wenn die drei Konstanten x, C und K aus Versuchen be-
stimmt sind. Bei der Rohrstromung ist es gebrduchlich, den Widerstand auf die Durch-
flu3geschwindigkeit U nach (4.7) zu bezichen. Es gilt

U =ﬁm”2“'jp(}ri) (%)d(é—), 4.17)
0

wobei die in der Nahe der Winde auftretenden Abweichungen von der Asymptote
(4.15) mit ausreichender Nidherung vernachlassigt werden diirfen. Nach den Niku-
radseschen Versuchen ist

U=u,—407u,. (4.18)
Mit der Einfithrung des Rohrwiderstandsbeiwertes A lautet das Widerstandsgesetz

dw_ A2y (4.19)
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Unter Beachtung von (4.3) ist

u\?
i=8 (U) : (4.20)

und nach Einsetzen von (4.20) und (4.18) ergibt sich aus (4.16) mit x=0,4; C=52
und K=0,7 schlieBlich

#l}l‘ =2,035log(Re}/2)—0,9 4.21)

mit Re nach GIl. (4.6). Auf Grund von Vergleichen vieler MeBergebnisse hat Prandt!
dieses Widerstandsgesetz fiir glatte Rohre mit etwas verschiedenen Zahlenwerten als

# =20log(Re)/)—0,8 (4.22)

angegeben, das allgemein angewendet wird.

Das Mittengesetz in der Form (4.13) gilt universell bei groBen Reynolds-Zahlen,
also auch fir Rohre mit rauhen Innenwinden. Daher bleibt auch {4.16) fiir
rauhe Rohre giiltig, wenn fir C die durch Gl. (3.79) definierte Funktion C(k*) ein-
gesetzt wird. Dementsprechend 148t sich auch das Widerstandsgesetz fiir rauhe Rohre
in dhnlicher Weise wie (4.22) herleiten. Fiir die ausgebildete Rauhigkeitsstrdmung, bei
der C, von GI.(3.81) konstant (=C,,) ist, wird der Widerstandsbeiwert 4 von der
Reynolds-Zahl unabhiangig; %, /u. 1aBt sich explizit als Funktion von R/k  aus-
driicken. Mit (3.82) wird

i1, (5) +K+C,.,. (4.23)
u, k,
Speziell fiir die Nikuradsesche Sandrauhigkeit mit C,,=8,5 ergibt sich dann
-2
A== [2,035 log (kﬁ) + 1,8] . 4.24)

4.2.4. Weitere Einzelheiten der Stromung. Es liegen {iber die verschiedenen statisti-
schen FeldgroBen der Rohr- und der Kanalstromung umfangreiche MeBergebnisse
von J. Laufer'), G. Comte-Bellot?) und J. A. Clark?) vor. Diese Ergebnisse stiit-
zen die Giiltigkeit der Ahnlichkeitsgesetze im Detail, wenn hinreichend groBe Ein-
lauflingen und Reynolds-Zahlen von iiber 10® erreicht werden. Hierzu sei erwiihnt,
daB die Turbulenz-Reynolds-Zahl ]/quL/v in Rohrmitte etwa zwei Zehnerpoten-

'y Laufer, J.: Investigation of turbulent flow in a two-dimensional channel. NACA TR
1053 (1951). The structure of turbulence in fully developed pipe flow. NACA TR 1174, 1954.
?) Comte-Bellot, G.: Ecoulement turbulent entre deux parois paralléles. Publ. Sci. Techn.
du Ministere de I’Air, No. 419. 1965.

%) Clark, J. A.: A study of incompressible turbulent boundary layers in channel flow.
J. Basic Engng. 90 (1968), 455-467.
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zen Kleiner als die Rohr-Reynolds-Zahl Re=UD/v ist. Die Schwankungsintensi-
titen im Rohr, mit der Schubspannungsgeschwindigkeit u, dimensionslos gemacht,
sind in Fig. 64 fiir zwei Reynolds-Zahlen &, D/v wiedergegeben. Nahe der Rohr-

24
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: : w22 N
keitsschwankungen bei der Rohr- b 74 % el \
stromung (nach Messungen von i 2 m qs T 10
J. Laufer) 1-r/f ———=

wand unterliegen diese GroBen dem WandeinfluB und sind daher von der Ahnlichkeit
des Mittengesetzes ausgeschlossen. Im zentralen Teil fallen die Kurven der beiden
Reynolds-Zahlen jedoch weitgehend zusammen. Bemerkenswert ist, daB das Ver-
hiltnis der Schwankungsintensititen zur Reynolds-Spannung sich in einem
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Reynoldssche Schubspannung E; 2
und Korrelationskoeffizient der 0 0.2 04 06 08 10
Rohrstromung (nach J. Laufer) I-r/f ————— ’ ’ '

goBen Bereich nur schwach dndert, Dies ist an Hand der eingezeichneten Kurven
w?/(Wv)=const usw. zu erkennen. DemgemiB ist auch der Korrelationskoeffizient
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T’J/]/F v? im gleichen Bereich etwa konstant, Fig. 65. Auf der Rohrachse sind
alle drei Komponenten der Geschwindigkeitsschwankungen ungefihr gleich groB, was
natiirlich noch keine Isotropie des Feldes bedeutet.

Messungen von Vierfachproduktmittelwerten (u'¢ usw.) zeigen keinen wesentlichen
ExzeB der Wahrscheinlichkeitsverteilungen, was auf gleichférmige Turbulenzstruktur
schlieBen 1aBt. Die Produkte aus drei Geschw1ndlgke1tskomponenten vu?, o3, T w?

haben negative Mittelwerte, entsprechend radial nach innen gerichteten turbulenten

Diffusionsstrémen, Fig. 66. Bei der Kanalstromung wurde trotz der Homogenitat des

s .

\ T, B/v=515°

-10 '\\
™ w?y/u} ;:‘
"_'217/”3 \1\——\\ —— Verteilung von Dreifachkorrelatio-
a @ 04 06 18 10 nen bei der Rohrstréomung (nach J.
1-r/R Laufer)

Feldes in x-Richtung eine Schiefe der Wahrscheinlichkeitsverteilung von ' festge-
stellt, die im Mittelteil des Kanals bei u”/(u'z)gr > —0,4 liegt; dies entspricht einem
Energietransport entgegen der Stromungsrichtung.

Gleichgewicht der kinetischen Energie. Gl. (3.44) fiir die kinetische Energie der
Schwankungen nimmt fiir die ausgebildete Rohrstrémung die Form
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02 04 06 08 10 Schwankungen bei der Rohrstrémung (nach
T-r/f ————— J. Laufer)
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an; es stehen also Energieerzeugung, Dissipation und turbulente Diffusion in radialer
Richtung miteinander im Gleichgewicht. Fig. 67 zeigt den Verlauf der einzelnen
Glieder im mittleren Teil des Rohres nach Angaben von Laufer. Die Energie-
erzeugung wv'du/dr, die praktisch der vom Druckabfall geleisteten Arbeit
dp./dx(r/2¢)du/dr gleicht, ist in den ZuBeren Partien groB und fillt zur Mitte auf
Null ab. Einen dhnlichen Verlauf, mit umgekehrtem Vorzeichen und gréBeren Be-
trigen, hat die turbulente Dissipation ¢; sie behilt aber endliche Werte bis zur Rohr-
mitte. Deshalb greift die Energie-Diffusion, die iiber einen groBlen Radienbereich nur
wenig verdnderliche GroBe hat, im Mitteilteil entscheidend in den Energiehaushalt
ein, wihrend ihr EinfluB weiter auBen weniger bedeutend ist.

4.2.5. Anwendung halbempirischer Ansitze. Nikuradse hat aus seinen MeBergeb-
nissen die Wirbelviskositat und den Mischungsweg ermittelt, Fig. 68. Fiir die
Mischungswegverteilung iiber den Rohrradius wurde die Interpolationsformel

L ot4—008( Y —o0s(ZY (4.26)
R “\R “UAR ;

angegeben. Da keine konvektiven Transporterscheinungen vorhanden sind und die
Komponenten der Geschwindigkeitsschwankungen iiber einen betrdchtlichen Teil
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des Radius in annihernd konstantem Verhiltnis zueinander stehen, sind die Voraus-
setzungen fiir die Anwendung des Mischungswegansatzes leidlich gut erfiillt. Etwas
fragwiirdig wird die Anwendbarkeit in Rohrmitte, weil sie dem hier wesentlichen
diffusiven Transport nicht Rechnung trigt. Mit einem endlichen Wert fiir | bekommt
die Geschwindigkeitsverteilung bei =0 eine Singularitit
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3
li_.n(}F<£>=a<—;i> +o) @27

Demgegeniiber erwartet man fiir die wirkliche Geschwindigkeitsverteilung ein regu-
lares Verhalten,

lim F <Trz> =c <é>2 ol (4.28)

Diese Form verlangt, daB ! gegen unendlich strebt wie

1 r\*
im=~{=] . 4.29
lim R < R) (4.29)

Hierfiir ergibt sich auch fiir die Wirbelviskositit ein endlicher Wert bei r=0, wih-
rend mit endlichem ! die Wirbelviskositit bei r=0 verschwindet. Ein unendlicher
Wert fiir | widerspricht aber der zugrunde gelegten physikalischen Deutung des
Mischungswegs. Praktisch bleibt die erwidhnte Singularitit allerdings ohne grofe
Auswirkung.

Setzt man die Schubverteilung nach (4.2) und I nach (4.26) in die Mischungsweg-
formel (3.107) ein, so erhdlt man eine Bezichung, die sich geschlossen integrieren
1aBt und

F@r/R)= —25 ln< VT) 5 arctan(}/r R)+
L+)/7/R (4.30)

L1080 [_ " <z —lﬁz+1) + arctan <1/Ezz>j|
1/§ 2 22412241 1-z

mit z=(3/7!|/r/R ergibt. Erwartungsgemil liefert diese Beziehung eine gute Inter-
polation fiir die experimentelle Verteilung von F(r/R).

4.2.6. Sekundiirstromungen. Bei turbulenten Strémungen durch gerade Leitungen mit
nichtkreisférmigen Querschnitten beobachtet man eine Art von Sekundirstromungen,
die L. Prandtl im Unterschied zu den Sekundarstromungen in gekriimmten Rohren
als ,,Sekundirstromungen zweiter Art“ bezeichnet hat. Fiir diese Sekundérstrémungen
gibt es kein Pendant bei laminaren Strémungen. In Fig. 69 sind gemittelte Stromlinien
der Sekundirstrdmungen nach Messungen von F. B. Gessner und J. B. Jones?) in
einem Kanal mit quadratischem Querschnitt dargestellt. Die gemittelte Stromung
fiihrt langs der Winkelhalbierenden in die Ecken hinein und zu beiden Seiten davon
heraus. Auf diese Weise wird Impuls aus der Mitte in die Ecken hineingetragen, so
daB dort relativ groBe Lingsgeschwindigkeiten vorhanden sind. Die Sekundir-

) Diese Form der Geschwindigkeitsverteitung wurde schon von H. Darcy (1855) auf Grund
seiner Versuche angegeben.

2) Gessner, F.B.; Jones, J. B.: On some aspects of fully-developed turbulent flow in
rectangular channels. J. Fluid Mech. 23 (1965) 689-713.
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stromungen sind im Isotachenbild (Linien gleicher Lingsgeschwindigkeit) deutlich
wiederzuerkennen. Als Beispiel zeigt Fig. 70 Isotachen in einem Kanal mit Rechteck-
querschnitt nach J. Nikuradse').

Fig. 69
Stromlinien der Sekundirstromung in einem Kanal
mit quadratischem Querschnitt (nach F. B. Gessner
und J. B. Jones)
Re=2Ua/v=150000; y =Stromfunktion
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Fig. 70 Isotachen in einem Kanal mit Rechteckquerschnitt (nach J. Nikuradse)

Auf den ersten Blick scheint es sich um ein Paradoxon zu handeln, fiir das sich gar
nicht so leicht eine strenge Erklarung finden 14Bt. Tatsidchlich hat man es mit einer
fiir turbulente Strémungen ganz typischen Erscheinung zu tun, deren Ursache In-
homogenititen des Schwankungsfeldes sind.

Zunichst sollen fiir alle drei Geschwindigkeitskomponenten in einem rechteckigen
Kanal die Kontinuititsgleichung und die Reynoldsschen Gleichungen hingeschrie-
ben werden. Alle StromungsgroBen mit Ausnahme des Druckes seien von x (parallel
zur Kanalachse) unabhéngig. Dann gelten folgende Beziehungen:

') Nikuradse, J.: Untersuchung iiber die Geschwindigkeitsverteilung in turbulenten Stro-
mungen. Berlin 1926. = Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens. H. 281,



198 4. Erscheinungsformen turbulenter Scherstromungen

g_‘;‘+g_;j=0’ (4.31)

Es ist aus diesen Gleichungen zu ersehen, dal beziiglich der y- und z-Richtung auf
der rechten Seite Druckkrifte, Reynoldssche und Stokessche Spannungen er-
scheinen, deren Differenzen die Sekundirstromungen bewirken. Man kann an Hand
dieser Gleichungen priifen, unter welchen Umstidnden keine Sekundirstromungen
auftreten wiirden. Man setzt hierzu T=w=0, differenziert (4.33) nach z, (4.34) nach y
und subtrahiert dann {4.33) von (4.34). So erhélt man

PWI-wd Pvw PUw
30z +om - 3 =0 4.35)

als Bedingung fiir eine sekundirstromungsfreie Kanalstromung. Diese Bedingung
wire z. B. fir vZ—w?2=const lings y oder z und v'w' =0 erfiillt. In der Regel ist
Gl. (4.35) jedoch nicht befriedigt.

Es liegen detaillierte Untersuchungen iiber Sekundirstrémungen vor. Unter anderen
haben F. B. Gessner und J. B. Jones das Kriftegleichgewicht langs der Sekundér-
stromlinien verfolgt sowie die Richtungen der Wandschubspannungen und die Lage
der Hauptachsen der Reynolds-Spannungen ermittelt. Es folgt hieraus, daB zwi-
schen Sekundirstrémung und Axialstrémung schwer tibersehbare Wechselwirkungen
bestehen. Eine auch nur angendherte Berechnung dieser Vorginge ist noch nicht
versucht worden.

Aufler in Kaniélen mit nichtkreisférmigen Querschnitten treten Sekundirstromungen
dieser Art an den Seitenrindern von lingsangestrdmten Platten, bei Grenzschichten
in Ecken usw. auf. Ihr Vorhandensein erschwert die Verwirklichung zweidimensionaler
Stromungen bei Versuchen ganz erheblich. Bei der praktischen Berechnung der
Str6mungen vernachléssigt man die Sekundirstrémungen in Ermangelung geeigneter
Verfahren; der Reibungswiderstand wird hierdurch unterschitzt.

4.3. Freie Turbulenz

Turbulente Scherstrémungen, deren Felder nicht durch feste Winde begrenzt sind,
werden unter dem Begriff ,,freie Turbulenz zusammengefaBt. Im wesentlichen unter-
scheidet man drei Arten der freien Turbulenz, nimlich die Freistrahlen, die Nach-
laufstrémungen und die freien Strahlgrenzen.
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Ein Freistrahl entsteht beim Ausstromen einer Fliissigkeit aus einer Offnung oder
Diise in einen mit Fliissigkeit gefiillten Raum. Eine Nachlaufstromung (auch Wind-
schattenstromung genannt) bildet sich hinter einem durch eine zihe Flissigkeit
geschleppten Korper aus — die Fliissigkeit 1duft dem Ko6rper nach —. Als freie Strahl-
grenze bezeichnet man das Berithrungsgebiet zweier gleichgerichteter Fliissigkeits-
strome, die stromaufwirts bis zu einer bestimmten Stelle (x=0) durch eine diinne
Wand voneinander getrennt sind.

All diese Stromungen kénnen laminar sein. In den meisten der beobachteten Fille
sind die laminaren Stromungen jedoch instabil und gehen rasch in turbulente Stro-
mungen iiber oder die Turbulenz wird durch Grenzschichtablsungen von festen
Oberflichen in Gang gesetzt.

Die freien turbulenten Strémungen unterscheiden sich in wesentlichen Punkten von
den vorher behandelten Strémungen durch Rohre und Kanile, die beziiglich der
gemittelten Stromungsrichtung homogen sind. Bei der freien Turbulenz wichst die
Dicke der Turbulenzschichten in Strdmungsrichtung an; die Geschwindigkeitsdiffe-
renzen und auch die Intensitaten der Geschwindigkeitsschwankungen klingen bei
Freistrahlen und Nachlidufen ab. Die erstere Eigenschaft, die Ausbreitung der Turbu-
lenzgebiete, ist vielleicht das hervorstechendste Merkmal der freien Turbulenz; man
spricht deshalb auch von turbulenten Ausbreitungsvorgingen. Der Volumenstrom
turbulenter Flissigkeit nimmt in Strémungsrichtung dauernd zu. Es wird also fort-
gesetzt nichtturbulente Fliissigkeit in Turbulenzbewegung versetzt, wobei sich die
unregelmidBig verformten, scharfen Begrenzungen zwischen Turbulenzfeld und
drehungsfreier Stromung ausbilden, iiber die in 3.3 gesprochen wurde (Entrainment-
Gebiet). Weiterhin ist bemerkenswert, daB bei groBen Reynolds-Zahlen, bei denen
die Gleichungen der lokalisotropen Turbulenz nach 3.1.5 anwendbar sind, die ge-
mittelten Geschwindigkeitsverteilungen ganz unabhingig von der Reynolds-Zahl
bleiben im Gegensatz zu Stromungen an festen glatten Oberfldchen, bei denen die
viskose Unterschicht immer eine Reynolds-Zahl-Abhiingigkeit bewirkt.

Fig. 71 gibt die Skizze eines Freistrahles in einem parallel gerichteten Grundstrom
der Geschwindigkeit u,, wieder. Von der Diise ausgehend, bilden sich als Strahlgrenzen

Strahlgrenze
Yo

-Uyp ——

d —tgs——"p~ Tl = - — —

Diise —
X ] \

{e———— Nernstromung ———————wtea——voll turbulenter Strahl

Fig. 71  Freistrahl in einer Parallelstromung
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anwachsende turbulente Vermischungsgebiete aus. Die ungestérte Strémung da-
zwischen wird als Kernstromung bezeichnet und die Geschwindigkeit ist hier konstant
gleich u,, vorausgesetzt, daB die ankommende Stréomung in der Diise nicht turbulent
ist. Die Lange des Kernstromungsgebiets wird durch die Dicke der an den Diisen-
winden sich ausbildenden Grenzschichten beeinfluit. Der voll turbulente Freistrahl
beginnt nach Zusammenwachsen der Strahlgrenzen.

4.3.1. Ahnlichkeitsbetrachtungen. Obgleich die Gebiete freier Turbulenz ihren Aus-
gang an festen Korpern nehmen, wird man erwarten konnen, da8 die Strémungen in
einiger Entfernung stromabwirts von den genauen Bedingungen am Korper selbst
und von dessen Abmessungen unabhingig sind und durch nur wenige globale Para-
meter bestimmt werden. Eine wichtige Aussage gewinnt man, indem man die Gleichung
fir die gemittelte Geschwindigkeit (Gl. (3.11)) iiber y zwischen den auferhalb des
Turbulenzfeldes liegenden Grenzen y, und y, integriert (Fig. 33). Man erhilt unter der
Voraussetzung (Jp/dx), =0 alternativ die folgenden beiden Formen:

Yb ¥b
o (__ _ S A P
5;J wu—u)dy+@,—u)v, = _EJ‘W —v'4)dy, (4.36)
Ya Ya
» »
2 | am-m)dy+ @) = - | @7 -7 (4.37)
p u(u—u)dy+ (B, —u,)v, = Ep (w* —v'9)dy. .
Ya Ya
Dabei wurde die Beziehung
b
S
v,,=va—5;J udy (4.38)

Ya

benutzt, die sich durch Integration der Kontinuititsgleichung (3.2) ergibt. Bei einem
Freistrahl in einem parallel zur Strahlachse gerichteten homogenen Fliissigkeitsstrom
oder in einer ruhenden Umgebung und im Nachlauf hinter einem Zylinder im gleich-
formigen Strom ist #,=u,=u, oder u,=u,=0, so daB sich (4.36) auf
*
;;J [EGE~u)+uw?—v?]dy=0 4.39)

Ya
reduziert. Da auBerhalb des Turbulenzgebietes T—u,, w250 und ;’740, ist der
Wert des Integrals nicht von der Festlegung der Integrationsgrenzen abhingig, solange
diese auBlerhalb des Turbulenzgebietes liegen; man kann daher auch y,= —oo,
Yy=00 setzen. Gl. (4.39) ist identisch mit

J= [ [@H—ug)+u?—v?]dy = const. (4.40)
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Der Impulsiiberschuf J ist also ein invarianter Parameter dieser Probleme. Fiir
eine Niherung erster Ordnung kénnen die Schwankungsglieder 2 und v'? natiirlich
fortgelassen werden. Beim Freistrahl ist J durch den Impuls des ,eingeblasenen
Strahles gegeben,

J=d(ug—ug)ug, 4.41)

wenn u, die gleichmiBig liber die Diisenoffnung verteilte Austrittsgeschwindigkeit
und d die Schlitzweite der Diise ist. Beim Nachlauf tritt statt des Impulsiiberschusses
ein Impulsverlust auf, der in bekannter Weise mit dem Stromungswiderstand des
Korpers im Zusammenhang steht. Ist W der Widerstand des querangestromten
Zylinders oder Prismas von der Linge 1, so gilt

—~gJ=W=cwd%u2,, (4.42)
wobei ¢,, der Widerstandsbeiwert und d die Dicke (der Durchmesser) des Kérpers ist.

In hinreichend groBen Abstanden vom Korper werden die statistischen FeldgroBen
bei ebenem Freistrahl und Nachlauf hiernach durch die Koordinaten x, y sowie durch
., J und v vollstindig bestimmt. Bei groBen Reynolds-Zahlen beeinfluBt die kine-
matische Zihigkeit lediglich die Feinstruktur, nicht aber die gemittelte Geschwindig-
keit, die Schubspannung, die Energie der Schwankungen usw. Beim ebenen Frei-
strahl im ruhenden Medium (u,=0) l48t sich daher aus den verbleibenden
Gro8en x, y, J auf einfache Weise das Ahnlichkeitsgesetz fiir die gemittelte Geschwin-
digkeit formulieren, ndmlich

a=|/2 F<l>, (4.43)

wobei F eine dimensionslose Funktion von y/x ist. Das Verhiltnis der gemittelten
Geschwindigkeit, @/@r,,, ist also auf Strahlen durch den Ursprung (x=0) konstant;
der Freistrahl breitet sich geradlinig aus. Die Breite des Turbulenzgebietes ist nicht
exakt definierbar, daher ist es iiblich, die Ausbreitung durch den Wert von y=b zu
kennzeichnen, bei dem #=1,/2 ist, wobei i, die Geschwindigkeit auf der Freistrahl-
achse (y=0) bei gleichem x bedeutet. Diese Breite b wichst proportional zu x, wih-
rend die maximale Geschwindigkeit %, mit 1/|/; abfillt. Gl. (4.43) besagt auch, daB
die Geschwindigkeitsverteilungen in allen Ebenen x=const einander dhnlich sind,
mithin als

T=T.f (%) (4.44)
darstellbar sind'). In analoger Weise konnen die Schubverteilung,
T= —qu'v = QUkg,, (%) (4.45)

und auch die quadratischen Mittelwerte der Geschwindigkeitsschwankungen usw.
ausgedriickt werden.

) Im englischen Schrifttum wird diese Eigenschaft hiufig als ,,self-preservation* bezeichnet.
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Mit Gl. (4.43) ist unwillkiirlich die Vorstellung eines Freistrahls verbunden, der bei
x=0 einer linienférmigen Impulsquelle mit unendlich groBer Ausstrémungsgeschwin-
digkeit (uo=00) entspringt. Bei Versuchen haben die Strahldiise und die Austritts-
geschwindigkeit endliche Werte. Daher wird die Ubereinstimmung von Versuchs-
ergebnissen bei kleineren Abstinden x mit diesem Ahnlichkeitsgesetz verbessert, wenn
man sich den Freistrahl von einem virtuellen Ursprung bei x, ausgehend denkt,
der nicht notwendig in der Diisenebene liegen muB. Mathematisch stellt x, eine
Integrationskonstante dar; praktisch beruht ihre GroBe auf den Stromungsverhilt-
nissen am Austritt der Diise und deren Abmessungen. Allgemeiner schreibt man also
Gl. (4.43) in der Form

/7 F( y ) (4.46)
X—Xg \X—Xq

Fiir den ebenen Freistrahl im homogenen Strom (u,+0) kann man eine
invariante ImpulsiiberschuBdicke

J ufu

einfiihren und damit das Gesetz der gemittelten Geschwindigkeit bei grofen Reyn-
olds-Zahlen, wiederum unter Beriicksichtigung eines virtuellen Ursprungs bei x,,

durch _
T uF ("—"— l) (448)

8, '8,

ausdriicken, wobei F diesmal eine universelle Funktion von (x —x,)/é, und y/d, ist.
Diese Bezichung gilt auch fiir den ebenen Nachlauf, bei dem man dann fiir §, die
Impulsverlustdicke

52=5§‘—iz ji<1—ui)dy (4.49)

uao o0
einzusetzen hat und x, durch die Strémungsbedingungen am Korper bestimmt wird.
Die Form (4.48) ist ebenso wie (4.46) natiirlich nur anzutreffen, wenn x—x,>d ist,
wobei d die Spaltweite der Austrittsdiise bzw. die Dicke des Widerstandsk&rpers ist.

Anmerkung. Wie schon erwihnt, kann man sich den Strahl aus einer Diise infinitesimaler
Abmessungen als idealisierten Fall denken, der durch uy/u,— o0 und d/8, -0 gekennzeich-
net ist. Daher ist es sinnvoll, die Existenz eines universellen Gesetzes der Form (4.48) fur
den gesamten Bereich 0<(x—x,)/d; <0 zu postulieren. Dagegen scheint eine solche Defi-
nition fiir die Nachlaufstrémung keinen Sinn zu haben. Denn das Gegenstiick zur Diise
mit u,/u,—+c0, der Kérper mit ¢,— o0, ist physikalisch unmdéglich. Vielmehr erzeugen
gerade Korper groBen Widerstandes (z. B. quer angestromte Platten) Wirbelformen, die iiber
groBe Strecken bestehen bleiben. Von H. Reichardt und R. Ermshaus?) durchgefiihrte

') Reichardt, H.; Ermshaus, R.: Impuls- und Wirmeiibertragung in turbulenten Wind-
schatten hinter Rotationskorpern. Int. J. Heat Mass Transfer 5 (1962) 251-265.
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Messungen hinter stumpfen und schlanken Kérpern zeigen denn auch sehr unterschiedliches
Verhalten des Nachlaufs. Erst in Abstinden, die mehrere Hundert Korperdicken messen,
scheint die Bewegung einer universellen Form zuzustreben.

Es fragt sich, ob in (4.48) fiir die gemittelte Geschwindigkeit und andere statistische
FeldgroBen auch Ahnlichkeit in dem Sinn zu erwarten ist, daB sich die Verteilungen
nur in den Lingen- und GeschwindigkeitsmaBstidben voneinander unterscheiden. Um

y

.
=)

Un
Fig. 72
Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit im ebenen Freistrahl —llg

dieses zu priifen, muB man auf die Bewegungsgleichungen zuriickgreifen. Als Ge-
schwindigkeitsmaBstab wihlen wir die Differenz zwischen der gemittelten Geschwin-
digkeit auf der Symmetrieachse und der ungestorten Stromungsgeschwindigkeit, Fig. 72,

Uy = Uy — Uy, (4.50)

die beim Strahl die Ubergeschwindigkeit ist. Beim Nachlauf ist u, negativ und
wird auch als Tiefe der Nachlaufdelle bezeichnet. Als LingenmaBstab dient die
Breite b, die analog der obigen Definition als der Abstand von der Achse festgelegt
wird, bei welchem @=(@,,+u,)/2 ist (b =halbe Breite bei halber Ubergeschwindig-
keit bzw. halber Dellentiefe). Die beiden GroBen u; und b sind Funktionen von x.
Fibrt man mit n=y/b die Ansiitze

;= u®+ulf(")’
"W=“§912('I), 4.51)
ui=ulg,(m, v =ulg,(n)

in die Bewegungsgleichung (3.11) ein, so ergibt sich mit den Differentialquotienten

0 db/dx d 6 _1d

ox b "dn’ 8y bdny
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die Gleichung

du u, db du1 1 d(u, b) ,” N
[ YL ] it ot 4l fjf(n)dwr
°

du, @ db w2 , (4.52)
+2“1d_x( —ga) — b dx n(gi—gh) = bgu’

wobei f'=df/dn usw. bedeuten. Dabei wurde 7 mit Hilfe der Kontinuititsgleichung
(3.2) und der Randbedingung 7==0 fiir y=0 eliminiert. Das Impulsintegral (4.40)
lautet mit den Funktionen (4.51)

J=b[uwu1 § fdn+u? [ f2dnead | (gl—gz)dn]. 4.53)

Die Ansitze (4.51) sind mit den Bewegungsgleichungen nur dann vertriglich, wenn die
dimensionsbehafteten Faktoren der einzelnen Glieder in (4.52) entweder alle in gleicher
Weise von x abhiangen oder gleich Null sind, d.h., wenn sie in konstantem Verhiltnis
zueinander stehen, und wenn ferner die Faktoren in (4.53) konstant sind. Man iiberzeugt
sich zunichst davon, daB die durch (4.46) bzw. (4.48) gegebene Form mit
Uy =, ~(x— xo)'%, b~(x—xg) und u,=0 diesen Bedingungen geniigt. Bei endlichem
u,, kénnen die Forderungen offenbar nur fiir u,, ~u, erfiillt werden, so daB es fiir den
Strahl und Nachlauf im homogenen Strom (u,, =const) keine Ahnlichkeit zu geben
scheint. Jedoch ist annihernd eine Ahnlichkeit moglich, wenn

g, > uy|.
In diesem Fall vereinfachen sich (4.52) und (4.53) zu

du u, db | u?
[ - ]=;‘gaz, (4.54)
J=bugu, | fdn. (4.55)

Die Ahnlichkeitsbedingungen werden dann fiir
u1~(x—x,)‘%, b~(x—x,)f (4.56)

befriedigt. Man vergewmsert sich durch Einsetzen von (4.56), daB jedes Glied in (4.54)
proportional (x— x,) und die rechte Seite von (4.55) konstant ist. Die GroBe x,
bedeutet formal eine Integrationskonstante, die den virtuellen Anfangspunkt dieser
Stromung fixiert. Im Rahmen des allgemeinen Ahnlichkeitsgesetzes (4.48) ist das Ver-
hiltnis (x,—x,)/8, eine universelle Konstante, vorausgesetzt, daB die Abmessungen
der Diise hinreichend klein sind. Da in Strahl und Nachlaufu, kontinuierlich abnimmt,
wird diese Ahnlichkeit asymptotisch fiir x—co angenihert. Die asymptotische Form
von (4.48) ist also
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1 =u, 1i|/ i_F , 457
ilTwu " [ X=X, 1(]/(x—x_)62 ( )

wobei das obere Vorzeichen fiir den Strahl, das untere fiir den Nachlauf gilt.

So, wie (4.57) eine Niherung fir den Grenzfall %,/u,—0 darstellt, so kann man die
fiir den Strahlin ruhender Umgebung abgeleitete Form (4.46) beim Strahl im homogenen
Strom naherungsweise fiir den Grenzfall u_/fir, -0 als giiitig ansehen.

Anmerkung. Zur Priifung der Bedingungen, unter welchen dhnlich bleibende Geschwindig-
keitsverteilungen zu erwarten sind, geniigt es die Gleichung fiir die gemittelte Geschwindigkeit
2u befragen. Man kann sich aber davon iiberzeugen, daB die Ahnlichkeitsansitze unter gleichen
Bedingungen auch mit den Gleichungen fiir andere statistische GroBen vertraglich sind,
soweit sie nicht gerade die Feinstruktur der Turbulenzbewegung beschreiben. Dabei gelten
z. B. fiir Integral-LingenmaBe Ansitze der Form

L=bi(n). (4.58)
Achsensymmetrische Stromungen. Diese Ahnlichkeitsbetrachtungen werden sinn-
gemdB auch auf die achsensymmetrischen Strémungen angewandt. Der invariante
ImpulsiiberschuB ist

J=2n:Ir[ﬁ(ﬁ'——uw)+F—F]dr=const, (4.59)
der beim Freistrahl gleich dem aus der Diise austretenden Impuls

J=Fy(ug—u,)ug (4.60)
und beim Nachlauf gleich dem Strémungswiderstand des Kérpers

—QJ=W=ch0%u3,O @.61)
ist, wobei F, die Fliche der Diisenéffnung bzw. die Stirnfliche des Korpers bedeutet.

Analog zu (4.46) fiir den ebenen Freistrahl ergibt sich fiir die gemittelte Geschwindig-
keitsverteilung des runden Freistrahls im ruhenden Medium

W= ——V:J—F(—y-——) . (4.62)

Also auch der runde Freistrahl breitet sich in ruhender Flissigkeit geradlinig aus,
jedoch fallt die gemittelte Geschwindigkeit auf der Achse mit (x—x,)~ ! ab.

Fiir den runden Freistrahl im axialen Strom 148t sich ein ImpulsiiberschuBradius

 5(7 4
8= izz 2jri<l—1>dr (4.63)
[+
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definieren, der beim homogenen Strom invariant ist. Beim Nachlauf hinter einem
Rotationskorper tritt an dessen Stelle der Impulsverlustradius

'WM%N CNPAYR
0,= o ZJruw(i uw)dr. (4.64)
o

Die Dimensionsbetrachtungen fiir den runden Freistrahl im homogenen Strom bzw.
fir den runden Nachlauf fithren auf genau die gleiche, fiir ebene Strémungen giiltige
Beziehung (4.48), wenn fiir §, der Impulsiiberschufiradius bzw. -verlustradius eingesetzt
wird. Das, was zu diesem Gesetz iiber die ebenen Strémungen gesagt wurde, gilt sinn-
gemiB auch fiir die achsensymmetrischen Strémungen. Die Anwendung der in Gl
(4.50) bis (4.55) ausgedriickten Gedanken auf die Gleichungen der achsensymmetri-
schen Stromungen, Gl. (3.17) und (3.18), liefert auch eine Ahnlichkeit fir den Fall
uy, > lu,|, vorausgesetzt, daB die Reynolds-Zahl hinreichend hoch ist. Mit n=r/b
gelten die Bezichungen

du, uydb ] uit d
uco[dxf b dx'? }_ b '1 dr’("ng)’ (4*65)

J=2nb*u u | nfdn, (4.66)
0
die mit
u~(x-x) 78 b~ (x—x)

unabhingig von x erfiillt werden, so dall man also als asymptotische Form

s 0, 5 y
al-l~r.,r:° i=u, [1 + (x—xa> F, ((x—xa)% s (4.67)

mit dem oberen Vorzeichen fiir den Strahl und dem unteren Vorzeichen fiir den
Nachlauf erhilt. Auch hier wird (x,—x,)/6, eine universelle Konstante sein.

Reynoldssches Ahnlichkeitsgesetz. Nachdem man mit Hilfe von Ahnlichkeitsbetrach-
tungen GesetzmiBigkeiten fiir Ausbreitung und Anderung der Mittengeschwindigkeit
bei groBen Reynolds-Zahlen ermittelt hat, sollen einige Folgerungen aus dem
Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetz besprochen werden. Man kann eine ort-
liche Reynolds-Zahl

Re=1{u{bjv (4.68)

bilden, die im allgemeinen eine Funktion des Abstandes (x—x,) sein wird. Man
iberzeugt sich aber durch Einsetzen der hergeleiteten Ergebnisse in Gl. (4.68), daB
die Reynolds-Zahl bei der asymptotischen Form des ebenen Strahles im homo-
genen Strom bzw. beim ebenen Nachlauf (|u;|<€u,) und beim achsensymmetrischen
Strahl in ruhender Umgebung konstant ist. Das bedeutet, daB die angegebenen
Ahnlichkeitsgesetze in diesen Fillen alle statistischen GroBen, also auch die die
Feinstruktur betreffenden und die vernachléssigte Stokessche Schubspannung in
(3.11) bzw. (3.17) umfassen.
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Beim ebenen Strahl in ruhender Umgebung wichst die Reynolds-Zahl wie
Re~(x—x0)5, so daB die Voraussetzung groBer Reynolds-Zahl mit zunchmendem
Abstand vom Ursprung des Strahls immer besser erfiillt ist. Die Reynolds-Zahl
eines ebenen laminaren Freistrahls wichst wie Re~(x—x0)5‘). Daher wird der
laminare Strahl stets in einiger Entfernung vom Ursprung instabil werden und sich
als turbulenter Strahl fortsetzen.

Nur beim achsensymmetrischen Freistrahl im homogenen Strom nimmt die
Reynolds-Zahl mit dem Abstand vom Ursprung ab, und zwar asymptotisch wie
Re~(x—x,)"¥. Wie hoch die Reynolds-Zahl anfanglich auch sein mag, schlieBlich
wird immer eine Stelle erreicht werden, an der die Voraussetzungen der Form (4.67)
nicht mehr erfiillt sind. Infolge der relativ groBeren Zihigkeitswirkung fallen die
Geschwindigkeitsschwankungen rascher ab als die Differenzen der gemittelten Ge-
schwindigkeit. Im Endstadium horen die Wechselwirkungen zwischen gemittelter
Geschwindigkeit und Schwankungsbewegung ganz auf. Beziiglich der letzteren stehen
dann nur die konvektiven und die viskosen Glieder im Gleichgewicht miteinander,
dhnlich wie im Endstadium der homogenen Turbulenzfelder, vgl. 2.3.2. Wie O. M.
Phillips?) gezeigt hat, klingt die kinetische Energie der Geschwindigkeitsschwankun-
gen proportional (x—x,)”% ab. Die Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit
folgt den Gesetzen des laminaren Strahls bzw. des laminaren Nachlaufs?), d. h.

|~ (x—x)7Y,  b~(x—xof, Re~(x—x,) %,

x, ist wiederum eine Integrationskonstante; d. h. der virtuelle Ursprung der Ahnlich-
keitsgesetze des Endstadiums liegt bei x,. Aus dem Reynoldsschen Ahnlichkeits-
gesetz folgt, daB (x,—x,)/6, eine universelle Funktion der Reynolds-Zahl
Uy, /v ist.

4.3.2. Versuchsergebnisse. Dic wichtigsten Eigenschaften der Ahnlichkeitslésungen
sind in Tab. 2 zusammengestellt. Die aus Versuchen ermittelten Zahlenwerte fiir die
gemittelte Geschwindigkeit auf der Achse und fiir die Ausbreitung sind hierbei an-
gegeben. Soweit es die ebenen und achsensymmetrischen Freistrahlen im ruhenden
Medium (u,=0) betrifft, sind die im Schrifttum zu findenden Daten und Auf-
fassungen in guter Ubereinstimmung miteinander. Dagegen weichen die Angaben
der verschiedenen Autoren fir die Ahnlichkeitslésung, (4.57) bzw. (4.67), der Frei-
strahlen und Nachldufe im gleichférmigen Strom zum Teil stirker voneinander ab.
Dies ist nicht sehr verwunderlich; denn die Ahnlichkeitslsungen sind ja asymptoti-
sche Losungen, die sich erst in sehr groBen Entfernungen vom Korper einstellen, wo
die gemittelten Geschwindigkeiten sich nur um wenige Prozente von der ungestorten
Geschwindigkeit u,, unterscheiden. Die beobachteten Diskrepanzen sind in vielen
Fallen darauf zuriickzufiihren, daB die zum Vergleich herangezogenen Versuchswerte

'} Vgl. Schlichting, H.: [3], 162.

%) Phillips, O. M.: The final period of decay of non-homogeneous turbulence. Proc. Cam-
bridge philos. Soc. 52 (1956) 135-151.

%) Schlichting, H.: [3], 214.
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in viel zu geringen Abstinden vom Koérper gemessen wurden. Andererseits erfordern
Messungen in groBen Abstinden vom Korper groBe Sorgfalt und hohe Genauigkeit.
Beim achsensymmetrischen Strahl und Nachlauf kommt hinzu, daB das Ahnlichkeits-
gesetz (4.67) fiir extrem groBe Entfernungen durch das zéhigkeitsbeeinfluBte (laminare)
Gesetz abgeldst wird. Das Gesetz (4.67) kann sich also nur ausbilden, wenn die Anfangs-
Reynolds-Zahl hinreichend groB ist; dies bedeutet fiir Laboratoriumsversuche eine
weitere Erschwernis. Aus diesem Grunde sollten die in Tab. 2 angegebenen Daten
nur mit einiger Zuriickhaltung benutzt werden.

Bei gegebener Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit nach Gl.(4.51) sind die
Anderungen der Geschwindigkeit auf der Achse und die Ausbreitung itber die Impuls-
bedingung (4.40) miteinander gekoppelt, wenn die Glieder «'> und v’ vernachlissigt
werden. Beim ebenen Freistrahl in ruhender Umgebung (u,=0) ist nach Gl.(4.46)
die Breite

b=a(x—xg) (4.69)
und die Mittengeschwindigkeit #,(=u,)
J
U, = . .7
=B | 5 (4.70)
Durch Einsetzen in Gl. (4.40) folgt
ap? | fimdn=1. 4.71)
Fiir die asymptotische Losung u_ > 4, nach (4.57) hat man
b=a(d,(x—x,)*, (4.72)
5, \*
u = fu, (x —zx,) , 4.73)

so daB sich aus (4.47) und (4.55)

af | fOdn=1 4.79)
ergibt. Die entsprechenden Formeln fiir die achsensymmetrischen Stromungen sind
in Tab. 2 enthalten.

Die glockenformige Verteilung der gemittelten Geschwindigkeit, Fig. 73, wird in der
Regel durch das GauBsche Fehlerverteilungsgesetz

f)=exp[~(In2)7?] (4.75)

angenighert, das aber in den Randgebieten keine sehr gute Ubereinstimmung mit den
Versuchswerten ergibt. Eine bessere Anniherung liefert die von L. J. S. Bradbury!)
gegebene Formel

f(n)=exp[~0,6749 4 (1 +0,0269 n*)]. (4.76)

) Bradbury, L. J. S.: The structure of a self-preserving turbulent plane jet. J. Fluid Mech.
23 (1965) 31-64.
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10
05 .
/@ Fig. 73
I / Dimensionslose Verteilungsfunktionen
der gemitteiten Geschwindigkeit im Frei-
E‘ \\/ /Q) strahl
\\<::Zf ® Gl.(4.76)
=== @ GL(4.75)
g 2

n=y/b

Die fiir den ebenen Nachlauf von A. A. Townsend [12] vorgeschlagene Beziehung,

S =exp[—0,66197% (1 +0,04659%], 477

unterscheidet sich nicht wesentlich von (4.76). Auch beim achsensymmetrischen Frei-
strahl sind keine wesentlichen Unterschiede in den Geschwindigkeitsverteilungen
festzustellen. In Tab. 3 sind einige wesentliche Integralmomente zusammengestellt.

Tab. 3 Integralmomente fiir den ebenen und achsensymmetrischen Freistrahl

achsen- achsen-
eben . eben .
symmetrisch symmetrisch
o o df n df)n
1 *d 21 f"nd I, -—1]d 21==]nd
" 'Lf n gfﬂﬂ " J(M) n f&m ndy
—-® /]

L 2,044 1,274 I 1,135 1,415

L 1,495 0,698 I —0,705% —0,6826

I 1,233 0479 3 ’ '

Fiir den ebenen ') und achsensymmetrischen?) Freistrahl im homogenen Strom liegen
Messungen bei kleineren und mittleren Abstinden von der Austrittsdiise vor, aus
denen sich die Gesetze fiir die Anderung der Geschwindigkeit auf der Achse gemif
der Bezichung (4.48) erschlieBen lassen. Bei passender Wahl von x, fallen tatsichlich

1) Bradbury, L. J. §.; Riley, J.: The spread of a turbulent plane jet issuing into a parallel
moving airstream. J. Fluid Mech. 27 (1967) 381-394.

?) Reichardt, H.: Zur Problematik der turbulenten Strahlausbreitung in einer Grund-
stromung. Mitt. MPI Strém. Forsch. u. Aerodyn. Vers. Anst, 35, 1966.
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alle Versuchsdaten auf jeweils eine universelle Kurve

W=ty (" ;fo’) . (4.78)

Da die Verteilung f(n) der gemittelten Geschwindigkeit fiir alle (x —x,)/d, mit experi-
menteller Genauigkeit die gleiche Form hat, sind damit die Geschwindigkeitsfelder
definiert. Insbesondere ist der Zusammenhang zwischen Breitenentwicklung und der
Geschwindigkeit auf der Achse durch die Impulsbedingung bestimmt. Nach Ein-
setzen von (4.51) und der in Tab. 3 gegebenen Integralmomente lautet die Impuls-
bedingung fiir den ebenen Freistrahl

2
b [(:—‘> I+ :—‘ Il] =34, 4.79)

fiir den achsensymmetrischen Freistrahl

2
b? [(:—‘> I+ ;“‘- 1,] =62, (4.80)

In Tab. 4 sind die Verhiltnisse der maximalen Ubergeschwindigkeiten (u./u,)® bzw.
u/4; und die Breitenverhiltnisse 5/3, fiir den ebenen und achsensymmetrischen

Tab. 4 Maximale Ubergeschwindigkeit und Breite fiir den ebenen und achsensymmetrischen

Freistrahl
eben nach Bradbury/Riley | achsensymmetrisch nach Reichardt
X —Xq (um>2 b X=X, Ugp b X=Xy Uy
I uy d, 4, u, d, I u,; d,
0 0 0 0 0 0 120 8,714 2,537
2 0,335 0,127 2 0,1456 0,1549 130 9,368 2,636
4 0,696 0,221 4 0,2927 0,2828 140 10,02 2,731
6 1,077 0,302 6 0,4410 0,3929 150 10,67 2,822
8 1,474 0,375 10 0,7431 0,5794 160 11,30 2,909
10 1,885 0,444 15 1,132 0,7738 170 11,92 2,991
12 2,306 0,508 20 1,531 0,9407 180 12,53 3,070
20 4,060 0,732 25 1,937 1,089 190 13,14 3,147
30 6,390 0,970 30 2,341 1,220 200 13,74 3,220
40 8,845 1,181 35 2,734 1,337 210 14,34 3,293
50 11,41 1,374 40 3111 1,441 220 14,94 3,363
60 14,08 1,553 45 3,475 1,535 230 15,53 3,431
70 16,85 1,723 S0 3,836 1,623 240 16,13 3,499
80 19,7 1,884 60 4,559 1,787 250 16,71 3,564
90 22,63 2,039 70 5,280 1,938 260 17,29 3,627
100 25,62 2,187 80 5,997 2,077 270 17,87 3,689
90 6,701 2,205 280 18,44 3,749
100 71,387 2,323 290 19,01 3,808
110 8,056 2,433 300 19,57 3,866
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Freistrahl als Funktion von (x—xg)/d, enthalten. Die Daten fiir den ebenen Frei-
strahl wurden von Bradbury und Riley angegeben. Fiir den achsensymmetrischen
Freistrahl wurden die Werte nach den Versuchen von Reichardt ermittelt.

Anmerkung. Die erwihnte Ahnlichkeit der Verteilungsform der gemittelten Geschwindigkeit
iiber den gesamten Bereich von x—x, ist keine mechanische Ahnlichkeit im Sinne der Dar-
legungen von 4.3.1. Man muB sie als ein zufilliges Ergebnis hinnehmen, fiir das es keine schliis-
sige Erkldrung gibt. Man kann anfiihren, daB die Normierung der Funktion f(n) [f(0)=1;
S(1)=0,5; f(0)—0] die Vielfiltigkeit ihrer Form einschriinkt und somit eine Voraussetzung
dafiir schafft, daB alle Versuchsergebnisse auf eine Kurve fallen.

Quergeschwindigkeit und Schubspannung. Zwei wichtige FeldgrdBen, deren experi-
mentelle Bestimmung einigen Aufwand erfordert, lassen sich bei bekanntem Ge-
schwindigkeitsfeld ohne weitere Annahmen berechnen, nimlich die Querkomponente
¥ der gemittelten Geschwindigkeit aus der Kontinuitétsgleichung (3.2) und die Schub-
spannung 1 aus der Bewegungsgleichung (3.11)!). Infolge der Ahnlichkeit der Ge-
schwindigkeitsprofile ergeben sich hierfiir relativ einfache Quadraturformeln.

Setzt man (4.51) in die Kontinuitétsgleichung ein, so liefert die Integration fiir die
Quergeschwindigkeit bei ebener Stromung

6:

1
b, r_ @b J fdn', (4.81)

“ dx n dx
0
wobei auf der Achse (y=0) aus Symmetriegriinden =0 als Randbedingung gesetzt
wurde. Die Formel fiir die Radialgeschwindigkeitskomponente der achsensymme-
trischen Stromung hat dhnliche Gestalt und lautet mit n=r/b
1
—_ . db 1 d(,b?) 1 , ,
"‘“'dx”f’X e ; n fdry. 4.82)

0

Im Inneren der Freistrahlen iiberwiegt jeweils das erste Glied von (4.81) bzw. (4.82),
so daB sich positives 7 gemiB einem Verdringungseffekt ergibt. In den duBeren
Regionen iiberwiegt bei kleinen x-Werten das zweite Glied; folglich stellt sich nega-
tives T ein, das auch auBlerhalb des Strahles vorherrscht. Dieses Ansaugen von
Fliissigkeit aus der Umgebung ist eine charakteristische Erscheinung bei Freistrahlen.
Bei Strahlen im gleichgerichteten Strom fillt das zweite Glied in (4.81) und (4.82)
rasch mit x ab und verschwindet bei sehr groBen Abstinden, da die Impulserhaltung
hier u;b=const verlangt. Dann ist ¥ innerhalb des Strahles iiberall positiv und
klingt zum Strahlrand hin auf Null ab.

Die Verteilung der Schubspannung t ist im ebenen Fall wie die von 7 antisymme-
trisch. Bei der Integration der Gl.(4.52) ist also bei y=0 die Randbedingung t=0

') Die Beziehungen wurden erstmals angegeben von Reichardt, H.: GesetzmiBigkeiten der
freien Turbulenz. VDI-Forschungsheft 414, 1942 (2. Aufl. 1951).
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zu beachten. So erhilt man, wenn man die Glieder der Normalspannungen ver-
nachlissigt,

d . db
Q—:‘?=—-—ylz(n)——— (u‘b)'[f a;nf+

C

4.83)

diy 1 d( b) :
: Jf’ S fjfdn.
0

1

“1
Auch im achsensymmetrischen Fall hat die Schubspannung auf der Achse den Wert
1=0; in diesem Fall gilt:

n
T uv um dw, b)) 1 { , ., u,db
Y 7 =g12{n) = 2b dx ) n fdn ” o

(4.84)

+ 1 d(ule)ij frdy — 1 d(ulb)fj fdr.

4.3.3. Turbulenzstruktur. Die nach Gl. (4.83) berechneten Schubverteilungen in den
beiden Fillen u,=0 und u,»u, fir ebene Strdmung sind in Fig. 74 dargestellt
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Experimentelle Verteilungen der Geschwindig-

keitsschwankungen beim ebenen Freistrahl
(upx~0)(nach L. J. S. Bradbury)
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Experimentelle Verteilungen der Ge-

schwindigkeitsschwankungen im ebenen
Nachlauf hinter einem Zylinder,
x/d=500 bis 950 (nach A. A. Townsend)
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Verteilungen der Intermit-
tenzfaktoren beim ebenen
Freistrahl (v, ~ 0) und beim
ebenen Nachlauf hinter einem
Zylinder (u,/u_,—0) nach
Versuchen von L. J. S. Brad-
bury und A. A. Townsend
@ Freistrahl

@ Nachlauf

(bei der Nachlaufstr6mung hat t umgekehrtes Vorzeichen). Die betrichtlichen Unter-
schiede in der GroBe von t legen nahe, dafl die Turbulenzbewegung in den beiden
Fillen wesentlich verschieden ist, obwohl sich die Verteilungen der gemittelten Ge-
schwindigkeit kaum voneinander unterscheiden. Die Unterschiede finden sich auch
in den Verteilungen der Schwankungsgeschwindigkeiten, Fig. 75 und 76, wenngleich
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sie im Verhiltnis etwas kleiner sind. Bemerkenswert ist jedoch die Ahnlichkeit der
Verteilungen fiir die beiden Fille.

Fig. 77 zeigt die Verteilungen des Intermittenzfaktors. Der Wert p=0,5 tritt bei beiden
Strémungen fast im gleichen Abstand von der Mitte auf, jedoch verlduft die y-Kurve
beim Nachlauf sichtlich flacher als beim Strahl (u,=0). Man kann daraus schlieBen,
daB die groBen Turbulenzelemente beim Strahl in ruhender Umgebung kleiner als
bei u,>»u, sind.

Gleichgewicht der kinetischen Energie. Wenn man in Gl. (3.42) fiir die kinetische
Energie der Schwankungen die von erster Ordnung kleinen Glieder vernachlissigt,
so erhilt man fiir ebene Strahlen und Nachldufe groBer Reynolds-Zahlen

1 0¢® _1 0> . 0u &
u—2— 6_x-+v7 W%—uv a—y+ & +5;[U(q /2+p/g)]—0. (4.85)
Konvektion Produk- Dissi- Diffusion
tion pation

Die Produktion (Leistung an der Reynoldsschen Schubspannung) kann mit den
angegebenen Beziehungen vollstindig aus der bekannten Verteilung der gemittelten
Geschwindigkeit berechnet werden. Ebenso ist die Konvektion aus den Verteilungen
der Schwankungsgeschwindigkeiten, Fig. 75 und 76 mit Hilfe der Ahnlichkeits-
beziehungen zu ermitteln. Die Dissipation wurde aus gemessenen Werten (du’/dx)?
vermittels der Beziehung fiir lokal isotrope Turbulenz

ZA.N2
e=15v (%%) (4.86)

bestimmt. So ergibt sich die Diffusion nach (4.85) aus der fehlenden Differenz. Die
experimentellen Werte der Dissipation sind bei fast allen bekannten Messungen zu
klein, — auch bei den Versuchen im Rohr von Laufer (vgl. 4.2.4) —. Darum wurden
die e-Verteilungen mit einem konstanten Faktor vergroBert, so daB der Gesamt-
beitrag der Diffusion gleich Null ist, d. h. daB die Bedingung

© P
J 3y [v'(@*2+p/0))dy=0 (4.87)
(V]

erfiillt ist. Die auf diese Weise ermittelten Energiebilanzen fiir Freistrahl (u,=0) und
Nachlauf (4, < u,), in Fig. 78 und 79 dargestelit, offenbaren markante Unterschiede
im Turbulenzmechanismus der verschiedenen Scherstrdmungen. Insbesondere fallen
beim Vergleich mit der Energiebilanz der Rohrstrdmung, Fig. 67, die verhiltnismiBig
groBen Betriige des konvektiven Energietransports auf, der iiberwiegend einen Ge-
winn an kinetischer Energie bringt und der bei der Rohrstrémung fehit. Aber auch
der diffusive Energietransport nimmt, im Verhdltnis zu den Maximalwerten der
Produktion gemessen, wesentlich groBere Werte als bei der Rohrstromung an und
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variiert stark. Die groBeren Einzelbetrige zum Energiegleichgewicht der Nachlauf-
stromung gegeniiber dem Freistrahl sind durch die groBeren Geschwindigkeits-
schwankungen bedingt, die ihrerseits auf die vergleichsweise stiirkere Konvektion
beim Nachlauf zuriickgefithrt werden miissen.

4.3.4. Anwendung halbempirischer Ansiitze. Die einfachen Konzeptionen wie Mi-
schungswegansatz (3.107) und Austauschansatz (3.106) sind in Verbindung mit
Ahnlichkeitsannahmen schon friihzeitig auf die Fille freier Scherturbulenz angewen-
det worden. Mit dem Mischungswegansatz haben W. Tollmien') den ebenen und
achsensymmetrischen Freistrahl im ruhenden Medium, H. Schlichting?) den ebenen
Nachlauf bearbeitet. Mit dem Austauschansatz hat H. Gértler?®) den ebenen Frei-
strahl in ruhender Umgebung und den ebenen Nachlauf behandelt. Die Losung mit
dem Austauschansatz fiir den achsensymmetrischen Freistrahl im ruhenden Medium
hat H. Schlichting [3] angegeben. Bei all diesen Rechnungen wurde der Mischungs-
weg | bzw. die AustauschgroBe &, nur als Funktion von x betrachtet, aber iiber die
Breite des Turbulenzgebietes als konstant angenommen. Dies bedeutet praktisch, da8
I~b und g ~u; b gesetzt werden. Die so errechneten Verteilungen der gemittelten
Geschwindigkeit stimmen im groBen und ganzen mit Versuchsergebnissen iiberein.
Es ist aber folgendes zu diesen Rechnungen zu bemerken: Mit dem Mischungsweg-
ansatz ergibt sich fir die Geschwindigkeitsverteilungen in der Mitte eine Singularitit,
die genau der bei der Rohrstrémung (Gl. (4.27)) gefundenen entspricht. Die Geschwin-
digkeitsprofile erscheinen daher in der Mitte zu spitz, verglichen mit experimentellen
Befunden. Eine zweite Singularitit tritt am Rand auf, wo 92%/dy* unstetig ist. Die
Rechnungen mit dem Austauschansatz zeigen zwar in der Mitte bessere Ubereinstim-
mung mit Versuchsergebnissen, am Rand klingen die berechneten Geschwindigkeits-
verteilungen aber sichtbar zu langsam mit dem Abstand von der Mitte ab. Die letztere
Diskrepanz 1iBt sich beseitigen, wenn man eine mit y verdnderliche AustauschgroBe
annimmt. In Tab. 5 sind die Werte fiir I/b und ¢/(u, b) zusammengestellt, die die
Rechnungsergebnisse mit Versuchsdaten beziiglich der Breitenentwicklung in Ein-

Tab. 5 Mischungsweg und Wirbelviskositit

Strémung b &
Uy
Ebener Freistrahl u, =0 1| 0251} 0037
Achsensymmetrischer Freistrahl u, =0 | 0,22 | 0,025
Ebener Nachlauf u, €u,| 041 | 0,090
Freie Strahlgrenze u,=0 | 0,14 | 0011

') Tollmien, W.: Berechnung turbulenter Ausbreitungsvorginge. Z. angew. Math. Mech.
6 (1926) 468-478.

) Schlichting, H.: Uber das ebene Windschattenproblem. Ing.-Arch. 1 (1930) 533-571.
%) Gértler, H.: Berechnung von Aufgaben der freien Turbulenz auf Grund eines neuen
Niherungsansatzes. Z. angew. Math. Mech. 22 (1942) 241-254,
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klang bringen. DaB diese Werte in den einzelnen Fillen unterschiedliche GroBe haben,
ist ein viel schwerwiegenderer Nachteil als die vorher erwihnten Unzuldnglichkeiten
in den Geschwindigkeitsverteilungen.

Auf weitere Einzelheiten der Rechnungen kann hier nicht eingegangen werden. Jedoch
sollen mit einer Niherungsrechnung die GroBen von ! und ¢, bestimmt werden, die
zu den in Tab. 4 gegebenen Zusammenhingen fiir Freistrahlen gehoren. Die Grund-
lage dieser Rechnungen ist die Gleichung fiir die kinetische Energie der gemittelten
Geschwindigkeit; sie lautet fiir den ebenen Freistrahl

a

1 d — T 0u
und fiir den achsensymmetrischen Freistrahl
d T 0u
a——J @ —ut)rdr= _2JE Erdr. (4.89)
0 V]

Man gewinnt diese Gleichungen aus der Gleichung fiir die gemittelte Geschwindigkeit,
GL (3.13) bzw. (3.19), durch Multiplizieren mit ¥ und anschlieBendem Integrieren
iiber y bzw. r2. Die Quergeschwindigkeit 7 wird mittels der Kontinuititsgleichung
(3.2) bzw. (3. 18) eliminiert (vgl. Gl.(4.38)). Setzt man nun wieder Gl. (4.51) fiir die
gemittelte Geschwindigkeit und fiihrt einen Beiwert ¢, fiir das Integral der Schub-
spannungsleistung (Dissipationsintegral) ein,

3 —
wi_ [ zo@
a5 = J P yd y, ebener Strahl, (4.90)
ul T ou .
¢y 5 b=2 E & rdr, achsensymmetrischer Strahl, 4.91)
1]

so erhidlt man mit den Integralmomenten nach Tab. 3 fiir den ebenen Strahl

(““’)3 ddx {b [2 “ip+3 (u ) I+ (u )313]} = —c, 4.92)

und fiir den achsensymmetrischen Strahl

(“w)sddx {bz I:Z—;Il+3( w) 12+( m)313]}= —bey (4.93)

Nun kann man schliefllich fiir * den Mischungswegansatz oder den Austauschansatz
in Gl. {4.90) und (4.91) einsetzen und bekommt, wenn man, wie bei den vorher erwihn-
ten Rechnungen, / und ¢, als von y unabhingig annimmt,
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] 2

cy= (-5) 21, (4.94)
B.‘ !

Cq = ;—1~b212 . (495)

Diese beiden Beziehungen gelten in gleicher Weise fiir ebene und achsensymmetrische
Stromung, wenn fiir I; bzw. I; die entsprechenden Werte von Tab. 3 genommen werden.
Sind die Werte von I/b oder £,/(#, b) bekannt, so kann man unter der Voraussetzung, daB
die Integralmomente von x unabhingig sind, aus Gl. (4.92) bis (4.95) die Entwicklung
der Geschwindigkeit berechnen; die Impulsbedingungen (4.79) und (4.80) geben dazu
den Zusammenhang zwischen b und u,/u_. Hier wurden umgekehrt mit den Werten

o4 008
7] x{!rha 1/62‘?—
83 T | 07
2 rfes
X
/)
f
/24 7 005
[
Fig. 80 ; -
GroBe von Mischungsweg und Wirbelviskositat T
als Funktion des Abstandes (x —x,)/, bei ebe- o a3
nen und achsensymmetrischen Freistrahlen in - / 3
Parallelstromung = S
— — — eben ar
achsensymmetrisch 0 00 00

0
(:-x,}/t,-——.

der Tab. 4 aus Gl. (4.92) und (4.93) zunichst ¢, und dann mit {4.94) und (4.95) die Werte
I/b und &/{u,b) ermittelt. Diese Werte, die in Fig. 80 als Funktionen von (x—x,)/3,
fir beide Fille dargestellt sind, ergiinzen die Angaben von Tab. 5. Die Zunahme von
&/(uy b) und I/b mit (x—x,)/d, steht in Einklang mit dem Anwachsen der relativen
Schwankungsintensititen (bezogen auf u,); die betrachtlichen Variationen verdeut-
lichen aber, daB diese einfachen Ansitze die komplizierten Vorginge in freier Turbulenz
nur unvollkommen beschreiben?).

4.3.5. Freie Strahigrenzen. Es soll noch kurz auf die asymmetrischen Strdmungsge-
biete eingegangen werden, die bei Vermischung zweier gleichgerichteter Stréme ent-
stehen. Praktisch treten die freien Strahlgrenzen als Vorstufe zu den Freistrahlen auf,

!y Die unterschiedlichen Zahlenwerte nach Tab. 5 und Fig. 80 in den Grenzfillen u,=0
und u; »0 erkliren sich damit, daB die bei der Ndherungsrechnung benutzte Geschwindig-
keitsverteilung nach Gl. (4.76) und die exakten Losungen der Differentialgleichungen von-
einander abweichen.
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Fig. 71, und es mag beildufig erwdhnt werden, daB der von turbulenten Strahlen er-
zeugte Lirm zum gréBten Teil im Bereich der freien Strahlgrenzen entsteht?). Bei einem
zweidimensionalen Strahl beeinflussen sich die beiden Strahlgrenzen gegenseitig erst,
wenn ihre Dicke im Verhiltnis zur Weite der Diisenoffnung betrichtlich angewachsen
ist. Auch der KriimmungseinfluB beim runden Strahl wirkt sich auf die Entwicklung
der Strahlgrenzen nicht aus, solange deren Dicken noch vergleichsweise klein zum
Diisendurchmesser sind. Von allgemeinem Interesse ist daher die ideale Strahlgrenze,
bei der sich die Strome beiderseits der Trennwand unendlich erstrecken. Die Trenn-
wand liege in der Ebene y=0 im Bereich — oo <x<0.

Impulssatz. Die Impulsintegrale in Gl. (4.36) und (4.37) haben im allgemeinen Fall
keine wohl definierten Werte. Ferner ist iiber die Quergeschwindigkeiten 7, bzw. T,
ohne weiteres keine Entscheidung zu treffen. Wir wollen jedoch annehmen, daB die
Trennwand die eine Diisenwand ist und daB irgendwo bei negativem y die andere

U 4

Fig. 81
Freie Strahlgrenze
@ Trennwand

o

@ Kontrollfliche
- 4 — e (@ Ebene @i = ot lo
b I 1]
- A A1 1-0 - @ Grenzen des Turbulenz-
Y 4p feldes

Diisenwand ist. Wir haben deshalb in Fig. 81 die ungestorte Strdmungsgeschwindigkeit
bei negativem y als u,, (Geschwindigkeit am Diisenaustritt) und die bei positivem y
mit u, (Geschwindigkeit der Umgebung) bezeichnet. Jetzt muB 7,=0 sein, und ¥,
errechnet sich aus der Kontinuititsbedingung, Gl. (4.38), zu

Vb

- d ~

U= ~ j udy. (4.96)
Fiir die in Fig. 81 eingezeichnete Kontrollfliche erhdlt man das Impulsgleichgewicht,
indem man Gl. (4.36) {iber x, beginnend bei x =0, integriert:

Yy % o
jﬂ(ﬁ"’uw)dy+u0(u0—uw))7a=_§ (ulz—vlz)dy' (497)
Ya Ya

Diese Gleichung wird benétigt, um z.B. die Neigung der Geraden zu bestimmen, auf
der u=(ug+uy)/2 ist.

1y Vgl. hierzu 5.2.
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Abhnlichkeitsbetrachtung. Die statistischen Quantititen der Stromung sind durch die
GroBen der beiden Geschwindigkeiten u,, und u,, die kinematische Zihigkeit v und
die Koordinaten x, y vollstindig bestimmt. Fiir groBe Reynolds-Zahlen (u,—u,)x/v
hat v keinen unmittelbaren EinfluB auf die turbulente Strémung (die Feinstruktur aus-
genommen); das Feld der gemittelten Geschwindigkeit 14Bt sich fiir positive x daher
durch folgendes Ahnlichkeitsgesetz beschreiben:

U=uy+(uo—uqy) F(¥/x). A (4.98)
Fir die dimensionslose Funktion F(y/x), die auBer von y/x noch vom Geschwindig-
keitsverhiltnis u . /u, abhdngen mag, gilt

lim y/x— o0:F(y/x)=0,

lim y/x~— — c0: F(y/x)=1.
Die Richtigkeit des Gesetzes (4.98) kann man an Hand von Gl. (4.52) nachpriifen, wenn
man mit den dortigen Ansitzen Gl. (4.51) b~x und u, =u,—u,=const einfihrt.

Im Idealfall wird die Strémung tiber eine gewisse Strecke laminar sein. Andererseits
bilden sich bei der experimentellen Verwirklichung an der Diisenwand Grenzschichten
aus, so daB die Vermischung bei x=0 bereits mit endlicher Dicke beginnt. Daher wird
man, wie bei Strahlen, einen virtuellen Anfang der Strahlgrenze bei x=x, definie-
ren, der nicht genau mit der Kante der Trennwand zusammenfillt.

Geschwindigkeitsverteilung. Nach Versuchsergebnissen 14Bt sich die Funktion
F(y/(x—x,)) gut durch die Fehlerfunktion annihern,

@

F(n)=—11[— J e d; (499)
T

a(n—ng,s)
dabei sind n=y/(x—x,), ¢ eine durch Versuche zu bestimmende Konstante und
0,5 = Yo,s/(x —Xx,) der Wert von 7, bei dem F=1/2 (Ebene @ in Fig. 81). Tatsichlich
ist (4.99) die erste Niherung zur Losung der Bewegungsgleichung, wenn man fiir ¢
den Austauschansatz (3.106) mit einem von y unabhéngigen &, einsetzt.,

Mit (4.98) erhilt man die Impulsgleichung (4.97) in der Form
”_l.il_n {(uo ~tt ) § [t + (o~ ) FYFdn +uy(u, —um)n} =0, (4.100)
© "

wobei das Glied auf der rechten Seite von (4.97) vernachlassigt wurde. Mit (4.99) folgt
hieraus*) :

10,5 =0,399(1 —u/uy). (4.101)
') Aus Gl.(4.99) ergibt sich lim { Fdp=nq5-n,
2= T W g
b .[deﬂ =— 0.399 +No,5 "
g~ - ® [

fa
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Als ein MaB fiir die Breite b der Vermischungszone hat H. Reichardt') die Strecke
eingefiihrt, in deren Endpunkten F? die Werte 0,1 und 0,9 annimmt ({= ~— 0,338 und
{=1,154 nach Gl (4.99). Nach den Messungen ergab sich im Spezialfall
u, =0 db/dx=0,098. Diesen Zahlen entspricht ein Wert der Konstanten o =15,2%).
Die zugehorigen Werte der Wirbelviskositdt und des Mischungswegs (nach Rechnungen
von Tollmien) sind in Tab. 5 enthalten.

4.4. Grenzschichten

Turbulente Grenzschichten sind einerseits von einer festen Wand und andererseits
von einem Gebiete nichtturbulenter Strémung begrenzt. Sie vereinen in sich daher
Eigenschaften, die teils den turbulenten Strémungen durch Leitungen und teils den
freien Scherstrémungen entsprechen.

Von allen turbulenten Stromungen haben die Grenzschichten wohl die meisten Be-
arbeiter gefunden. Der Grund liegt in ihrem haufigen Vorkommen sowohl bei Um-
strémungsproblemen (z.B. bei Flugzeugen und Schiffen) als auch bei Aufgaben des
Durchstrémens von Apparaturen (z.B. Stromungsmaschinen) und der dadurch er-
wachsenden Notwendigkeit, Voraussagen iiber die Auswirkung der verschiedenen
Einfliisse auf wichtige StromungsgréBen zu machen. Tatsdchlich ist die Zahl der
Probleme, die durch die verschiedenen Druckverteilungen und Oberflichenbeschaf-
fenheiten, infolge Hinzufiigens oder Absaugens von Strémungsmasse durch die Ober-
fliche, infolge von Wirmeiibertragung und hohen Machzahlen der AuBenstrémung
sowie durch viele andere EinfluBgroBen aufgeworfen werden, kaum zu iibersehen.
Im Rahmen dieses Buches konnen nur die einfachsten Fille behandelt werden, namlich
Grenzschichten bei im Mittel zweidimensionaler. Strémung an undurchlissigen ebenen
Wiinden; die StoffgroBen sind wie bisher konstant.

Der von der Stromung auBerhalb der Grenzschicht aufgepriagte Druckverlauf und die
Verteilung der Oberflachenrauvhigkeit sind unter diesen Einschrinkungen die beiden
verdnderlichen Randbedingungen, die die Entwicklung der Grenzschicht bestimmen.
Die Willkiir, mit der diese Bedingungen entlang der Wand in Hauptstrémungsrichtung
variiert werden konnen, erméglicht bereits eine ungeheure Vielfalt von Grenzschichten.

4.4.1. Grenzschichtgleichungen. Fiir die Theorie der Grenzschichten bei zweidimen-
sionalen Stromungen lings fester Winde, die nicht notwendigerweise eben zu sein
brauchen, und an Rotationskdrpern bei axialer Anstrdmung legt man gewohnlich
ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde, Fig. 82. Es sei x die Bogenlinge
lings der Korperkontur in Stromungsrichtung bzw. lings eines Meridianschnitts,
gemessen vom Staupunkt aus, und y die Koordinate senkrecht zur Oberfliche. Die
Kontur des Rotationskdrpers sei durch r(x) gegeben, wobei der Radius r(x) senkrecht
zur Achse des K6rpers gemessen wird. Setzt man die Grenzschichtdicke als klein gegen

1) Siehe FuBnote 1, S. 212.

%) Die genauere Losung mit &~ b(u, —uy) ergibt nach H. Gértler etwas abweichende
Zahlenwerte, vgl. FuBnote 3, S. 217.
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den Betrag des Kriimmungsradius der Oberfliche in der x, y-Ebene (§< (|d?r/dx?)~!
[1+(dr/dx)*]? und auBerdem < r)/1+(dr/dx)?) voraus, so unterscheidet sich die
Stromung am Rotationskérper von der des ebenen Falls nur durch Divergenz bzw.
Konvergenz der Stromlinien. Die Grenzschicht entspricht ortlich einer faicherférmigen

Fig. 82
Koordinatensystem flir Grenzschichten an Rota-
tionskdrpern

Stromungsschicht, deren Zentrum im Schnittpunkt der Tangente der Oberfliche mit
der Korperachse liegt. Daher sind hauptsichlich die Kontinuititsgleichungen fiir
den ebenen und achsensymmetrischen Fall verschieden,

ow v
5 —t = 1
Ebene Stromung P + 3y 0, (4.102)
Rotationskdrper  on* 4+ + %% _ 03). (4.103)
0x dy

Die Bewegungsgleichung der im Mittel stationédren Stromungen an Rotationskdrpern,

om  _om 1 dp, owv &u our-vd) —51 dr
U+ V= — + Vg ——— -
Ox dy e dx dy dy 0x r

— u a N
4.104)
weicht von Gl. (3.11) fiir die ebenen Strémungen nur in den unbedeutenden Normal-
spannungsgliedern ab. Die zugehdrigen Formen der Gleichungen fiir die Reynolds-
Spannungen und kinetische Energie der Schwankungen werden hier nicht wiedergege-
ben.
Die Geschwindigkeit auBerhalb der Grenzschicht, u (x), wird als vorgegeben betrach-
tet (Potentialstromung); damit ist iiber die Bernoullische Gleichung (3.14) auch
dp./dx bekannt. Es sind folgende Randbedingungen zu erfiillen:

y=0: #=7=0; limy—o0: W=u,(x).

Impulsgleichung. Fiir die ndherungsweise Berechnung der Grenzschichten ist die
v.Kdrménsche Impulsgleichung sehr wichtig; sie ist das Integral von Gl. (4.104).

Y) Bjr < 39/9y.
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Der ilibersichtlicheren Schreibweise wegen filhrt man folgende Bezeichnungen ein:

Verdriangungsdicke dq =J. (1 - u_u_) dy, 4.105)
0

Impulsverlustdicke é,= J. ul (1 - ul) dy, (4.106)
0

Formparameter H,,=4/3,. (4.107)

Nachdem man 7 mit Hilfe der Kontinuititsgleichung eliminiert und dp,/dx mit Gl.
(3.14) substituiert hat, erhilt man als Impulsgleichung fiir die Grenzschichten am Ro-
tationskorper

dé, 8, du, 4, dr
dx + (2+H”)u® dx + T dx
_ Tw 1 d 75 TIa 1 dr F (4108)
_Qui,+u§, de.(u v )dy+r de.;Zdy‘
0 o

Bei der Impulsgleichung fiir ebene Stromungen entfallen die Glieder mit dr/dx. Die
letzten beiden Glieder werden gewGhnlich vernachlissigt.

4.4.2. Grenzschicht an einer flachen Platte

Ahnlichkeitsbetrachtungen. Um das Wesentliche herauszustellen, ist es notwendig, die
Betrachtungen zunichst auf charakteristische Fiille zu beschrinken. Der einfachste
Fall ist die Grenzschicht an einer flachen Platte. Hierbei ist die Geschwindigkeit
auBerhalb der Grenzschicht u, =const, d. h. der Mittelwert des statischen Wanddrucks
ist P, =const, Fig. 83.

Y . Fig. 83
4 — e —’}F’ Tixy) Grenzschicht an einer flachen Platte
. __)L e vixyl ’ A virtueller Anfang der turbulenten
:I e 4 Yy oo ? Grenzschicht
X5 «— + —— Rand der laminaren
lomingre —ete——————turbulente Grenzschicht Grenzschicht

Es sei daran erinnert, daB sich die partielle Differentialgleichung der laminaren Grenz-
schicht an ciner flachen Platte durch die dimensionslose Koordinate n=y}/u,/(vx)
auf eine gewohnliche Differentialgleichung reduziert. Deshalb haben die Geschwindig-
keitsprofile fiir alle Abstdnde x von der Plattenvorderkante eine dhnliche Form. Eine



4.4. Grenzschichten 225

Ahnlichkeit dieser einfachen Art besteht fiir die turbulente Grenzschicht nicht. Viel-
mehr liegt, wie bei den Geschwindigkeitsverteilungen der Rohrstrémung, eine Abhin-
gigkeit von der Reynolds-Zahl vor (Fig. 62).

Im allgemeinen beginnt die turbulente Grenzschicht nicht an der Plattenvorderkante,
sondern erst nach einer ,Jaminaren Anlaufstrecke®, deren Linge verschiedenen Ein-
fluBgroBen unterworfen ist. Um diesen Einfliissen bequem Rechnung tragen zu konnen,
ist es Gblich, eine idealisierte turbulente Grenzschicht zu betrachten, die von einem
virtuellen Anfangspunkt bei x=x, ausgeht. Selbst wenn die Grenzschicht in
grober Weise (z.B. durch Einzelkérper) gestort wird, kann das Stromungsfeld hin-
reichend weit stromabwirts durch die Gesetze der ideellen Grenzschicht beschrieben
werden, wenn der virtuelle Ursprung passend gewihlt wird.

Die statistischen FeldgroBen der Grenzschicht an der glatten Oberfliche hingen also
von u,,V,x— X,y ab;daraus ergibt sich fiir die gemittelte Geschwindigkeitsverteilung
die Form

T=uy Gy /v, (X — Xo) U /V), (4.109)

wobei G eine dimensionslose Funktion ist. Dieses Gesetz enthilt den funktionalen
Zusammenhang zwischen der Grenzschichtdicke 6 (dem Abstand y, bei dem #=u,
erreicht wird) und der Lauflinge x-—x,. Mit den Bezeichnungen Re,=(x—xg)u,/v
und Re,=u,d/v gilt also

Re;=®P(Re,), (4.110)

wobei ¢ wieder eine dimensionslose Funktion ist. Da die Wandschubspannung durch
das Stokessche Gesetz

rw=ug—: 4.111)

bestimmt wird, enthilt (4.109) ferner das Reibungsgesetz in der Form

oG
= 2 ———— 3 2 . .
Tw = QUyp [a(yum/v)],=o Quao.P(Rex) (4112)

Mit diesen Zusammenhingen und der Schubspannungsgeschwindigkeit u,=}/1./¢
128t sich (4.109) ohne Einschrinkung der Giiltigkeit auch durch die Ausdriicke

U= u,@(y/d,u.d/v). (4.113)

u

i

u f (% y/6> (4.114)

wiedergeben, die formal Gl.(4.9) und (4.10) der Rohrstrémung entsprechen. Ferner
kann man analog zu (4.12) die Form

U~ =u[(o0,u.8/V)— @(y/d,u.8/v)] = u F(y/5,u.5/v) (4.115)
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bilden. Diese Bezichungen legen die gleiche Argumentation wie bei der Rohrstromung
nahe; d. h. fiir groBe u. /v und y<é reduziert sich (4.114) auf das universelle Wand-
gesetz, Gl.(3.63); das Wandgesetz ist fiir die Gestalt der Geschwindigkeitsprofile
dominierend, so daB diese qualitativ denen der Rohrstromung entsprechen. Da sich
der unmittelbare EinfluB der kinematischen Zahigkeit auf das Gebiet der viskosen
Unterschicht beschriinkt!), sollte man erwarten, daB F von (4.115) fir y>§, nur
eine Funktion von y/§ ist. Dieser SchluB} ist jedoch nicht korrekt. Den Unterschied
zwischen der Grenzschichtstrémung und der Rohrstromung erklidrt man sich am
einfachsten durch Betrachtung der Schubspannungsverteilung. Diese ist niamlich bei
der Grenzschicht von der Geschwindigkeitsverteilung abhéingig — im Gegensatz zur
Rohrstromung (vgl. Gl. (4.2)) —. Da sich die Geschwindigkeitsverteilung nach (4.109)
und (4.113) mit der Reynolds-Zahl bzw. Lauflinge dndert, ist auch die Schub-
spannungsverteilung nicht konstant. Das hat wiederum Riickwirkungen auf andere
statistische StromungsgroBen und letzten Endes auf die gemittelte Geschwindigkeits-
verteilung. Eine weitere Vereinfachung von (4.115) ist daher nicht moglich. Lediglich
kann man u,/v mit Hilfe von (4.110) und (4.112) durch u./u,, substituieren und be-
kommt damit fiir das AuBengesetz (y>»4,)

5 u,
Die Giiltigkeit dieser Gesetze reicht bis in den Giiltigkeitsbereich des logarithmi-
schen universellen Geschwindigkeitsgesetzes (Gl. (3.68)) und hat daher die Asymptote

uy—i=ulF (X “‘). 4.116)

1imF(l,.‘f’->= ik, @117)
y~+0 Uy, x O
wobei K’ eine Funktion von u./u, ist. Aus der Forderung, daB die Geschwindigkeit &
im Uberschneidungsbereich der beiden Ahnlichkeitsgesetze nach den Formeln
Gl.(3.68) und (4.117) den gleichen Wert annimmt, ergibt sich die Bestimmungs-
gleichung fiir u /u,, (analog zu (4.16)) zu

1
52=;1n(“’5>+1<'+c, (4.118)

u, v

Mathematische Begrimdung. Es ist jetzt noch die Vertriiglichkeit der vorstehenden
Uberlegungen mit den Gleichungen fiir die gemittelte Geschwindigkeit zu priifen.
Die Beschrinkung auf hydraulisch glatte Oberflichen soll hierbei fallen. Der Ein-
fachheit halber schreiben wir

y U

n=% w=um. {4.119)
Neben dem Ansatz (4.116) fithren wir noch
Wl=ulg(nw), vi=ulg(nw), —uv=ulg,nw) (4.120)

!) Hier seien unter dem Begriff ,,viskoser Unterschicht* die Bereiche 1 und 2 von 3.22 zu-
sammengefaBt (0<y*<60).
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ein. Die dimensionslosen StromungsgroBen sind Funktionen der beiden Variablen
n und w. Obgleich bei gegebener Oberflichenbeschaffenheit die Variation von w mit x
durch die Grenzschichtentwicklung bestimmt wird, 148t sich der Verlauf von w doch
durch entsprechende Wahl der Rauhigkeitsverteilungen in Grenzen willkiirlich be-
einflussen. Bei den folgenden Herleitungen werden die Ableitungen der dimensions-
losen Funktionen nach w als vernachlidssigbar angesehen.

Fiir die Komponente v der gemittelten Geschwindigkeit ergibt sich aus der Kon-
tinuitédtsgleichung (3.2) mit der Randbedingung 7=0 fir n=0

n
- dé du, dé
v—( cqx T 5dx>JF(ﬂl)dﬂ1—u‘d—§ﬂF(ﬂ)- (4.121)

0

Durch Einsetzen dieser Beziehung sowie (4.116) und (4.120) in die Bewegungsgleichung
(3.11) erhélt man mit dp,/dx=0

" .dé y o) (_i_cg
w{n—wJde}F X~ [F——w{F —Fngﬂ‘}]édx

, do , ,.dé
= 0?g),—2w(g, —Gz)a + wz'l(gl—gz)a—x,
(4.122)

wobei Ableitungen nach # durch Striche gekennzeichnet sind. Die GréBe von w ergibt
sich aus (4.118) und die Impulsgleichung (4.108) liefert noch eine Beziehung fiir den
Zusammenhang zwischen dd/dx und w; sie schreibt man mit (4.116) und (4.120)

1
do dé do 2
(65——+ d )J.F(i wF)dn = éa-wJ.F dn

] ]

. (4.123)
=w? +(26wg—§:— + w? g%) J.(gl —g,)dn.
]

Man erkennt, da8 Gl. (4.122) nur dann von x unabhéngig ist, wenn = const;in diesem
Fall ist nimlich nach (4.123) auch d§/d x=const. Die Forderung ist bei glatter Ober-
fliche allerdings nicht mit Gl. (4.118) vereinbar. Li8t man aber eine rauhe Oberfliche
zu, bei der C eine Funktion von k* ist, so kann die Bedingung w=const von einer Rau-
higkeitsverteilung k,/d=const erfiillt werden. Mit Gl. (3.81) fiir ausgebildete Rauhig-
keitsstromung folgt dann aus (4.118)

1. 4
= 2+ K'+C,o. (4.124)

1
W k,
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Wegen dd/dx=const fithren die Betrachtungen also zu der

SchluBfolgerung. Fiir die turbulente Grenzschicht an einer ebenen Platte ist die strikte
Ahnlichkeit der Geschwindigkeitsprofile mit den Strémungsgleichungen nur vertriglich,
wenn die Oberfliche mit Rauhigkeiten bedeckt ist, deren representative Korngréfie k,
dem Abstand vom virtuellen Ursprung, x— x,, proportional ist.

Allerdings ist auch fiir die Grenzschicht an der hydraulisch glatten Platte die Ahnlich-
keit fiir das AuBengesetz mit guter Naherung erfiillt, da e sich nur langsam mit x—x,
dndert und in den Strémungsgleichungen nur geringen EinfluB} hat.

4.4.3. Reibungswiderstand der flachen Platte. Da die Grenzschichtdicke é keine
scharf definierte GroBe ist'), benutzt man zweckmiBig &,u,/u, als Bezugslinge?).
Mit yu f(6,u,) ist gemidB der Definition der Verdringungsdicke 4, (Gl. (4.105)) die
Abszisse so festgelegt, daB die Flache unter der Kurve F den Wert 1 hat,

U —U [ yu. \_
j “ d(é—l um)_i : (4.125)
0

" \ | |
-T_ 1

il X
S \\
B
g

i | Fig. 84

-22 -18 En; -10 -08 -84 Das AuBengesetz der turbulenten Grenz-
logly iz /b1 ) ———m= schicht an der Platte

Fig. 84 zeigt in halblogarithmischer Darstellung das AuBengesetz nach Versuchen.
Ein systematischer EinfluB des Parameters u,/u , auf diese Funktion ist nicht erkennbar.
Das asymptotische Gesetz (4.117) wird jetzt in der Form

1
Fyu/@,uz)= — —In 51: : +K (4.126)

geschrieben und GI. (4.118) nimmt fiir Grenzschichten an Platten beliebiger Rauhigkeit
die Gestalt
u 1. u,d,

—=—In
u, v

+ K+ C(k¥) (4.127)

') Bei Versuchen definiert man & meistens als den Abstand y von der Oberfliche, bei dem
u=0995u,, ist.

%) Vgl. Rotta, J.: Beitrag zur Berechnung der turbulenten Grenzschichten. Ing.-Arch. 19
(1951) 31-41.
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an, wobei k*=k, u,/v nach Gl. (3.78) ist. Nach Einsetzen der aus Versuchen an glatten
Platten ermittelten Zahlenwerte (K= —1,5) ergibt sich
';—‘” = 5,7510g“—9v~51 +37. (4.128)

Definiert man noch die GréBe

I= J F%(%"j-), (4.129)
1%
0

so findet man als Beziehung zwischen der Impulsverlustdicke J, nach (4.106) und der
Verdringungsdicke

5, =0, (1 - ui 1). (4.130)

Nach Einfithren dieser Formeln 1dft sich die v. Karmdnsche Impulsgleichung
(4.108), die sich fiir die flache Platte mit u. =const auf

dé, [u,)\? d [a7-o2
d_x2=<__) +E}J —dy (4.131)
0

Uy Uy

vereinfacht, nach Fortlassen des zweiten Gliedes auf der rechten Seite integrieren und
der Reibungswiderstand von lingsangestrémten Platten sowie das Anwachsen der
Grenzschichtdicke somit berechnen. Da K und I praktisch konstante Werte haben
(I~6,2), kann uju, als Funktion von u,, v, 3, und des Raunhigkeitsparameters k,
ausgedriickt werden. Wenn k_ nicht von x abhingt, also konstant oder gleich Null
ist, ergibt die Integration

B da,
X—Xog= J‘ m . (4.1 32)
42=0

u /u,, 1aBt sich nicht explizit als Funktion von §, ausdriicken, jedoch kann man um-
gekehrt J, als Funktion von u,/u, angeben:

5, =;‘v—exp{—x[C(k*)+K]}exp (x %’2) (1 - s— 1). (4.133)
Man fithrt nun {=u,/u. ein und kann damit (4.132) partiell integrieren,
To82 §
x—Xo=[{¥doy ={*6,-2(6,0d{. (4.134)
0 %o

Hierbei wurde bereits beriicksichtigt, daB im virtuellen Ursprung x, der Grenz-
schicht §,=0 ist; nach Gl. (4.133) gehort hierzu ein Wert {={,,

o=1. : (4.135)
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Die Ausfiihrung der Quadratur von (4.134) liefert x—x, als Funktion von {; mit
Hilfe von (4.133) kann das zugehdrige 8, berechnet werden.

Anmerkung. Die Verdringungsdicke (und damit auch die Gesamtdicke 5) ist hiernach bei
x=x, nicht genau Null. Mit (4.135) und (4.133) folgt aus (4.130)

8y (xo) = u-v~exp{x[I-C(k‘)—K]}. (4.136)

Man sollte nicht iibersehen, daB die Gl.(4.133) zu Grunde liegenden Vorstellungen fiir
timJufu,—1 ihre Giiltigkeit verlieren. Fiir die praktische Anwendung der hieraus ab-
geleiteten Reibungsgesetze ist dies jedoch belanglos.

Grenzschicht an glatter Oberfliiche. In diesem Fall ist C=const. Die Losung von
(4.134) ist nach Wiedereinfithrung von uju,

ol -G <)
x—=xg=—<|{—=] —|=+I)—=4+—=|—+1T]}|x
Uy u, x U, x\x (4.137)

X exp (x l;—“") — % exp(xl)} exp[ —x»(C+K)].

T

Die Wandschubspannung in dimensionsloser Form wird auch als 6rtlicher Reibungs-
beiwert bezeichnet,

27, u, \?

In Fig. 85 ist der ortliche Reibungsbeiwert und das Verhiltnis Impulsverlustdicke zu
Lauflinge als Funktion der Reynolds-Zahl Re,=(x—xy)u,/v dargestelit.

21072
-2 . 8
51073 \\
}\\ Fig. 85
21073 f — Ortlicher Reibungsbeiwert ¢, und Im-
pulsverlustdicke 8, der turbulenten
n3 Grenzschicht an einer glatten Platte
3 s 05 1096 14 108 als Funktion der Reynolds-Zahl.
U (X-Xp)/ V —— x=04; C+K=38; I=62

Grenzschicht an gleichférmig rauher Oberfliche. Wenn die Oberfliche gleichférmig
mit Rauhigkeiten bedeckt ist und die Voraussetzungen fiir ausgebildete Rauhigkeits-
strdmung vorliegen, so geht Gl. (4.133) fiir die Impulsverlustdicke mit Gl. (3.81) in

85, = k,ui‘iexp{—x(c,+ K)} exp (x ";‘2) (1 - ;“— 1) (4.139)
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iiber und wird unabhidngig von der kinematischen Zahigkeit. Gl. (4.134) hat dann

die Losung
o 2 o), 2
x— Xy = K, <u;_ ~ I) exp(x%) + ;exp(xl) +
_ o (4.140)
+21 j e;dz— j e;dz exp {—x(C,+ K)}.

Die Werte des Exponentialintegrals

1
Ei(f) = j £dz
4
findet man in Tafelwerken'). Unter Annahme eines Wertes von C,=8,5 fiir dqui-

valente Sandrauhigkeit sind in Fig. 86 der 6rtliche Reibungswert und die auf die
Lauflinge bezogene Impulsverlustdicke als Funktion von (x—x,)/k, aufgetragen.

2102
02 § y

Fig. 86 5x1p3 S 2 '—LX-XO
Ortlicher Reibungsbeiwert ¢, und Im- c 7\
pulsverlustdicke &, der turbulenten 20073 ! S —
Grenzschicht an einer gleichférmig
rauhen Platte als Funktion der 03
dimensionslosen Lauflinge. e 03 104 105 106 10’
x=04; K+C,=71; [=62 (x-Xo}/ kp ———>

Beiwert des Reibungswiderstandes. Der Reibungswiderstand W einer einseitig benetz-
ten Platte der Lidnge | und der Breite b wird gewohnlich unter Benutzung des Wider-
standsbeiwertes ¢y ausgedriickt,

1
W=b | 1,(x)dx=cpbloul/2. (4.141)
0
Dieser Reibungswiderstandsbeiwert kann durch Integration von (4.131) bestimmt
werden zu ’ ! sl
c,.-=TJ.crdx=2—2¥, (4.142)

0
wenn wieder das letzte Glied auf der rechten Seite von (4.131) vernachldssigt wird.
Die Impuisverlustdicke an der Hinterkante der Platte kann mit den angegebenen
Bezichungen leicht ermittelt werden, auch wenn die Grenzschicht am vorderen

1y Jahnke-Emde-Ldsch, Tafeln héherer Funktionen. 7. Aufl. Stuttgart 1966.
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Plattenteil laminar ist. Bei der Rechnung nimmt man einen plotzlichen Umschlag
von laminarer in voll turbulente Strémung an der Stelle x, an. Die Lage x, des vir-
tuellen Ursprungs der turbulenten Schicht ist dann so zu wihlen, daB die Impuls-
verlustdicken fiir die laminare und die turbulente Schicht bei x=x, gleiche Werte
haben. Der typische Verlauf der GrenzschichtgréBen ist aus Fig. 87 zu ersehen'). Die

24x10°
Rey /
x 3 /
16x10 {aminar turbulent /'
2ax10% )7/ <L/ / 2 Die Entwicklung der Grenz-
g 2 A schicht an einer glatten Platte.
ﬁ’/”/‘/ t[)Jer.ns;z:hlagSla1n(1;5nar/turbulent
/ i Re,=5-
g 0 2 a) Dickenparameter:
6x10 3‘ \ {l;e Rey=u,8,/v; Rey=1u,8,/v
\”\ b) Reibungsbeiwerte:
Sl f - 2.
3 y cr=21,/(euy);
Lxm \ / x
cr A 1
cp(X)=— | cedx’
2057 \)\ 7-‘ | P = J "
o
O T~ | A virtueller Anfang der turbu-
lenten Grenzschicht
—————— angenommener
0 2 b 8 8w n Vermt
b 10 “xRex =10 xUpx /v ——o= —— . — wirklicher Verlauf
20

NN rauh

10t )
s Fig. 88
IUﬁ Der Reibungswider-

N2/
2 19 stand von glatten und
Y 5'”’}\ r \\ rauhen Plagtten
& Ll
2

I/kr

glatt

! @ turbulente Grenz-
Rey -2 'm\L schicht,
g5 | 5w Xo=0; k,=0
0 wt i rd il 1% @ laminare Grenz-
Rep = Upl/V ————p schicht

') Fiir die laminare Grenzschicht wurden folgende Bezichungen zu Grunde gelegt:

8, =0664)/ vx/u,; 6, =1,72)/vx/u; c;=0,664)/v/(u, x); cg=1,328)/Re,.
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Verdringungsdicke und der drtliche Reibungsbeiwert dndern sich an der Umschlag-
stelle sprunghaft; in Wirklichkeit finden die Uberginge natiirlich allmihlich statt,
wie in Fig. 87 strichpunktiert angedeutet.

Die nach diesen Beziehungen berechneten Reibungswiderstandswerte sind in Fig. 88
fir glatte und rauhe Oberflichen als Funktion der Platten-Reynolds-Zahl
Re,=u_l/v dargestellt. Fiir die glatten Oberflichen wurden Kurven mit verschiede-
nen Reynolds-Zahlen fiir den Umschlag, Re,=u, x,/v, eingezeichnet. Bei rauhen
Oberflachen wurde der virtuelle Ursprung an der Plattenvorderkante angenommen
(xo=0)").

4.4.4. Gleichgewichtsgrenzschichten. Die Existenz solcher Grenzschichten, bei denen
die Geschwindigkeitsverteilungen an verschiedenen Stellen dhnlich sind und sich nur
durch Geschwindigkeits- und LingenmaBstibe voneinander unterscheiden, ist im
turbulenten Fall ebenso wenig wie bei den laminaren Schichten auf Stromungen mit
konstantem Druck beschrinkt. Die ,ahnlichen“ Losungen der laminaren Grenz-
schichten wurden erstmalig von Falkner und Skan behandelt?). Bei den turbulenten
Schichten ist die Bezeichnung ,,Gleichgewichtsgrenzschichten“ blicher. Tats#chlich
geht es auch weniger darum, exakte mathematische Losungen zu erstellen als viel-
mehr Grenzschichten mit gewissen Eigenschaften experimentell zu verwirklichen. Die
hierbei gewonnenen Erkenntnisse haben sich sehr niitzlich auf die Entwicklung der
praktischen Berechnungsverfahren bei beliebigen Druckverldufen ausgewirkt.

Theoretische Bedingungen. Man priift die theoretischen Bedingungen, unter denen
man Gleichgewichtsgrenzschichten erwarten darf, indem man fiir die gemittelte Ge-
schwindigkeit und die Reynoldssche Schubspannung Ahnlichkeitsansitze formu-
liert und in die Grenzschichtgleichung fiir die gemittelte Geschwindigkeit einsetzt. Diese
Ahnlichkeitsansitze gleichen denen fiir die flache Platte, Gl.(4.116) und (4.120), bis
auf den Unterschied, daB u,, eine Funktion von x ist. Abweichend von 4.4.2 soll als
Lidnge das bei der Analyse von Versuchen zweckmiBige MaB (vgl. 4.4.3)

A=6,/w (4.143)

benutzt werden; es ist also n=y/A=yu/(8,u,). Die Betrachtungen beschrinken sich
auf den dufleren Teil, wihrend in der Nihe der Oberflache die Stromung den uni-
versellen Gesetzen nach 3.2 gehorchen moge. Die vorher behandelte Grenzschicht
bei konstantem Druck an der flachen Platte ist lediglich ein Sonderfall einer groBeren
Klasse von Grenzschichtstromungen. Die strenge Ahnlichkeit unterliegt den gleichen
Einschriinkungen wie bei konstantem Druck; daher erscheint es auch gerechtfertigt,

!y Rechnungen dhnlicher Art sind erstmalig von L. Prandtl und H. Schlichting durch-
gefithrt worden.

Prandtl, L.: Ergebnisse der AVA Géttingen. IV, Lfg. 1932.

Prandtl, L.; Schlichting, H.: Das Widerstandsgesetz rauher Platten. Werft, Reederei,
Hafen 15 (1934) 1-4.

2y Vgl. Schlichting, H.: [3], 128T.
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wie in 4.42 Ableitungen nach der GrdBe @ und die weniger wichtigen Glieder
6(;75—v”)/6x zu vernachlissigen. Mit diesen Voraussetzungen schreibt man die
Gleichung der gemittelten Geschwindigkeit, Gl. (4.104), unter Benutzung der Konti-
nuitiitsgleichung in der Form

L]
1 d4 .,
17(21?—mF’)+(a E—H) n—wJFdrh F' =g, (4.144)
0
wobei IT der dimensionslose Druckgradient
_ 61 dia)
=2 (4.145)
ist. Gl. (4.144) wird nur dann von x unabhingig, wenn
= t
const, (4.146)
u‘l
= — == const;
es folgt automatisch aus (4.144)
d4 =const oder A4=const. (4.147)

dx

Der dimensionsiose Druckgradient IT tritt als zusitzlicher Parameter auf, so daB F
und g, , von den zwei Parametern /T und w abhingen. Die Funktion F geht fiir kleine n

asymptotisch in die Form (4.126) iiber und hat der Normierungsbedingung § Fdn=1

0
zu geniigen. Wegen der Forderung, daB die gemittelte Geschwindigkeitsverteilung
dem universellen Wandgesetz von 3.2 geniigen soll, gilt wieder Gl. (4.127); die Rauhig-
keitsverteilung kann — zumindest gedanklich — als ein Mittel betrachtet werden, die
Bedingung w=const zu verwirklichen.

Die erste der Bedingungen von (4.146) wird durch Geschwindigkeitsverteilungen
Ugp ~ (Xx—Xo)™, (4.148)
oder U ~ explu(x—xo)] (4.149)

erfillt, wobei zur letzteren eine konstante Grenzschichtdicke, A=const, gehort;
xo beschreibt wieder die Lage des virtuellen Ursprungs der Schicht. Zwischen dem
Exponenten m bzw. der Konstanten y, die die Dimension [Linge]™! hat, und dem
dimensionslosen Druckgradienten bestehen auf Grund der Bernoullischen Glei-
chung (3.14) die Beziehungen

d4/dx
m—_’
w

M= - (4.150)

4
M= —p=. (4.151)
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Den Werten von m und u sind Schranken gesetzt durch die Umstidnde, daB die Ver-
dringungsdicke nur positive Werte annehmen kann und daB negative Werte der
Wandschubspannung ausgeschlossen bleiben mégen (w?>0); der Wert w=0 be-
schreibt den Grenzfall nicht abgeloster Strémungen. Die zu betrachtenden Bedingun-
gen ergeben sich aus der Impulsgleichung (4.108), die in diesem Fall
1 d4
H(3—2w1)—a 5;(1—601)— -1 (4.152)
lautet mit der GréBe (Gl. (4.129))

I=§ F2dy. (4153)
[}

Tab. 6 Mogliche turbulente Gleichgewichtsgrenzschichten

Druck- | AuBere Bedingungen fiir Grenzschicht- | Oberfldchen-
Nr.| verlauf [ Geschwindigkeit dicke beschaffenheit
ﬁw (X) Uy m, i X P
1 |steigend | ~(x—xq)™ —i<m<0 Zunahme
2 |{konstant | =const m=0 >Xq | ~(x—xg) ke~ (x—Xg)
®
3 | fallend ~(x—xo)" m>0 G
O 1-wl Abnah (g.'
- n =3
4 ~(xg—x)" m< ___Tel <Xq ahme & k,~(xg—x)
3-2wil+1/1 ~(x—=xg) oy
-]
— £
5 ~ghlx"x0) u>0 > Xy | =const = k,=const
6 ~(xg— %) m= —1 <x Abnahme hydraulisch
~(x¢—x} glatt

In Tab. 6 sind die wichtigsten Bedingungen fiir sechs mégliche Gleichgewichtsgrenz-
schichten zusammengestellt. Die Grenzschicht der flachen Platte mit konstantem
Druck (IT=0) ist in dieser Ubersicht mit enthalten (Nr. 2). Bei Geschwindigkeits-
verteilungen nach dem Potenzgesetz (4.148) mit beliebigen Werten von m verlangt
die strenge Ahnlichkeit eine rauhe Oberfliiche (ausgebildete Rauhigkeitsstromung),
bei der die KorngriBe k, proportional (x—xg) ist. Grenzschichten mit steigendem
Druck (positives dp,/dx) werden mit negativem Exponenten m verwirklicht (Nr. 1).
Damit die Bedingung w?>1 erfiillt wird, darf der Wert von m nicht kleiner als —}
sein. Dies folgt aus (4.152), wenn man IT nach (4.150) und w=0 setzt. Grenzschichten
mit m< —4 sind nur bei fallendem Druck (negatives dp,/dx) moglich (Nr. 4), wenn
x<x, ist; es handelt sich um beschleunigte Strémungen, die an der Stelle x=x,
enden. Die Grenzschichtdicke nimmt dabei in Strémungsrichtung ab. Unter diesen
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Stromungen findet sich der Sonderfall m=—1 (Nr.6), in welchem die ortliche
Reynolds-Zahl u,d,/v fiir alle x-Werte gleich bleibt. Es ist die einzige Gleich-
gewichtsgrenzschicht, die an einer glatten Oberfliche exakt verwirklicht werden
kann; sie tritt bei der Strdmung durch einen konvergenten Kanal auf. SchlieBlich
entstechen mit den Geschwindigkeitsverteilungen nach (4.149), bei denen u, mit
x—Xxg exponentiell wichst, Grenzschichten mit konstanter Dicke é,, wenn die Ober-
flache gleichférmig rauh ist (Nr. 5); 4 muBl dabei stets positiv sein.

Experimentelle Verwirklichung. Gleichgewichtsgrenzschichten mit Druckanstieg wur-
den erstmals von F.H. Clauser?!) experimentell verwirklicht. Weitere Untersuchungen
sind von P. Bradshaw?) und H. Herring und J. Norbury?) veréffentlicht worden.
Wie bei der Grenzschicht konstanten Drucks hat der Parameter w=u_/u,, auch bei
allgemeinen Gleichgewichtsgrenzschichten nur geringen EinfluB auf die Geschwin-
digkeitsverteilungen und dndert sich nur schwach mit der 6rtlichen Reynolds-Zahl.
Daher sind die Grenzschichten Nr. 1 bis 5 in Tab. 6 auch niaherungsweise mit den
Bedingungen glatter Oberflichen vetriiglich. Hiernach ist ein fast eindeutiger Zu-
sammenhang zwischen dem dimensionslosen Druckgradienten und dem Formpara-
meter I zu erwarten. J. F. Nash*) hat dafiir auf Grund der vorliegenden Versuchs-
ergebnisse die empirische Beziehung

I=61)T+181-1,7 (4.154)

angegeben. Jedoch besteht bei der Verwirklichung der Gleichgewichtsgrenzschichten
eine gewisse Willkiir. Die eine Moglichkeit ist, die Druckverteilung so zu variieren,
daB der Formparameter { in Stromungsrichtung konstant bleibt; bei der anderen
Moglichkeit kann man den Druckgradienten IT konstant halten. Die Unterschiede
bleiben offensichtlich innerhalb der experimentellen Genauigkeitsschranken.

10 ﬂ—_
= .%
y"0.255
3 Fig. 89
|§ Geschwindigkeitsprofile von Gleichge-
0 a2 04 a6 a8 10 wichtsgrenzschichten (nach Versuchen
y6——n von P. Bradshaw)

!) Clauser, F. H.: Turbulent boundary layers in adverse pressure gradients. J. Aeron. Sci. 21
(1954) 91-108.

%) Bradshaw, P.: The turbulence structure of equilibrium boundary layers. J. Fluid Mech.
29 (1967) 625—645.

%) Herring, H. J.; Norbury, J. F.: Some experiments on equilibrium turbulent boundary
layers in favourable pressure gradients. J. Fluid Mech. 27 (1967) 541-549.

%) Nash, J. F.: Turbulent boundary layer behaviour and the auxiliary equation. NPL Aeron.
Rep. 1137, 1965.
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Interessant sind hauptsichlich die Grenzschichten mit Druckanstieg, bei denen sich
sehr wesentliche Anderungen der Geschwindigkeitsprofile einstellen, wie aus den
Beispielen der Fig. 89 zu ersehen ist. Die gleichen Profile sind in Fig. 90 in der Form
(AuBengesetz) F=(u,—u)/u, lber y/é aufgetragen. Mit wachsendem Druckanstieg
ergeben sich weniger véllige Geschwindigkeitsprofile, dies duBert sich in der Zunahme
der Formparameter H,,=3,/5, und I. Die ortlichen Reibungsbeiwerte ¢(=2w?)
werden dabei kleiner; ihr Verlauf als Funktion der ortlichen Reynolds-Zahl ist in
logarithmischer Darstellung in Fig. 91 wiedergegeben.

20 \

16

\
-0255

A

{Um‘U}/Ut —
3/
v
L~

Fig. 90
Das AufBlengesetz von Gleichgewichtsgrenzschichten 0 A a8 12
(nach Versuchen von P. Bradshaw) y/6é —_— !
-28
g — l
\
e ——— e ————
— m=0
-2.7 ——
T -q15
-28
=L
Fig. 91 § Mﬂ_
Ortliche Reibungsbeiwerte von =229
Gleichgewichtsgrenzschichten (nach 40 4,2 44 46
P. Bradshaw) log (upd2/ V) ——

Der Zusammenhang zwischen dem dimensionslosen Druckgradienten und dem Ex-
ponenten des Geschwindigkeitsgesetzes (4.148) ist vom theoretischen und experimen-
tellen Standpunkt aus gleichermaBen interessant. Dieser Zusammenhang ist némlich
keineswegs eindeutig. Eliminiert man in der Impulsgleichung (1/w)d 4/dx mit Hilfe
von (4.150), so ergibt sich aus (4.152)

n(l-wl)

M= e (4.155)
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Andererseits besteht die Bezichung I= f(IT). Akzeptiert man Nashs Formel (4.154),
so kann man in einem m,II-Diagramm Kurven konstanter Werte w einzeichnen,
Fig. 92. In dieses Schaubild sind auch nach (4.155) Linien konstanter Werte
H,,=6,/6,=(1—wl)™! gestrichelt eingetragen. Bemerkenswert ist, daB die Kurven
w=const bei kleinen IT zunichst sehr steil verlaufen, dann aber umbiegen und wieder
leicht ansteigen, so daB sich fiir m Minima ergeben. Offenbar gibt es also Situationen,
in denen bei gleicher Druckverteilung zwei turbulente Grenzschichten mit sehr unter-
schiedlichen Geschwindigkeitsprofilen erzeugt werden konnen. Die Minimalwerte
von m treten bei miBigen Werten von IT auf und auch die zugehérigen Formpara-
meter I haben miBige Werte. Die bei Laboratoriumsversuchen erreichten Kleinst-
werte liegen bei m= —0,29. Zum Vergleich sei erwihnt, daB der Minimalwert der
dhnlichen Losungen der laminaren Grenzschichten m=—0,0904 betrigt. Tur-
bulente Grenzschichten kénnen also, ohne abzulésen, wesentlich steilere Druck-
anstiege als laminare iiberwinden.

[
Lk
N\ L w =004
s \:: Nt - — 4"’72'3
-02 ~ = =g==—=a—2J 03
— - 20
~~———— - ]
- e
23 125 01
al 0
-04 Fig. 92
20 Zusammenhang zwischen dem
— Exponenten m nach (4.148),
/
/ den Formparametern / und
Hy,, und dem dimensionslo-
10 / sen Druckgradienten I7
a) m nach Gl. (4.155)
=~ Kurven w=const
— === Kurven H,,=const
0 2 A 8 8 10 b) I=f(II) nach Gl. (4.154)
b T ——e

Mit wachsendem IT steigt I unbegrenzt an, wihrend w gleichzeitig kleiner wird, so
daB das Produkt w/ fiir Grenzschichten mit verschwindender Wandschubspannung
(Ablosung) einem endlichen Wert zustrebt, der nach Versuchen bei etwa wl=0,6.
bis 0,7 liegt.

4.4.5 Turbulenzstruktur. Eine die Turbulenzstruktur kennzeichnende FeldgroBe, die
die Wirkung des Druckgradienten auf die Stromung verdeutlicht, ist die Schub-
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spannung, die wie bei freier Turbulenz gemessen oder aus der Verteilung der gemit-
telten Geschwindigkeit berechnet werden kann. Fiir Gleichgewichtsgrenzschichten
ergibt die Integration von Gl. (4.144)

n n Li
f— =1+H[35Fdnl—2wazdm—nF+wF§qu1:|—
w 0 0 0

1 d4 (4.156)

n n n
i [ngm——ngzdm —qF+wF§qul:|.
Die Richtung der Schubspannung ist dadurch festgelegt, daB die duBere Stromung
stets eine Schleppkraft auf die inneren Schichten ausiibt. Bei konstantem oder falien-
dem Druck wird die gesamte Schleppkraft auf die Wand Gibertragen. Die Schubspan-
nung hat deshalb in diesen Fillen ihren Maximalwert an der Wand und fallt monoton
auf den Wert Null am Grenzschichtrand ab. Bei positiven Druckgradienten nehmen
die auf die inneren Schichten wirkenden Druckkrifte einen Teil der Schleppkraft der
duBeren Stromung auf; die Schubspannung ist daher jetzt kleiner an der Wand und
ihr GroBtwert erscheint in einigem Abstand von der Wand. Die in Fig. 93 dargestellten
Schubspannungsverteilungen der Gleichgewichtsgrenzschichten zeigen, wie das Maxi-
mum der dimensionslosen Schubspannung mit wachsendem Druckgradienten nach
auBen wandert und dem Betrag nach zunimmt. Die Wirkung des Druckgradienten
auf die Verteilungen der Schwankungsgeschwindigkeiten, Fig. 94 und 95, hat
die gleiche Tendenz, wenngleich sie nicht so ausgepragt ist. Die Verteilungen des Inter-
mittenzfaktors, in Fig. 52 fir den Fall p,=const wiedergegeben, lassen keine
markanten Unterschiede zwischen den drei Grenzschichten erkennen.

Fig. 96

32 32
T Prod I sion—| Gleichgewicht der kinetischen Energie
1! rodufit der Schwankungen bei der Grenzschicht
15 16 an der Platte, 7, =const (nach P. S.
«E \ Klebanoff)
\ S — —
0 e = Konvektion = 53 [uoq*/0x +T8q*/0y]
== u}
f / %ltion\\‘ . . o —
= Produktion = — — u'v' 9%/0
§16 74 -1 2 /0y
l / Dissipation = §¢/u?
2 - I 6 0 g
Ty w w u w¥  Diffusion =— —[F(@R2+re]
7 T u; oy

Energiebilanzen der Turbulenz. Die vier Glieder der kinetischen Turbulenzenergie-
gleichung, fiir die im #uBeren Teil der Grenzschichten die Form (4.85) gilt, sind in Fig. 96
fiir die Grenzschicht an der Platte bei p,=const nach MeBergebnissen von P.S.
Klebanoff!) als Funktion von y/d angegeben; sic wurden durch Multiplizieren mit

1) Siehe FuBnote 3, S. 140.
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&/u? dimensionslos gemacht. In kleineren Wandabstiinden (y/5 <0,2) sind Dissipation
¢ und Produktion t{(d%/dy) durch die GesetzmiiBigkeiten der universellen Wandstré-
mung bedingt und das Bild dhnelt hier dem der Rohrstrémung. Im duBeren Teil der
Schicht werden alle Glieder verhiltnismaBig klein; sie sind fiir y/6>0,6 in zehnfach
vergroBertem MaBstab angegeben. Die Transportglieder gewinnen mit zunehmendem
y/6 an EinfluB und im duBersten Gebiet halten sich turbulente Diffusion und kon-
vektive Energie etwa die Waage.

Einen vollstindigen Uberblick iiber den Energichaushalt gewinnt man hier wie auch
bei der Rohrstrémung erst, wenn man die einzelnen Glieder durch die viskose Unter-
schicht bis zur Wand hin verfolgt. Die Turbulenzerzeugung und Dissipation wurden
in 3.2.3 besprochen und es mag hier erwihnt werden, daB die Energieproduktion im
MaBstab der Fig. 96 einen Spitzenwert von 650 im Abstand y/6=0,005 erreicht; der
Maximalwert der direkten Dissipation betrigt 2600 an der Wand. Tatséchlich werden
bei einer Grenzschicht-Reynolds-Zahl u,d8/v=70000 fast 60%, des gesamten
Energieverlustes der gemittelten Stromung innerhalb einer Wandschicht von nur
1Y%, der Grenzschichtdicke durch die Viskositit in Wirme umgewandelt; 40%, der
kinetischen Energie werden durch direkte Dissipation vernichtet.

Fig. 97 zeigt die Energiebilanz fiir eine Gleichgewichtsgrenzschicht mit positiven
Druckgradienten nach Abschiitzungen von Bradshaw; hier wurde den einzelnen
Funktionen durch Multiplikation mit §/u3 eine dimensionslose Form gegeben. Die

g
<

Fig. 97 240
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Unterschiede gegeniiber der Grenzschicht mit konstantem Druck sind erheblich.
Insbesondere haben Produktion und Dissipation iiber einem betrichtlichen Teil der
Schicht wesentlich gréBere Werte.

4.4.6. Berechnungsverfahren. Uber das Verhalten von Grenzschichten bei beliebigen
Druckverteilungen p(x) kénnen naturgemiiB nur wenig allgemeingiiltige Aussagen
gemacht werden. Andererseits besteht ein starkes Bediirfnis an Methoden zur rechne-
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rischen Vorausbestimmung wichtiger Kenngré8en wie Reibungswiderstand, Grenz-
schichtdicke, Ablosestelle usw.

Die vorliegenden Berechnungsverfahren lassen sich in zwei groBe Gruppen unter-
teilen. Die eine Gruppe umfaBt die Methoden, bei denen man sich von vornherein auf
die Berechnung einiger globaler KenngréBen beschrinkt; fiir diese ist ein System
gewdhnlicher Differentialgleichungen zu 16sen. Man nennt diese Verfahren ge-
wohnlich Integralmethoden. Bei den iibrigen Verfahren werden die Bewegungs-
gleichungen fiir die gemittelten Geschwindigkeiten durch Beziehungen der in 34
besprochenen Art in l8sbare partielle Differentialgleichungen ubergefiihrt; diese
Verfahren werden auch als Feld methoden bezeichnet. Die Verfahren beider Gruppen
basieren in starkem MaB auf empirischen Elementen. Einen Uberblick iiber den
derzeitigen Entwicklungsstand der Grenzschichtberechnung einschlieBlich vieler
Vergleiche mit Versuchsergebnissen vermitteln die ,,Sitzungsberichte der 1968 AFOSR-
1FP-Standford Conference” [26]; der zweite Band iiber diese Tagung [27] stellt eine
umfassende Sammlung von Versuchsergebnissen zur Verfiigung.

Integralmethoden. Die Mdglichkeit, die partiellen Differentialgleichungen der Grenz-
schichten durch Bilden von Integralmomenten auf Systeme endlich vieler gewohnlicher
Differentialgleichungen zuriickzufiihren, wurde zuerst bei der Berechnung laminarer
Grenzschichten angewendet; sie ist anderen Methoden zur angeniherten Losung
partieller Differentialgleichungen durchaus gleichwertig. Das Besondere bei den
turbulenten Grenzschichten liegt darin, daB die Integralmethoden — zumindest bis
jetzt — weniger wegen der rechnerischen Vereinfachungen gewihlt werden, als viel-
mehr um den Mangel an geeigneten Prinzipien zur detaillierten Erfassung der Tur-
bulenz zu umgehen. Zweifellos ist es ein Vorteil, dafl sich Annahmen iiber den 6rt-
lichen Turbulenzmechanismus eriibrigen; schwerer wiegt jedoch der Nachteil, daf die
Erweiterungen solcher Methoden auf allgemeinere Stromungen, als fiir die sie ur-
spriinglich entwickelt worden sind, meistens auf groBe Schwierigkeiten sto8t.

Geschwindigkeitsprofile. Der Kern der Integralmethoden ist die geeignete Darstellung
der Grenzschichtprofile der gemittelten Geschwindigkeit. Eine durch viele Versuchs-
ergebnisse immer wieder bestitigte Tatsache ist, daB sich die Geschwindigkeitsprofile
mit bemerkenswerter Genauigkeit durch eine Kurvenschar mit nur einem freien
Parameter beschreiben lassen; d.h. im einzelnen, daB die fiir Gleichgewichtsgrenz-
schichten angegebene Form benutzt werden kann. Der wandnahe Teil ist universell
im Sinne des Wandgesetzes von 3.2, und das AuBengesetz

uco".i‘- - YU,
e F( S 1) (4.157)

T

ist als eine einparametrige Kurvenfamilie anzusehen, wobei jetzt die GroBe I nach
{4.129) als freier Parameter gewihlt wird. Praktisch hat sich die von D. Coles?)

') Coles, D.: The law of the wake in the turbulent boundary layer. J. Fluid Mech. 1 (1956)
191-226.
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gegebene Form allgemein eingefithrt, nach der das universelle Wandgesetz nach (3.68)
durch eine ,Nachlauf-Funktion“ (Wake-Function) w(y/é) erginzt wird, Fig. 98,

ﬁ=u,[f(yu,/v) + gwwa)] 0<y<d); (4.158)

Uy fU
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hierbei ist B ein freier Multiplikator und x die v. Kdrmdansche Konstante (Gl. (3.67)).
Die Nachlauf-Funktion w(y/é), die fiir

y=0 w(0)=0,
y=46 W(1)=2,

ist und die Normierungsbedingung

_P(%)d(%): 1 (4.159)
0

erfiillt, wurde von Coles urspriinglich rein numerisch angegeben, jedoch sind mehr-
fach einfache Formeln vorgeschlagen worden, z.B.

w<§)=2 sinﬁe %) . (4.160)
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Sie hat etwa die Gestalt der Geschwindigkeitsverteilung der freien Strahlgrenze
(vgl. 4.3.5) oder eines halben Nachlaufs. Mit diesem Modell stellt sich das AuBengesetz

yy 1.y B y
F<§>——;lng+;|:2—w<g>] (y<d) (4.161)

dar. Diese Darstellung ist rein empirisch und stiitzt sich nicht auf mechanische Ahn-
lichkeitsbetrachtungen. DaB die Geschwindigkeitsverteilungen am AuBenrand mit
einem leichten Knick in die reibungsfreie Stromung iibergehen, ist lediglich ein Schon-
heitsfehler, den man durch eine Zusatzverteilung miihelos vermeiden kann. Wenn
man die Abweichungen des Geschwindigkeitsprofils vom logarithmischen Gesetz in
der Unterschicht vernachlissigt, ergibt die Integration

dju, 1+B

5 —. (4.162)

und zwischen B und dem Formfaktor I besteht der funktionale Zusammenhang

_ 2432B+1,522B

I= ey (4.163)

Da das Geschwindigkeitsprofil durch (4.158) festliegt, sind alle anderen Profilparameter
einschlieBlich des értlichen Reibungsbeiwertes ¢; = 2(u,/u,)* berechenbar. Fiir ¢
gilt die Beziehung (4.127) mit X als Funktion von I bzw. B,

B
K= —%1n1:B+27. (4.164)
1072
\\‘\ Hypel Z\
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& ~~30, \ Fig. 99
“ — Ortlicher Reibungsbeiwert
4 o~ der turbulenten Grenzschicht

103 104 105 106 an glatten Oberflichen
Rep =l bp/ vV —

Die Beziehungen sind in gleicher Weise fiir glatte und rauhe Oberflichen anwendbar.
Fig. 99 gibt den hiernach berechneten Reibungsbeiwert fiir glatte Oberflichen als
Funktion von Re,=u,d,/v und H,,=94,/5, wieder.
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Anmerkung. Fiir weniger strenge Anspriiche lassen sich die turbulenten Grenzschichtprofile
durch das altere Potenzgesetz

u _fy "
Z- (g) (4.165)

beschreiben, wobei sich die verschiedenen Grenzschichtdickenverhaltnisse als Funktion des
Exponenten n ausdriicken lassen;

S_m % " . Hy,=2n+1 (4.166
5 ntl 8 meD@n+1y TR 169)
Nachteilig ist, daB sich der Reibungsbeiwert hiernach nicht berechnen 148t, so dal man auf
weitere empirische Formeln zuriickgreifen muf, z. B. auf die vielbenutzte Formel von
H.Ludwieg und W. Tillmann!)

c; =0,246-1070-678H12. R 0.268 (4.167)

Grenzschichtgleichungen. Nach der analytischen Darstellung der Geschwindigkeits-
profile sind zur Grenzschichtberechnung nur noch zwei GréBen, nidmlich 6 und B
oder alternativ 4, und H, zu ermitteln. Die hierzu erforderlichen Beziehungen ent-
wickeln sich aus den Grenzschichtgleichungen (4.102) bis (4.104). So vielfiltig die be-
kannt gewordenen Integralmethoden auch sind, fast ausnahmslos wird die v. Kar-
mansche Impulsgleichung (4.108) als gewohnliche Differentialgleichung fiir die
Impulsverlustdicke 8, benutzt. Eine zweite Gleichung wird dann zur Bestimmung des
Formparameters H,, oder B bendétigt. Eine Integralmethode erster Ordnung,
die auf einem algebraischen Zusammenhang zwischen dem Formparameter und dem
Druckgradienten beruht, wie er beim Pohlhausen- Verfahren fiir laminare Grenz-
schichten durch die Wandbindung vermittelt wird, ist fiir turbulente Grenzschichten
gianzlich unzureichend.

Fiir Integralmethoden héherer Ordnung bieten sich unter vielen Méglichkei-
ten, weitere Differentialgleichungen herzuleiten, vor allem die Integralmomente der
Grenzschichtgleichung an, die man dhnlich wie die v. Karmadnsche Impulsgleichung
gewinnt, indem man die Grenzschichtgleichung vor der Integration mit einer Gewichts-
funktion ™ y" multipliziert?). Fiir m und » kann man beliebige, nicht negative, reelle
Zahlen setzen; m=0, n=0 ergibt die Impulsgleichung. Die hiufig benutzte Glei-
chung fiir die kinetische Energie der gemittelten Strodmung erhdlt man mit
m=1, n=0. Mit den Definitionen

= =\ 2
Energieverlustdicke  &,= f ;“—[1—(“1) :|d v, (4.168)
Dissipationsintegral D= | [ ~#v +v2%) P4 (4.169)
1881pationsin cgr = v ay ay y .
[+]

1y Ludwieg, H.; Tillmann, W.: Untersuchungen iiber die Wandschubspannung in tur-
bulenten Reibungsschichten. Ing.-Arch. 17 (1949) 288-299.
%) Vgl hierzu Rotta, J. C.: [19], 153ff.
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liBt sich die Gleichung fiir die kinetische Energie in der fiir Rotationskérper bei
axialer Anstromung giiltigen Form

a

ud 8, dr ua(F—F)

@5, + == 2 ——=D+J Sy +

d U
2 r dx

dx

[
o

4.170)

+

1 dr —_"73
7 a'[uu dy
Q

schreiben, wobei natiirlich die letzten beiden Glieder der rechten Seite in der Regel
wieder vernachlissigbar sind.

Die Wirkung der Turbulenz. Die Impulsgleichung, (4.108), enthilt nach Fortlassen
der letzten beiden Glieder nur GréBen, die bei vorgegebenem Geschwindigkeitsprofit
bestimmt sind. Demgegeniiber beruht das Dissipationsintegral in (4.170) auf der Schub-
spannungsverteilung, die aus dem Profil der gemittelten Geschwindigkeit nicht ohne
weiters zu ermitteln ist. Auch die anderen Gleichungen, die man sich aus den Grenz-
schichtgleichungen herleiten kann, enthalten je ein Glied, in welchem die Wirkung der
Turbulenz zum Ausdruck kommt und iiber dessen GroBe auf Grund des Geschwindig-
keitsprofils allein nicht zu entscheiden ist. Da zwischen den verschiedenen Gleichungen
kein prinzipieller Unterschied besteht, sollen sich die weiteren Diskussionen auf die
Energiegleichung beschrianken. Natiirlich kann man sich das Dissipationsintegral
ausrechnen, wenn man Mischungsweg- oder Austauschansatz mit passend angenom-
menen Verteilungen fiir [ bzw. ¢, einfiihrt. Praktisch bestimmt man es aber meistens,
indem man gemessene Grenzschichten mit (4.170) nachrechnet und D als Unbekannte
ansieht. Mit welchen Parametern und wie man diese Ergebnisse dann korreliert, um
eine allgemein anwendbare Beziehung aufzustellen, ist die Frage, die {iber Brauch-
barkeit oder Unbrauchbarkeit des Berechnungsverfahrens entscheidet. Es ist zunédchst.
naheliegend, das Dissipationsintegral mit den Parametern des Geschwindigkeits-
profils am gleichen Ort x zu korrelieren; d.h. man setzt den Dissipationsbeiwert

2D
=g @171)

als Funktion von Re, und H,, oder, wenn man die Giiltigkeit gleich auf rauhe Ober-
flichen ausdehnen will, als Funktion von ¢; und H,, an. Diesen funktionalen Zusam-
menhang quantitativ aus Versuchsergebnissen von Grenzschichten mit beliebigen
Druckverteilungen zu erschlieBen, ist miihevoll und mit erheblichen Unsicherheiten
behaftet. Fiir Gleichgewichtsgrenzschichten kann man ihn relativ einfach erfassen,
wenn man von der empirischen Beziehung, (4.154), zwischen Formparameter und
Druckgradienten ausgeht. Man definiert den Formparameter

Hy,=084/6,, 4.172)
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setzt 6,=0,H;, in Gl.(4.170) ein und eliminiert dd,/dx vermittels der Impuls-
gleichung. Die geringe Variation von H,, darf man vernachlissigen, so daB also
dH;,/dx~0 ist. SchlieBlich wird du,/dx bzw. dp,/dx mit (4.154) eliminiert und
man erhilt fiir den Dissipationsbeiwert

Cp= ;22 {+|/_ 1[(“”) 1,81]}. 4.173)

Die Energieverlustdicke und damit H,, liegen ebenso wie 8, fest, wenn man (4.157),
(4.160) und (4.161) in (4.168) einsetzt,

u! uf 2
8y =8, [2_3.4—0;“(;;) 12], 4.174)

7 2 3
wobei IFJ.FSd(ayZ’) 6+1114B+8,5B*+2568° @175
L

x*(1+ B)

Akzeptiert man GI. (4.173) als Naherung flir Grenzschichten mit allgemeinen Druck-
verteilungen, so hat man mit Gl. (4.157) bis (4.175) und der Impulsgleichung ein ge-
schlossenes Gleichungssystem, eine Integralmethode zweiter Ordnung. Die
numerische Losung, deren Kern die simultane Integration der Impuls- und Energie-
gleichung ist, bereitet mit Rechenautomaten keine Schwierigkeiten. Es sind zwei
Anfangsbedingungen zu fixieren, in der Regel 5, und J; oder §,. Man begniigt sich
gewohnlich mit der Berechnung des Reibungsbeiwertes und einiger charakteristischer
Grenzschichtdicken (8, und 8,), jedoch ist durch die Formeln (4.158) und (4.160) das
gesamte Feld der gemittelten Geschwindigkeit @(x,y) bestimmt und mit den Kon-
tinuitits- und Bewegungsgleichungen (4.102) bis (4 104) auch die Normalkomponente
7 und die Schubspannung .

Rechnungen auf Grund dieser Formeln liefern fiir Grenzschichten, die sich von
Gleichgewichtsgrenzschichten nicht stark unterscheiden, mit Versuchsergebnissen gut
iibereinstimmende Resultate. Die Ergebnisse sind aber weniger befriedigend, wenn
der Formparameter H,, rasche Anderungen erfihrt. DaB der Dissipationsbeiwert
an der Stelle x von der Grenzschichtentwicklung stromaufwirts von x beeinflufit
und deshalb nicht allein durch &rtliche GréBen wie Hy,, Re, bestimmt wird, ist nach
den Ausfithrungen von Kapitel 3 leicht einzusehen. Es sind verschiedene Vorschlige
zur Beriicksichtigung dieser Tatsache untersucht worden. K. O. Felsch') fihrte
den allgemeinen Ansatz

¢p = f(Hz,Re, 1) (4.176)

ein und ermittelte die Funktion auf der rechten Seite aus Versuchsergebnissen.

In 3.1.6 wurde das Verhalten des Turbulenzmechanismus mit dem eines visko-
elastischen Mediums verglichen; der Dissipationsbeiwert wird also auf Anderungen

) Walz, A.: Strémungs- und Temperaturgrenzschichten. Karlsruhe 1966, 109ff.
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des Geschwindigkeitsprofils und des Druckgradienten nicht plétzlich reagieren. Man
bendtigt deshalb eine Gleichung zur Erfassung dieser Relaxation. Die Rechnungs-
ergebnisse werden schon wesentlich verbessert, wenn man einfach das an der Stelle x
nach (4.173) berechnete ¢, als den an der stromabwirts liegenden Stelle x+ Adx
wirksamen Wert ansieht und

Ax=46 @4.177)

annimmt!). Fiir diese Annahme 148t sich an Hand der Mischungswegkonzeption
insofern eine anschauliche Erkldrung geben, als 4x etwa dem Weg entspricht, den
die Turbulenzballen in Strémungsrichtung zuriicklegen, bevor sie durch Vermischen
ihre Individualitiit einbiiBen.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, den Dissipationsbeiwert mit einer Dif-
ferentialgleichung, beispiclsweise

5, %% = klcp, — o), (@.178)

zu bestimmen?), wobei ¢p,_ der Dissipationsbeiwert fiir Gleichgewichtsgrenzschichten
und k eine Konstante (~0,009) ist; dabei wird allerdings die Ordnung des zu l6senden
Systems von Differentialgleichungen um Eins erhéht, und man gelangt zu einer
Integralmethode dritter Ordnung. Hierzu mufl dann noch eine dritte An-
fangsbedingung (z. B. der Dissipationsbeiwert) festgelegt werden.

Feldmethoden. Die Feldmethoden haben halbempirische Verfahren, wie sie in 3.4
beschrieben worden sind, zur Grundlage, und die entstehenden Systeme von partiellen
Differentialgleichungen werden numerisch, in der Regel unter Benutzung von Diffe-
renzenverfahren, geldst.

Die Anwendung des Austauschansatzes, Gl. (3.106) oder der Mischungsweg-
formel, (3.107), fihrt auf Losungsverfahren, die denen fiir laminare Grenzschichten
dhnlich sind. Zunéchst sind jedoch Annahmen fiir die Verteilung der Wirbelviskositit
bzw. des Mischungsweges erforderlich. Wihrend man bei freier Turbulenz mit ein-
fachen Annahmen relativ gut mit Messungen iibereinstimmende Geschwindigkeits-
profile errechnet, ist es bei Grenzschichten wesentlich schwieriger, geeignete Verteilun-
gen fiir ¢, oder ! zu finden. Die Turbulenzbewegung wird nimlich einerseits durch
die feste Wand stark beeinfluB8t, und andererseits dhnelt die Strémungsform in groBe-
ren Wandabstinden der Nachlaufstrdmung. Die einfachste Annahme eines konstanten
Wertes der Wirbelviskositit fir den duBeren Teil der Schicht wurde von F.H.
Clauser®) und A. A. Townsend [12] auf Gleichgewichtsgrenzschichten angewen-

) Rotta, J. C.: Vergleichende Berechnungen von turbulenten Grenzschichten mit verschie-
denen Dissipationsgesetzen. Ing.-Arch. 38 (1969) 212-222,

3) Goldberg, P.: Upstream history and apparent stress in turbulent boundary layers. Gas
Turbine Lab., Mass. Inst. Techn. Rep. 85, 1966.

%) Clauser, F. H.: The turbulent boundary layer. Advances Appl. Mech. 4 (1956) 1-51.
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det. Die auf diese Weise erhaltenen Losungen konnten durch Zusammenfiigen mit
dem universellen Wandgesetz zu Geschwindigkeitsprofilen fiir die ganze Grenzschicht
erginzt werden.

Diese Annahmen wurden von G. L. Mellor?') und Mitarbeitern sowie von A. M. O.
Smith?) und Mitarbeitern ausgebaut und auf Grenzschichten mit beliebigen Druck-
verteilungen angewendet. Die Verfahren der beiden Forschergruppen unterscheiden
sich nur in weniger wichtigen Einzelheiten. Zur konstanten Wirbelviskositit des
duBeren Teils wird fiir die inneren Partien eine Verteilung des Mischungswegs gemilB
den Erfordernissen des Wandgesetzes hinzugefiigt. T. Cebeci und A. M. O. Smith
verwenden fiir die Unterschicht die van Driestsche Beziehung (3.116), tragen
dabei aber der Variation der Schubspannung Rechnung, firr die sich nach (4.104)
bei kleinem y

dp.
=Tt 4.17
AT P (4.179)
ergibt. Daher wird folgender Ausdruck fiir die Wirbelviskositit der inneren Schichten
benutzt -
= ey M—exp| — 2 P XY )0
&= (xy) {1 exp[ vA(Q + i Q) ]} 3 fir 0<y<yi.
(4.180)

Die urspriinglich konstante Wirbelviskositit der duBeren Schichten wird mit dem
Intermittenzfaktor y multipliziert,

Ea= € ULO Yy fUr y2n, (4.181)

wobei y auf Grund der Messungen Klebanoffs durch

y= [1 +55 (%)6]_‘ (4.182)

angendhert wird. Fiir die Konstanten wurde x=0,4, 4=26 und e,=0,0168 gesetzt.
Der Wert von y,, der die Giiltigkeitsbereiche der Formeln (4.180) und (4.181) trennt,
ergibt sich aus der Bedingung, daB die Wirbelviskositiit gleiche Werte annimmt:

& =8, fUr y=y,. (4.183)

Die wirklichen Verteilungen der Wirbelviskositit und des Mischungswegs bei Gleich-
gewichtsgrenzschichten, aus MeBergebnissen errechnet, sind aus Fig. 100 und 101 zu
ersechen. Die Verteilungen sind fiir die drei Grenzschichten in bemerkenswert guter
Ubereinstimmung miteinander. Jedoch ist die Wirbelviskositit im duBeren Teil der
Grenzschicht bei weitem nicht konstant, das gilt auch fiir das Verhdltnis &/y; trotz-

"y Mellor, G. L.: The effects of pressure gradients on turbulent flow near a smooth wall.
J. Fluid Mech. 24 (1966) 255--274.

2) Cebeci, T.; Smith, A, M. O.: A finite-difference solution of the incompressible turbulent
boundary-layer equations by an eddy-viscosity concept. In: Kline, S.J.; Morkovin, M. V;
Sovran, G.; Cockrell, D.J. (Eds.): [26), 346-355.
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dem liefern die Rechnungen mit g =const annehmbare Anniherungen fir die Ge-
schwindigkeitsprofile. Auch die Verteilungen des Mischungswegs weichen nicht viel
voneinander ab. Uber einen betrichtlichen Bereich ergibt sich ein nahezu konstanter

Q03
V7R ig. 100
3 / Za \-\ Verteilung der Wirbelviskositit
$ o1 / bei Gleichgewichtsgrenzschichten
§0, - (nach P. Bradshaw)
& ————— P, =const
(Klebanoff)
0 4z 04 as a8 0 —_———m=-015
o —s —« ~— m=—0,255
010 o /__ — v
g y 1 g e e A, TRl Flg. 101
205 / Y/ Verteilung des Mischungswegs bei
‘ ; Gleichgewichtsgrenzschichten (nach
° P. Bradshaw)
- ——— P, =const (Klebanoff)
0 92 04 06 08 w ———m=-015
y/6— —_—— m=—0,255
3174,
S .
/:Z S Fig. 102
212 < 3 Wirbelviskositit fiir eine Nichtgleichgewichts-
—_ \< grenzschicht mit abnehmendem Druckgradienten
"’; J \B\ b\ (nach P. Bradshaw)
NSk = i i = —
S (5\\ \\ ® x=47 Gleichgewicht m= —0,255
3 \ @ 65
® 71 >inch,» p = const
0 i3 ] 75 m @ 83

yin mm ————» @ 95

Wert fiir I/5. Am AuBenrand scheinen die Mischungswege nach unendlich abzubiegen;
dies ist das Gegenstiick zu der bei freier Turbulenz erwiihnten Singularitit am Rande
des Turbulenzfeldes, die sich bei konstantem Mischungsweg einstellt.

In Fig. 102 wird die Wirbelviskositit fir eine Grenzschicht gezeigt, in der ein anfing-
lich starker positiver Druckgradient (u,~x~%2%%) mit x auf Null abfillt. Hier liegt
nachdriicklich keine universelle Verteilung fiir ¢, vor.

Der grofite Mangel der Feldmethoden, die auf universeller Verteilung der Wirbel-
viskositdt aufbauen, liegt in der Vernachlissigung der Relaxationseffekte der Tur-
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bulenz. Die halbempirischen Verfahren von 3.4.2, deren Grundlage die Gleichung fiir
die kinetische Turbulenzenergie ist, sind diesen Methoden iiberlegen.

Der Formalismus von P. Bradshaw, D. H. Ferriss und N. P. Atwell ist nur bei
voll turbulenter Stromung giiltig und kann daher die wirklichen Randbedingungen
an der Wand (#=0) nicht erfiillen. Im Bereich der Wandnihe wird die gemittelte
Geschwindigkeitsverteilung durch das universelle Wandgesetz fortgesetzt. Fiir den
Beginn der Rechnung miissen das Profil der gemittelten Geschwindigkeit und die
Schubspannungsverteilung als Anfangsbedingungen vorgegeben werden. Das Ver-
fahren ist in groBerem Umfang angewendet worden und hat sich gut bewéhrt. Es
liegen Rechenprogramme fiir verschiedene Losungsmethoden und in verschiedenen
Programmiersprachen vor').

Bei dem Verfahren von G. S. Glushko, das I. E. Beckwith und D. M. Bushnell?)
neu bearbeitet haben, kann die Rechnung in der laminaren Grenzschicht begonnen
werden: durch Einfiihren einer schwachen Storverteilung fiir die Turbulenzenergie
geht die laminare Losung bei einer bestimmten Reynolds-Zahl ziemlich plotzlich
in die turbulente iiber. Die Stirke der Storung beeinflufit die Reynolds-Zahl dieses

Fig. 103

Ortlicher Reibungsbeiwert als Funktion

der Reynolds-Zahl Re, nach Rechnun- 02
gen von L. E. Beckwith und D. M.

Bushnell T e
————— schwache Anfangsstrémung \

— — — 2,5-10*-mal stiarkere Anfangs-

stromung w? - - . 7
® laminare Grenzschicht n oy " " 0
@) turbulente Grenzschicht nach

Fig. 85, (xo=0)

Ubergangs, nicht aber das asymptotische Verhalten der Losung. In Fig. 103 ist der
Verlauf des ortlichen Reibungsbeiwertes der ebenen Platte als Funktion der Reyn-
olds-Zahl Re,=u,x/v nach dieser Rechnung dargestellt, um zu zeigen, daB mit
Verfahren dieser Art beachtliche Leistungen mdglich sind.

Einzelheiten der numerischen Lsungsmethoden und Rechenergebnisse der beschrie-
benen Feldmethoden mége der Leser dem Originalschrifttum und den erwihnten
Ergebnissen der 1968 AFOSR-IFP-Stanford Conference [26] entnehmen.

) Ferriss, D. H.; Bradshaw, P.: A computer program for the calculation of boundary-
layer development using the turbulent energy equation. NPL Aeron. Rep. 1269, 1968.
Ferriss, D. H.: An implicit numerical method for the calculation of boundary-layer develop-
ment using the turbulent energy equation. NPL Aeron. Rep. 1295, 1969.

Nash, J. F.: A finite-difference method for the calculation of incompressible turbulent
boundary layers in two dimensions. Lockheed-Georgia Company, Marietta, Aerospace Sci.
Lab. ER-9655, 1968.

2) Siehe FuBnote 2, S. 177. In diesem Bericht wird auch ein Rechenprogramm beschrieben.
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5. Weitere Probleme

Die Theorie turbulenter Strémungen umfaBt noch weitere Fragen, die in den vor-
liegenden Kapiteln nicht behandelt wurden. Als wichtigste erscheinen die Ausbreitung
von Wirme und Beimengungen, die Erzeugung und Ausstrahlung von Schall sowie
die Wirkung erheblicher Dichteéinderungen. Diese Probleme konnen im Rahmen
dieses Buches nicht ausfiihrlich dargestellt werden; einige Hinweise auf das Wesent-
lichste und auf das Schrifttum miissen hier geniigen. Ferner wird in diesem Kapitel
kurz iber theoretische Versuche gesprochen, das Turbulenzproblem auf strengere
Weise als mit halbempirischen Methoden der Lésung zuzufiihren.

5.1. Wiirmetransport und Vermischung

Eine hervorstechende und praktisch auBerordentlich bedeutende Wirkung turbulenter
Bewegung ist, da Wirme und andere dem Strémungsmedium anhaftende Eigen-
schaften oder Beimengungen durch Vermischungsvorginge transportiert werden.
Effektiv handelt es sich um konvektive Transportvorginge, die durch die ungeordnete
Bewegung der Turbulenz bewirkt werden.

Bei der Behandlung dieser Transportvorginge erheben sich zwei verschiedene Arten
von Fragestellungen, die verschiedene Behandlungsmethoden verlangen, nimlich die
Eulersche und die Lagrangesche Behandlung. Zur Erliuterung diene Fig. 104. Im

i t
& Fig. 104
Zur turbulenten Vermischung

Zeitpunkt t, haben alle Fliissigkeitsteilchen im Gebiet A eine bestimmte Beimengung
mit der Konzentration 1. Zur spiiteren Zeit t sei diese ,,Wolke“ verzerrt und ortlich
verschoben. Bei der Eulerschen Behandlung ist die Wahrscheinlichkeit dafiir zu er-
mitteln, daB der feste Punkt x zur Zeit t innerhalb des Gebietes B der Beimengungen
liegt. Praktisch ist diese Wahrscheinlichkeit mit der (iiber die Gesamtheit der Reali-
sationen) gemittelten Konzentration der Beimengung identisch. Dagegen wird bei
der Lagrangeschen Behandlung nach den durchschnittlichen geometrischen Kenn-
zeichen des Volumens der Beimengungen gefragt; die mittlere Ausbreitung des Volu-
mens um seinen Schwerpunkt ist z. B. ein solches Kennzeichen.

Die Lagrangesche Behandlung, bei der man den Weg der einzelnen Fliissigkeits-
teilchen im statistischen Mittel verfolgt, wird hauptséchlich angewandt, um das Wesen
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der Diffusion zu ergriinden. Sie geht auf die klassische Arbeit von G.I1. Taylor!)
zuriick. Fiir mehr auf die praktischen Belange ausgerichtete Fragen benutzt man
meistens die Eulersche Behandlung.

Bei der theoretischen Behandlung setzt man gewdhnlich die Temperaturunterschiede
im Stromungsfeld als so klein bzw. die Beimengungen als von solcher Art voraus,
daB die Stoffeigenschaften des Stromungsmediums dadurch nicht gefindert werden.
Die eigentliche Turbulenzbewegung bleibt deshalb von der Diffusion oder dem
Wirmetransport unbeeinfluBt?).

Bei der Eulerschen Behandlung geht man von den bekannten Transportgleichungen
aus, im Fall eines Temperaturfeldes also von GI.(1.157). Man kann die Mittelung
durchfiihren (GL. (1.182)) und weitere Operationen gemaB den Ausfiithrungen von 1.3.6
vornehmen. Die molekulare Warmeleitung (Fouriersches Gesetz) bzw. die mole-
kulare Diffusion (Ficksches Gesetz), die sich den genannten Vorgéngen iiberlagert,
spielt eine dhnliche Rolle wie die molekulare Reibung bei den Geschwindigkeits-
schwankungen und kommt hauptsidchlich im Bereich groBer Wellenzahlen zur Wir-
kung. Im Wellenzahlenbereich der lokalisotropen Turbulenz (vgl. 2.4.1) gelten bei
groBen Reynolds-Zahlen auch fiir die Temperatur- und Konzentrationsschwankun-
gen universelle Verteilungsgesetze.

Im allgemeinen kann man bei raumlich verinderlichen Mittelwerten der Temperatur
oder der Konzentration von Beimengungen annehmen, daB die Fliissigkeitsbewegung
von Orten héherer Temperatur oder Konzentration mehr fortschleppt als die Fliissig-
keitsteile, die aus den Gebieten niedrigerer Mittelwerte kommen, wiederbringen. Von
solchen Uberlegungen ausgehend, wurde der Austauschansatz (3.106) auch auf tur-
bulente Wirmeleitung und Diffusion iibertragen. Fiir den WarmefluBl nach Gl. (1.183)
setzt man z.B. beziiglich der y-Richtung

—_ S oT

g=covT = —cga,;;, 5.1
wobei die AustauschgroBe ¢, die gleiche Dimension wie die Wirbelviskositat ¢, hat.
Dieser Ansatz wird hiufig gebraucht, obgleich die in 3.4.1 gegen den Austauschansatz
vorgebrachten Bedenken auch hier im gleichen MaB zutreffen. Infolge des prinzipiell
dhnlichen Aufbaus der Navier-Stokesschen Gleichung und der Temperaturdiffe-
rentialgleichung (und auch der Kontrationstransportgleichung) haben die Austausch-
groBen der verschiedenen Transportprozesse (Impuls, Wirmeinhalt, Beimengungen)
zumindest gleiche GréBenordnung innerhalb der gleichen Strémung. Fiir den Wirme-
transport definiert man in Analogie zur Prandtl-Zahl (Gl (1.145)) eine ,turbulente
Prandtl-Zahl“

& _ W0 Tjoy,
W o T Gy

nach Versuchen meistens 0,5< Pr,<09. (5.2)

') vgl. FuBnote 2, S. 15. Beziiglich neuerer Darstellungen und weiteren Schrifttums sei der
Leser auf die Artikel von Batchelor, G. K.; Townsend, A. A.: [13] und Lin, C.C.;
Reid, W. H.: [18] verwiesen.

2) Vgl das in 1.3.2 im AnschluB an Gl. (1.157) Gesagte.
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Wenn das Feld der gemittelten Geschwindigkeiten gegeben ist (aus Versuch oder
Rechnung), so 1aBt sich die Reynolds-Spannung —gu'v’ aus der Reynoldsschen
Gleichung errechnen. Mit Hilfe von GI.(1.177) und Gl. (1.182) kann man dann bei
bekannten oder angenommenen turbulenten Prandtl-Zahlen und vorgegebenen
Rand- und Anfangsbedingungen das gemittelte Temperaturfeld berechnen’).

5.2, Erzeugung und Ausbreitung von Schall

Die mit der Turbulenzbewegung verbundenen Druckschwankungen, die ja ein wich-
tiges Glied im Gleichgewicht der Schwankungskrifte bilden, bleiben zu einem Teil
auf das Turbulenzfeld beschrinkt, zum anderen Teil werden sie als Schallschwingun-
gen in die weitere Umgebung ausgestrahilt.

Die ortlichen Druckschwankungen, die auch als Pseudo-Schall bezeichnet werden,
sind von der Kompressibilitat des Stromungsmediums weitgehend unabhingig. Sie
konnen als quasi-stationdr behandelt werden und stehen deshalb durch die in 1.3.4
gegebenen Beziehungen mit den Geschwindigkeitsschwankungen in Zusammenhang.
Die Druckschwankungen wirken natiirlich auf benachbarte Konstruktionsteile ein.
So sind zB. die Wanddruckschwankungen unter der turbulenten Grenzschicht an
der Lirmiibertragung auf die Innenrdume bei Hochgeschwindigkeitsflugzeugen be-
teiligt. Messungen und theoretische?) Untersuchungen zur Ermittlung der Druck-
schwankungen wurden durchgefiihrt.
Das eigentliche Schallfeld®) besteht dagegen aus reinen Kompressionsschwingungen.
Die abgestrahlte Energie ist klein im Verhiltnis zu der Energie, die durch Zihigkeits-
krifte dissipiert wird. Daher ist das von der Turbulenz erzeugte Schallfeld ein Neben-
produkt, das ohne Riickwirkung auf das Geschwindigkeitsfeld bleibt.
Zur Herleitung der Wellengleichung wird die Kontinuititsgleichung (1.139) nach ¢
und die Impulsgleichung (1.140) nach x; differenziert; dann wird 8*(u,)/(0x;0t) mit
Hilfe der letzteren Gleichung aus der ersteren eliminiert. Es ergibt sich so nach Ver-
nachlidssigung der Volumenkrifte

g Pleuu)  *p %t

-0y

ot ox;0x;  Ox0x; 9x,0x; (53)
Bei der Niiherung der klassischen Akustik werden die Strémungsgeschwindigkeiten u;
und die Stokesschen Spannungen t;; vernachldssigt. Mit der durch die Bezichung

d
2= EIEJ (54)

) Vgl Rotta, J. C.: Temperaturverteilungen in der turbulenten Grenzschicht an der ebenen
Platte. Int. J. Heat Mass Transfer 7 (1964) 215-228.

2) Lilley, G. M.: Wall pressure fluctuations under turbulent boundary layers at subsonic
and supersonic speeds. AGARD Rep. 454, 1963.

%) Vgl. Ffowces Williams, J. E.: Hydrodynamic noise. Ann. Rev. Fluid Mech. 1 (1969)
197-222.
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definierten Schallgeschwindigkeit ¢, ergibt sich dann die homogene Wellen-

gleichung der Dichteschwankungen im gleichférmigen akustischen Medium zu
Pe_ o O
a2~ 0 9x,x,

=0. (5.5)

Subtrahiert man c28%¢/(@x;0x;) auf beiden Seiten von Gl. (5.3) und fiihrt den Tensor
njzeui"j+(P_ccz)Q)5ij_Tij (5.6)

ein, so erhilt man die Wellengieichung in der von M. J. Lighthill!) gegebenen
Form,
o2 °ox;0x; 0x,0x;

6.7

Diese Gleichung besagt physikalisch, daB eine fluktuierende Strémung, z. B. ein tur-
bulenter Triebwerksstrahl, in gleicher Weise Dichteschwankungen in dem ruhenden
Medium der Umgebung hervorruft, wie sie in der klassischen Akustik durch kon-
tinuierliche Verteilungen von pulsierenden Quadrupolen der Stirke T;; erzeugt
werden. Als praktisch wichtiges Ergebnis wurde gefunden, daB die von einem turbu-
lenten Strahl der Geschwindigkeit U je Lingeneinheit abgestrahlte Schallenergie
proportional g, U%d?/c} ist, wobei g, die Dichte des Mediums und d den Durch-
messer des Strahls bedeuten.

Bei groBen Mach-Zahlen, bei denen Energie in Form von Machschen Wellen
abgestrahlt wird, treffen die Voraussetzungen von Gl. (5.7), z. B. Konstanz der Schall-
geschwindigkeit, nicht ganz zu.

5.3. Stromungen mit erheblichen Dichteiinderungen

Dichteéinderungen erheblicher GroBe rufen in Stromungen reeller (viskoser und
wirmeleitender) Gase Wechselwirkungen zwischen den FeldgroBen Geschwindig-
keit, Druck, Dichte und Temperatur hervor. Ursache solcher Dichteinderungen sind

1. statische Druckgefille,

2. groBe Temperaturunterschiede,

3. groBe Geschwindigkeitsunterschiede,
4. starke Beschleunigungen.

Natiirlich kénnen mehrere dieser Ursachen gleichzeitig vorliegen, so daB sich sehr
vielseitige Problemstellungen ergeben. Statische Druckgefille und gleichzeitig kleine
Geschwindigkeiten (klein im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit) liegen bei Stro-
mungen in der Atmosphire vor. GroBe Temperaturunterschiede bei kleinen Ge-
schwindigkeiten werden durch Wirmezu- oder -abfuhr verursacht; hierher gehoren

1y Lighthill, M. J.: Jet noise. AIAA J. 1 (1963) 1507-1517.
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die Verbrennungsvorginge. Die Strémungen mit groBen Geschwindigkeitsunter-
schieden (Mehrfaches der Schallgeschwindigkeit) haben ihr Anwendungsgebiet zum
groBen Teil in der Luft- und Raumfahrttechnik. Insbesondere Grenzschichten bei
Uberschallstromungen haben groBes Interesse auf sich gezogen. Starke Beschleu-
nigungen treten bei Explosionsvorgingen auf, wo hiufig turbulente Strémungen
herrschen. Auch bei Strémungen in rotierenden Systemen und in Grenzschichten an
gekriimmten Winden werden die durch Beschleunigung erzeugten Dichtednderungen
mitunter wichtig.

Die meisten der vorliegenden Untersuchungen an Scherstrémungen bei groBen Ge-
schwindigkeiten sind durch das technische Interesse an Reibungswiderstand und
Wirmeiibergang motiviert worden. Uber die Grundlagen sind nur wenige Studien be-
kannt geworden?).

Solange die Dichtevariationen klein oder gar nicht vorhanden sind, wird das Tem-
peratur- bzw. Entropiefeld zwar von der Turbulenzbewegung gesteuert, es bleibt
aber ohne Riickwirkung auf das Geschwindigkeitsfeld, wie in 5.1 bereits dargelegt
wurde. Mit zunehmenden Dichteunterschieden tritt zunédchst eine Wechselwirkung
zwischen den gemittelten FeldgroBen dhnlich wie bei laminaren Strémungen ein. In
Grenzschichten bleibt z. B. an wirmeisolierten Oberflichen die gemittelte Gesamt-
enthalpie h_g (GL (1.124)) bei groBen Strtimung_ggeschwindigkeiten in erster Niaherung
konstant; das bedeutet, daB die Temperatur T zur Wand hin, wo die Geschwindig-
keiten klein sind, zunimmt. Die hierdurch hervorgerufenen Anderungen der Dichte
und der Zihigkeit beeinflussen das gemittelte Geschwindigkeitsfeld. Da der Druck
annidhernd unabhingig vom Wandabstand ist, dndert sich die Dichte bei idealen
Gasen umgekehrt mit der Temperatur (g~ 1/T). Beziiglich der Dichteschwankungen
sind, ebenso wie bei den Druckschwankungen, zwei unabhingige Bewegungsformen
zu unterscheiden, ndmlich die Dichteschwankungen des akustischen Feldes und die
mit den Geschwindigkeitsschwankungen korrelierten Dichteschwankungen. Die
letzteren unterliegen ndherungsweise dem Gesetz der isobaren Zustandsidnderungen;
es gilt also ¢'/g~ — T'/T. Nach bisher vorliegenden Feststellungen bleiben die Wir-
kungen auf das Geschwindigkeitsschwankungsfeld bis zu Mach zahlen Ma=35 ge-
ring. Mit zunehmenden Dichteunterschieden (Machzahlen) werden die Wechsel-
wirkungen mehr und mehr auf die Schwankungsfelder iibergreifen.

Dagegen vermindert sich die Oberflichenreibung der Grenzschichten schon bei
miBig groBen Machzahlen erheblich. Der gleiche Effekt wird bei starker Erwidrmung
der Oberflichen festgestellt. Es sind hierzu Abschitzungsverfahren entwickelt wor-
den, die in der Mehrzahl Verallgemeinerungen der in 4.4.3 und 4.4.6 beschriebenen
Methoden darstellen?).

'y Morkovin, M. V.: Effects of compressibility on turbulent flows. In: Favre, A. (Ed.):
[24], 367-380.

Laufer, J.: Thoughts on compressible turbulent boundary layers. In: Bertram, M. H.
(Ed.): [21], 1-13.

?) Vgl hierzu Bertram, M. H. (Ed.): [21].
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5.4. Analytische Theorien der Turbulenz

Als Moglichkeiten, die in 1.3.6 gegebenen Bewegungsgleichungen fiir die statistischen
Momente zu schlielen, wurden in diesem Buch nur halbempirische Methoden be-
sprochen, die allerdings auch als einzige bis jetzt zu praktischen Losungen gefithrt
haben. Es sind aber verschiedene analytische Theorien untersucht worden, die sich
nicht auf Versuchsergebnisse stiitzen. Zum Teil bedient man sich bewiihrter Prinzipien
der angewandten Mathematik und Mechanik, nimlich der Reihenentwicklungen,
verbunden mit der Vernachldssigung von Gliedern héherer Ordnung. Die erzielten
Erfolge sind, gemessen am mathematischen Aufwand, bescheiden und gehen iiber die
Klirung grundsitzlicher Fragen und Schwierigkeiten nur selten hinaus.

Die analytischen Theorien wurden ausschlieBlich auf homogene isotrope Turbulenz-
felder angewandt, bei denen sich die geometrischen Schwierigkeiten auf ein Minimum
reduzieren. Die Beschrankung auf diesen Fall wirft aber zwei Fragen auf. Einerseits ist
fraglich, ob man fiir die wesentlich komplizierteren Scherstromungen Losungen er-
mitteln kann, wenn das Problem fiir isotrope Turbulenz befriedigend gelost ist. An-
dererseits konnte die Aufgabe, eine geeignete Niherung fiir die turbulenten Wechsel-
wirkungen zu finden, bei isotropen Feldern schwieriger als bei Scherstrémungen sein.
Wegen der im letzteren Fall z.T. vorherrschenden Wechselwirkungen zwischen ge-
mitteltem Feld und Turbulenz fithren hier grobere Niherungen fiir die turbulenten
Wechselwirkungen moglicherweise zum Ziel, die bei isotroper Turbulenz versagen.

Im einzelnen wurden folgende Prinzipien versucht:

1. Vernachlédssigung von Momenten héherer Ordnung,
2. Vernachlidssigung von Kumulanten héherer Ordnung,
3. Statistische Modelle,

4. Wiener-Hermitesche Entwicklungen.

1. Bei der einfachsten Anwendung des Prinzips der Vernachldssigung von Momen-
ten hoherer Ordnung werden in der Momentengleichung zweiter Ordnung die
Momente dritter Ordnung vernachlissigt. Die sich auf diese Weise ergebende Losung
entspricht dem in 2.4.3 behandelten Endstadium der abklingenden Turbulenz. R. G.
Deissler') hat die Entwicklung bis zur Gleichung fiir die Momente vierter Ordnung
weitergetrieben und die Momente fiinfter Ordnung vernachldssigt. Die Ergebnisse
stimmen in einem groBeren Bereich von Reynolds-Zahlen mit Windkanalversuchen
iiberein. Nach R. H. Kraichnan?) ist diese Methode mit der Entwicklung des Ge-
schwindigkeitsfeldes nach Potenzen der Reynolds-Zahl gleichwertig. Diese Reihe
konvergiert aber nur fiir kleine Reynolds-Zahlen so stark, daB man nach wenigen
Gliedern abbrechen darf. Um das Abklinggesetz fiir groBe Reynolds-Zahlen zu be-

1) Deissler, R. G.: On the decay of homogencous turbulence before the final period. Phys.
Fluids 1(1958) 111-121. A theory of decaying homogeneous turbulence. Phys. Fluids 3 (1960)
176-187. _

2y Kraichnan, R. H.: The closure problem of turbulence theory. Proc. Symp. Appl. Math.
13 (1962) 199-225.
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kommen, miiBte man sehr viele Glieder beriicksichtigen. Derartige Rechnungen sind
wegen der mathematischen Kompliziertheit nicht durchfiihrbar.

2. Die Kumulanten sind MaBe fiir die Abweichungen der Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von der GauBschen Normalverteilung (vgl. 1.2.3). Die Vernachlissigung
der Kumulanten vierter Ordnung — man spricht in diesem Fall von Feldern mit
Quasi-Normalverteilungen — wurde zuerst von M. Millonschtchikov?) vor-
geschlagen. Die Momente vierter Ordnung werden dabei durch Produkte von Mo-
menten zweiter Ordnung ausgedriickt, namlich durch

Ul Uy = WU Uyl W Ul Uy U, 5.8

so daB die Differentialgleichungen fiir die Momente bis zur dritten Ordnung ein ge-
schlossenes System ergeben. Die Aufgabe wurde von I. Proudman und W. H. Reid?),
T. Tatsumi’®yund Y. Ogura*) bearbeitet. Der letztere Verfasser fand, daB sich nach
dieser Niherung fir groBere Reynolds-Zahlen negative Werte fiir das Energie-
spektrum ergeben kdnnen, die eine physikalische Unmdglichkeit sind.

Bei der Berechnung der quadratischen Mittelwerte und Korrelationen von Druck-
schwankungen fithrt die Annahme von GIl. (5.8) zu brauchbaren Ergebnissen °).

3. An statistischen Modellvorstellungen fiir die turbulenten Wechselwirkun-
gen sind besonders die vonR.H. Kraichnan als ,direct interaction approxima-
tion” und ,Lagrangeian history direct interaction approximation* be-
zeichneten Konzeptionen bekannt geworden. Ein wesentlicher Punkt dieser Schemata
ist, daB Korrelationen von Geschwindigkeiten nicht nur an verschiedenen Punkten
des Raumes sondern auch zu verschiedenen Zeiten beriicksichtigt werden. Nach
dieser Methode gelang R. H. Kraichnan®) die Berechnung des Energiespektrums
der lokalisotropen Turbulenz (2.4.1), wobei er fiir die Konstante « in (2.155) den Wert
a=1,77 ermittelte, der mit dem experimentellen Wert a=1,44 (Gl (2.158)) zu ver-
gleichen ist.

4. Die von N. Wiener”) vorgeschlagene Methode, nach der das Zufalisfeld in Her-
mitesche Polynome entwickelt wird, ist in neuerer Zeit von einer Anzahl von

1y Millonschtchikov, M.: On the theory of homogeneous isotropic turbulence. C. R.
Acad. Sci. U.S.S.R. 32 (1941) 615.

%) Proudman, L; Reid, W. H.: On the decay of a normally distributed homogeneous
turbulent velocity field. Philosoph. Trans. Roy. Soc. London A 247 (1954) 163-189.

%) Tatsumi, T.: The theory of decay process of incompressible isotropic turbulence. Proc.
Roy. Soc. London A 239 (1957) 16-45.

4) Ogura, Y.: A consequence of the zero-fourth-cumulant approximation in the decay of
isotropic turbulence. J. Fluid Mech. 16 (1963) 33-40.

%) vgl. Batchelor, G. K.: [6], 17711

%) Kraichnan, R. H.: Lagrangeian history closure approximation for turbulence. Phys.
Fluids 8 (1965) 575-598.

") Wiener, N.: Nonlinear problems in random theory. Cambridge, Mass, 1958,
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Autoren!) auf das Problem der homogenen Turbulenz angewendet worden. Auch
hier ist noch kein greifbarer Erfolg zu sehen, jedoch scheinen die hierin enthaltenen
Moglichkeiten noch nicht ausgeschdpft zu sein.

5.5. Statistische Stromungsmechanik

Die statistische Mechanik kann hinsichtlich der Ermittlung makroskopischer Eigen-
schaften aus der atomistischen Struktur der Materie groBe Erfolge fiir sich verbuchen.
Es ist eine naheliegende Frage, ob nicht eine ,statistische Stromungsmechanik“ ent-
wickelt werden kann, bei der in dhnlicher Weise ein Wahrscheinlichkeitsaggregat fiir
die Behandlung turbulenter Stromungen geschaffen wird. Es scheint, daB nur eine
solche Theorie eine solide Grundlage fiir das Turbulenzproblem abgeben kann.

Die Bedingungen fiir eine statistische Stromungslehre sind ungleich schwieriger als
fiir die klassische statistische Mechanik. Der markanteste Unterschied ist, daB man
sich mit der Bewegung eines Kontinuums auseinander zu setzen hat, wihrend die auf
der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung basierende statistische Mechanik
die Bewegung einzelner Partikel mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden be-
handelt. Der Bewegungszustand eines Kontinuums wird durch Funktionen be-
schrieben. Deshalb ist bei der statistischen Mechanik kontinuierlicher
Medien, die den groBeren Rahmen fiir die statistische Strémungsmechanik gibt, der
Phasenraum nicht mehr ein endlich dimensionaler Euklidischer Raum, sondern wird
zu einem Funktionenraum. Mathematisch liegt das Problem also auf der Ebene
der Funktionalanalysis. Um zu sinnvollen Ergebnissen zu gelangen, bendtigt man
eine hinreichend groBe Klasse von reguliren Integralen der das Problem beherrschen-
den partiellen Differentialgleichungen. Es liegen einige grundlegende Untersuchungen
vor; jedoch waren nur Aufgaben der Behandlung zuginglich, die linearen Differential-
gleichungen gehorchen. So wurden z B. die stochastischen Schwingungen einer in
einer Fliissigkeit gespannten Saite studiert, die durch die Brownsche Molekularbe-
wegung angeregt werden?).

Das Unvermdgen, allgemeine Integrale der Navier-Stokesschen Gleichungen an-
geben zu konnen, ist das Haupthindernis auf dem Weg zur statistischen Stromungs-
mechanik. Erfolge sind nur bei Problemen von zweitrangiger Bedeutung zu ver-
zeichnen, bei denen die Gleichungen linearisiert werden diirfen. Das ist in der End-
phase der homogenen Turbulenz (vgl. 2.4.3) und bei den Potentialschwankungen in der
Nihe freier Turbulenzgrenzen (vgl. 3.3.5) der Fall. Der in 1.3.3 skizzierte Weg, allge-
meine Losungender Navier-Stokesschen Differentialgleichungen durch numerische

') Meecham, W.C.; Siegel, A.: Wiener-Hermite expansion in model turbulence at
large Reynolds number. Phys. Fluids 7 (1964) 1178-1190.

Bodner, E.: Turbulence theory with time-varying Wiener-Hermite basis. Phys. Fluids
12 (1969) 33-38, und weitere Artikel in Phys. Fluids.

2) Kampé de Férriet, J.: Statistical mechanics of continuous media. Proc. Symp. Appl.
Math. 13 (1962) 165-198.
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Integration zu gewinnen und als Elemente einer Statistik zu benutzen, liegt auf der
Linie der statistischen Stromungsmechanik.

Das Problem der statistischen Strémungsmechanik wurde von E. Hopf') durch Ein-
fiilhren des charakteristischen Funktionals formuliert, welches der charak-
teristischen Funktion einer ZufallsgréBe verwandt ist (1.2.3) und die Fourier-
transformierte einer beliebigen Phasenverteilung darstellt. Fiir das charakteristische
Funktional konnte Hopf aus den Navier-Stokesschen Gleichungen eine Funk-
tional-Differentialgleichung herleiten, die formal dem unendlichen System partieller
Differentialgleichungen fiir die Momente (vgl. 1.3.5) gleichwertig ist, die aber die
Entwicklung einer Phasenverteilung in kompakterer Weise beschreibt. Versuche,
einen Losungsweg fiir diese Gleichung zu finden, haben noch nicht zu nennenswerten
Resultaten gefiihrt.
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